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УДК 535.37

Е.С. ВОРОПАЙ, А.П. КЛИЩЕНКО, А.А. МИНЬКО, В.И. ПОПЕЧИЦ

АНИЗОТРОПИЯ ПРОЦЕССОВ ПОГЛОЩЕНИЯ И ИСПУСКАНИЯ 
СВЕТА СЛОЖНЫМИ ОРГАНИЧЕСКИМИ СОЕДИНЕНИЯМИ

In the work the principles of light absorption and emission by different complex molecular 
compounds (dyes, glass-like and liquid-crystal materials) are considered. The features of two- 
photon-excited fluorescence of solutions and luminescence decay are presented.

Наши лауреаты

Среди множества оптико-спектроскопических методов изучения строе­
ния и структуры сложных молекулярных соединений важнейшее место за­
нимают исследования процессов анизотропии поглощения и испускания, а 
для люминесцирующих веществ -  анизотропии люминесценции. Анизо­
тропия, или поляризация, люминесценции является одной из главных ха­
рактеристик люминесцентных веществ. Она тесным образом связана с ос­
новными параметрами и структурными особенностями молекул, а также с 
окружающей средой. Ее изучение дает разнообразную информацию о свой­
ствах и строении веществ, которую невозможно получить иными мето­
дами. Закономерности поляризованной люминесценции растворов сложных 
молекул в рамках наиболее целесообразной применительно к таким систе­
мам осцилляторной модели исследованы достаточно подробно. В данной 
работе изложены основные аспекты дальнейшего развития теории поляри­
зованной люминесценции, связанного с учетом нелинейных эффектов, в ча­
стности двухфотонно-возбуждаемой флуоресценции (ДФВФ).

1. Поляризация двухфотонно-возбуждаемой флуоресценции
Расчеты степени поляризации ДФВФ флуоресценции Ргф выполнены на 

основании осцилляторной модели, используемой при описании поляриза­
ционных характеристик флуоресценции сложных молекул [1-5]. Процесс 
поглощения моделировался посредством двух параллельных осцилляторов 
поглощения и ориентированного под определенным углом осциллятора ис­
пускания. При этом предполагалось, что за испускание ответственны пере­
ходы из тех же возбужденных состояний, что и при одноквантовом возбуж­
дении. Основанием для этого послужили работы, указывающие на незави­
симость спектра флуоресценции от вида возбуждения (одно- и двухкванто­
вое). В результате проведенных расчетов получено аналитическое соотно­
шение, связывающее предельное значение Ргф с углом а  между осциллято­
ром испускания и параллельными осцилляторами поглощения [1]. По 
структуре эта формула схожа с известной формулой Левшина -  Перрена 
для однофотонно-возбуждаемой флуоресценции (ОФВФ). Анализ получен­
ного соотношения позволил установить, что ДФВФ более анизотропна (ин­
тервал изменения степени поляризации от 2/3 до -1/2), чем ОФВФ (значе­
ния степени поляризации от 1/2 до -1/3). Аналогичные выводы сделаны и 
на основании квантовомеханических расчетов с использованием матрицы 
плотности.

Выполнен расчет предельного значения степени поляризации г пй для 
л-квантового процесса возбуждения при параллельности всех п осциллято­
ров поглощения и одного осциллятора испускания:

Р„Ф=л/(л+1).
Исследован более общий случай расположения осцилляторов поглоще­

ния и испускания [2]. В рамках этой модели рассматривался один осцилля-
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тор испускания и два диполя поглощения, составляющие угол у. Ориента­
ция осциллятора испускания задавалась углом а, образованным эткм ос­
циллятором и биссектрисой между диполями поглощения. Именно для та­
кой модели получено достаточно компактное аналитическое соотношение. 
Несмотря на то что соотношение получено для ДФВФ, оно полностью при­
менимо и при описании люминесценции из высоких возбужденных состоя­
ний при их двухступенчатом возбуждении. Подобная методика исследова­
ния более высоких, чем Si, состояний, в настоящее время находит широкое 
применение, в частности при изучении «синей» и «горячей» люминесцен­
ции из непрорелаксированных состояний.

Установлена связь между значениями P при возбуждении естественным 
и линейно-поляризованным светом. В результате выявлена взаимосвязь 
предельной степени поляризации с симметрией молекулы. Установлено, 
что для молекул, имеющих ось симметрии второго порядка и выше (незави­
симо от симметрии), P2̂ M S. Отметим, что для ОФВФ значение Р\^<\П для 
молекул, имеющих ось симметрии третьего порядка и выше.

Как и в случае однофотонно-возбуждаемой люминесценции, наиболее 
точную информацию о мультиплетности поглощающих и излучающих сис­
тем дают поляризационные диаграммы. Для определения вида диаграмм 
классически и квантовомеханически выполнен расчет зависимости степени 
поляризации излучения от величины угла между электрическими вектора­
ми возбуждающих потоков. Для случая с одним промежуточным состоя­
нием в рамках осцилляторной модели выполнены расчеты степени поляри­
зации ДФВФ от угла поворота направления поляризации возбуждающих 
световых потоков и угла наблюдения для всех возможных комбинаций л- и 
о-осцилляторов -  поляризационных диаграмм ДФВФ [4]. Измерения, про­
веденные для ряда производных фталимида, показали, что ДФВФ описыва­
ется моделью трех л-осцилляторов. Для сложных молекул имеет место ди- 
поль-дипольный характер, что подтверждает возможность использования 
осцилляторной модели при описании характеристик ДФВФ.

В результате исследования зависимости степени поляризации ДФВФ от 
частоты возбуждения и регистрации (спектры поляризации по поглощению 
и люминесценции) были обнаружены более значительные по сравнению с 
ОФВФ изменения степени поляризации по спектру ДФВФ, обусловленные 
электронно-колебательным взаимодействием. Измерения степени поляри­
зации ДФВФ в зависимости от температуры и вязкости, а также в стеклую­
щихся растворителях [3] показали, что предельная степень поляризации ря­
да сложных молекул, которая определена путем экстраполяции к нулевой 
температуре и бесконечной вязкости с учетом ее зависимости от частоты, 
близка к теоретическому значению, равному 2/3.

На основании установленных значительных изменений степени поляри­
зации ДФВФ по спектру флуоресценции, а также при изменении суммар­
ной частоты двухквантового возбуждения в пределах основной полосы по­
глощения выбрана модель для расчета, в которой учтено электронно­
колебательное взаимодействие во втором порядке теории возмущений. Со­
вокупный анализ теоретических и экспериментальных зависимо w ̂ й под­
тверждает тот факт, что конечными для двухквантового перехода рассмат­
риваемой природы являются электронно-колебательные состояния [5].

Измерение характеристик достаточно малого по величине двухфотонно­
го поглощения (ДФП) требует специальных подходов [6-15]: разработки
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методов, обеспечивающих высокое разрешение применительно к ДФП, а 
также к исследованию характеристик ДФВФ растворов сложных молекул. 
К ним относятся, в частности, внутрирезонаторный метод [7], различные 
разностные и компаративные методы. Повышение точности амплитудных и 
временных измерений обеспечивается применением оригинальных методов 
и устройств [8-14]. Для измерений кинетики и поляризации люминесцен­
ции времяразрешенных спектров [14, 15] был создан опытный образец им­
пульсного спектрофлуориметра.

2. Поляризационные характеристики люминесценции органических 
молекул из высоких возбужденных электронных состояний (ВВЭС)
Большие возможности для исследования структуры многоатомных мо­

лекул и процессов трансформации энергии возбуждения, проходящих в 
растворах под воздействием мощных лазерных потоков, представляет изу­
чение люминесценции из ВВЭС [16-19] (коротковолновая, или «синяя», 
люминесценция).

Для заселения ВВЭС в работе применялось возбуждение раствора двумя 
световыми потоками, частоты которых резонансны переходам So—>Si и 
Si—>S„ (двойной резонанс). При таком способе возбуждения поляризацион­
ные исследования оказываются эффективными для изучения конкуренции

двухступенчатого
(  „  Zjv 1 +  Ziv

(5,
ZiV1

^i
Ziv,

>5.

; Sn) и двухфотонного

поглощений в области двойного резонанса, а также

излучения процесса кумуляции энергии (КЭ), при котором происходит бе­
зызлучательный переход энергии с одной синглетно-возбужденной молеку­
лы на другую, также возбужденную, что приводит к переходу одной из них 
в ВВЭС.

В результате исследований, связанных с изучением поляризационных 
характеристик «синей» люминесценции растворов сложных молекул, в 
рамках осцилляторной модели обоснована зависимость степени поляриза­
ции люминесценции растворов ксантеновых красителей и производных 
фталимида от ориентации дипольных моментов переходов между возбуж­
денными состояниями в молекуле при ступенчатом возбуждении 
( 5,* —» Sn) двумя световыми потоками с различным расположением
векторов поляризации. Предложен метод определения взаимной ориента­
ции дипольных моментов переходов в молекуле, основанный на измерении 
степени поляризации люминесценции из ВВЭС [18, 19].

В пределах нескольких электронных полос излучения проведены экспе­
риментальные исследования поляризационных спектров, установившие за­
висимость их вида от способа возбуждения и вязкости растворов. Анализ 
поляризационных спектров по испусканию позволил оценить время жизни 
первого и последующих более высоких возбужденных состояний, отве­
чающих за «горячую» и коротковолновую люминесценции, и показать воз­
можность определения каналов дезактивации энергии электронного возбу­
ждения в поле световой волны.

Поляризационные исследования «синей» люминесценции в вязких и ма­
ловязких растворителях при ступенчатом возбуждении системы двумя ре­
зонансными световыми потоками (двойной резонанс) показали возмож­
ность конкуренции между несколькими механизмами заселения ВВЭС.
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Проведены квантовомеханические расчеты вероятностей ДФП и ДСП для 
многоатомных молекул в области двойного резонанса. Предложен экспе­
риментальный метод разделения обоих процессов заселения Sn, основанный 
на поляризационных и временных измерениях.

Разработана модель описания КЭ синглетно-возбужденных молекул, 
возникающей при высокой плотности населенности возбужденного состоя­
ния и обусловленной безызлучательным переносом энергии. Поляризаци­
онные и кинетические исследования люминесценции из ВВЭС позволили 
экспериментально обнаружить и теоретически обосновать наличие КЭ 
синглетно-возбужденных молекул в растворах. Показано, что посредством 
исследования концентрационной деполяризации «синей» люминесценции 
можно определить эффективность вклада КЭ в заселенность состояния Sn.

3. Поляризация индуцированного излучения и его особенности 
в припороговой области накачки

Описание поляризации излучения (в том числе и индуцированного) свя­
зано с выделением двух ортагональных компонент, называемых поляриза­
ционными модами. Метод поляризационных мод удобен для описания ши­
рокого круга лазерных систем -  от газовых лазеров до лазеров на растворах 
красителей.

Однако может возникнуть ситуация, для которой такой подход неприем­
лем, поскольку не учитывает возможность возникновения сложной фазово­
поляризационной структуры (ФПС). Источниками излучения со сложной 
ФПС могут выступать лазеры на растворах красителей с низкой доброт­
ностью резонатора, работающие вблизи порога генерации. Был предложен 
и теоретически обоснован новый подход к проблеме формирования поляри­
зационных и энергетических характеристик индуцированного излучения 
жидкостных лазеров в припороговой области накачки, связанный с разви­
тием метода поляризационных компонент [20-28] (полный набор поляриза­
ционных состояний). На основе этого метода удалось рассчитать энергети­
ческие и поляризационные характеристики генерируемого излучения, а 
также объяснить ряд экспериментально наблюдаемых эффектов, связанных 
с условиями накачки в припороговой области и поляризацией возбуждаю­
щего излучения. В частности, для жидкостных лазеров впервые выявлены 
особенности формирования и развития генерации в припороговой области 
значений энергии накачки.

Обнаружена зависимость эффективности генерации излучения в припо­
роговой области от линейной и круговой поляризации накачки, причем эф­
фективность линейно-поляризованной накачки значительно выше 
(в 2-3 раза), чем круговой.

Теоретически показано, что данные закономерности хорошо согласуют­
ся в рамках модели, обосновывающей формирование частично поляризо­
ванного излучения генерации, обусловленной некогерентной смесью коле­
баний всех возможных поляризаций, независимо от поляризации излучения 
накачки и ее геометрии.

Нами предложен способ получения неполяризованного свыа генерации 
в результате накачки активного вещества светом круговой поляризации при 
значительном превышении порога генерации, следствием чего является от­
сутствие фазовой корреляции между различными поляризационными коле­
баниями.
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Аргументирован и экспериментально подтвержден метод оптимизации 
энергетических и поляризационных характеристик излучения жидкостного 
лазера при околопороговом режиме накачки путем подбора концентрации 
активного вещества. Причем значения концентрации зависят от геометрии 
накачки и состояния поляризации возбуждающего излучения, а также ори­
ентации электрического вектора относительно оси резонатора, что возмож­
но лишь при условии учета процесса, определяющегося концеьірацйей из­
лучательных центров, -  безызлучательного переноса энергии (БПЭ).

Проведено теоретическое обоснование метода поляризационных компо­
нент. Получено решение уравнения Фоккера -  Планка для функции распре­
деления интенсивности отдельных компонент и построены функции рас­
пределения степени поляризации излучения генерации, анализ эксперимен­
тальных данных позволил определить значения коэффициентов потерь для 
поляризационной компоненты.

4. Поляризация флуоресценции при световом тушении.
Механизм тушения

Выполнено Дыальное исследование спектрально-поляризационных ха­
рактеристик растворов сложных молекул при световом тушении (CT) 
[29-32]. Указанное явление проявляется в изменении интенсивности флуо­
ресценции при воздействии сильного невозбуждающего излучения. Из 
сравнения спектральных зависимостей коэффициентов Эйнштейна для вы­
нужденных переходов, полученных методом СТ, с найденными из спектров 
люминесценции установлено, что для большинства изученных сложных 
молекул основным каналом CT являются вынужденные переходы из перво­
го возбужденного на колебательные подуровни основного состояния. Ана­
логичные выводы сделаны по результатам исследования анизотропии флуо­
ресценции при СТ. Исходя из определения механизма последнего пред­
ложен и реализован оригинальный способ измерения спектров люми­
несценции, обладающий рядом преимуществ по сравнению с традицион­
ным. Он наиболее эффективен при исследовании низкочастотных участков 
спектра люминесценции, а также применительно к многокомпонентным 
растворам и при наличии излучения примесей.

На примере ряда производных фталимида и ксантеновых красителей с 
известной ориентацией осцилляторов перехода в растворах различной вяз­
кости обнаружена существенная зависимость эффективности CT от взаим­
ной ориентации единичных векторов поляризации линейно-поляризован­
ного возбуждающего и тушащего световых потоков, а также осцилляторов 
поглощения и флуоресценции. Установлено, что максимальная эффектив­
ность CT наблюдается при совпадении направления осцилляторов погло­
щения и флуоресценции, а также при параллельности векторов поляриза­
ции возбуждающего и тушащего световых потоков. Минимальная эффек­
тивность зафиксирована при взаимно перпендикулярной ориентации ос­
цилляторов поглощения и флуоресценции.

Изучение эффективности CT по спектру флуоресценции показало, что 
она увеличивается при переходе к низкочастотному краю полосы флуорес­
ценции. Обнаружена значительная зависимость степени поляризации и эф­
фективности CT от частоты флуоресценции в глицериновых растворах и ее 
отсутствие в этанольных растворах. Изменение этих характеристик в пре­
делах спектра люминесценции ослабляется при уменьшении частоты воз­
буждения. Данный эффект обусловлен ориентационной и спектральной се­

8



Наши лауреаты

лективностью L-1, а также конкуренцией процесса релаксационного сдвига 
спектра люминесценции и дополнительного обеднения возбужденных со­
стояний при СТ. Показана возможность изучения динамики процесса пере- 
^цюйки сольватной оболочки при квазистационарном возбуждении и CT 
интенсивным импульсным излучением.

C использованием уравнений баланса выполнены расчеты спектрально­
поляризационных характеристик растворов в условиях СТ. Проанализиро­
вана зависимость изменения эффективности CT и степени поляризации от 
сдвига мгновенного спектра люминесценции в процессе релаксации и соот­
ношения между временем жизни и временем релаксации при различной 
ориентации осцилляторов поглощения и испускания, а также взаимной 
ориентации векторов поляризации возбуждающих и тушащих световых по­
токов. В целом проведенные исследования спектрально-поляризационных 
характеристик позволили обосновать механизм CT в конденсированной фа­
зе сложных органических соединений.

5. Концентрационная деполяризация люминесценции растворов 
сложных органических молекул

Получены формулы, описывающие концентрационную деполяризацию и 
квантовый выход люминесценции при изменении трех параметров -  кон­
центрации люминесцентных молекул, температуры и вязкости раствора. 
Очевидно, что увеличение температуры и/или уменьшение вязкости рас­
твора приводят к возрастанию вероятности безызлучательного переноса 
энергии возбуждения и, следовательно, к уменьшению степени поляриза­
ции и квантового выхода люминесценции. Теоретически показано, что наи­
более сильно зависимость концен!рационной деполяризации и тушения 
люминесценции от температуры и вязкости раствора проявляется в области 
средних концентраций ~10- ’ моль/л, т. е. когда в «активной сфере» А. Яб­
лонского находятся одна-две люминесцентные молекулы. Как следует из 
проведенных расчетов, максимально возможное уменьшение анизотропии 
испускания, вызванное диффузией флуоресцентных молекул, в области 
указанных концентраций составляет примерно 7 %, а квантового выхода -  
12 % по сравнению с твердым раствором [33-35]. Полученные результаты 
показали хорошую согласованность теоретических и экспериментальных 
данных [35].

6. Спектрально-поляризационные свойства люминесценции 
красителей в условиях неоднородного уширения 

спектральных уровней
Установлено, что в условиях неоднородного уширения электронных 

уровней энергии при переходе от стоксова возбуждения к антистоксовому 
коротковолновой температурный сдвиг спектров переходит в длинноволно­
вой, а степень поляризации флуоресценции возрастает с уменьшением час­
тоты регистрации. При стоксовом возбуждении степень поляризации по 
спектру флуоресценции снижается при уменьшении частоты регистрации. 
Эти эффекты объяснены с помощью предложенной схемы неоднородно 
уширенных электронных уровней люминесцентных молекул. При стоксо­
вом возбуждении для вязких полярных растворов красителей высокой кон­
центрации установлено изменение концентрационной деполяризации све­
чения по спектру испускания и изменение формы спектров флуоресценции 
потушенных растворов, зависящие от соотношения между временем жизни
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люминесцентных молекул в возбужденном состоянии и временем ориента­
ционной релаксации молекул растворителя. Теоретически и эксперимен­
тально показано, что уширение и длинноволновой сдвиг спектров флуорес­
ценции, уширение и коротковолновой сдвиг спектров возбуждения флуо­
ресценции, изменение степени поляризации по спектрам флуоресценции и 
возбуждения при повышении концентрации твердых полярных растворов 
красителей зависят от частоты возбуждения или регистрации, температуры 
раствора и структуры «элементарных» спектров. Установлена зависимость 
затухания свечения растворов флуоресцентных молекул от температуры, 
концентрации, частоты возбуждения и регистрации свечения; отличие этих 
зависимостей во многих случаях от экспоненциальных; разгорания флуо­
ресценции при регистрации на длинноволновом краю спектра испускания. 
Показано существование в твердых полярных растворах красителей кон­
центрационного тушения флуоресценции, вызванного безызлучательным 
переносом энергии возбуждения на длинноволновые флуоресцентные цен­
тры, обладающие повышенной способностью к безызлучательной дезакти­
вации энергии возбуждения [36-43].

Разработанные методы изучения поляризованной люминесценции рас­
творов сложных органических молекул и установленные при этом законо­
мерности были использованы при исследовании термо- и фотостабильности 
активных и пассивных лазерных сред на основе органических красителей, а 
также радиационной стойкости органических красителей в конденсирован­
ных средах [4^ л. 9].

7. Спектрально-поляризационные характеристики 
стеклообразных систем

Развитие таких областей науки и техники, как квантовая электроника, 
волоконно-оптическая связь, ядерная энергетика, космонавтика и др., тре­
бует создания оптических материалов с заданным набором физико-хими­
ческих свойств. В частности, большое внимание в последнее время уделя­
ется стеклообразным матрицам, которые активируются различными моле­
кулярными структурами (пористыми стеклами, заполненными ран  ворами 
красителей, центрами окраски и др.). Оптические свойства таких структур в 
немалой степени определяются свойствами матриц, поэтому их изучение 
представляется актуальной задачей.

Среди различных типов стекол важная роль принягтчежит кварцевому 
стеклу (SiO). Проведенные исследования [50-56] показывают, что практи­
чески для всех видов кварцевых стекол наблюдается полоса поглощения с 
максимумом около 242 нм, фотовозбуждение в которую приводит к появ­
лению полос люминесценции при 280 и 396 нм, для некоторых типов сте­
кол наблюдается слабая полоса поглощения в области 330 нм и соответст­
вующая ей полоса излучения при 400 нм. До настоящего времени не выяс­
нен вопрос о природе дефектов, обусловливающих УФ-поглощение и лю­
минесценцию кварцевых стекол. В кварцевых стеклах, легированных гер­
манием, максимум коротковолновой полосы люминесценции расположен 
при 792 нм. В случае освещения стекол линейно-поляризованным светом 
излучение поляризовано. Нами получены поляризационные диаграммы и 
рассчитано время жизни различных полос люминесценции [50]. На основа­
нии анализа экспериментальных данных определена природа (мультиполь- 
ность) элементарных излучателей, ответственных за полосы поглощения и 
люминесценции. Установлено, что полосам люминесценции в области 292
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и 396 нм в стеклах с германием соответствуют осцилляторы испускания ое 
и от, а осциллятор поглощения для обеих полос излучения одинаков (ое). 
Время жизни полос при 292 и 396 нм равно 5 нс и 107 мкс соответственно. 
Спектры возбуждения этих полос свечения, измеренные в области 230-260 нм, 
совпадают. Анализ полученных результатов позволил предположить, что 
полоса при 292 нм обусловлена синглет-синглетным, а полоса при 396 нм -  
триплет-синглетным переходом одного излучающего центра.

Относительно невысокое значение степени поляризации полосы люми­
несценции 292 нм (+13 %) свидетельствует о высокой симметрии излучаю­
щих центров. Поскольку в стеклообразном состоянии высокая симметрия 
сохраняется в пределах только первой координационной сферы (тетраэд­
ры SiGe), очевидно, что такими центрами могут быть отдельные тетраэдри­
ческие комплексы с незначительным взаимодействием с ближайшим окру­
жением. Анализ полученных нами данных и сопоставление их с имею­
щимися в литературе позволили сделать выбор в пользу дефекта типа «ва­
кансии» кислорода =Si-Ge= [50, 53].

В стеклах KB и КУ-2, специально не активированных германием, может 
наблюдаться сложная коротковолновая полоса излучения. При повышении 
спектрального разрешения у этих стекол проявляются два максимума лю­
минесценции -  282 и 290 нм. Для стекла КИ также можно выделить полосу 
в области 290 нм, если использовать более коротковолновое возбуждение 
(-230 нм).

Таким образом, во всех исследованных кварцевых стеклах можно на­
блюдать две компоненты коротковолновой полосы излучения, а их соотно­
шение зависит от марки стекла. Из этого следует вывод, что компоненты 
обусловлены двумя типами центров со схожей структурой. Проведено ис­
следование влияния термообработки кварцевых стекол на параметры их 
люминесценции. Установлено, что термический отжиг (ТО) стекол приво­
дит к ослаблению интенсивности коротковолновых полос излучения.

Проведено исследование природы радиационных дефектов. У^іановле- 
но, что при нейтронном облучении возникают дефекты типа =Si-Si=, фор­
мирующие полосу излучения вблизи 280 нм.

Проведено исследование спектрально-люминесцентных характеристик 
при мощном импульсном возбуждении второй гармоникой рубинового ла­
зера (347 нм) в полосу поглощения церия в кварцевом стекле. Обнаружено 
и интерпретировано длительное интенсивное послесвечение [52, 56].
8. Межмолекулярные взаимодействия и оптико-физические свойства

жидких кристаллов
Получила дальнейшее развитие молекулярно-статистическая теория по­

казателей преломления одноосных жидких кристаллов (ЖК) с учетом кор­
реляций ориентации и положения молекул, что позволило оценить величи­
ну, проанализировать характер и относительные вклады анизотропии меж­
молекулярных взаимодействий (MMB) типа диполь -  индуцированный ди­
поль и ближнего порядка в изменение макроскопических оптических 
свойств мезофазы.

Теоретически и экспериментально исследовано влияние MMB на изме­
нение дипольного момента перехода молекул в мезофазе. Установлено, что 
универсальные межмолекулярные взаимодействия, изменяя полный ди­
польный момент перехода молекул, оказывают существенное влияние на
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дихроизм ИК-поглощения в ЖК, на основании чего рассчитаны величины 
фактора структурной анизотропии [57, 58].

Решена задача связи формы колебательных полос с колебательной и 
ориентационной функциями автокорреляции для одноосных ЖК. Показано, 
что, в отличие от ИК-спектров, исследование спектров KP позволяет опре­
делять по отдельности функции автокорреляции как для колебаний, так и 
для вращения молекул вокруг различных осей [59].

Разработан алгоритм расчета состояния поляризации света, прошедшего 
через деформированный ЖК-слой, позволяющий, опираясь на физико­
химические и элекіуооптйческйе параметры конкретного ЖК-материала, 
целенаправленно изменять его эксплуатационные характеристики и опти­
мизировать такие параметры твист-экранов, как мультиплексная способ­
ность и углы обзора. Показана возможность значительно варьировать кру­
тизну вольт-контрастной характеристики, пороговые и динамические пара­
метры твист-эффекта, подбирая оптически активную добавку и ее концен­
трацию в зависимости от толщины слоя ЖК [59-62].

Теоретически и экспериментально исследованы оптические свойства хи­
рально-нематических сред при больших углах закрутки. Показано, что в 
этом случае можно создать условия, при которых ЖК-вещество ведет себя 
как изотропная оптически активная среда. Обоснована возможность созда­
ния электрически управляемых фильтров кругового двулучепреломления 
типа фильтров Лио.

На основании исследования мезоморфных и оптико-физических свойств 
жидкокри^юллических соединений и анализа данных литературы установ­
лены закономерности влияния строения циклических и мостиковых фраг­
ментов, боковых и концевых заместителей молекул жидких кристаллов на 
их мезоморфные, оптические и диэлектрические свойства, что позволило 
выработать критерии для целенаправленного поиска новых ЖК-соедине- 
ний. Показано, что перспективными компонентами ЖК-материалов, пред­
назначенных для электрооптических устройств отображения информации, 
являются соединения с числом атомов углерода в алкильной цепочке от 
3 до 6, содержащие в различных сочетаниях наряду с бензольным и цикло­
гексановым циклогексеновое и бороксановое кольца, соединенные непо­
средственно друг с другом или посредством СНг -  СНг-, СОО-мостиков; 
сочетание в концевом фрагменте цивильной группы и атома фтора в со­
пряжении с бензольным кольцом позволяет получать жидкие кристаллы с 
высоким значением положительной диэлектрической анизотропии [63].

Анализ мезоморфных, оптико-физических и электрооптических свойств 
некоторых полярных цианопроизводных в различных ЖК-матрицах пока­
зал, что для создания высокомультиплексных, низковольтных и высокоди­
намичных ЖК-материалов наиболее перспективными в сочетании с непо­
лярными ЖК-соединениями являются новые цианофторфенилпроизводные
1.3.2- диоксаборинана, характеризующиеся высокими (до 90) значениями 
положительной диэлектрической анизотропии. Для высокомультиплексных 
(до 1:128) электрооптических устройств разработаны, запатентованы и ре­
комендованы новые ЖК-материалы, в состав которых входят производные
1.3.2- диоксаборинана [64, 65].

Использована перспективная технология и для создания различных вы­
сокоинформативных электрооптических ЖК-экранов (супертвистовой, двой­
ной супертвистовой, сегнетоэлектрический, активно-матричный), требую­
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щих точного удержания зазора, включая формирование монолитно с под­
ложкой по всей площади экрана с определенной топологией одинаковых по 
высоте спейсеров [66]. ііля супертвистовых экранов разработаны ЖК-ма- 
териалы и показано, что с увеличением угла закрутки повышается не толь­
ко крутизна вольт-контрастной характеристики, но расширяется полоса 
пропускания экрана и яркость его становится выше.

9. Молекулярное рассеяние света 
в нематических жидких кристаллах

На основании теоретического анализа механизмов формирования спек­
тра молекулярного рассеяния света, комплекса экспериментальных иссле­
дований различных видов рассеяния (спонтанного и резонансного KP, рэле- 
евского), изучения спектров электронного поглощения и рефрактометрии, а 
также компьютерного моделирования мезогенов на молекулярном уровне 
установлено, что универсальные межмолекулярные взаимодействия в жид­
ких кристаллах проявляются в спектрах рассеяния двояким образом: на 
макроскопическом уровне за счет перенормировки электромагнитного поля 
(эффекты локального поля) и на молекулярном -  за счет изменения поляри­
зуемости вследствие межмолекулярных взаимодействий; значительная 
часть рассеянного CBtia  (до 30-40 %) в комбинационном рассеянии и пре­
обладающая часть интенсивности в крыле линии Рэлея обусловлены уни­
версальными межмолекулярными взаимодействиями [57]. Показано, что 
при учете электростатических взаимодействий в приближении диполь -  
индуцированный диполь удается корректно описать основные особенности 
зависимости спектральной интенсивности рассеянного света от структур­
ных параметров среды, оптических характеристик и симметрии молекул.

Показано, что изменение изотропной составляющей рассеянного света 
под действием межмолекулярных взаимодействий обусловлено ориентаци­
онно-трансляционными корреляциями, а для анизотропной составляющей 
значительную роль играют еще и корреляции ориентации соседних моле­
кул. Это приводит к тому, что в изотропной и нематической фазах степень 
деполяризации рассеянного света изменяется по-разному. Данное явление 
нельзя свести лишь к эффектам локального поля, что неизбежно ограничи­
вает точность определения параметров ориентационного порядка по степе­
ни деполяризации полос KP [68].

Установлено, что экспериментально наблюдаемые значения анизотро­
пии парной функции распределения молекул, в отличие от существующих 
представлений, не пропорциональны параметру ориентационного порядка 
примеси, а зависят от параметров матрицы; поляризация спонтанного ком­
бинационного рассеяния на глобулярных молекулах примеси однозначно 
определяется анизотропией локального поля и флуктуациями межмолеку­
лярных взаимодействий. Разработан метод определения влияния корреля­
ций ориентации молекул на степень деполяризации полос KP нематических 
ЖК [58].

Дано описание экспериментально наблюдаемых зависимостей интен­
сивности, степени поляризации и формы спектров рассеяния от состава и 
фазового состояния мезогенной среды, которое позволило не только опре­
делить степень достоверности существующих спектральных методов расче­
та молекулярно-структурных параметров, мезофазы, а также предложить 
ряд новых методов выявления анизотропии локального поля, индуцирован­
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ного межмолекулярными взаимодействиями рассеяния и ориентационных 
функций автокорреляции.

На основе результатов проведенных исследований разработан ряд но­
вых материалов и устройств для практического приложения: органиче­
ские красители, перспективные в качестве лазерных сред и управляющих 
элементов, а также соединений для создания на га основе медицинских 
препаратов; новые жидкокристаллические соединения для электрооптиче- 
скга устройств; комплексы аппаратуры и высокоинформативные систе­
мы отображения информации.
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Физика

УДК 539.12

В .И .С ТРАЖЕВ, Д.А. ЦИОНЕНКО

О КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ УРАВНЕНИЯ 
ДИРАКА -  КЭЛЕРА В ИСКРИВЛЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

The quantum-mechanical interpretation of the Dirac -  Kaehler equation in a curved space-time 
is given. The equation is generalized by introduction of interacting with a gauge field correspon­
ding of a localization of the internal symmetry group. It is establish that a choice of a system of re­
ference determinate the choice of gauge condition.

Уравнение Дирака -  Кэлера (далее -  уравнение Д -  К) в плоском про­
странстве-времени (см., например, [1])

где TJJi -  матрицы размерностью 16x16, 1аь -  единичная матрица в про­
странстве представления, OflW  -  волновая функция уравнения, определяе­
мая полным набором антисимметричных тензорных полей в четырехмер­
ном пространстве, является уравнением первого порядка по производной от 
времени. Уравнение (1) -  дираковского типа: его матрицы подчиняются пе­
рестановочным соотношениям:

где -  метрический тензор пространства-времени. Минимальный поли­
ном матриц Гц, как следует из перестановочных соотношений (2), не имеет 
кратных нулевых корней, т. е. система (1) не содержит дополнительных ус­
ловий.

Матрицы Гц осуществляют 4-кратно вырожденное представление алгеб­
ры Клиффорда в 4-мерном пространстве, поэтому существуют матрицы Г' ,

коммутирующие с матрицами Гц и подчиняющиеся пере^іановочным соот­
ношениям:

Генераторы преобразований волновой функции Фа(х) уравнения Д -  К в 
представлении группы Лоренца задаются следующим образом:

( 1)

ГцГу + ГуГц = 2 g ^ , (2)

Л» -  4 (мцГу) + Г[цГуі).

что согласуется с набором представлений:
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где (0, 0) соответствует скаляру, (1/2, 1/2) -  вектору, (0, 1)/(1, 0) -  асиммет­
ричному тензору второго ранга, ( l/2 , 1/2) -  псевдовектору и (Ö, Ö) -
псевдоскаляру. C точки зрения общей теории релятивистских волновых 
уравнений (РВУ) волновая функция уравнения (1) описывает частицу с на­
бором спиновых состояний (0, 1) и с 2-кратным вырождением по оператору 
внутренней четности. По отношению к преобразованиям Лоренца волновая 
функция уравнения Д -  К может рассматриваться как прямое произведение 
биспинора на зарядово-сопряженный биспинор.

Уравнение Д - К  в плоском пространстве обладает группой S U (2 .2 )  
внутренней симметрии, генераторы которой в рассматриваемом представ­
лении группы Лоренца задаются следующим образом: Г',,. 1/4 r V  Iv у],Гй ,
П 5, где П 5=П |П 2П 3П 4. Действие преобразований группы внутренней сим­
метрии на волновую функцию уравнения приводит к перемешиванию тен­
зорных полей, соответствующих разным представлениям группы Лоренца. 
Преобразования внутренней симметрии содержат в качестве подгруппы 
группу, изоморфную 50(3.1) с генераторами rf„u=l/4Pr„P«i. Переопределив 
генераторы преобразований волновой функции уравнения (1) для группы 
Лоренца следующим образом: J ^ЦУ=1/4Г[ЦГУ], рассмотрим в рамках 
плоского пространства теорию Дирака -  Кэлера в качестве геометризован­
ного описания частиц со спином S= 1/2, обладающих группой 50(2.2) внут­
ренней симметрии.

Уравнение Д - К  для случая искривленного пространства-времени имеет 
вид [2]:

O b O ll+ /V. + ^ )  + /в6т)Ф в (х) = 0; « 0  = 1 + 16, (3)
где биспинорная и сопряженная биспинорная связности задаются соответ­
ственно соотношениями:

7 * 4  ® Y vYv.„ = T r r V.4 т

K = G j  ® I4

где Gh=1/4(yv Уу.ц)- Точка (.) обозначает ковариантное дифференцирование 
со связностью

1
рх _  Л  „**•(<* _1_ ^ ^ \А JiV л О VOJiO, V ' ovo, Ji О JiV, о

L

Сопряженная волновая функция Ф(дс) = Ф+(х)0 подчиняется уравнению: 
W U - / V j  + / . т)  = 0; а, Ь = 1 + 16.

Здесь 0 -  матрица билинейной инвариантной формы: 0=ß®ß, ß=74 и Yn -  
матрицы Дирака.

Общековариантное уравнение Дирака в квантовомеханической интер­
претации выступает как уравнение движения в координатном предо іавле- 
нии с неортонормированными базисными векторами [1]. В [2] показано, что 
спинорное описание уравнения Д - К  допускает аналогичную интерпрета­
цию, т. е. волновая функция является координатным представлением векто­
ра состояния квантовой системы:

Ф*«=Фа(У\ Х)=(Ф I M0Otx, Х)>,
где у“ (сх= 1+3) -  собственные значения оператора положения а : а  и(уа, X))=

Va и(уа, А)), а Uaiya, X,, -  его собственные функции. Указанная интерпре-
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тация возможна в системах отсчета, в которых выполняется закон сохране­
ния величины Q= J ^ d f y , где ат„ -  элемент пространственной гиперпо-

/

верхности ДХ) при X=Const, и 7V = Ф С х ^ Г '^ х ) , a £v -  векторное поле,
касательное к конгруэнции мировых линий тел отсчета Xм. Закон сохране-

д Г
ния — ~ = и имеет место при условии, что C  будет полем векторов Кил-

dx“ '
линга:

CH.v + C v .,= °.
В соответствии с данной величиной выбирается скалярное произведение 
векторов в гильбертовом проиранстве:

= I йГ уФ Д у“. X ie r4HCv*. Ф„( v“ . X). (4)
/

Сохранение величины (4) требует эрмитовости оператора Гамильтона, 
определяющего динамику системы:

Я® = Я, Я®_к = Яд. к -U tG G ',  
где G h G"1 задаются уравнениями:

С -'= еР Т > м; \  G = H-2C2P r vHtlęv0, H 9 =GHtG '.
Следовательно, при рассмотрении общековариантного уравнения Д -  К 

в отсутствие взаимодействия с калибровочным полем, соответствующим 
локализации преобразований диальной симметрии, ограничен выбор систем 
отсчета, в которых возможна его интерпретация как координатного пред­
ставления уравнений движения квантовой системы.

Целью данной работы является построение теории, допускающей ука­
занную интерпретацию в общем случае. Это возможно при введении в тео­
рию взаимодействия с неабелевым калибровочным полем, соответствую­
щим локальной группе внутренней симметрии (см. [3]).

В пределе плоского пространства-времени при введении в теорию Дира­
ка -  Кэлера взаимодействия с неабелевым калибровочным полем мини­
мальным способом сохраняющийся ток записывается в виде [4]:

K = K - C abdAvdF;9, К  =Ф(х)ГиЯМ>(х),
где Da, CaBD (А, В, 0=1+15) -  генераторы и ъ^уктурные постоянные группы 
S U (2.2), A vd -  калибровочное поле и Fvv напряженность калибровочного 
поля

F ^ = K .v - A v\ - q C BDK K .
В случае искривленного пространства-времени при взаимодействии с ка­л
либровочным полем Ayi = AuUa уравнение Д -  К может быть предъявлено 
в виде:

(Г % + т )Ф (х )  = 0, (5)

где Vti -  ковариантная производная, определенная биспинорной связностью 
Nvl и  полем а . . Правило коммутации для производной Vti имеет вид:

V V..+V V =R - Fг • • г »•* fV

где Rvv -  тензор кривизны, упрощенный по двум индексам, Fmv -  тензор на­
пряженностей поля, соответствующего локализации подгруппы 50(3.1) 
внутренней симметрии.
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Умножим уравнение (5) на Ф(х)Гр слева, а сопряженное уравнение на 

Г^Ф(;с) -  справа и, складывая полученные тождества, после приведения 
подобных слагаемых получаем:

i d v -s  ф | -1V E _ ф г рг ' ф г ; , + - с ' п .л ф = о, ®
V-S w

где о ; ; -  символы Кронекера, hv(c> -  элементы тетрады, индексы, относя­

щиеся к локальным преобразованиям группы Лоренца, заключены в круг­
лые скобки.

Сравнивая выражение (6) с ковариантным законом сохранения, прихо­
дим к выводу, что закон сохранения тока Jr̂  = Ф(;с)ГрГл'Ф(;с) может быть

представлен в виде ——-  = 0, если положить:
Эх“1 9V-*- *ФПГФ у  - фгргфг  ̂+ (c)(5j;jq.j -  5]:>г;4)»ф =о. (7)

Этого можно добиться, используя калибровочный произвол в определении 
/Ip. Поскольку второе слагаемое в (6) определяет выбор систем отсчета,
пригодных для исследования уравнения Д -  К в рамках квантовой механи­
ки, то уравнение (7) связывает выбор систем отсчета с заданием калибро­
вочного условия.

Условие (7) является дополнительным, нарушающим калибровочный 
произвол, и приводит к фиксации базиса во внутреннем (зарядовом) про­
странстве. Иными словами, проводя аналогии с геометрической интерпре­
тацией полей Янга -  Миллса, предложенной в [5], делаем вывод, что выбор 
калибровки в соответствии с (7) эквивалентен заданию системы отсчета во 
внутреннем пространстве.

На основании условия (7) заключаем, что в случае теории Дирака -  Кэ- 
лера необходим выбор системы отсчета и калибровочного условия, приво­
дящего к фиксации базиса в пространстве представления группы внутрен­
ней симметрии таким образом, что выполняется закон сохранения величи­
ны Jv. Тогда определение скалярного произведения, выбранное в соответ­
ствии с этим законом, будет иметь место во всех (не только консерватив­
ных) системах отсчета. В этом можно убедиться, записывая уравнение (5) в 
виде уравнения Шредингера и при помощи условия (7), доказывая эрмито- 
вость соответствующего гамильтониана:

Я д.к=  W t + К

+г V (Уа + К  +и д ^ ]Гм Г(ь)]) + тГ4 + «ГГ J L ) .

При этом следует заметить, что включение взаимодействия с калибро­
вочным полем, соответствующим локализации группы внутренней симмет­
рии уравнения Д -  К, в случае обобщения его на искривленное пространст­
во не приносится извне, а является следствием тензорной формулировки 
этого уравнения. В плоском пространстве-времени его волновой функцией 
является полный набор антисимметричных лоренц-тензоров. Действие пре­
образований группы внутренней симметрии на волновую функцию приво­
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дит к перемешиванию ее компонент, преобразующихся по различным не­
приводимым представлениям группы Лоренца. Последняя при переходе к 
искривленному пространству уже не является группой пространственно­
временной симметрии, и ее преобразования -  локальны. Тогда и преобразо­
вания группы внутренней симметрии также не могут быть глобальными. 
Действительно, оператор уравнения (3) содержит произведение матриц 
и уже не коммутирует с генераторами группы SU(2.2) внутренней симмет­
рии, т. е. уравнение Д -  К не может в искривленном пространстве обладать 
группой глобальной внутренней симметрии. Oiu обстоятельство отмечено и 
в [6], где делается вывод о невозможности описания частиц со спином 1A  
посредством общековариантного уравнения Д -  К. Ситуация изменяется, 
если при переходе к искривленному пространству одновременно с локали­
зацией преобразований Лоренца вводить и локальные преобразования 
группы внутренней симметрии. Тогда в рамках калибровочной теории 
уравнения Д -  К, взаимодействующего с неабелевым калибровочным полем 
в искривленном пространстве, возможно уитновление локального соответ­
ствия между его решениями и решениями общековариантного уравнения 
Дирака, также взаимодействующего с калибровочным полем, соответст­
вующим локализации группы SU(2.2) внутренней симметрии. В плоском 
пространств указанное соответствие можно усыновить глобально при вве­
дении взаимодействий, не нарушающих симметрию теории Дирака -  
Кэлера. В искривленном пространстве соответствие между решениями 
обоих уравнений возможно только в точке.
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УДК 535.34

Д.В. г о р б а ч , М.А. к и ц а к , ю .и . м и к с ю к , а .л . то л с т и к

ДИНАМИКА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СВЕТОВЫХ ПОле Й 
ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ В МОЛЕКУЛЯРНЫХ 

СРЕДАХ C ФОТОПЕРЕНОСОМ ПРОТОНА

The theoretical models for transformation of light fields by nonlinear interferometers and by 
dynamic holograms formed upon multiwave interactions in molecular media with proton 
phototransfer have been developed. The conditions for the formation of different dynamic 
interaction modes have been determined including regular intensity oscillations of light fields at the 
output of nonlinear optical systems with constant input intensity.

Исследования в области динамической голографии позволили разрабо­
тать новые методы коррекции пространственной структуры световых по­
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лей, осуществить интегральные преобразования (типа корреляции и сверт­
ки) в реальном времени, создать управляемые динамические дифракцион­
ные структуры, которые можно использовать в качестве пространственно­
временных модуляторов света. Для улучшения информационных характе­
ристик нелинейно-оптических систем, реализации управления параметрами 
оптической записи представляется перспективным применение сред со 
сложным нелинейным откликом на световое воздействие [1]. В этой связи 
вызывает несомненный интерес поиск путей создания таких сред на основе 
фотофизических процессов, определяющих коллективный характер форми­
рования нелинейно-оптического отклика. В частности, можно выделить 
молекулярные среды с фотопереносом протона. Отличительной особенно­
стью рассматриваемых молекулярных систем является формирование слож­
ного нелинейного отклика за счет фотоиндуцированного самовоздействия 
посредством изменения текущих парами iFob раствора (состав сольватной 
оболочки, рН-фактор).

В настоящей работе предъявлены результаты теоретического модели­
рования преобразования световых полей в нелинейном интерферометре, а 
также в распределенных нелинейных системах при реализации многоволно­
вых взаимодействий. Исследована динамика взаимодействия в зависимости 
от интенсивности световых пучков, спектроскопических характеристик сре­
ды и параметров кислотно-основного равновесия.

Для модельных исследований была выбрана схема переходов между 
энергетическими уровнями исходной молекулы и ее радикала (рис. 1 а), от­
вечающая одному из распространенных вариантов протекания реакции фо­
тодиссоциации протона (случай резкого смещения химического равновесия 
в растворе в сторону прямой реакции при переводе молекул в возбужден­
ное состояние). Сплошными линиями обозначены вынужденные переходы 
молекулы под действием излучения. Штриховые линии отвечают спонтан­
ным и безызлучательным переходам. Кинетические уравнения, описываю­
щие динамику переходов в такой четырехуровневой среде, запишутся в виде:

Э N
— 1 =-N ^B 12U + к .) + NA в..и  + P..) + 

a t
dN

dt
2 _= N1B12U - N 2(B2iU +P21 +Кя),

dN
d t

з _=  N. К . + N A B ..U  +P43) - N 3 (B34U + NhK2), ( 1)

Э N
»  N2Kn + N2BmU -  Ni (Bi2U + P43),

N = N1 + N2 + N2 + Af4, Nh = N 2+ N i + N0,
где N  -  общая концентрация нейтральных молекул и радикалов, N 0 н N h -  
исходная и текущая концентрации протонов в растворе, B0U -  вероятности 
вынужденных переходов между уровнями i и j ,  P v -  вероятности спонтан­
ных й безызлучательных переходов, K i и K n -  вероятности фотодиссоциа­
ции протона молекулами, находящимися в основном и возбужденном со­
стояниях, KiNh -  вероятность присоединения протона в основном состоя­
нии (обратная протолитическая реакция).

Для определения коэффициента экстинкции учитываем поглощение мо­
лекул, находящихся в исходной форме, а также их радикалов:
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tin,к = - ^ - (N iBi2 -  N2B2i + N^Bm -  N4B4i), (2)

где по -  исходное значение показателя преломления (определяется раство­
рителем).

C учетом (2) и используя соотношение Крамерса -  Кронига (дисперси­

онное соотношение) п(со) = 1 / я |  к((й') І(ш' -  u>)d(ü', связывающее действи­

тельную и мнимую части комплексного показателя преломления п = п + ік 
(см., например, [2, 3]), можно определить резонансное изменение этого по­
казателя, обусловленное переходом молекул в возбужденное состояние или 
образованием радикала.

Такой подход позво­
лил проанализировать 
влияние смещения полос 
поглощения различных 
форм молекул, вероятно­
стей спонтанных и безыз­
лучательных переходов, а 
также стоксова сдвига 
полос поглощения и лю­
минесценции на нелиней­
ный отклик среды [4]. В 
частности, определены 
условия, при которых 
имеет место немонотон­
ная зависимость коэффи­
циента поглощения и по­
казателя преломления от 
интенсивности возбуж­
дающего излучения, сви­
детельствующая о про­
явлении (наряду с куби­
ческой) нелинейностей 
пятого и более высоких порядков и позволяющая реализовывать эффектив­
ное многоволновое взаимодействие.

Анализ многоволнового взаимодействия проведем на примере записи 
пропускающей динамической голограммы попутно распространяющимися 
сигнальной Is и опорной Z1 волнами. При встречном направлении рас­
пространения считывающей волны I2 формируется дифрагированная волна 
Id, и  имеем традиционный вариант обращения волнового фронта при четы­
рехволновом взаимодействии. При изменении направления считывающей 
волны и использовании дифракции во второй и более высокие порядки 
можно реализовать /V-волновое взаимодействие (N=2(M+l)) на нелинейно­
сти (N-I) порядка, где M -  порядок дифракции (рис. 1 б).

Система уравнений, описывающих формирование дифрагированной 
волны, имеет вид:

R‘*+H'

Рис. 1. Схема переходов между энергетическими уровнями 
исходной формы молекулы RH и ее радикала R ' -  а; схема 
многоволнового взаимодействия -  б; схема взаимодействия 

светового пучка с нелинейным интерферометром -  в

Э /,
Э(*„г)

= ^ 1Ak0 - V v Tak1,
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K0

Э/,
d(k0z)

Э/
Э(*0г)

Э/с
Э(Л0г)

2 = / 2Дк0 + J  1,1 A AK .,COs(O)-An .,Sin(O)),

= -/,A k0 - V v Tak.,,

= ZcAk0 + ,//„i. (Дк.. cos(O) + AnM sin(O)), (3)

*-(A #  р д Л ,-M  f t An,+
Э(*0г) 2 у /| V Л

Z P  [ Г  л
—АК« +J-^AK.* sin(O)),

P-AnL -  /-A n
л V / 2 '

Ап.

cos(O) -

где &о -  начальный коэффициент поглощения, Anm = -—-, Дкт = Ак.

линейный коэффициент экстинкции; Anm = An + г'Дк ,
1 *

Anm = — ...... - ... -  коэффициенты разложения пространственного
/ TT »2 я

распределения комплексного показателя преломления An в ряд Оурье по 
гармоникам динамической решетки і;=(кі-10г, О -  фазовое рассогласова­
ние взаимодействующих волн.

Системы уравнений (1) и (3) с учетом (2) позволяют описать динамику 
многоволнового взаимодействия в сложных молекулярных средах с фото­
переносом протона. Ввиду того что точного аналитического решения сис­
тем (1) и (3) не существует, построена компьютерная модель неыационар- 
ного взаимодействия, позволяющая анализировать особенности энергооб­
мена при различных интенсивностях взаимодействующих волн и спек­
тральной отстройке частоты излучения относительно полос поглощения.

Численный анализ проведен на примере четырехволнового взаимодейст­
вия в приближении гауссовой аппроксимации зеркально-симмы^ичных по­
лос поглощения и испускания. Расчеты проводились в предположении ра­
венства коэффициентов Эйнштейна Bij в максимумах контуров и их полу­
ширин. Контуры поглощения и испускания смещены относительно друг 
друга на 1,6 полуширины. Отстройка частоты четырехволнового взаимо­
действия отсчитывалась от центра полосы поглощения основного канала 

со-со,,
Т| = -------- , где Д -  полуширина контура поглощения. Интенсивности

А
взаимодействующих волн нормировались на интенсивность насыщения ис­
ходной молекулярной формы в максимуме контура поглощения. Модели­
рование проводилось при постоянных величинах интенсивностей взаимо­
действующих волн на входе в нелинейную среду.

Выбор исходных параметров основывался на исследованиях ^іацйонар- 
ного четырехволнового взаимодействия [5, 6], которые позволили опреде­
лить условия реализации высокой эффективности энергообмена между 
взаимодействующими волнами. Характерные зависимости коэффициента 
отражения обращенной волны R=IdIIs от времени отражены на рис. 2 (дли­
тельность взаимодействия t нормирована на время жизни молекулы в воз­
бужденном состоянии T = P2;1). Расчеты выполнены при соотношении ин­
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тенсивностей сигнальной и опорной волн Is(Z=O)/1\ (Z=O)=IO-4, оптической 
толщине среды koL=2, отношении вероятностей переходов KiZK2Nff=OtOl и 
различных начальных концентрациях протонов в растворе. Видно, что, из­
меняя кислотность среды, можно управлять динамическими режимами 
взаимодействия. Так, например, при концентрации протонов N0ZN=O,5 про­
цесс перекачки энергии может приводить либо к выходу коэффициента от­
ражения R на стационар (рис. 2 а, Г|=2,2), либо при изменении от«-іНойкй 
частоты и увеличении эффективности энергообмена -  к режиму самопуль­
саций (рис. 2 б, Т]=2,5). C увеличением исходной концентрации протонов в 
растворе амплитуда самопульсаций уменьшается (рис. 2 в), и при превыше­
нии значения N0ZN= 1 самопульсации пропадают (рис. 2 г).

При других парамет­
рах взаимодействия мо­
жет быть реализована 
иная последовательность 
переходов: пульсации мо­
гут не наблюдаться при 
малых концентрациях 
протонов и проявляться 
при больших. Такая зави­
симость динамических 
режимов взаимодействия 
от кислотности среды по­
зволяет рассчитывать на 
расширение возможнос­
тей систем обработки ин­
формации, а также дис­
танционных методов из­
мерения параметров не­
линейных сред.

Наряду со схемой мно­
говолнового взаимодей­
ствия представляет инте­
рес и схема взаимодейст­
вия светового пучка с не­
линейным интерферометром Фабри -  Перо (ИФП) [7, 8]. Нелинейные ин­
терферометры являются типичными примерами систем с оптической об­
ратной связью, в которых проявляются разнообразные эффекты простран­
ственно-временной самоорганизации. На их основе разработаны разнооб­
разные методы генерации пульсаций интенсивности при постоянной вход­
ной интенсивности.

Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения обращенной 
волны R от времени:

а - 11=2,2, N0ZN= 0,5, б - 1)=2,5, N0ZN =0,5; 
в -  Т|=2,5, N0ZN =5; г - 11=2,5, N0ZN

Теоретически можно предположить, что динамическое поведение сис­
темы определяется кинетическими уравнениями для населенностей уров­
ней, а интенсивность на выходе интерферометра адиабатически отслежива­
ет изменения параметров среды. Такая ситуация имеет место при характер­
ном временном масштабе изменения населенностей уровней, существенно 
превышающем время установления квази«-іацйонарной структуры поля в 
ИФП при многократном обходе резонатора. Поэтому для нахождения ин­
тенсивности прошедшего через интерферометр излучения воспользуемся 
классическим уравнением для стационарного ИФП, связывающим интен­
сивность на входе I0 и выходе /вых интерферометра (рис. 1 в):

25



Физика

I  =
Zn( I - ^ ) 2T

+ 4/?xsin (Ф
(4)

где z=Qxp(-kL) -  пропускание слоя толщиной L, R -  коэффициент отраже­
ния зеркал, Ф=2ппЫХ-тп -  фазовая отстройка интерферометра от резонан­
са, п -  показатель преломления среды, к -  коэффициент поглощения, 
X -  длина волны излучения, т -  целое число.

Нестационарность взаимодействия учитывается через зависимости про­
пускания нелинейного слоя т и фазового набега световых волн Ф от времени. 
Эти зависимости можно определить, используя соотношения Крамерса -  
Кронига, выразив т и Ф через населенности энергетических уровней:

T=exp(-(/jü)L/V)(ZV,ß12-  N2B2l+N3B34-  N4B43)), (5)
ф = Ф0 + (ZjcoL/2V)(ZV,012 -  /V-fcn. + -  ZV4G43), (6)

где i\ i и N2 -  населенности основного RH и возбужденного RH* состояний 
исходной формы молекул красителя, N3 и N4 -  населенности основного R- и 
возбужденного К~*состояний диссоциировавших протон молекул красителя, 
<&o-2nnoL/\-mn -  начальная отстройка интерферометра от резонанса, 
по -  нерезонансная составляющая показателя преломления среды (опреде­
ляется показателем преломления растворителя), V -  скорость света в среде. 
Коэффициенты 0,/со) связаны дисперсионными соотношениями с коэффи­
циентами Эйнштейна для вынужденных переходов B ij(Oy) [2] и определяют­
ся спектральными характеристиками резонансного перехода i-j.

В приближении средней интенсивности поля в среде эффективное зна­
чение объемной плотности энергии U связано с интенсивностью выходяще­
го из интерферометра светового пучка соотношением [9]:

U ^ I ^ a - T ) ( l  + Rx)/VxkL(l-R).  (7)
Решение системы кинетических уравнений (1) с учетом (4 )-(7 ) дает 

возможность описать динамику нелинейного интерферометра. Компьютер­
ное моделирование взаимодействия светового пучка с нелинейным ИФП 
позволило обнаружить режимы генерации световых импульсов на выходе 
интерферометра при постоянной входной интенсивности. Найдены пара­
метры резонансной среды и резонатора, для которых возможен переход к 
регулярным пульсациям интенсивности. На рис. 3 а -  г приведены кинети­
ческие зависимости выходной интенсивности, полученные при различных 
значениях интенсивности на входе в интерферометр Z0. Расчеты проведены 
при следующих параметрах интерферометра: коэффициенты отражения 
зеркал R=O,99, начальная оптическая толщина среды L0(Wi2)L= 1, частота ла­
зерного пучка со смещена относительно максимума контура поглощения а>12 
на 2,2 полуширины контура в коротковолновую область спектра, полоса 
поглощения радикала смещена относительно основной частоты поглоще­
ния на одну полуширину, стоксов сдвиг полос поглощения и испускания 
равен 0,4 полуширины контура, вероятности переходов между различными 
энергетическими состояниями составили ZcyR2I =0,001, K2IP2i=0,06, 
KJP21=0,7, P43IP21=10, начальная отстройка интерферометра от резонанса 
Фо=0,06, начальная концентрация протонов ZV0/ZV=0,5. На рис. 3 д - з  отра­
жена зависимость динамики нелинейного интерферометра от начальной 
концентрации протонов в среде. Как видно, динамическое поведение ин­
терферометра весьма чувствительно к изменениям входной интенсивности 
и кислотности среды. За счет изменения указанных параметров легко реа­
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лизуется управление динамикой ИФП, осуществляется переход от зату­
хающих к регулярным пульсациям интенсивности.

Пояснить наблюдае­
мый режим пульсаций 
можно, используя зави­
симость пропускания ин­
терферометра от фазовой 
отстройки интерферомет­
ра от резонанса 
Ф=2ппЬ/Х~тп (кривая 
Эйри). Отстройка частоты 
возбуждающего излуче­
ния выбрана таким обра­
зом, что при заселении 
возбужденного уровня 
RH величина Ф умень­
шается и пропускание ин­
терферометра возрастает.
При этом увеличивается 
интенсивность на выходе.
Затем через уровень R ' 
заселяется метастабиль­
ный уровень R~. Распо­
ложение контура погло­
щения радикала выбрано 
так, что коэффициенты 
0 2і(ш) и ©34(со) имеют 
одинаковые знаки. Тогда 
при заселении уровня R ' 
в соответствии с (6) знак 
светоиндуцированного 
изменения показателя 
преломления меняется на 
противоположный. Фазо­
вая отстройка интерфе­
рометра от резонанса воз­
растает, что приводит к уменьшению интенсивности. Происходит быстрое 
опустошение возбужденного уровня RH* и медленная релаксация с мета­
стабильного уровня R-. Интерферометр возвращается в свое исходное со­
стояние, и весь цикл изменения интенсивности повторяется.

В заключение отметим, что рассмотренные схемы взаимодействия явля­
ются типичными нелинейными системами с внутренней (распределенной 
обратной связью на динамических голограммах) и внешней (резонаторной) 
обратной связью. Большое разнообразие резонансных сред позволяет гово­
рить о реализации разных динамических режимов взаимодействия, включая 
генерацию регулярных пульсаций интенсивности, частотой которых можно 
управлять, изменяя интенсивность входного светового пучка, спектроско­
пические и протолитические параметры раствора. Использование сложных 
молекулярных сред с фотопереносом протона расширяет возможности ин­
терференционно-голографических методов преобразования световых полей 
и дистанционной диагностики нелинейных сред.

Рис. 3. Временные развертки интенсивности /вых на выходе 
интерферометра при различных интенсивностях на входе 
I0 при No/N~Q,5 \ Z0=I 3,5 -  а, 13 ,51-6 , 1 5 ,0 -в и 2 0 ,0 -г  и 
различных начальных концентрациях протонов в среде 

N0ZN=0,375 -  д, 0,4 -  е, 0,5 -  ж  и 1,0 -  з; Z0= 15
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УДК577.3

Г.Г. МАРТИНОВИЧ, С.Н. ЧЕРЕНКЕВИЧ

ВНУТРИКЛЕТОЧНЫЙ ЭФФЕКТИВНЫЙ РЕДОКС-ПОТЕНЦИАЛ -  
НОВЫЙ ФАКТОР РЕГУЛЯЦИИ КЛЕТОЧНЫХ ПРОЦЕССОВ

It was proposed to use a concept of «effective redox potential» for the quantitative description 
of physical and chemical parameters of cellular oxidation-reduction state. Effective redox potential 
was calculated on the basis of thermodynamic ideas with use of the Nernst equation. The contribu­
tion of different oxidative and reductive reagents in the formation of effective redox potential was 
determined. The theoretical estimation of cellular redox potentials values for the different types of 
cellular activity was carried out with use of developed method. On the basis of own and literature 
data the dependence of the functional cellular state on intracellular redox potential values was es­
tablished.

В биологических системах большое число функционально значимых 
процессов происходит за счет физических механизмов, обеспечивающих 
перенос электронов. C точки зрения химии межмолекулярный перенос 
электрона представляет собой окислительно-восстановительную реакцию, а 
для участвующих в ней конкретных редокс-пар одним из наиболее значи­
мых факторов является окислительно-восстановительный потенциал, или 
редокс-потенциал.

Количественная зависимость последнего от природы редокс-пары, тем­
пературы, соотношения концентраций окисленной и восстановленной форм 
вещества устанавливается уравнением Нернста:

E = E " - -  In —  , (1)
z F  [A+]

где E -  окислительно-восстановительный потенциал редокс-пары;
-  стандартный окислительно-вос^iановительный потенциал; R -  универ­
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сальная газовая постоянная (Ä=8,314 Дж К-1 моль-1); T -  температура (К); 
F -  постоянная Фарадея (F=9,6485-104 Кл/моль); z -  число электронов, ко­
торые присоединяет частица окисленной формы A+, переходя в восстанов­
ленную форму вещества А; [А+] -  концентрация окисленной и [А] -  концен­
трация восстановленной форм вещества соответственно.

Для сопоставления редокс-потенциалов отдельных пар используют 
стандартные условия (активность ионов в растворе окислительно-восста­
новительных пар равна единице, T=298 К, рН=0 или рН=7 -  в случае биоло­
гических систем). Измеряют напряжение между двумя элекіродами, по­
груженными в растворы, содержащие редокс-пары. Окислительно-восста­
новительная реакция, протекающая в приэлектродном про^іранстве, при­
водит к возникновению разности потенциалов на границе раздела физиче­
ски и химически разнородных материалов -  Мъюлла и раствора, называе­
мой редокс-потенциалом. Значения редокс-потенциала (или восстанови­
тельного, поскольку он характеризует реакцию восъяновления) определя­
ют относительно стандартного водородного электрода, потенциал которого 
принято считать равным нулю. Измерение редокс-потенциалов отдельных 
редокс-пар с помощью электродов лежит в основе таких физико-химичес­
ких методов анализа, как оксидометрия, потенциометрия и вольтамперо­
метрия. В настоящее время эти методы широко используются в медико­
биологических исследованиях и клиническом анализе.

Достижения клеточной биологии и биофизики последних 3-4 лет приве­
ли к существенным изменениям в представлениях о роли окислительно­
восстановительных процессов в регуляции клеточной активности, в связи с 
чем возник вопрос о количественном определении параметров, характери­
зующих редокс-состояние клетки [1,2].

Перспективной представляется оценка изменения редокс-потенциала 
клетки с использованием значений концентраций внутриклеточных окисли­
телей и восстановителей. Следует отметить, что концентрации окислитель­
но-восстановительных реагентов четко регулируются в многочисленных 
процессах, протекающих в клетке. К примеру, H2O2 -  компонент редокс- 
пары 0 2/Н20 2 -  образуется в результате большого числа реакций. Молекула 
пероксида водорода может легко диффундировать через клеточную мем­
брану, поступая внутрь или выходя наружу [3]. В клетках обнаружены мно­
гочисленные ферменты, генерирующие и утилизирующие H2O2 [4]. В них 
существуют также системы регуляции концентрации других участников 
окислительно-восстановительных реакций [5].

На основе исследований роли окислителей и восстановителей в регуля­
ции клеточной активности сформулированы предъявления о сопряженной 
работе всех оксидант-генерирующих и антиоксидантных .систем. Их сопря­
женное функционирование, формирующее баланс процессов накопления и 
утилизации окислителей и восстановителей, определяет физико-химичес­
кие параметры редокс-состояния клетки. Малые ее размеры и развитая 
внутренняя компартментализация не позволяют использовать элекі^оды 
для измерения внутриклеточного редокс-потенциала. Однако в настоящее 
время существует множество физико-химических методов анализа, приме­
няемых для мониторинга изменений внутриклеточной концентрации ос­
новных окислителей и восстановителей, в том числе пероксида водорода 
(H2O2), окиси азота (N0*), окисленной и восстановленной формы глутатио­
на (GSSG и GSH), окисленной и восстановленной формы никотинамидаде- 
ниндинуклеотида (НАД+ и НАДН) и др. [6, 7].
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Несмотря на существенный прогресс в понимании механизмов клеточ­
ных окислительно-восстановительных процессов, возможность использо­
вания электрохимического понятия «редокс-потенциал» для характеристи­
ки редокс-состояния клеток в целом до сих пор не изучалась.

В настоящей работе на основе термодинамических представлений развит 
теоретический метод определения эффективного редокс-потенциала среды; 
на его основе произведена теоретическая оценка значений редокс-потен­
циала клеток при проявлении различных типов клеточной активности.

Определение эффективного редокс-потенциала 
многокомпонентной среды

Прогнозировать направление протекания редокс-процессов и влияние 
различных физико-химических факторов на редокс-состояние клетки можно 
с помощью термодинамического описания физико-химических процессов.

Рассмотрим среду, содержащую большое количество редокс-пар, кон­
центрации восстановленных форм которых равны сь сг, .... с*. Перенос за­
ряда в клетках может происходить между компонентами нескольких типов 
редокс-пар. Не представляется возможным определить суммарное значение 
редокс-потенциалов всех редокс-пар, присутствующих в биологической 
среде, так как редокс-потенциал не является функцией состояния. Иначе 
говоря, при изменении величины редокс-потенциала (АЕ) в серии реакций с 
переносом электрона А '.В :С '.D не всегда выполняется ус­
ловие аддитивности (AEadźAEab+AEbc+AEcd)- Однако оно выполняется для 
такой функции состояния, как энергия Гиббса.

При изобарно-изотермических условиях работа, которая может быть 
осуществлена системой (W3n) в обратимом процессе, равна убыли в ней 
свободной энергии Гиббса (-AG). Работа по переносу заряда при восста­
новлении п молей вещества в окислительно-восстановительной реакции бу­
дет определяться выражением:

W311 = -AG = q W  = znFAE , (2)
где q -  перенесенный заряд, п -  количество вещества в молях, AF -  восста­
новительный потенциал для данного вещества.

Воспользуемся выражением (2) для определения эффективного редокс- 
потенциала многокомпонентной среды. Свободная энергия Гиббса систе­
мы, соответствующая установлению равновесия между компонентами сре­
ды, будет определяться суммой равновесных значений энергии Г иббса всех 
реакций:

AGL = S ag0. (3)
i

При восстановлении к типов веществ в окислительно-восстановитель­
ных реакциях переносится заряд, равный

Q = ^ z iHiF ,  (4)

Физика

где Zi -  число электронов, переносимых в г-й реакции, п, -  количество веще­
ства восстановленной формы г-й редокс-пары в молях. Работа по переносу 
электронов в условиях протекания всех внутриклеточных окислительно­
восстановительных реакций будет равна:

Wm= - S  AG0 = S i
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AE0-  стандартный редокс-потенциал г-й редокс-пары. Тогда эффективный 
редокс-потенциал системы ( )  можно определить как

A tfL = *■
Y ZiniFAE0 Yj ZiIiiAE

'■>фф
Q

(6)

Y zInIf  Ż  z‘n‘

В выражении (6) количество вещества можно выразить через его кон­
центрацию, применяя соотношение c,=n,/Vp, где Vp -  объем раствора:

'  4 
1Il  
V.

А"эфф -

лр- 5 > , л я °

Y z'n'
Vl

(7)

Используя формулу (7), можно получить следующее выражение для эф­
фективного редокс-потенциала среды:

AE0̂ = Y aiAE0 , (В)

где коэффициенты at = т-̂ -1— представляют собой «удельный заряд», пе-

Y n‘zi
І

реносимый в i-й реакции, т. е. отношение заряда, перенесенного в г-й реак­
ции, к суммарному заряду, перенесенному во всех реакциях. В частном 
случае для одноэлектронных редокс-реакций коэффициенты а, являются 
мольной долей вещества, тогда

А /Г® ж (9)

где je, -  мольная доля вещества (восстановленной формы).
На основании предложенного подхода и с учетом собственных, а также 

данных литературы нами рассчитан внутриклеточный редокс-потенциал 
для различных функциональных состояний клетки.

Расчет эффективного редокс-потенциала внутриклеточной среды 
при различных функциональных состояниях клеток 

У^іановлено, что определенный уровень окислителей играет физиоло­
гическую роль во многих клеточных процессах, включая пролиферацию, 
дифференцировку и апоптоз [8]. В модельных системах в качестве основно­
го индуктора окислительного стресса используется пероксид водорода. Об­
наружено, что при концентрациях Н2О2 0,1-1 мкМ в опухолевой ткани 
предстательной железы стимулируется деление клеток, при 200 мкМ инги­
бируется рост клеток, а в случае 0,5 мМ и выше индуцируется апоптоз [9]. 
В фибр облаках млекопитающих митогенетическое действие наблюдается 
при 3-15 мкМ Н2О2 [10], при 120-150 мкМ Н2О2 вызывает временную за­
держку роста [И]. Н2О2 при более высоких концентрациях индуцирует 
апоптоз (0,5-1 мМ) и некроз (5-10 мМ) [12]. C помощью предложенного 
метода нами оценено изменение среднего значения эффективного редокс- 
потенциала в клетках при добавлении Н2О2. Значения эффективного ре­
докс-потенциала клетки для различных концентраций Н2О2 и типов клеточ­
ной активности приведены в таблице.
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Клеточная активность и эффективный редокс-потенциал

Тип объекта Концентрация 
Н->0-> ммоль/л

Редокс-
потенциал*. мВ Тип клеточной активности

Фибробласты линии ВНК-21 0,003-0,015 -246+(-245) Увеличение пролифера­
тивной активности Г101

Фибробласты человека 0,05-0,1 -240-(-234) Увеличение пролифера­
тивной активности Г131

Гладкососудистые мышеч­
ные клетки

0,1 -234 Стимуляция роста клеток 
П41

Энителиальные клетки 0,2 -221 Ингибирование роста 
Г141

Фибробласты линии ВНК-21 0,12-0,15 -2314-228) Ингибирование роста 
Г111

Клетки опухолевой ткани 
предстательной железы

0,5 -188 Апоптоз [9]

Фибробласты линии ВНК-21 0,5-1 -1884-140) Апоптоз [15]
Фибробласты линии ВНК-21 5+10 51-137 Некроз [12]

П р и м е ч а н и е .  * Расчет редокс-потенциала выполнен с учетом вкладов основных ком­
понентов антиоксидантной системы (GSH -  3 ммоль/л, НАДН -  1, витамин C -  0,2 ммоль/л) 
и действующего окислителя H2O2. Вклад остальных окислителей и восстанавливающих 
агентов не учитывался, так как их концентрация в клетках на несколько порядков ниже. 
Стандартные редокс-потенциалы названных веществ при T=298 К и рН=7 соответственно 
равны: A fi0GSH= -240 мВ, Д £ ° надн=  -320 и Afi0vitc= 282, Д £ " о = 295 мВ [16].

Из анализа представленных в ней данных следует, что различным функ­
циональным состояниям клетки соответствует свой диапазон значений эф­
фективного редокс-потенциала. Можно проследить следующую зависи­
мость функционального состояния клетки от значений редокс-потенциала: 
смещение внутриклеточного эффективного редокс-потенциала к положи­
тельным значениям сопровождается переключением клеточной активности 
от пролиферации к дифференцировке, от дифференцировки к апоптозу, от

В рамках пред­
ложенной модели 
предполагается, что 
действие факторов 
различной природы, 
которые могут при­
водить к изменени­
ям клеточной ак­
тивности, также ин­
дуцирует измене­
ния редокс-состоя- 
ния среды, анало­
гичные действию 
окислителей.

В экспериментах 
in vitro показано, 
что аскорбиновая 
кислота в милимо- 
лярных концентра­

циях вызывает апоптоз в некоторых типах клеток [17, 18]. C помощью опи­
санного подхода нами обнаружено, что увеличение внутриклеточной кон­
центрации аскорбиновой кислоты с 0,2 до 2 ммоль/л вызывает смещение
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апоптоза к некрозу (рисунок).
£1>.мВ

Зависимость эффективного редокс-потенциала клетки от концен­
трации пероксида водорода. Области протекания процессов:
I -  пролиферации; 2 -  дифференцировки; 3 -  апоптоза; 4 -  некроза
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значения редокс-потенциала с -247 до -151 мВ, т. е. до величин, получае­
мых и при действии Н2О2 в концентрациях, вызывающих апоптоз.

Таким образом, есть все основания утверждать, что изменение редокс- 
состояния клетки может выступать одним из основных факторов переклю­
чения клеточной активности, в том числе и при инициировании процессов 
пролиферации, дифференцировки и апоптоза. В связи со сказанным понятие 
«эффективный редокс-потенциал» следует, на наш взгляд, включить в чис­
ло физико-химических парам^і^ов, характеризующих клеточный гомеостаз.

Введение и использование этого понятия (можно рекомендовать также 
новый термин «суммарный внутриклеточный редокс-потенциал») позволя­
ют избежать ряда проблем, связанных с интерпретацией эксперименталь­
ных данных об участии окислителей в процессах внутриклеточной и меж­
клеточной сигнализации. Наличие многочисленных мишеней не позволяет 
обосновать универсальность механизмов действия конкретных типов окис­
лителей [19]. Возникших трудностей можно избежать, если рассматривать 
не отдельные типы мишеней действия окислителей, а изменения окисли­
тельно-восстановительного статуса биологической среды при изменении 
концентрации, индуцированной окислителем. Имеющиеся эксперименталь­
ные данные указывают на существование зависимости функциональной ак­
тивности ряда белков от редокс-состояния среды [20, 2 1 ].

Введение нового параметра для характеристики состояния биологиче­
ских сред продиктовано также необходимостью количественного описания 
протекающих в клетке редокс-процессов, которые до настоящего времени 
рассматривались только на качественном уровне. Понятие «эффективный 
редокс-потенциал» позволяет не только описать соответствующие состоя­
ния клеток, но и количественно оценить изменения в них активности био­
макромолекул под действием редокс-факторов.

Термодинамический подход, предложенный в работе, демонстрирует 
возможность использования новых количественных параметров среды для 
описания биологических явлений. Изучение роли редокс-гомеостаза в под­
держании функциональной активности клетки помимо фундаментального 
теоретического значения вносит существенный вклад в решение ряда прак­
тических вопросов, таких как разработка новых подходов к фармакологиче­
скому контролю клеточной активности, регуляция роста клеток в условиях 
in vitro, контроль дифференцировки стволовых клеток, создание эффектив­
ных фармакологических средств профилактики и лечения ряда заболева­
ний.
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TМ . ВЕСЕЛОВА. Н.А. ПОКЛОНСКИЙ, В.А. САМУЙЛОВ

МОДЕЛЬ НИЗКОЧАСТОТНЫХ т о к о в ы х  о с ц и л л я ц и й  
В НОЛУИЗОЛИРУЮЩИХ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 

ПОЛУПРОВОДНИКАХ*
A model of low frequency current oscillations in semi-insulating crystalline semiconductors 

with deep levels has been developed. A combination of the approaches of field-enhanced trapping, 
field-enhanced emission and negative differential mobility of carriers was used. A linear analysis of 
the model was done. The dispersion relations of the model were found to describe the experimen­
tally observed dependences of the activation energies and of the fundamental frequency on the elec­
tric field and the temperature.

Полуизолирующие полупроводники при внешних воздействиях (элек­
трическое и магнитное поля, градиент температуры и др.) могут образовы­
вать пространственно-временные структуры: волны плотности заряда, до­
мены сильного поля в форме спонтанных периодических и хаотических то­
ковых осцилляций [1-4].

Исследованиям токовых нестабильностей в полуизолирующих полупро­
водниках, включая их хаотическое поведение, посвящено много работ [5-9], 
однако до сих пор нет модели, описывающей экспериментально наблюдае­
мые немонотонные зависимости частоты осцилляций тока от внещних воз­
действий [7, 9-17].

Цель данной статьи -  построение количественной модели низкочастот­
ных токовых осцилляций в полуизолирующих кри^ i аллических полупро­
водниках с одним типом носителей заряда и одним глубоким энергетиче­
ским уровнем примеси в запрещенной зоне.

Процессы переноса электронов и дырок с образованием пространствен­
но-временных структур в полупроводниках могут быть описаны [3] систе­
мой уравнений генерационно-рекомбинационной кинетики с учетом диф­
фузионного и дрейфового токов, а также уравнений Максвелла.

Для полупроводника n-типа проводимости с одним глубоким донорным 
уровнем в запрещенной зоне [3, 18] модель электронных процессов [6, 8] 
может быть представлена в виде уравнений:

Авторы статьи -  сотрудники кафедры физики, полупроводников и наноэлектроники. 
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!  = - C . ( m . . , „  + X . ( F K I + i f r ,

dN,1.0
dt

= C„(F)NlMn - X ll(F)Nlfi,

K =  Я

dF 
dx

r. r, dnr V S  + D -
( 1)

(Na + n - N d - N lM),
eA

где q  -  модуль заряда электрона; F -  напряженность электрического поля в 
кристаллическом образце; ц„ -  дрейфовая подвижность электронов прово­
димости; Dn -  коэффициент диффузии; Na -  концентрация полностью иони­
зированных водородоподобных акцепторов; Nd -  концентрация полностью 
ионизированных водородоподобных мелких доноров; п -  концентрация 
электронов в с-зоне, Ntt0 -  концентрация глубоких доноров с уровнем EL2 в 
зарядовом состоянии 0 ; /v,.+i -  концентрация положительно заряженных 
глубоких доноров, Nt = Ntt0 + N,t+\ -  полная концентрация глубоких доноров; 
Cn(F) -  коэффициент захвата электрона проводимости на донор (уровень 
EL2); Xn(F) -  коэффициент выброса электрона с уровня ловушки в с-зону; 
ErE0 -  статическая диэлектрическая проницаемость кристаллической 
решетки.

В отсутствие внешнего электрического поля (F=O) количества актов за­
хвата и выброса электронов с глубоких доноров в с-зону равны (это следует 
из принципа дуального равновесия [8]). В результате вблизи термодина­
мического равновесия существует устойчивое состояние, и спонтанные ос­
цилляции тока не могут иметь ме^іа, даже если процессы захвата-выброса 
электронов проводимости с глубоких доноров имеют очень сильную нели­
нейную зависимость от концентрации носителей заряда [3]. Появление ос­
цилляций тока в модели [6] связано с отрицательной дифференциальной про­
водимостью (ОДП), а коэффициенты захвата и выброса электронов с глубо­
кого донора равны в соответствии с принципом детального равновесия [8].

Известно [1], что ОДП может существовать в случае немонотонной за­
висимости дрейфовой скорости v(F) от F. Для n-GaAs (при п=2,5-IO8 -  
2,5-IO12 см-3) это происходит при F>3,2-103 В-см-1 [5] (согласно модели [6] 
осцилляции не могут иметь места при F  < 3,2-IO3 В-см-1). В [6] не учитыва­
ется зависимость Cn от напряженности электрического поля.

Для возникновения токовой неустойчивости в слабых электрических по­
лях достаточно, чтобы коэффициенты захвата и выброса электронов с глу­
боких доноров были такими же, как и в сильных полях. Как упоминалось в 
[7], задача точного определения значений величин сечений захвата и вы­
броса электронов с уровня EL2 не решена.

Существуют два типа моделей токовых неустойчивостей в полупровод­
никах с глубокими ловушками: в первом учитывается стимулированный 
электрическим полем захват электронов на глубокий уровень; во втором -  
стимулированный выброс электронов в с-зону. Первый тип моделей осно­
ван на эмпирических уравнениях для уменьшения коэффициента захвата и 
немонотонной зависимости дрейфовой скорости от напряженности элек­
трического поля [5-7]; второй учитывает уменьшение энергии ионизации 
донора с ростом напряженности электрического поля из-за эффекта Пула -

35



Френкеля и также принимает во внимание немонотонную зависимость v(F) 
от F  [8]. Обе модели дают осцилляции тока, но ни одна из них в полной ме­
ре не объясняет зависимости частотных мод осцилляций тока от внешних 
параметров -  электрического поля (бифуркационные кривые) и температу­
ры (аррениусовские зависимости).

В представляемой модели величина немонотонной зависимости у(F) от 
FflaeTCa эмпирическим соотношением [9]:

2 F /F 1
V ( F ) =  Vn -----------------7,

1+ F IF t) (2)

Физика

где Vo -  максимум дрейфовой скорости при F = F 0-B соответствии с [19] при 
уменьшении поля p.„(F ;0) = 2v0/F0.

Зависимость Cn(F) на ловушку (глубокий донор) от F  примем в виде 
[19]:

С„ (F ) = C-(O) 1 + ßi
( F / F f

(3)
! + (FIF1J 0

где Cn(O) = Gvth, G -  сечение захвата электронов проводимости на ЕЬ2-центр 
в отсутствие поля; vth = (ЪквТ1т*)т -  тепловая скорость электрона; кв -  по­
стоянная Больцмана; T -  температура; т — эффективная масса электрона 
проводимости в центре зоны Бриллюэна (Г-подзоны) в л-GaAs; Fu ß0, ß, -  
величины, определяемые по кривой зависимости v от F  [5]. Выражение (3) 
не учитывает захват электронов из подзон L (с-зоны л-GaAs), так как мо­
дель стимулированного полем захвата для EL2 электронов из L-подзон не 
соответствует экспериментальным данным [7].

Зависимость коэффициента выброса электронов с ловушки от электри­
ческого поля выражается соотношением [8]:

Ei -VEpf(F)
X n (F ) = C(O)Ac (Г)ехр

k J (4)

где Nc=2(2nrnkjlh2)m -  эффективная плотность состояний в зоне прово­
димости; h = 2nh -  постоянная Планка; ß -  безразмерный фактор, завися­
щий от природы ловушек [8]; Epp=(Fe3Iee0)112 -  уменьшение энергии иониза­
ции Et дефекта EL2 из-за эффекта Пула -  Френкеля.

При линеаризации системы уравнений (1) согласно [20] использовались 
зависимости v(F), Cn(F), Xn(F), предоставленные формулами (2-4). Для про­
верки стабильности стационарного решения п\ Nsh0, F s малые отклонения 
рассматривались как плоские волны с затуханием [6, 2 1 ]:

8n = 8nt exp ikx + if (k)t + т' 1 (k)t

= 5aW  exP ikx + if(k)t  + J ( k ) t (5)
SF = 8Ft exp ikx + i f (k)t + x 1 (k)t

где k -  действительное волновое число; т_1(£)<0, f(k)>0 -  действительная и 
мнимая части комплексной частоты ш=т~\k)+if(ky, / = ''-<  -  мнимая еди­
ница.

Подстановка соотношений (5) в систему уравнений (1) после линеариза­
ции дает:
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q n dv
ErS0 dF

q n dv
ErE0 dF

.mF. (I + B 1) -  (I + B 1 )x-‘ + JB2 -  Dnk 2 = 0, 

.mF, B 2 -  (I + B 1 ) f  -  B 2T'' + v ‘k  = 0,
(6)

где

B — В, + iß, =
C i  N ’ , + iA

C i X i + x ' - i i a V

A = -
E.E0k

N ’ ,n
,dCn - N i ЭХ.

Параметры, использованные при моделировании 
низкочастотных осцилляций тока в полуизолирую­

щем GaAs

dF Э£
Полученные уравнения (6) могут быть трансформированы в форму дис­

персионных отношений для модели [6], если положить A=0 (т. е. Cn и Xn не 
зависят от F) и X sn = c :iv_exp(-£ ,/&ВГ ).

Решая систему уравнений (6) численно, получаем комплексную частоту 
(i)=Rea)+iIma), где Reco=T-1CO -  постоянная затухания осцилляций тока, 
Im(D=/>0 -  частота осцилляций тока. Частота со является функцией к, F taT.

Параметры, используемые в расчетах зависимостей частотных мод 
токовых осцилляций от поля и температуры, приведены в таблице.

На рис. 1 а  представле­
ны результаты решения 
дисперсионных уравнений 
(6) (частота осцилляций/и 
частота столкновений Tf1 
как функции к при фикси­
рованных значениях F=Fs 
и T=Ts), которые были вы­
браны в соответствии с 
экспериментальными ре­
зультатами [14, 16] суще­
ствования осцилляций тока 
в полу изолирующем GaAs.

При фиксированном k=ks 
и Ts получаем зависимости 
/  и г-1 от F (рис. 1 б). Так 
как осцилляции тока воз­
можны только при отрица­
тельных значениях т" 1 [7], 
то в случае £,=0,75 эВ (по­
ловина ширины запре­
щенной зоны GaAs при 
T= 78 К) они возникают, ко-

-I изменяет
,5 о  . . - 1

Паоамето Значение Источник
N1 5-IO21 M"3 [6]
n,s 2.5-IO21 m"3 [6]
ns MO11 M-3 [6]

___и- 0,6 M2 B-1 c-1 [6]
Vo 0,96 IO5M-C"1 [5]

vn=\x„F,J2 [5]
F0 3.2-IO3 В м"1 [5]
Fi г.мо’в-м*1 [5]
ßn 4 [51
ß , 9 [5]
CT ОГ*;Q\ [5]

Cn(O) 4,35-IO" 16 mV [5]
*m 0,068 mo [14]

ß 2 [14]
E 12,5 [141
E1 I  -  0,75; 2 -  0,70; 3 -  0,68; 

4 -  0,66; 5 -  0,64; 6 -0 ,6 2 ; 
7 -0 ,5 9  эВ

1-6  [10, 14]; 
7 -[1 7 ]

Fs 5-IO5B m" 1 [14]
T, 300 К Г141
K 2-IO3M"1 [141

гда величина т
знак при F=S1S-IO3 В-м“1. Осцилляции такой низкой частоты возможны 
только при большой напряженности электрического поля. Это видно из 
рис. 1 б: осцилляции существуют для/> 0 , т_1<0 .

Следует отметить, что рассчитанные зависимости частотных мод осцил­
ляций тока от F для различных значений глубин залегания Et уровня ло-
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вушки относительно дна озоны немонотонны (рис. 2). Это соответствует 
экспериментальным результатам по бифуркационным кривым [1 1 , 16].

6 F, B m 1(IOs)

Рис. 1. Зависимости действительной т’ 1 (/) и мнимой/(2 )  частей комплексной частоты 
со от волнового вектора к осцилляций тока (а) при Et=0,75 эВ, Fs=5 ■ IOj B  m 1 и  часто­
ты ю от напряженности F внешнего электрического поля (б) при E1=0,75 эВ, к=2- IO3 м_|

1п(7-2/2/)

Рис. 2. Зависимость частоты осцилляций/от 
напряженности F  электрического поля для 
различньрс значений энергий донорного уров­

ня £,(эВ): ,
I  -  0,75; 2 -  0,70; 3 -  0,68; 4 -0,66; 5 -0 ,64 ; к=Ъ IO3 м"1

Рис. 3. Зависимость 1п(Г2/2/) от 103/Г для 
различных значений энергий донорного уров­

ня £, (эВ):
I ,  1 ’ -  0,75; 2 -  0,70; 3 -  0,66; 4 -  0,62; 5 ,5 ' -  0,59; 

к = 2- IO3 и '1; F  (B m' 1): 1,2,  3 , 4 , 5 -  2,5- IO4; 1 5’ -  5- IO5

Рассчитанная температурная зависимость частотных мод для различных 
значений Et уровня ловушки относительно дна озоны предъявлена на 
рис. 3. Наклон кривых дает значения Et при низких электрических полях.

Сравнивая наклон кривых 1 и Г, 5 и 5' на рис. 3, необходимо отметить, 
что с увеличением напряженности электрического поля энергия активации 
глубокого донора уменьшается. Это согласуется с экспериментальными ре­
зультатами [17].

Таким образом, представленная в работе модель количественно описы­
вает появление немонотонных зависимостей частоты /  осцилляций тока от 
F и влияние F на уменьшение E1 [22], которые ранее не поддавались теоре­
тической интерпретации.
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УДК 541.423

Е.С. ВОРОПАЙ  А.П. ЗАЖОГИН, К.И. ЧЕРВЯКОВСКИЙ, Ж.И. БУЛОЙЧИК

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПОСТУПЛЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
В ПЛАЗМУ РАЗРЯДА ПРИ АТОМНО-ЭМИССИОННОМ АНАЛИЗЕ 

РАСТВОРОВ ЗОЛОТА И СЕРЕБРА

This paper presents an experimental investigation of the ingress processes of elements into al­
ternating-current discharge plazma during atomic-emission analysis of gold and silver solutions. 
The obtained results demonstrate simultaneous ingress of these elements into the discharge, point­
ing to the fact that their oxidizability and volatility have no effect on their ingress processes.

Одновременное определение нескольких элементов, обычно в микрокон­
центрациях, может быть выполнено с помощью различных экспрессных 
инструментальных методов анализа, отличающихся простотой, не требую­
щих большого количества исследуемого материала и обеспечивающих тре­
буемую относительную точность. К таким методам в первую очередь отно­
сится эмиссионный спектральный анализ, который дает возможность одно­
временного определения до 35 элементов с достаточной чувствительностью 
и точностью и успешно применяется во многих областях науки.

Эмиссионная спектроскопия, использующая электрическую дугу или 
искровой разряд, -  мощное средство, позволяющее обнаружить до 70 эле­
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ментов при кратковременном возбуждении нескольких микрограммов ана­
лизируемого образца. Для качественного анализа этот вид спектроскопии 
не имеет равных, причем многие вещества практически не требуют предва­
рительной обработки образца; метод высокоспецифичен, предел обнаруже­
ния элементов лежит в интервале KT4-IO-7 %.

Значение эмиссионной спектроскопии для количественных определений 
ограничено трудностями воспроизведения интенсивности излучения. Лишь 
при тщательном выполнении анализа можно довести относительную ошиб­
ку до 1-2 %; обычно погрешность достигает 10-15 %. При определении 
следов элементов такая ошибка часто приемлема и не сильно превышает 
ошибку других методов. Достоинство метода -  в экспрессности получения 
информации. Часто спектральным методом можно определить несколько 
элементов уже через 3-5 мин после получения образца: бывают случаи (на­
пример, при контроле производственных процессов), когда скорость важнее 
высокой точности.

Анализ почти любого изучаемого объекта -  трудная аналитическая зада­
ча. Главные причины затруднений -  сложность и индивидуальность соста­
ва, его многокомпонентность. Из этого вытекает необходимость приспо­
собления даже, казалось бы, несложных стандартных методов к особенно­
стям состава и физико-химической структуры каждого исследуемого объ­
екта, т. е. в каждом конкретном случае требуется проведение в той или 
иной мере аналитической исследовательской работы. В настоящее время 
имеется заметное отставание в существовании официально ^іандартйзйро- 
ванных методик анализа.

Одной из основных причин систематических ошибок в спектральном 
анализе даже при правильной и аккуратной работе почти всегда являются 
эталоны. Эталон, не дающий систематических ошибок (назовем его идеаль­
ным), должен быть во всех отношениях тождествен пробе, отличаясь от нее 
только содержанием анализируемого элемента. Легче всего приблизиться к 
идеальным эталонам при исследовании растворов и газов. Во всех других 
случаях эталоны, если не по своему химическому составу, то по другим 
свойствам (плотности, степени дисперсности и т. п.), отличаются от анали­
зируемых проб. В сплавах неоднородность обычно наблюдается среди зе­
рен кристаллов.

Спектральный анализ веществ, находящихся в жидком состоянии, уже 
давно используется для решения большого числа практически важных за­
дач. За последние десятилетия такой метод получил существенное разви­
тие. Были разработаны новые способы введения вещества в пламя источни­
ка света, усовершенствована техника эксперимента. При этом все чаще 
практикуется перевод твердой пробы в раствор с последующим спектраль­
ным анализом образцов в жидком состоянии.

Спектральный анализ жидких проб обладает рядом преимуществ. При 
исследовании растворов легко получить чрезвычайно однородную по со­
ставу пробу, как бы мала она ни была, тогда как усреднение твердых образ­
цов часто оказывается довольно сложной задачей и может существенно ог­
раничивать точность анализа. Упрощается техника эксперимента, в частно­
сти составление эталонных смесей. Возможность разбавить раствор или 
упарить его до требуемого объема также облегчает проведение работы и 
способствует повышению ее относительной чувствительности и точности.

Метод анализа раствора -  возбуждение спектра его сухого остатка, вы­
паренного на поверхности электрода, дает очень высокую абсолютную чув­

40



Физика

ствительность определений (по многим элементам ItTj-ICT' %). Следует, 
однако, учитывать, что наилучшая чувствительность достигается лишь в 
случае очень разбавленных растворов, т. е. тогда, когда на элем родах на­
ходится лишь незначительное количество сухого остатка. Опыт нашей ра­
боты показывает, что значительное снижение чувствительности анализа на­
чинается уже при массе проб порядка 100 мкг. Этот эффект, по-видимому, 
связан со значительным ухудшением качества слоя, покрывающего элек­
трод. При увеличении массы сухого остатка раствора слой получается не­
прочным и легко разрушается в начале горения электрической дуги.

Высокая чувствительность, воспроизводимость, значительно меньшая 
трудоемкость подготовки проб позволили нам остановиться на выборе 
именно этого метода анализа. Здесь следует отметить, что довольно боль­
шая пористость угольных электродов ограничивает возможность повыше­
ния чувствительности анализа. При выпаривании часть раствора проникает 
в электрод на значительную глубину, и для полного испарения пробы необ­
ходимы нагревание электрода и длительная экспозиция при регистрации 
спектра. Для ослабления этого фактора объем раствора проб был выбран 
таким, чтобы процесс сушки был недолгим и не требовал высокой темпера­
туры. Экспериментально было установлено, что 25 мкл раствора обеспечи­
вают требуемую чувствительность и хорошую воспроизводимость анализа. 
Следует отметить, что существует способ закрепления пробы в верхнем 
слое угольного электрода благодаря специальной подготовке электродов. 
Способ включает предварительное нанесение на них пленки полистирола в 
толуоле и последующее частичное разрушение ее каплей концентрирован­
ной серной кислоты. Проведенные нами предварительные опыты показали, 
что при выбранном количестве раствора оба метода практически равноцен­
ны, поэтому мы остановились на более простом, описанном выше методе. 
К тому же он вносит меньше погрешностей, чем способ с серной кислотой, 
так как последняя часто имеет ряд примесей в количестве большем, чем 
сама анализируемая проба [1 ].

Многообразие и взаимное влияние различных процессов (испарение, 
диффузия, окисление, эрозия), сопровождающих процесс перехода вещест­
ва из твердого состояния в газообразное, влияние матричных и «третьих» 
элементов на интенсивность спектральных линий не позволяют при коли- 
че^ i пенном анализе отказаться от построения градуировочных графиков по 
эталонам -  образцам, близким по составу к анализируемым. В связи с чем 
атомно-эмиссионный анализ является относительным методом, результат 
измерений в конечном счете сравнивается с эталоном.

К настоящему времени достаточно хорошо изучены процессы, происхо­
дящие при формировании аналитического сигнала от излучающего облака. 
Проанализировано влияние температуры, состава, электронной плотности и 
т. д. плазмы на интенсивность спектральных линий определяемого элемен­
та. В то же время переход вещества из твердого состояния в газообразное 
изучен гораздо менее полно. Это связано в первую очередь с тем, что сте­
пень влияния на скорость поступления элементов в разряд различных про­
цессов, протекающих в образце (окисление, диффузия, испарение и т. д.), 
зависит от метода анализа и материала самого анализируемого образца. По­
этому решение данной проблемы является одной из центральных в совре­
менной теории и практике спектрального анализа.
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В настоящей работе рассматривается вопрос о выходе элементов раз­
личной летучести в разряд при атомно-эмиссионном анализе сухих остат­
ков растворов золота и серебра. Изучение данной проблемы актуально, во- 
первых, с экономической точки зрения -  приготовление растворов в каче­
стве эталонов гораздо легче и дешевле, нежели металлических, в связи с 
чем дешевле и количественный анализ. Во-вторых, данные объекты можно 
рассматривать как модельные, в которых при выходе элементов в плазму 
разряда перестают играть существенную роль процессы окисления приме­
сей (элементы в растворе находятся в виде окислов и солей), их диффузии в 
элементе-основе и эрозии (испарения) самого элемента-основы, опреде­
ляющие характер выхода примесей в плазму при анализе твердых проб [2 ]. 
В-третьих, так как метод исследования сухих остатков растворов широко 
применяется при анализе зубных паст [3], биообъектов [4] и т. д., то накоп­
ление данных о выходе элементов в плазму из сухих остатков различных 
растворов имеет как научный, так и практический интерес.

Для решения поставленной задачи мы использовали так называемые 
кривые испарения либо кривые поступления элементов. Суть данного ме­
тода состоит в получении кривых, отражающих зависимость интенсивности 
спектральных линий от времени регистрации [2, 4]. Краткое описание при­
меняемой установки дано в работе [2 ].

Раствор золота получали путем растворения пробы мсіаллйческого зо­
лота в «царской водке» (раствор соляной и азотной кислоты в массовом 
соотношении 1 :2).

Для получения раствора серебра проба металлического серебра предва­
рительно растворялась в смеси азотной кислоты и перекиси водорода (в со­
отношении 1:3), после чего раствор выпаривали до получения сухого порош­
ка соли AgNO3. Затем соль серебра растворялась в воде в соотношении 1:2.

Приготовление проб сухих остатков проводили следующим образом: 
25 мкл полученных растворов наносились на сферическую поверхность 
нижнего электрода диаметром 6 мм на глубину 1 мм и высушивались в те­
чение 30 мин (раствор золота) и 45 мин (раствор серебра). Затем нижний 
электрод помещался в камеру сгорания, и производилась регистрация «кри­
вых поступления» элементов при силе тока 1,5 А в течение 60 с. Применяе­
мые нами аналитические линии элементов приведены в таблице.

Нами представлены так называемые характерные «кривые поступления» 
золота, серебра и примесей из сухих остатков растворов золота и серебра 
(рис. 1 , 2), так как все они имели аналогичный вид с приведенными.

Схожие между собой по виду «кривые поступления» элементов приме­
сей совпадают с «кривыми поступления» золота и серебра, что означает со­
вместное поступление элементного состава растворов в плазму. Такой ха­
рактер выхода элементов в разряд возможен в случае их проникновения 
внутрь электрода и постепенного выгорания вместе с электродом. В данных 
условиях анализа практически отсутствует не только влияние на выход 
элементов процесса окисления, но и их летучести. Следовательно, при по­
строении градуировочных графиков можно рекомендовать использовать не 
абсолютные, а относительные основе интенсивности линии примесей. При 
увеличении силы тока, температуры электрода можно ожидать, что поступ­
ление примесей будет иметь более фракционный характер [4].

В полученных «кривых поступления» как у примесей, так и у элементов 
основы -  Au, Ag -  существует следующая закономерность: все они имеют
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повторный максимум через определенный промежуток времени, а затем 
интенсивность падает. В случае анализа сухих остатков золота этот интер­
вал времени несколько дольше, нежели при анализе сухих остатков серебра, 
и составляет около 17 с, при анализе сухих остатков серебра -  около 13 с.

Длины волн элементов-основ и примесей
Элемент-основа Длина волны, нм Элемент-основа Длина волны, нм

A uI 270,072 A gI 272,177

Элемент-поимесь - Элемент-поимесь -

As I 338,289 AII 309.271
C uI 327.396 A uI 267.595
P bI 283,306 C uI 324.754
P dI 340,458 PbI 283,306
SnI 317,505 P dI 324.270
M eI 285.213 SnI 317,505
T iI 319,992 M eI 285.213

- - T iI 319,992

800

600

400

200

IO 20 30 40 50 60 л с

Рис. 1. «Кривая поступления» золота -  1 и 
характерная «кривая поступления» примесей 

из сухого остатка раствора золота -  2

/, отн. ед.

Наличие данного повторного 
максимума, как и совместное по­
ступление элементов, по нашему 
мнению, связано с проникновением 
их внутрь угольного электрода и 
выходом в разряд после удаления 
(сгорания) его верхнего слоя. Раз­
личие во времени появления мак­
симума при анализе сухих остатков 
золота и серебра, по всей видимо­
сти, связано с различной величиной 
вязкости соответствующих раство­
ров (у раствора серебра она боль­
ше). Это приводит к тому, что про­
никновение в электрод элементов 
из раствора золота происходит на 
большую глубину. Данное предпо­
ложение подтверждает еще и тот 
факт, что время, требуемое для вы­
сыхания растворов золота и сереб­
ра на электроде, у раствора золота 
меньше.

«Кривые поступления» элемен­
тов из сухих остатков растворов 

золота и серебра подобны «кривым поступления» элементов из образцов 
серебра малой массы, подверженных внутреннему окислению [2]. Однако 
повторные максимумы у элементов появляются гораздо позже, и механизм 
их образования в данном случае иной. Если при внутреннем окислении 
обогащение поверхности металлической пробы происходило за счет всплы­
вающих в виде окислов элементов из внутренних слоев, то в данном случае 
интенсивное поступление примесей спустя некоторый промежуток времени 
обусловлено нагреванием электрода и сгоранием его поверхностного слоя, 
благодаря чему примеси, проникнувшие в глубь электрода, выходят на его 
поверхность. Диффузионный процесс выхода примесей на поверхность

Рис. 2. «Кривая поступления» серебра -  1 и 
характерная «кривая поступления» примесей 

из сухого остатка раствора серебра -  2
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электрода из его внутренних слоев также присутствует, однако из-за срав­
нительно низкой температуры электрода скорость его протекания намного 
меньше скорости испарения поверхностного слоя электрода, в связи с этим 
и повторный максимум для всех примесей появляется одновременно и не 
зависит от коэффициента диффузии.

Таким образом, из полученных нами результатов можно сделать сле­
дующее заключение: все «кривые поступления» примесей из сухого остатка 
золота и серебра при малой силе тока вне зависимости от их летучести и 
окисляющей способности носят одинаковый характер и подобны «кривым 
поступления» основных элементов. В то же время характер выхода элемен­
тов примесей из твердых образцов малой массы существенно зависит от их 
летучести и степени сродства к кислороду [2, 5, 6]. Следовательно, данная 
работа еще раз подтверждает, что именно процессы окисления, диффузии и 
скорость испарения определяют характер выхода элемента в плазму разря­
да, что было предположено нами при описании поступления примесей из 
образцов серебра малой массы [2].
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УДК 621.315.592

П.И. ГАЙДУК, К. ТРАУТМАН (ФРГ), М. ТОЛЕМОНД (Франция), А.Н. ЛАРСЕН (Дания)

РОЛЬ СКОРОСТИ ИОНОВ ПРИ ФОРМИРОВАНИИ ТРЕКОВ 
В СПЛАВАХ Sio0,5Ge0,5

We report the observation of a strong velocity effect in the single-crystalline Si0i5Ge0i5 alloy 
layers. Transmission electron microscopy reveals tracks of different morphology when U+ projec­
tiles of energy between 0,8 and 2,64 GeV penetrate into the matrix with the same electronic stop­
ping power Se but different velocity. The structure of the tracks changes from separated dots of low 
density to discontinuous tracks when the energy of U+ projectiles decreases from 2,64 to 0,8 GeV. 
The crystalline morphology of the tracks is confirmed. The formation of dislocation loops along the 
ion path is found in the case of slow ions. The results are deduced in the frame of the thermal-spike 
approach.

При прохождении через твердые материалы быстрые тяжелые ионы мо­
гут образовывать треки — специфические линейные дефекты, трассирующие 
траекторию ионов на участке преобладания электронных потерь (Se). Треки 
легко формируются в диэлектриках, металлических сплавах и некоторых 
других материалах при превышении Se пороговой величины. Несмотря на
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сравнительную легкость дефектообразования при ядерном торможении ио­
нов, полупроводники имеют неожиданно низкую чувствительность к Se. До 
настоящего времени нет доказательств формирования треков в кристаллах 
Si, Ge, GaP, GaAs или алмаза [1-3] при их облучении моноатомными части­
цами, напротив, сообщалось об эффективном отжиге дефектов или даже о 
‘̂ ,,-индуцированной рекристаллизации” [1,2,4]. Вместе с тем 20-40 МэВ 
кластеры фуллеренов Сбо образуют аморфные треки в крщ.1 аллах Si [5] и 
Ge [6], что, однако, нельзя объяснить только высоким уровнем S». В част­
ности, результаты [6] свидетельствуют о важной роли скорости ионов. Так, 
быстрые (1 ГэВ) ионы Pb (Se=38,3 кэВ/нм) не создают трековых дефектов в 
Ge, тогда как более медленные (20—40 МэВ) кластеры Сбо (Se=37,3 кэВ/нм) 
производят хорощо выраженные аморфные треки диаметром 6-13 нм даже 
при меньших потерях энергии [6]. При этом величина упругих потерь энер­
гии значительно меньше, чем неупругих, как в случае ионов Pb 
(S„=0,03 кэВ/нм), так и Сбо (Sn= 1,6 кэВ/нм).

В [7] мы сообщали о первом наблюдении прерывистых треков в кристал­
лах Si0̂ Ge0,5-сплавов при облучении 1,3 ГэВ ионами U+ (Se=33,8 кэВ/нм). 
В соответствии с [8] даже минимальные вариации как Se, так и скорости ио­
нов приводят к сильному изменению морфологии прерывистых треков, ко­
торые трансформируются от цепочек проеі^анственно разделенных нано­
кластеров до вытянутых цилиндрических дефектов и далее до непрерывных 
треков. В настоящей работе такая высокая чувствительность морфологии 
прерывистых треков вблизи порога их формирования использована как ин­
струмент для демонстрации влияния скорости ионов на формирование тре­
ков в эпитаксиальных слоях Sioi5Geoi5-CmiaBOB. C этой целью облучение про­
водилось в режимах, когда ионы U+ имеют различную скорость (энергию) 
при неизменной величине S.. В частности, использованы ионы U+ с энер­
гией 2,64 ГэВ (4,27-IO7 м/с), 1,36 ГэВ (3,31-Ю7 м/с) и 0,8 ГэВ (2,52-107 м/с). 
В соответствии с расчетами TRIM95 (рис. 1) при изменении скорости ионов 
почти в два раза величина Se варьируется незначительно (около 3 %, в ин­
тервале от 32,4 до 33,5 кэВ/нм).

Материал и методика
В работе использовали 2 мкм слои эпитаксиального сплава Si0i5Ge0i5, по­

лученные методом молекулярно-лучевой эпитаксии (МЛЭ) на пластинах 
(OOl)-Si p -типа проводимости с по­
мощью установки VG Semicon V80.
Для релаксации напряжений слои 
SiGe-сплава выращивали с примене­
нием буферов переменного состава в 
соответствии с алгоритмом, предло­
женным в [9]. Эпитаксиальные слои 
имели высокое ^і^уктурное качество 
и содержали низкую плотность рос­
товых дислокации (IO5-IO6 см-2). Для

Рис. 1. Электронные потери энергии (Se) 
ионов Ut в слоях Sio5Geo5-CnnaBOB в зави­
симости от энергии (скорости) ионов 

(по результатам расчетов TRIM95):
1 -  0,8; 2 -  1,3; 3 -  2,7 ГэВ

обеспечения равных условий облуче­
ния (температуры, плотности тока, 
дозы и др.) образцы вырезали из соседних участков центра пластины, укре­
пляли на одном держателе и облучали ионами U+ с энергией 2,64 ГэВ до 
дозы 5-IO10см-2 с плотностью тока 2-IO8 см”2с_1 при комнатной температуре. 
Облучение проводили в незащищенные образцы или через фольгу Al тол­
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щиной 47 или 67 мкм, получая ионы различной энергии (скорости) при 
одинаковой величине электронного торможения (см. рис. I). В соответст­
вии с расчетами TRIM95 электронные и ядерные потери энергии ионов со­
ставляли Se~33 кэВ/нм и 5„~0,024 кэВ/нм соответственно и практически не 
изменялись в приповерхностном слое толщиной 2 мкм. Имплантированные 
слои исследовались с помощью методов просвечивающей электронной 
микроскопии в plan-view (PV-ПЭМ) или cross-section (Х-ПЭМ) геометриях 
с использованием прибора Phillips СМ-20. Образцы препарировались с 
применением обычной техники последовательного механического полиро­
вания в сочетании с ионно-лучевым травлением.

Результаты и их обсуждение
Результаты PV-ПЭМ-исследований (рис. 2) убедительно свидетельст­

вуют о влиянии скорости ионов на формирование треков. Для демонстра­
ции трековой корреляции дефектов по глубине образцы в колонне микро­
скопа размещались под углом ~5° по отношению к пучку электронов. Кро­
ме того, количественная сопоставимость результатов исследований обеспе­
чивалась тем, что образцы для ПЭМ-исследований были взяты в идентич­
ных условиях в виде тонких приповерхностных срезов одинаковой толщи­
ны (около 0,5 мкм). Во всех исследованных образцах хорошо видны дефек­
ты -  контрастные черные наноразмерные пятна ~3-10 нм. В соответствии с 
нашими исследованиями [7] дефекты имеют очень слабый контраст или 
практически невидимы в большинстве условий формирования изображе­
ния. Максимальный контраст достигается в двухлучевой геометрии форми­
рования изображения при большом отклонении пучка электронов от точ­
ных дифракционных условий ( s » 0), что указывает на преимущественно 
кристаллическую структуру треков. Вместе с тем установлено, что как 
плотность дефектов, так и их морфология в значительной степени зависят 
от скорости ионов. Так, только менее 2Т09 см-2 дефектов формируется в сло­
ях SiGe-спла/вов после прохождения наиболее быстрых 2,64 ГэВ ионов U+ 
(рис. 2 а). В этом случае дефекты распределены по образцу неупорядочен­
но. Не выявлено заметной трековой корреляции дефектов, по крайней мере 
внутри 0,5 мкм поверхностного слоя. Плотность дефектов резко увеличива­
ется до ~5-1010 см”2 (рис. 2 б) или до ~7Т0Ш см”2 (рис. 2 в) при уменьшении 
энергии (скорости) ионов до 1,36 ГэВ или до 0,8 ГэВ (толщина фольги Al 
составляет соответственно 47 или 67 мкм). Однако наиболее важным по­
следствием уменьшения скорости ионов является тенденция собирания де­
фектов в цепочки, что означает первую стадию формирования треков [8]. 
Согласно ПЭМ-исследованиям образцы, облученные ионами с энергией 
1,36 ГэВ, содержат около 6,5-IO9 см”2 прерывистых треков, имеющих в со­
ставе около 40 % отдельных пятен дефектов (см. рис. 2 б). Далее, слои, об­
лученные наиболее медленными ионами (0,8 ГэВ), содержат 1,3-IO10 
треков, объединяющих более чем 70 % индивидуальных дефектов.

Важная составляющая морфологии треков получена из анализа 
ПЭМ-изображений образцов, приготовленных в виде поперечных сечений 
(рис. 3). Наряду с уже отмеченными особенностями формирования треков, 
Х-ПЭМ-исследования выявляют необычную морфологию треков после 
прохождения наиболее медленных ионов, в частности полосы слабого серо­
го контраста, трассирующие треки в промежутках между более контраст­
ными (черными) пятнами дефектов. Серые полосы проявляются в двухлу­
чевых условиях формирования светлопольных изображений при больших
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значениях параметра s » 0 . 
Однако в большинстве 
случаев эта особенность 
контраста практически не­
различима. Подобные осо­
бенности контраста, как 
правило, обусловлены 
электронной дифракцией 
на кристаллических облас­
тях, обогащенных точеч­
ными дефектами и их кла­
стерами. Другим важным 
результатом Х-ПЭМ-ис- 
следований является тен­
денция перекрытия от­
дельных пятен дефектов и 
их объединения в протя­
женные участки треков.

На рис. 2 г предъявле­
но темнопольное ПЭМ- 
изображение структуры, 
полученное в режиме сла­
бого пучка. Видно, что в 
значительной части треко­
вые дефекты являются 
дислокационными петля­
ми; некоторые из таких де­
фектов (светлые двойные 
дуги) указаны ъ ̂ елками 
(см. рис. 2 г). Размеры 
дислокационных петель 
варьируются от 5 до 10 нм. 
Их плотность составляет 
около (1—2)-IO10 см-2 в слое 
толщиной 0,5 мкм, т. е. до­
ля дислокационных петель 
= 20-40 % от общего чис­
ла трековых дефектов. Ос­
тальные дефекты являются 
кластерами точечных де­
фектов, что хорошо корре­
лирует с результатами на­
ших ПЭМ-исследований в 
режиме атомного разре-

0.3 мкм

Рис. 2. Светлопольные PV-ПЭМ-микрофотографии 
структуры слоев Sio.sGeo.s-cnaaBOB, облученных 2,64 ГэВ 
ионами U+: а -  без маскирования фольгой Al; б -  через 
фольгу Al толщиной 47 мкм или в -  67 мкм. Темнополь­
ное изображение (г) получено в слабом пучке от образца, 
облученного в тех же условиях, что и (в). Изображения
(а) , (б) и (в) имеют одинаковое увеличение. Вставки на
(б) и (в) показывают увеличенные изображения трековых

дефектов в указанных стрелками областях

шения [7]. При этом не было обнаружено свидетельств формирования 
аморфной структуры треков. В то же время, как сообщалось в [5, 6], в кри­
сталлах Si и Ge, облученных кластерами C6O, формируются аморфные тре­
ки, которые являются нестабильными и кристаллизуются уже во время 
ПЭМ-исследований. В настоящей работе, однако, использованы щадящие 
режимы таких исследований с низкой интенсивностью электронного пучка
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и дополнительным охлаждением образцов в колонне электронного микро­
скопа.

тацией химических связей атомов при их присоединении к кристаллу, а 
также зависит от процессов наносегрегации и композиционного упорядоче­
ния сплавов SiGe [7, 10]. Указанные процессы зависят от скорости продви­
жения фронта кристаллизации при застывании трекового расплава, а следо­
вательно, и от длительности существования трека в расплавленном состоя­
нии. Вместе с тем для более подробного обсуждения эффекта скорости ио­
нов в формировании треков необходимо проведение дополнительных ис­
следований.

Таким образом, в работе показано, что при условии одинаковых потерь 
энергии морфология прерывистых треков в эпитаксиальных слоях 
Sio.sGeo,5-сплавов сильно зависит от скорости ионов U+. Подтверждена кри­
сталлическая структура трековых дефектов, а также показано формирова­
ние дислокационных петель вдоль ионных траекторий в случае прохожде­
ния медленных ионов.

Работа выполнялась при финансовом содействии Фонда фундаменталь­
ных исследований Республики Беларусь (проект Ф03МС-027), а также в 
рамках NATO LG (грант № 976564). Авторы выражают благодарность 
Дж. Хансену за выращивание слоев SiGe-сплавов методом МЛЭ.
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При прохождении ионов че­
рез твердые тела быстрые тяже­
лые ионы теряют свою энергию 
преимущественно на возбужде­
ние электронной подсистемы 
окружающего материала [1 - 8]. 
Скорость и плотность возбуж­
дений зависит не только от ве­
личины Se, но и от локальной 
длительности возбуждения 
(скорости ионов) [2, 6, 8]. На­
грев и плавление материала, 
окружающего траекторию про­
ходящих ионов, а также и по­
следующее формирование тре­
ков в значительной степени за­
висят и от выноса (диффузии) 
электронов и фононов (тепла) 
из зоны возбуждения. Следуя 
логике и аргументации, содер­
жащихся в [7], мы полагаем, 
что критическим параметром 
формирования треков является 
качество рекристаллизации тре­
кового расплава. В свою оче­
редь, качество рекристаллиза­
ции контролируется переориен-
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УДК 541.15

А.М. КОЛОДИНСКИЙ. Н.Г. СОКОЛОВСКАЯ, В.В. ВОЙНА

РОСТ И ОБРАЗОВАНИЕ СМЕШАННЫХ КРИСТАЛЛОВ 
ИЗ ВОДНЫХ РАСТВОРОВ В ПОЛЕ РЕНТГЕНОВСКОГО

ИЗЛУЧЕНИЯ

The research of process of crystallization of the mixed crystals from threefold systems 
KCl -  KBr -  H2O, KCl -  NaCl -  H2O, KCl -  CdCl2-H 2O in the field of X-rays was carried out. It is 
established, that X-ray radiation forms mixed crystals with more perfect structure and morphology 
of a surface. It was shown that the X-rays promotes insert of Cd2+ ions in a crystalline KC1.

Кристаллизация в многокомпонентных растворах всегда происходит в 
присутствии растворимых и нерастворимых примесей. При этом наблюда­
ется воздействие друг на друга параллельно кристаллизующихся веществ, 
взаимное влияние компонентов на скорости зародышеобразования и роста, 
их взаимодействие, связанное с образованием различного рода твердых 
растворов, явление адсорбции одного вещества на поверхности растущих 
кристаллов другого и т. д. [1 , 2].

Особого внимания заслуживает проблема влияния внешних факторов на 
рост кристаллов из водных растворов в присутствии примесей, в частности 
рентгеновского излучения на образование твердых растворов, или так на­
зываемых смешанных кристаллов.

Задача исследования заключалась в выявлении сходства и различий 
структуры, морфологии поверхности кристаллов хлорида калия и хлорида 
калия с примесью, выращенных в поле рентгеновского излучения.

Кристаллы KCl с примесью NaCl, КВг, CdCl2 были получены из тройных 
водно-солевых систем KCl -  KBr -  H2O, KCl -  NaCl -  H2O, KCl -  CdCl2 -  
-  H2O методом медленного испарения в режиме свободной конвекции под 
действием рентгеновского излучения. Источником рентгеновских лучей яв­
лялась установка УРС 1.0, которая давала тормозное излучение в диапазоне

49



Физика

длин волн от 0,1 до 0,7 нм при напряжении 45 кВ на трубке с медным ано­
дом и токе 10 мА. Интенсивность облучения составляла 820 кВ т/ cm2. Изу­
чение влияния рентгеновского излучения на процесс роста кристаллов про­
водилось под микроскопом МП-3 в проходящем свете. Плотность кристал­
лов измеряли пикнометром. Во всех случаях кристаллы сушили при темпе­
ратуре 100 °С в течение 48 ч.

При кристаллизации из указанных тройных систем могут образовывать­
ся изоморфно-смешанные кристаллы с неограниченной и с ограниченной 
смесимостью. При этом рентгеновское излучение либо способствует появ­
лению смешанных кристаллов и включению примесных ионов в кристал­
лическую решетку основного вещества, либо препятствует.

Первый вариант реализуется при кристаллизации из системы 
KCl -  K B r- H2O [3]. В этом случае образуются смешанные кристаллы 
К(С1, Br), в структуре которых ионы K+ занимают вершины и центры гра­
ней кубической элементарной ячейки, а ионы СГ и ВГ -  середины ребер и 
центр ячейки, причем анионы распределены статистически [1- 3].

Второй вариант можно наблюдать при образовании кристаллов из сис­
тем KCl -  NaCl -  H2O, KCl -  CdCl2-  H2O. Основной задачей здесь являлось 
изучение влияния рентгеновского излучения на границы смесимости иссле­
дуемых веществ.

Микроморфологический анализ показал, что при всех концентрациях 
ионов Br" в водном растворе KCl образуются кубы кристаллов с четкими 
гранями (рис. 1 , 2).
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Рис. I . Контрольные кристаллы К(С1, Br) 
с 10 % содержанием KBr в системе 

K C l - K B r - H 2O:
а -  без облучения, б -  выращенные в поле 

рентгеновского излучения

Максимально деформированные

Рис. 2. Контрольные кристаллы К(С1, Br) 
с 70 % содержанием KBr в системе 

K C l - K B r - H 2O:
а -  без облучения, б -  выращенные в поле 

рентгеновского излучения

кристаллы были получены при 30 %
содержании раствора KBr в водном растворе КС1, при этом кристаллы, об­
разованные в поле рентгеновского излучения, отличались совершенством 
формы и прозрачностью (рис. 1 б, 2 б). Y  необлученных же кристаллов хо­
рошо просматривалось включение маточного рассола. По их расположению 
видно, что они образовывались на фронтах слабо развитых слоев. Такое от­
личие кристаллов, растущих под облучением, от контрольных (без воздейст­
вия рентгеновского излучения) указывает на различный механизм роста [4]. 
Рентгеновское излучение оказывает на рост кристаллов действие, анало­
гичное явлениям, наблюдаемым при более равновесных условиях. В этом 
случае питающие потоки обеспечивают достаточно стабильное снабжение
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Рис. 3. Контрольный кристалл (К, Na)Cl 
с 5 % содержанием NaCl в системе 

KCl -  NaCl -  H2O:
я -  без облучения, б -  выращенные в поле рент­

геновского излучения

строительным материалом, не внося искажении в процесс отложения веще­
ства [5], поэтому кристаллы растут с гладкой, без следов возмущения по­
верхностью.

Совсем иная картина наблюдалась 
в случае роста кристаллов из систем 
KCl -  NaCl -  H2O. При концентрации 
NaCl, не превышающей 15% в вод­
ном растворе КС1, в каплях как под 
излучением, так и без него образовы­
валось по одному кристаллику мато­
вого оттенка с характерным включе­
нием маточного рассола (рис. 3).

При изучении под микроскопом 
кристаллов KCl с исходной примесью 
20 % NaCl в растворе наблюдались 
агрегаты мелких непрозрачных мо­
лочно-белых кристаллов или же на 
единичных кристаллах отмечалось 
ориентированное нарастание совер­
шенных прозрачных монокристаллов 
с прямыми ребрами и плоскими бле­
стящими гранями (рис. 4). Облик 
смешанных кристаллов и их физиче­
ские свойства сильно отличаются от 
свойств кристаллов KCl даже в том 
случае, если процент растворенной 
примеси очень мал, как это наблюда­
лось в случае выращивания кристал­
лов из водных растворов KCl -  NaCl -  
-  H2O. Объясняется это тем, что атом 
примеси, попадая в решетке на место
атома основного вещества, в значительной степени искажает ее, что обу­
словливается отличием связи постороннего атома с атомами основного ве­
щества от их связи между собой. При этом атомные радиусы примеси и ос­
новного вещества не равны [1 ].

Известно, что ионные кристаллы образуют твердые растворы, когда ра­
диусы взаимозамещающихся ионов отличаются не более чем на 15 % [1]. 
При большей разнице образуются смешанные кристаллы с ограниченной 
смесимостью. Для KCl и KBr эта разница составляет 8,3 %, а для KCl и 
NaCl -  26,3 % [6].
. Влияние рентгеновского излучения на образование и рост смешанных 
кристаллов из систем компонентов с общими анионами и разновалентными 
катионами изучалось на системах KCl -  CdCl2 -  H2O. Исследование выращен­
ных из этого раствора кристаллов показало, что при концентрации CdCl2 до 
0,1 % получаются правильные кубы. При более высоком содержании CdCl2 
в растворе (до 1 %) формировались кристаллы в виде трилистника жемчуж­
но-белого цвета (рис. 5). При этом полученные в обычных условиях кри­
сталлы отличались правильностью форм. В случае облучения они выраста­
ли рыхлыми, а после извлечения их из кюветы -  рассыпались (рис. 5 б).

Рис. 4. Контрольный кристалл (К, Na)Cl 
с 20 % содержанием NaCl в системе 

KCl -  NaCl -  H2O:
а -  без облучения, б -  выращенные в поле рент­

геновского излучения
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Рис. 5. Кристаллы, образованные из рас­
твора KCl -  CdCl2 -  H2O с исходным со­

держанием в нем 0,5 % CdCl2: 
а -  без облучения, 6 -  выращенные в поле рент­

геновского излучения

При концентрации CdCb от 1 до 
10 % в KCl -  CdCb -  Н2О из раствора 
росли крй^іаллы в форме гексаго­
нальной призмы с ровными, равно­
мерно развитыми гранями (рис. 6). На 
стадии зарождения наблюдались пря­
моугольные пластины с закруглен­
ными краями. Кристаллы, образован­
ные в поле рентгеновского излучения, 
отличались прозрачностью и совер­
шенством форм [7]. Такой различный 
механизм действия рентгеновского 
излучения на рост и образование кри­
сталлов из тройных водно-солевых 
систем указывает на то, что излуче­
ние способствует включению при­
месных ионов в кристаллическую 
решетку основного вещества, тем са­
мым изменяя границы смесимости и 
их физические свойства.

Для подтверждения данной гипо­
тезы были измерены плотности кри­
сталла при помощи пикнометра. На 
рис. 7, 8 приведены зависимости 
плотности кристаллов от процентного 
содержания ионов Na+, Br' и Cd2+ в 
изучаемых системах. Из графиков 
видно, что облучение приводит к уве­
личению плотности смешанных кри­
сталлов практически при всех иссле­
дуемых концентрациях. Обнаружено, 

что с увеличением концентрации NaCl в растворе KCl пикнометрическая 
плотность смешанных кристаллов (К, Na)Cl уменьшается, что, по-види­
мому, связано с рыхлой структурой твердых растворов с ограниченной сме­
симостью. Степень совершенства таких кристаллов зависит от температуры 
их образования [8]. В то же время плотность кристаллов К(С1, Br) возрас­
тает по мере увеличения количества ионов Br- в растворе. Рост плотности 
кристаллов, полученных в поле рентгеновского излучения, по сравнению с 
необлученными может быть обусловлен снижением концентрации пор или 
меньшей величиной кристаллов.

Для подтверждения данного предположения некоторые кристаллы рас­
тирали в порошок, и затем определялась их плотность. Результаты измере­
ний показали, что в этом случае плотность облученных и необлученных 
кристаллов была одинакова. Это является косвенным свидетельством 
улучшения структуры кристаллов, выращенных в поле рентгеновского из­
лучения.

Из графика, представленного на рис. 8, видно, что у кристаллов, полу­
ченных из раствора KCl -  CdCb -  Н2О с исходным содержанием примеси 
до 1 %, в поле рентгеновского излучения плотность меньше по сравнению с 
необлученными. Минимальная плотность у облученных кристаллов наблюда­

Рис. 6. Кристаллы, образованные из рас­
твора KCl -  CdCl2 -  H2O с исходным со­

держанием в нем 5 % CdCl2: 
а -  без облучения, 6 -  выращенные в поле рент­

геновского излучения
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Рис. 7. Зависимость пикнометрической плотности 
кристаллов К(С1, Br) и (Na, К)С1 от концентрации 

примесных ионов Br" и Na+ в системах 
KCl -  KBr -  H2O и KCl -  NaCl -  H2O:

1 , 2 -  (Na, К)С| и К(С|, Br) без облучения, 3 , 4 -  (Na, К)С| и К(С1, Br), 
выращенные в поле рентгеновского излучения

л 2+Na+, Cd"’ в 
решетку

ется при концентрации 0,2 %
CdCl2 в растворе, у необлу­
ченных -  0,5 %. Увеличение 
концентрации CdCl2 вызы­
вает рост плотности сме­
шанных кристаллов, при 
этом ее максимальное значе­
ние приходится на 5 % CdCl2 
для облученных и 6 % -  для 
необлученных.

Изучение процесса кри­
сталлизации из водных рас­
творов в поле рентгеновско­
го излучения показало, что 
последнее воздействует так­
же и на структуру кристал­
лов. Установлено, что иони­
зирующее излучение способ­
ствует включению примес­
ных ионов Br" 
кристаллическую 
КС1.

В случае образования кри­
сталлов из системы KCl -  
-  CdCl2 -  H2O рентгеновское 
излучение способствует сме­
щению положения границы 
смесимости в сторону умень­
шения концентрации CdCl2 в 
растворе КС1.

Наблюдаемое влияние об­
лучения на формирование 
субструктуры является след­
ствием сложного воздейст­
вия радиации на различные
стороны процесса образования кристаллов, при этом необходимо учиты­
вать физическое и химическое действие рентгеновских лучей на раствор и 
кристалл.
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Рис. 8. Зависимость пикнометрической плотности 
смешанных кристаллов от концентрации CdCl2 

в системе KCl -  CdCl2 -  H2O:
/ -  выращенные в поле рентгеновского излучения и 2 -  без облучения
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УДК 539.12

TB. ШИШКИНА, И.Б. МАРФИН.

ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ АСИММЕТРИИ НЕУПРУГОГО 
РАССЕЯНИЯ В РАМКАХ КАЛИБРОВОЧНЫХ МОДЕЛЕЙ 

C ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ НЕЙТРАЛЬНЫМ БОЗОНОМ
New types of electroweak asymmetries of deep inelastic scattering of polarized leptons with 

energies of 2-2000 GeV by polarized nucleons were calculated and analyzed in the quark-parton 
model. The results are obtained in framework of Standard Model and a set of gauge models of elec­
troweak interaction with additional Z-boson. The comparison of asymmetries demonstrates that the 
difference in the results of gauge models increases with the energy of incidence scattering photons 
and reaches its maximal value for the largest possible scaling variable y.

Предсказания стандартной теории электрослабого взаимодействия, кото­
рая в полной мере описывает процессы с участием лептонов и адронов в 
широком диапазоне начальных энергий VS (от 100 ГэВ до 2-3 ТэВ) и значе­
ний квадрата переданного импульса и~. постоянно подвергаются проверке.

Экспериментальный поиск новых физических явлений и разработка раз­
личных подходов к обобщению Стандартной Модели (CM) направлены как 
на уточнение параметров теории Глэшоу -  Вайнберга -  Салама, так и на 
обнаружение эффектов, выходящих за рамки Модели. Как правило, пред­
полагается, что CM является исключительно низкоэнергетической эффек­
тивной теорией, которая не позволяет найти ответы на ряд вопросов теории 
электрослабого взаимодействия лептонов и адронов: 1 ) природы хиггсов- 
ского бозона и объяснения механизма нарушения симметрии; 2 ) экспери­
ментального определения большого количества свободных парам^іров СМ;
3) объяснения причины нарушения четности в слабых взаимодействиях. 
Помимо этого, создание теории Великого Объединения остается одной из 
основных задач физики элементарных частиц.

Для решения перечисленных проблем возникает необходимость выхода 
за рамки СМ. Одним из вариантов увеличения возможностей теории элек­
трослабого взаимодействия является использование расширенных калибро­
вочных групп. Предположения, высказанные в рамках этих калибровочных 
теорий, могут быть согласованы с экспериментальными данными благодаря 
достаточно широкой области изменения дополнительных параметров в 
случае отклонения последних от СМ. Проверка различных калибровочных 
моделей с дополнительным нейтральным бозоном возможна в опытах по 
рассеянию поляризованных лептонов на неполяризованной нуклонной ми­
шени лишь при достижении квадратом переданного импульса значений 
-IO40 ГэВ2, когда электрослабые асимметрии составляют десятки процентов 
[1]. В связи с этим актуальным является поиск дополнительной информа­
ции о структуре калибровочной группы электрослабого взаимодействия 
при исследовании процессов рассеяния с участием двух поляризованных 
частиц, например глубоконеупругого рассеяния (ГНР) поляризованных 
лептонов на поляризованных нуклонах (см. соответствующие эксперимен­
ты на HERA [2, 3]). Ковариантный подход к расчету сечений процессов с
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участием двух (и более) поляризованных частиц позволяет выполнять ис­
следования, не зависящие от конкретной кинематики проводимых и плани­
руемых экспериментов. В работах [4-7] нами были получены лоренц-инва- 
риантные выражения дифференциальных сечений процесса электрослабого 
глубоконеупругого рассеяния поляризованных лептонов на мишени из по­
ляризованных адронов в рамках ряда неминимальных калибровочных мо­
делей с обменом двумя нейтральными бозонами, а также радиационных 
поправок низшего порядка к сечениям и поляризационным асимметриям.

Калибровочные модели электрослабого взаимодействия 
с дополнительным Z-бозоном

Взаимодействие между поляризованным лептоном и поляризованным 
нуклоном может быть представлено диаграммами Фейнмана (рис. 1).

Модель 5t/(3)xt/(l). Лагранжиан электрослабого взаимодействия в дан­
ной модели имеет следующий вид: 

g cos Giv
{ ( - vJ tlCl + Y5- , - - е у * 0 .  + У ')е-еу*(1-у5)е +

-Y 5 + j t  ( v y ( l  + Y5 -

- J yM  + Y5M ^ J ) .
Vi , V, 1-. V1 , V,

V, .V1 Г. V, , V,

о

+ jm y M  + Ys)« - j J yM  + Ys -

(1 + у5)е + HYtl (I + Y5 
Здесь X11 и z,,, -  поля нейтральных 
калибровочных бозонов, -
электромагнитный ток, Siv -  угол 
Вайнберга. Перейти к физиче- л „ 
ским бозонам можно, выполнив 
следующие ортогональные пре­
образования: Z1=Zcosa-Xsina,
Z2=Zsina-Xcosa, где угол смеши­
вания a  принимает значения 
-я/2<а<я/2. Массы физических 
бозонов равны соответственно 
Mi=80 ГэВ, M2=IlO ГэВ при 
а = - 0,02л.

Квадрат синуса угла Вайнбер­
га Sin2Ovv в рамках обсуждаемой 
модели может принимать значе­
ния 0,18-0,30.

Модель SU(2)lXSU(2)rx U(1) характеризуется лагранжианом взаимодей­
ствия

^cosOvv,

Рис. 1. Диаграммы Фейнмана ГНР поляризо­
ванного лептона на нуклоне в неминимальных 
калибровочных моделях с двумя нейтральными 

бозонами

Ln c =-
yj 3 -4 sn T 0 M

г іх л - v y a
' L

Y5 )v. - J e Y ixO -Y 5

(I -  Y5 )u -  d Yix (I -  Y5 )d) + - 1 g ‘QwZ„ ( v y  (I + Y5; ve -

-CYix (I + Y5 )e + i? f  (I + Y5 )w -  d f  (I + Y5 )d -  2J»m )} 
и соответствующими массами

M1=96 ГэВ, M2=228 ГэВ при а=-0,02л, Sin2Ovv=O, 16-0,34.

55



Физика

Модель SU(I)1XSU(I)rXU(I)lXU(I)r является более сложной для изуче­
ния, поскольку имеет три достаточно тяжелых нейтральных бозона [5-7]. В 
данной работе рассматривается случай, когда группа SU(2)RxU(l)R перехо­
дит в [/(1). При этом остаются лишь два тяжелых бозона:

= g SinQwZ 1 (еу*у5е ~ —иу*у5и + -dy^y5d) +1 -

I------- , ^ ( - у у ( 1  + у5) У ,- - е у ц(1 + У5> + -иУЧ1 + У5)м -
>/l — 2sin“ Giv 2 2 L

— Clyil(1 +y5)d - 2sin2 G4v {—е (1 -ь Y5 )е- 

Массы определяются с помощью формул:

■ = (I — 2sin2

-Y5MD-

М:

Ml
. -  П  -  T c ir ,2 I

,Xl +

» vi _
W / \ -

sin cos а
I — 2 sin 0 ,̂ s ina

sin sina
\  I — 2 sin 0 ,̂ cos a

где M i=98 ГэВ, M1= 181 ГэВ при а=-0,02я.
Электрослабые асимметрии

Ковариантное выражение для дифференциального сечения ГНР поляри­
зованных лептонов на поляризованных нуклонах в рамках неминимальных 
калибровочных моделей [4-7] содержит существенную зависимость не 
только от кинематических переменных, но и от поляризаций взаимодейст­
вующих частиц. Варьируя эти переменные, можно получить ряд электро­
слабых асимметрий, которые определяются следующим общим выражением:

a ' 1 (P1 ,Pn ) - a ' 1 (P1 ,Pn )
А =-

ст ''(P1 ,Pu (Р

Здесь стf (Pi, PN) -  лоренц-инвариантное дифференциальное сечение рас­
сеяния продольно-поляризованного лептона со степенью поляризации Pi на 
продольно-поляризованном нуклоне со степенью поляризации PN. В э т о м  

случае 4-вектор поляризации нуклона r\=PN(kl/E, 0), где к] -  импульс рас­
сеиваемого лептона, E -  его энергия, ej-  электрический заряд лептона.

Выражение (1) описывает все виды асимметрий, исследование которых 
возможно на базе продольно-поляризованных пучка и мишени, а также в 
случае взаимодействия двух поляризованных частиц инклюзивного лептон- 
нуклонного рассеяния. Последняя из указанных возможностей позволяет 
построить самый широкий набор электрослабых асимметрий [4-7]: поляри­
зационных, зарядово-поляризационных и зарядовых.

Изучение масштаба и характера поведения электрослабых асимметрий 
рассеяния электронов и мюонов в области энергий от 2 ГэВ до 2 ТэВ в рам­
ках CM и неминимальных калибровочных моделей [7—27] обнаружило раз­
личный характер их зависимости от скейлинговых переменных х  и у и зна­
чительное увеличение с ростом энергии. Данные асимметрии составляют 
несколько процентов при E=IO-IOO ГэВ и несколько десятков процентов 
при достижении энергии в 2000 ГэВ, стремясь к наибольшим значениям в 
области максимальных х  и у. Характер поведения всех асимметрий сущест­
венно зависит от знаков спиральностей взаимодействующих частиц. Асим­
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метрии, построенные на основе сечений рассеяния лептонов и нуклонов, 
обладающих сонаправленными спинами, превышают по величине значения 
асимметрий с антипараллельными спинами во всей кинематической облас­
ти. Сравнение предсказаний различных видов неминимальных калибровоч­
ных моделей обнаруживает, что наиболее благоприятными для их дискри­
минации являются значения у>0,6 и х<0,7, где различия могут достигать 
100 % (особенно в случае рассеяния пучков отрицательно заряженных 
мюонов).

Наряду с обсуждаемыми традиционными видами электрослабых асим­
метрий при использовании ковариантных выражений сечений взаимодейст­
вия поляризованных лептонов и нуклонов в рамках расширенных калибро­
вочных моделей могут быть предложены следующие дополнительные виды: 

Dt _ сте±(0, 1) - о " ( 0, - 1) . аеЧ 0, 1) -  a rt (0, - 1)
' Or tCl, D - Ort ( I , - U 1 ' Or tC-I, I ) -O r tC-I, -1) 
t _ o r t(l, О )-Oj iC-I, 0) ± о (1, 0 )- о '  i-i ,  0)

OrtCl, D - OrtC- I1 D ’ o rt(l, -  I)- O rtC-I, - 1 ) ’ 
для которых обсуждаемые нами модели электрослабого взаимодействия 
дают результаты, существенно различающиеся в широкой кинематической 
области. Здесь о(0, ±1), о(±1, 0) -  дифференциальные сечения электросла­
бого глубоконеупругого рассеяния лептонов на нуклонах, полученные при 
следующих значениях спиральностей: Pi=O Pn-H', Pn=О, Л-±1 соответст­
венно.

Особое место в исследовании 
асимметрий занимают результаты 
модели St/(2)x t/(l)x[t/(l)]', которые 
значительно отличаются от предска­
заний всех остальных рассматривае­
мых моделей практически во всей 
кинематической области, в то время 
как предсказания на основе моделей 
SU(2)lxSU(2)rx U(1) и  SU(3)xU(l) 
очень близки между собой. На рис. 2 
и 3 представлена зависимость рас­
сматриваемых асимметрий D+ и F2+ 
от скейлинговой переменной х. Ри­
сунки демонизируют хорошие пер­
спективы дискриминации калибро­
вочных моделей уже при сравнитель­
но небольших значениях энергии \fS =100 ГэВ, когда различия асимметрий 
превышают значение точности измерения в современных экспериментах, а 
эффекты высшего порядка теории возмущений еще не вносят определяю­
щего вклада в дифференциальное сечение и асимметрии.

Выполненное нами исследование зависимостей асимметрий Djt2 и

Рис. 2. Зависимость электрослабой асим­
метрии D* от скейлинговой переменной х.

£=100 ГэВ, Q -77 ГэВ2. / -  СМ, 2 -  SU(3)xU(l),
3 -  SU(2)LxSU(2)RxU(I), 4-SU(,2)LxSU(2)sx tĄ l)LxU(\)R

от энергии показало, что и традиционные электрослабые асимметрии рас­
тут с энергией взаимодействия, пропорционально увеличиваются и разли­
чия в предсказаниях обсуждаемых калибровочных моделей с дополнитель­
ным нейтральным бозоном.
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Рис. 3. Зависимость электрослабой асим­
метрии F* от скейлинговой переменной х.

£=100 ГэВ, Q1=Il ГэВ2. 1 -  СМ, 2 -  SU(J) /(1),
3 -  SU(2)lxSU(2)sxU(l). 4 -  Sl/(2)LxS£/(2),x H(I)iX H(I)s

можность дискриминации моделей в

Отмеченные особенности электро­
слабых асимметрий в различных не­
минимальных калибровочных моде­
лях предоставляют возможность про­
верки CM и определения степени 
применимости альтернативных моде­
лей в процессе анализа новых экспе­
риментальных данных по неупругому 
рассеянию поляризованных лептонов 
и нуклонов. Возрастание асимметрий 
и оазличия предсказаний других ка­
либровочных моделей при увеличе­
нии энергии частиц повышают воз- 
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УДК 519.24

Н.Н. ДЕМЕШ, С.Л. ЧЕХМЕНОК

ПРИМЕНЕНИЕ СГЛАЖЕННОЙ ПЕРИОДОГРАММЫ 
К ОЦЕНИВАНИЮ СПЕКТРОВ УСТОЙЧИВЫХ ПРОЦЕССОВ 

C ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

In this article a speed of convergence in probability of a smoothed periodogram to a spectral 
density of discrete stable process is investigated.

Рассмотрим комплекснозначный стационарный симметричный устойчи­
вый с характеристическим показателем а, 0<а<2, случайный процесс X(t), 
tsZ={О, ±1, ±2...}, имеющий спектральное представление

X (0 = Je ftXd£(X), (1 )
п

где £,(к) -  комплекснозначный a -устойчивый случайный процесс с незави­
симыми приращениями такой, что

а

|̂ A<f Jp =/:(р,а)ф(Х)г/Х, 0<  р < а  , Xe П = [-я ;л ],

где к(р, а ) -  некоторая положительная константа, а ф(Х) -  неотрицательная 
четная 2я-периодическая функция, которую будем называть специальной 
плотностью процесса X{t). При а=2 функция шілі является спектральной 
плотностью в обычном смысле, а при 0<ос<2 в задачах прогнозирования и 
фильтрации данная функция играет ту же роль, что и спектральная плот­
ность для процессов второго порядка. Пусть

X(O), X(I) ...Х(Г-1) (2)
-  T последовательных наблюдений за процессом X(t), teZ, Т=2к{п-\)+\,

л еЛ И 1, 2, ...}, *е  1 иХ .

. и
В качестве оценки функции /(Х ) = [ф(Х) “ , ХеП, рассмотрим сглажен­

ную периодограмму вида
+ v )d v , (3)

п
где спектральное окно VVr7(D) представляет собой ядро Фейера, т. е.
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Sin
MtV)

WV(I))=
2 пМт

sin
D

2
в котором

MTs N ,  Mt . , но ->0 .1T г-»=.

a It (X) -  модифицированная периодограмма наблюдений (2) за процессом 
X(t), tsZ, вида

1т(Х)=С(р, <х)|dT(X)\p.
Здесь

*(л-1)
(It(X) = At Re ^  e~lXj"hk(m,n)X(m + n ) ,

m~-k(n-1)

Ат — /|н<г>(х)
п

*(л-1)

dX

^  hk(m,n)cos(mX),
m=—k(n~\)

hk(m, n) -  полиномиальное окно просмотра данных, для которого

sin
2ка

sm
, 2 ,

(4)

где іг

Sin
_ f 1

п SinfilI2J

21а

dp, к = и N , a нормирующий коэф-

а

фициент С(р, а) определен аналогично [1]. Обозначим через ф(А) = f ( X )
р_

Из [2] следует, что (3) является состоятельной оценкой для функции ф(Л) “
в смысле сходимости по вероятности. Исследуем скорость сходимости этой 
оценки. Введем в рассмотрение числовую последовательность Lt, удовле­
творяющую следующим условиям:

L r S  N  , L
Mt

т->- : 0 , но Lr
T —>°о >0 .

Lt ' T
Определение. Будем говорить, что ф(А), Xe П, удовлетворяет в точке 

XoS П условию Гёльдера с показателем уе (0; 1 ], если для любого X, доста­
точно близкого к Хо, выполняется условие

(5)
где 0<А(Яо)<+°°.

Теорема. Пусть спектральная плотность ф(А), AeП, процесса X(t), tsZ, 
ограничена на П, удовлетворяет условию Гёльдера (5) в точке X0S П, при­
чем ф(Ао)>0, а |Ят-(ц)|а определяется соотношением (4), тогда
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где
яДФ(Х0)-ф(Х0)}—̂->0,

, y(2*2a 2-l)

а_ =
л ■" 4

------ j

2*2 a 2 I-2  3*2a 2+2*a+l

In (лг)

при Y =  I

при 0  <  Y <  1,

I IiT (i '

для к>~.  — .
V 2а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

M /г(Х 0) - / ( Х 0) =-D/7-(A.0) + (M/7.(A.0) - /(A .0))2. Как показано в [3],

1 + Y

л/Л (X o )-M X 0)];

о

о

{ 1 4 

Ml
ч Т

In Mt n

Mt ;

, если 0  <  Y <  1, к>
2а

1 г 1, если Y =  I. л > — .
а

(6)

В дальнейшем запись Xr _= ут будет означать, что Xj~yj—>0 при 

Из [1] следует, что

Dfr v-o wT W (Р.а) Vr (X0 + w)] “ dv> +
1 Uj- п

+max eov {/r (X0 + u 
*'Г" 2 . 2 .

где У ( г . а )  = c^ a * - I .
v '  С(2р ,а )

= ^ Ti o i a (D(A + \))rfn. Поскольку V ( p , a ) 'V7-(Л.0 + u) а
п

7 - J vyT2M rfU i = J  *?(*)<*:, TO
i T  П “ Г —O

2я 

4
Рассмотрим

< I— и

2р  ̂ - N
(ü)V(p,a)[wr (X»+v)Je d t)= 0  =о(н"(е',)). (7)

l T  П ’ " /  Х '

2яV
V k j  p ij

“  >: Wr K K W
- : l t lyl

2я

V1T у

\

>: wT(Vs)Wt {v r)

¥  ¥
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Jii
2л U

"7~  X  wJ-(v*) ~  X  ^ r ( vr)  = JWr (v)ß?v I =1.Lr

Пусть M r =It"4, Lr = It^ . Из [1] известно, что
Г J- ...........I И

COV
и, .Ur - IX r  1
J * f

'т ( К  +  Ч );/r(X0 +  vr)} =  O„ 1 \+2ка
(8)

при ß < 1 -----— , \5>q. C учетом (7) и (8) получаем

ö /r(^ o ) = 0 ( « '(M)) + 0  

Если уе (0; 1), тогда с учетом (6) и (9) имеем 

M

1+2 ta
(9)

fr ( ^ o )  /  ( ^ o ) 2 =  0 {п2*') + о(п~(*~ч)} + 0
( ( M V ( I - P H ) ' )

1+2£а
П К '

k J
Потребуем, чтобы все слагаемые в правой части последнего выражения 
стремились к нулю с одинаковой скоростью. Тогда

[2<7Y = ß-<?,
2*2a 2 ( l - ß ) - l

ß-<7=- I + 2 /сос

откуда ß =
(l + 2y)(2it2a 2 - l )

(2y(l + 2к<х) + 2£2сс2 (1 + 2у)) ß-<? =

Следовательно, M f T (X0) -  /  (А,0) = O

Если у= 1, то с учетом (6) и (9) имеем

Y 2к2а 2 - l )

Y(l + 2 к
V-i) )

а )  + ̂ 2а 2(Н- 2у)

*2а 2(1+2у) , 2к2а 2 > 1 .

/

/ ( 2*V(l-P)-l)'I
) + 0

1+2*сх =

= О ( л ^ 1п2 (л)) + 0 ( л - ^ 1п2 (л)) + О
[ 2 * V ( l - ß ) -  

1+2 каI V In2(я)

Проведя аналогичные рассуждения, получаем

M MKhf(K) = O П П  “ ł2*a+l ІП2 (л)
> J

Применив неравенство \хч-уч\<^\х-у\{хч~х+уч~х) при q = — ,x , у>0, имеем

|Ф(*») -  ф(*. Л S ̂ | / г (Я.0) -  /  (X0 )||
( __

/ Г ( K ) + f p ( К) (Ю )
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г д е / /  (X0) + / '  (X0) р ',2Г  (X0).
C учетом (10) для заданного е > 0 получаем

со
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C А. МАРЗАН

СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ДРОБНОГО ПОРЯДКА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

A system of nonlinear equations of fractional order containing the Riemann -  Liouville frac­
tional derivative, is considered on a finite interval of the real axis in a weighted space of continuous 
functions. The equivalence of the Cauchy-type problem for such a system and of a system of 
nonlinear Volterra integral equations is established, and the existence and uniqueness of its solution 
is proved. The corresponding assertions for a system of ordinary differential equations are pre­
sented.

Пусть i .г  и D“+y -  дробные интегралы и производные Римана -  Лиу- 
вилля комплексного порядка а с  C (Re(ot)>0) на конечном отрезке [а, Ь] дей­
ствительной оси:

(C g )M  =
g ( l ) d t

Г(а)
Г g(i) 
J ( x - t

( D l y ) M  =
( d 1 ' y(t)dt

dx Г (л -а ) ' (Jt-O 1""

ае С, Re(Ot) > 0,

n=[Re(ot)]+l,

( 1)

(2)

где [Re(Ot)] -  целая часть Re(Ot) [1, § 2.2, 2.4].
Рассмотрим задачу типа Коши для системы нелинейных дифференци­

альных уравнений дробного порядка
) (х)=Я*, у,UA • • .. т\ w,-l<Re(a,)<n;, -[-Re(Ot1)]) (3)

с начальными условиями
= 0. е С  (i=l, ...,m;ji=i,...,ni). (4)

При т=\ задача (3) -  (4) рассматривалась многими авторами (см. [1, 
§ 42], [2]). Теоремы существования и единственности решения такой задачи 
в классе абсолютно интегрируемых функций L(a, b) доказаны в [3], а в ве­
совом классе непрерывных функций
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С я. а [ а ,  &] = {s(-*):||s(-*)||c = ||0c-a)',"ag(jt)||c <°°} (Re(a)>0, n=[Re(a)]+l)
в [4]. Результаты работы [3] были перенесены в [5] на систему (3) -  (4). На­
стоящая работа посвящена распро>-і ранению результатов [4] на задачу типа 
Коши (3) -  (4) в весовом классе вида

Cń-a[a, oj = C \а, 61 хС_ „ Г а. 61х...хС_ _ Г а. 6],
где n,-l<Re(a,)<n,-, л,-= -[-Re(CXl)], г'=1, т.

Наши исследования основаны на равносильности задачи (3) -  (4) и соот­
ветствующей системы нелинейных интегральных уравнений Вольтерра вто­
рого рода

6 , _ ,
=X- '(a, -  j,

+ Г(а,){ L 1U - O - "  0=1 ,2 ...... т) (5)
и применении метода последовательных приближений для доказательства 
существования и единственности решения задачи типа Коши (3) -  (4).

Далее будем использовать обозначение
f t[x, Y(x)] = f \ x ,  у, w ,  ymM ] (z=I, 2, m).

Теорема 1. Пусть z=l, 2, meN, aßC , Re(a,)>0, функцииf[x, yb ym]
действуют из [a, b]xY в R, Y=YixY2x...xYm, YiCzR 0=1, 2, m), а функции
(x -  a)n‘~a‘f[x, yu ..., ym] при фиксированных у  £  Yi ( i-1, 2, m) непрерывны
по X  на [а, Ь] и

, Ум У г, i =М,<оо. (6)

Для того чтобы функции ут(х) являлись решением задачи типа
Коши (3) -  (4), необходимо и достаточно, чтобы они являлись решением 
системы интегральных уравнений (3).

Приведем схему доказательства. Так как у,(х)е Сп_а [а, b] (z=l, 2, т)

и справедливы условия (6), то из (3) следует, что (Z)“;y (.)(x)e Сп _а [а, Ь] 

(z=l, 2, ..., т). А тогда в силу (2) и леммы 1 из [4], )(х)е С„"'_а [а, Ь]

( i-1,2, ..., т), где через C''' _ Г а. Ь] обозначено пространство функций g,(x), 
непрерывно дифференцируемых на [а, Ъ] до порядка (л-1) и имеющих про­
изводную порядка л„ такую, что g-n,)(x ) е Сп _ а  [а, Ь]. Это дает возмож­

ность воспользоваться леммой 5 из [4] с у=л, -  а,-. Применяя оператор / “; к 
обеим частям каждого равенства (3), используя соотношения (15) из [4] и 
(4), учитывая (6) и лемму 2 из [4], согласно которой

0=1, 2, ..., т), мы приходим к системе инте­

гральных уравнений (5). Обратно, если у,(х)е С. _ Г a. b] 0=1, 2, ..., т) -
решение системы интегральных уравнений (5), то применение оператора 
Da; к обеим частям каждого уравнения системы (5) и использование леммы 
4 из [4] и формулы [1 (2.35)] приводит к системе уравнений (3), а примене­
ние операторов (*,€//={ 1, 2, ...}, i=\, 2, ..., т) к обеим частям урав­
нений системы (5) с использованием [1 (2.44)] и леммы 4 из [4] соответст­
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венно при 1 <к,<п,- 1 и Iii=Hi 0=1, 2, т) с последующим предельным пе­
реходом при X :а+ к соотношениям (4).

Следствие 1. Пусть г=1, msN, а,€С, 0<Re(a,)<l, функции f[x, уь 
действуют из [a, b]xY в R, K=KiXK2X-■ -x Km, YiCR (i=l, 2, т), а функции
(x -a )n‘~a‘fi[x, уь Ут\ при фиксированных у  Yi (i=l, 2, т) непрерывны 
по X на [а, b] и

max _ { х - а ) ‘ ■ Jух, у,, уJ  =М,<°°. (7)
U .  у ,   ут)е[а.ЫхГ 1

Для того чтобы функции у\{х), ..., ут{х) являлись решением задачи типа 
Коши

(d£ k )W  = ZW  KiW , - ,  К*W l 0=1,2...... т), (8)

( С 'К ) (« + )  0=1.2-....... т), (9*
необходимо и достаточно, чтобы они являлись решением системы инте­
гральных уравнений

K W = -T i- U - -Г(а,) Г(а,)
г Z 0. к 0 ) . - i  у
J (дс п ) .  (10)

Если OL1=H1GN 0=1, 2, т), то система дифференциальных уравнений
(3) -  (4) эквивалентна системе

= Tix. V.ил......ymW ] 0=1. 2, т), (11)
= b:. bk е C (г=1, 2...... т\],=1, 2......../г,—1), (12)

а система интегральных уравнений (5) эквивалентна системе
, . Л  bh 

K W  = Z  7-----“ (л ,-;,)!

I гZP. КОX УJ t W t1 ■ -n iJW -D O a
0=1, 2...... т). (13)

Используя теорему 1, получаем следующее утверждение для задачи Ко­
ши (11)-(12).

Теорема 2. Пусть г=1, 2, т, л ,еN, функцииf[x, уь ут] действуют
из [а, &]хК в R, K=KiXK2X...xYm, YiCR (г=1, 2, ..., т), при фиксированных 
у,-£ К, 0=1, 2, ..., /и) непрерывны пох на [а, Ь] и

(14), max у.......  у J  =М,<°
U- Л   Л» *4“ .*

Для того чтобы функции у\{х), ..., ут(х) являлись решением задачи Коши 
(11) -  (12), необходимо и достаточно, чтобы они являлись решением сис­
темы интегральных уравнений (13).

Следствие 2. Пусть г=1, 2, ..., msN, и выполняются условия (14). Для 
того чтобы функции у\{х), . ут(х) являлись решением задачи Коши

К W  = ZW  K W ...... Ут(х)],уі(а)=Ьі, ö,€C 0=1,2 , ..., т), (15)
необходимо и достаточно, чтобы они являлись решением системы инте­
гральных уравнений

л

У/W  = 6, + J z o ,  к Р ), •••• ym(tW t  0=1,2...... то). (16)

Для установления условий существования и единственности решения 
задачи типа Коши (3) -  (4) в классе С.п-а[а, Ь] к условиям теоремы 1 добавим
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два дополнительных условия: липшицевость f[x, уь ут] (г=1, 2, т) 
относительно переменной у,:

//[*. ...... . -  •••> V j - U x t Yl, ..., Yn ..., YJ <
< A y i -Y i (|=1,2, ...,ш ; Ai>0), (17)

.(ft- r(Re(a, )) |r[R e(a ) - 1
•<1 (і=1,2.

r ( a , ) |n 2 R e ( a ,) - n i+l]
Обозначим через G_. _ Га. ft] (nsN) следующее пространство функций:

(18)

Gmnm ft] = у,.(х)е C. _„ [a, ft], у, W - X <d.
^ Г ( а , . -у ,+ 1 )

dj>Mj (ft -  < r(Re(a, )) r[Re(a,.) -« ,  +!]

, (19)

0=1, 2, .... m; «,= -[-Re(a,)]), (20)
Г(а,. )| Г[2 Re(a,. ) - п і +1] 

где постоянные ft. 0=1, 2, m,j,= l , ..., n,) и М,(г=1, 2, m) определяют­
ся в (4) и (6) соответственно.

Теорема 3. Пусть г'=1, 2, т, CtiSC, Re(a,)>0, функции f[x, уь ут] 
действуют из [a, b]xY в R, Y=Y1XY2X...xYm, У,с/? (г=1, 2, т), и выполня­
ются условия (6), (17) и (18). Тогда существует единственное решение y j )  
задачи типа Коши (3) -  (4) в пространстве Lrm п [a, ft].

Д оказательство . Согласно теореме 1 достаточно доказать существо­
вание единственного решения y,{t)s С_ _ Га. ft] (г=1, 2, ..., т) системы инте­
гральных уравнений (5). Существование такого решения доказывается ме­
тодом последовательных приближений, если мы положим

= V

У и = v..„U) +

л=, Г(а,. -  Ji +1) 

i x- f \ t J im, J

(х -а )а‘ л 0=1, 2, ..., т),

у-а, dt Ci=I. 2, ..., т\ mi= 1, 2, ...)

и покажем с помощью леммы 2 из [4] и условий теоремы справедливость 
неравенств

I r(R e(a ,)) |r[R e(a ,)-n , +1]|
' г Г(а, ) r[2Re(a, ) -

для каждого г=1, 2, ..., т, из которых вытекает стремление всех последова­
тельностей V,. Гх) к предельным функциям y,(x)s С„ _„ [a, ft]:

limJ I3'"". (*)“  У/(і)||с.^ =0 0=1,2, •••>"*)>
являющимся решением системы уравнений (5). Единственность этого ре­
шения доказывается от противного: в предположении существования двух 
решений придем к неравенствам, обратным (18).

Таким образом, существует единственное решение у,(/)е C„-a[a, ft]
0=1, 2, ..., m) системы интегральных уравнений (5), а значит, и задачи типа 
Коши (3) -  (4), что и доказывает теорему.

Если Ctl=HlSN, тогда условие (18) запишется в виде
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Ą-Xb-а )я <1 (і=1, 2, т),
п:\

а (19) и (20) будут определены следующим образом:
"■~Jl

Ъ\= Уі(х)е С[а, Ь], ^
Л =I («. -Л )!

(>.=1,2 .......w)>

<d,

(21)

(22)

(23)
П; !

где bf (i=l, 2, ItiJi=I, ..., п)  определены в (4). Тогда из теоремы 3 полу­
чаем следующий результат для задачи Коши (11) -  (12).

Теорема 4. Пусть /=1, 2, meN, и выполняются условия (14), (17) и 
(21). Тогда существует единственное решение у,0) задачи Коши (11) -  (12) 
в пространстве Gm n [а, Ь], определяемом (22) и (23).

Следствие 3. Пусть г=1, 2, ..., meN, и выполняются условия (6), (17) и 
Ai(b-a)< 1 (ł=l, 2, ..., т),

тогда существует единственное решение у  b] задачи Коши (15) в
пространстве Gm,

Ь] = {у, (*)е С[а, b], I У, (*)-£,-Ic
где di>Mi(b-a)(i=l, 2, ..., ш), a b,(i=l, 2, ..., mi) определены в (15). 

Если 0<Rea,<l, то из (19) получим

G m. t [ a ,  Ь ] =
Ъ,

C1-O1I  а, Ь\, u -fl)Г(а,)
<d,

(24)

(25)

где bi 0=1, 2, ..., т) определены в (9). Неравенства (18) и (20) примут соот­
ветственно вид

r(Re(a, )) r[Re(a, )]
A (4 - 0) - jr(a,)|r12Re(aj)]- < l  (l=1’ 2......<“ >

ä ,> M .ib -a Y  HRe(O1)) n i « ^ ) ]  ......
' ' 7 |Г(а;) r[2Re(a,.)] V ; '

C использованием теоремы 3 была получена
Теорема 5. Пусть 1=1, 2, ..., meN, a ,еС, 0<Rea,<l, и выполняются ус­

ловия (7), (17) и (26). Тогда существует единственное решение у,(х) задачи 
типа Коши (8) -  (9) в пространстве Gm, i , определяемом (25) и (27).

1 . С а м к о  С . Г . ,  К и л б а с  А . А . ,  М а р и ч е в  О . И . Интегралы и производные дроб­
ного порядка и некоторые их приложения. Ми., 1987.

2. K i l b a s  A.  A. ,  T r u j i l l o  J . J .  //Appl. Analysis. 2001. Vol. 78. № 1-2. Р. 153.
3. K i l b a s  A.  A. ,  B o n i l l a  В. ,  T r u j i l l o  J . J .  // Demonstratio Math. 2000. Vol. 33. 

№ 3. P. 583.
4. К и л б а с  А . А . ,  Б о н и л л а  Б. ,  Т р у х и л л о  X . / /  Докл. HAH Беларуси. 2000. 

Т. 44. № 6. С. 18.
5. B o n i l l a B . ,  K i l b a s  A . A. ,  T r u j i l l o  J . J .  / / Тр. Ин-та математики HAH Белару­
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УДК 517.925.6

В.И. ГРОМАК, Л.Л. ГОЛУБЕВА

АВТОПРЕОБРАЗОВАНИЯ БЕКЛУНДА 
ТРЕТЬЕГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ*

The explicit form of the Auto-Becklund transformations and functional relation between solu­
tions of the Third Painleve equation are obtained.

Рассмотрим третье уравнение Пенлеве
,  Ы )2 w •w =■ + - l a w  + b i+ yvv + —,

w z z '  ' ' w (P3)

где a, ß, у, 6 -  параметры и выполняется условие yS^O.
Для решений w=tp(z, a, ß, у, 8) уравнения (Рз) известны преобразования [1] 

Tticl, а 2) :ф —>ф(г, Ota1CJ2, ß a ^ a 2, у at e i, Sa~2a 2) := a ;> ( a 2z, a , ß, у, 8 ),

-ß ,  - a ,  -8 ,  -у ):= (ф (г , a , ß, у, 8))“‘ , (1)

Г3:ф(г, a , ß, 0, 0 )-»ф (г , 0, 0, 2а, 2ß):= (ф(г2, а , ß, О, O))^.
Очевидно, что при помощи масштабного преобразования T1 (а,, а2) два не­

нулевых параметра уравнения (P3) можно фиксировать. Поэтому далее без 
ограничения общности будем считать у=—8=1 и рассматривать уравнение

w*= ———— — +—(aw2 + ß) + w3 ——. (2)
W z Z ' ' W

Для уравнения (2) существуют преобразования Беклунда [2]
: w(z, a , ß) a , ß), e f= e 2 = e3 = l ,

которые по известному решению позволяют строить новые решения при но­
вых значениях парамыров. В явной форме эти преобразования имеют вид

(ß_a + 2)w2
a , ß )—>w(z, 2 + ß, —2 + a )  = wH—  -

Ti-n :w(z, a , ß )-3w (z , 2 -ß ,  2 - a )  = w +

zw '-w 2z - ( l  + ß)w + z ’
Cß + a -2 )w 2

1, 1-1 : w

-zw  + W2Z + (l -ß )w +  z ’
: w(z, a , ß) - » w(z, 4 -  a , -  ß) = Ti _u ° T1, ,  (3)

(ß + a  + 2)w2
(г, a , ß )->  w ( z , - 2 - ß , - 2 - a )  = w + -

T !.-и : w(г, a , ß )-> w (z, - 2  + ß, 2 + a )  = w -  -

zw' + w z - ( l  + ß)w + z ’
(ß -a -2  )w2

zw' + w2z - ( l - ß ) w - z  ’ 
TL1.- ,- ,: w(z, a , ß )—> w(z, - 4 - a ,  - ß )  = T ,

B [3] на основе преобразований (3) приведены примеры построения ав­
топреобразований Беклунда, позволяющих по известным решениям урав­
нения (2) строить новые решения при тех же значениях параметров, что и 
исходное решение. В [1] дана общая схема посіроенйя автопреобразований 
уравнения (2). В настоящей работе мы выписываем автопреобразования в 
явной форме, а для некоторых специальных значений параметров даем яв­
ные функциональные соотношения между решениями.

Авторы статьи -  сотрудники кафедры дифференциальных уравнений.
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Теорема. Пусть w =шг. а, ß) -  решение уравнения (2) при фиксирован­
ных значениях параметров а, ß с условием a+ße=4mp, е =ц = i, m eNU {0}. 
Тогда функции

а,  - а  + 4т) = Т.тпТ2Т.тn w(z, CL, -СХ + 4т), (4)

w(z, CL, - и -ч т . )  = I " : .  I-L .wiz. а, - о с -4 т ) ,  (5)
w(z, CC, CL-4 т ) = Tlm̂ iTl (-1, 1)АЛ ,'-,wiz, а, а -4 т ),  (6)

а,  а+  4 т )  = 7:™., ,7; (-1, 1)7,y:v_,,w(z, а, а+  4 т ) (7)
также являются решениями уравнения (2) при тех же значениях парамет­
ров, что и решение w(z, а, ß). Если при этом w(z, а, ß) нерациональное ре­
шение, то w (z, а, ß)*w(z, cl, ß).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции w (z, а, ß) из (4) -  (7) есть решения уравне­
ния (2), так как они построены на основе (1) и (3), преобразующих решения в 
решения уравнения (2). Совпадение параметров «нового» и «старого» реше­
ний легко доказывается методом индукции по т. Действительно, при т = 0 
автопреобразования вырождаются в простые chmmwFhh (1), а при т = 1 легко 
проверяемы с помощью (1) и (3). Предположим справедливость (4) -  (7) при 
т = п, л > 1, тогда утверждение теоремы доказывается однократным примене­
нием соответствующего автопреобразования к решению w (z, а, -ае+4н£р).

zcosh(z)Пример. Рассмотрим решение w (z, 3 ,1') = из однопа-
cosh(z)-zsinh(z)

раметрического семейства решений уравнения (2) [1], порожденного урав­
нением Риккати

2 ос-1 , „ „w = w  H------- w — 1, a-ß=2.
z

Тогда согласно (4), применяя автопреобразование 7’i,_i, \ i 2l i,_i, i, находим
zsinh(z)новое решение wiz, 3, 1) = ------------------------- .

-zcosh(z) + sinh(z)
Замечание. Автопреобразования (4), (5) являются обобщением простой 

симмыуии T2 уравнения (2) с параметрами (а, -а ) на множество параметров 
(а, -а±4т). Аналогично (6), (7) есть обобщение простой симметрии 

Si =T2Tii-I, 1): w(z, а, а) ■» w"’(z, а, а) 
уравнения (2) на множество параметров (а, а±4т).

Найдем явное соотношение между решениями w = w(z, а, ß) и wiz. ос, ß ) ,

порожденными (4) при ß=4-a. В соответствии с теоремой новое решение
w(z, ос, ß) будем строить по следующей схеме:

wiz, а, 4-а) : w^z, а-2, 2-а) : w2(z, а-2, 2-а) 
Здесь в соответствии с (1) и преобразованиями (3)

wi'.=wiiz, а-2, 2-a)=Ti .и  w(z, а, 4-a)=w+

; w (z, а, 4-а).

2w
-zw  + zw" + (oc-3)w + z ’

w2:=w2(z, а-2, 2-а)= w 1 (z, а-2, 2-а),

w (z, а, 4-а):=Т,_м w2(z, а-2, 2-a)=w2+ -2w,'
-zw'2+ zw2 +(oc-l)w2 + z

(8)

(9)

(10)
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Подставляя в правую часть (10) последовательно значения W2 через w\ из 
(9) и Wi через w из (8), находим в явной форме соотношение между «но­
вым» решением w (z, а, 4-а) и «старым» решением w=w(z, а, 4-а)

w(z а  4 -  а ) — — + + ß2 (z, w)(w')2 + Q1 (z, w)(w')3 + Q4 (z, w)(w')4
+ +P3(z,wKw')3 + P4(Z1W)(W)4 ’

где
Qo(z, w)=z4+w'8z4+w,7(-6z3+4z3a)+u'5(20z2+4z4-22z2a+6z2a2)+w5(̂ ł2z-26z3+ 

+56za+12z3a-26za2+4za3)+w4(27+80z2+6z4-54a-60z2a+36a2+12z2a2-10a3+a4)+ 
+w3(-90z-34z3+96za+12z3a-34za2+4za3)+w2(60z2+4z4-38z2a+6z2a2)+ 
+w(-14z3+4z3a),

Q\(z, w)=-2z4-2w6z4+w5(8z3-6z3a)+w4(-26z2-6z4+24z2a-6z2a2)+w3(36z+ 
+32z3-42za-12z3a+ 16za2-2za3)+w2(-66z2-6z4+40z2a-6z2a2)+w(24z3-6z3a),

Qi{z, w)=2w3z3 + w-( oz' -  2z2a) -  6wz3,
Qi(z, w)=2zi + 2W2Z4 + wk-^ z: + 2z3a),
Q4(z, w ) = - z 4 ;

Po(z, w)=w9z4+w8(-2z3+4z3a)+w7(4z2+4z -10z2a+6z2a2)+w6(-6z-14z3+16za+
+ 12z3a - 14za2+4za3)+w5(3+32z2+6z4- 10а-36г2а+ 12а2+ 12z2az-6 a3+a4)+łv4(-22z- 
—22z3+40za+12z3a—22za2+4za3)+w3(28zz+4z4—26zza+6z2a")+w2(— 10z3+4z3a)+w'z4,

Pi(z, H’)=-2vv7z4-6whc3a+vv’5(-2z2-6z4+8z:a -6 ::a :)+n'4(4z+16z3-10za-12z3a+ 
+8za2-2za3)+w3(-26z -6z4+24z2a-6z2a2)+w2(16z -6z3a)—2wz4,

Piiz, w)=6w4z3+w3(-2z2+2z2a)-2w2z3, 
p3(z, w)=2wz4+2wiz4+w2(-4zi+2zia),
P4(z, w)=-wz4.
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УДК517.925

С.Л. СОБОЛЕВСКИЙ

ПОДВИЖНЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ ОДНОГО КЛАССА 
ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

A special class of irrational ordinary differential equations of the third order is considered. 
Necessary and sufficient conditions of its freedom from movable critical singularities are obtained.

Следуя [1, 2], биномиальными дифференциальными уравнениями будем 
называть уравнения вида

win) =^im w w— . w, z),
где т -  натуральное число, большее I . R -  рациональная функция по w и 
его производным с аналитическими по z коэффициентами. В [1, 2] найдены 
все классы биномиальных уравнений второго порядка без подвижных кри­
тических особенностей. В настоящей работе рассмотрен один частный слу­
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чай биномиальных уравнений третьего порядка, а именно дифференциаль­
ное уравнение вида

w" = (w" + lt(z)w + l2(z)w + l3(z))r P(w', w. z), (I)
где w -  комплексная зависимая переменная, z -  комплексная независимая 
переменная, г -  положительное рациональное число, lj(z), j  = 0...3, -  функ­
ции, аналитические в некоторой односвязной области U комплексной плос­
кости, P -  полином по w, w ’ с аналитическими по г в области U коэффици­
ентами. Найдем все уравнения класса (1) без подвижных критических осо­
бых точек.

Получим сначала необходимые условия отсутствия подвижных критиче­
ских особых точек у решений уравнения (1) в следующем виде.

Теорема. Для того чтобы решения уравнения (1) не допускали подвиж­
ных критических особых точек, необходимо, чтобы это уравнение имело 
один из следующих видов-.

A. w" -  a(z)(w" + I1( Z ) W  + l2(z)w + l2(z) ) ;
B. wm = a(z)(h(z)w"- h'(z)w + h iz)w + ціу ;
C. w = a(z)(h(z)w*- h'(z)w'+ П (z)w + V|/) ;
D. wm = (h(z)w* -  h'(z)w +h”(z)w + \\i)in (a(z)w + b(z)w + c(z));
E. wM = (h(z)w* -  h'(z)w' + h"(z)w + \|/)2/3 (a(z)w' + b(z)w + c (z)).

Здесь h(z) -  не тождественно равный нулю полином не выше второй сте­
пени, Vj/ -  комплексное число,V -  произвольное натуральное число, большее 
1, а а, Ь, с, d -  функции, аналитические в области U, за исключением разве 
что нулей полинома h, причем функция а отлична от тождественного нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы нам потребуется вы­
текающая из теоремы 3 [3] следующая

Лемма. Для того чтобы уравнение (1) не имело подвижных критических 
особых точек, необходимо, чтобы-.

1) при нецелых г выполнялись соотношения li(z)=-h'(z)/h(z), h(z)=h"(z)/h(z), 
h(z)=^/h(z), где h -  ненулевой полином не выше второго порядка, v -  ком­
плексное число-,

2) при r< 1 имело место соотношение r= \-\N , где V -  натуральное чис­
ло, большее 1.

Предположим, что уравнение (1) не имеет подвижных критических осо­
бых точек. Отдельно рассмотрим случай P=P(z). Тогда при г=1 для уравне­
ния (1) будем иметь уравнение А, при r< 1 на основании леммы -  уравнение 
В, а при r> 1 на основании леммы уравнение (1) примет вид 
wm = a(z)(h(z)w" -h'(z)w ' + h0(z)w + yif)r, где a, h, Vj/ определены, как в лем­
ме. Положим и -  h(z)w" -  h'(z)w'+ h"(z)w + \\1. Будем иметь и -a(z)h(z)ur ,

откуда и = [(\-r)^a(z)h(z)dz + C^ . где C -  произвольная комплексная

константа. Для того чтобы данное решение не допускало подвижных кри­
тических особых точек, необходимо, чтобы r= l+ l/v , где V -  произвольное 
натуральное число, большее единицы. При этих условиях имеем уравнение С.

Пусть теперь полином P существенно зависит от w или w'. Положим 
P(w', w, z)= ^  pt (z)(w')k1 w*2, где Pk -  аналитические не тождественно
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равные нулю в области U функции, К -  множество мультииндексов, отлич­
ное от {(0, 0)}. Покажем сначала, что для всех к имеет место неравенство 
2г+к\<Ъ. Предположим обратное. Введем замену переменной w=wq+o!u, 
z=Zo+ax, где t -  положительное рациональное число, zo -  произвольная точ­
ка области U, Wo -  произвольное комплексное число, а а  -  комплексный па­
раметр. Будем иметь

=(и" + 0(а))г £ а з-2г-^г+ к,-»pkUo+ 0(a))((u)k'w -  + 0 (a ) )  ,(2)
\кеК )

где 0 (a) -  здесь и далее бесконечно малая при a  ;Э величина, причем 
0 (a )/a  ограничено при a  ;0.

„  2r + L 3
Положим?= max -------------. Определенное таким образом t является по-

* .2 Г+*,>з г + Ici _ 1  г  у

ложительным рациональным числом, меньшим 2, так как 2r+kl-3<2(r+kl-l).

Обозначим множество всех к, для которых t = ^r + k" -  ( через K0.
г +

Пусть &1. Тогда для всех кеК0 компонента к\ принимает одно и то же

значение, и упрощенное уравнение (2) при а=0 имеет вид -  = Х(и “У (и ')*'
dx

где X = ^  рк (Z0)W0*2. Выберем zo, wo так, чтобы X^O. Последнее уравнение

допускает решения вида и=т](л:+С)', где C -  произвольная комплексная кон­
станта, Tj= (г' ‘г г(?-1)‘ r(t . Следовательно, при уравнение (2)
при Ci=O допускает подвижные критические особые точки, а значит, в этом 
случае их допускают и уравнение (2) при а=0, a также исходное уравнение 1.

Пусть теперь ?=1. Тогда имеем г - 2, а множество Kq содержит все к. Уп­
рощенное уравнение (2) при а=0 принимает вид

( //ч 2
—  =(« ) X  P M w ^ i u f

V
. При подходящем выборе zo, Wq правая

часть последнего уравнения не обращается тождественно в нуль. Это урав­
нение после замены v=u становится хорошо известным уравнением второ­
го порядка вида v"=(v')2(p(v), которое при ненулевой функции ср, не имею­
щей полюсов, всегда допускает подвижные критические особые точки [4]. 
Следовательно, в этом случае их допускает и уравнение (1).

Итак, мы установили, что 2r+ki<3 для всех к. Введем замену переменной 
w =a 'и, z=Zo+ax, где t -  неотрицательное рациональное число, zo -  произ­
вольная точка области U, а а  -  комплексный параметр. Будем иметь

= (« ' + 0{а)У 
ах

'
(Z0 + 0(а))(м')*'м* (3)

Положим t -  min —  ̂  ̂ ^ —■— . Несложно видеть, что определенное таким

образом t является неотрицательным рациональным числом, не превосхо­
дящим 4, поскольку в силу леммы /">1/2 и, следовательно, 

3 -  2г 2 ’/ <
r + 1 - l  1/2 . ииозначим множество всех к, для которых

72



Математика и информатика

Ъ -2 г -к через Кп. Упрощенное уравнение (3) при а=0 имеет вид
г + Jcl + k2 - 1 ’

(4)

Выберем Zo таким образом, чтобы правая часть уравнения (4) не обраща­
лась тождественно в нуль. Тогда уравнение (4) допускает семейство реше­
ний вида и=Г|(л:+С)~', где C -  произвольная комплексная постоянная, а Г| — 
произвольное решение уравнения -V ' U + 1)Ьг(?+ 2)1] = ^  Л  U0X-O*11Y1+<2 .

Последнее уравнение всегда имеет ненулевые решения. Следовательно, при 
нецелом t уравнение (4), а значит, и исходное уравнение (1) допускают под­
вижные критические особые точки.

Таким образом, r=0, 1, 2, 3, 4. Пусть сначала ?=0. Тогда с учетом леммы 
имеем либо г= 1 и max к. = 1, либо г= 1/2 и max = 2 . Уравнение (4) имеет

вид и "—и 'u 'g(ü) или и "= ,Juir (и fg(u) соответственно, где g -  не тождественно 
равный нулю полином. Пусть go -  старший коэффициент полинома g, a M -  
его степень. В первом уравнении, положив и=ог‘у, и'= со, х=оР%, будем 

d 2lо doi ... dvиметь —— = — m g0 + 0 (a), —;= сх  со. Во втором уравнении, поло-

Первая из полученных систем допускает решение вида 

(£>=к/(^+С)+0(а), v=aM+l£ln(£+C)+0(a), а вторая -
где к -  ненулевое комплексное число, C -  произвольная комплексная по­
стоянная. Таким образом, полученные системы, а значит, и исходные урав­
нения так же, как и уравнение (4), допускают подвижные критические осо­
бенности. Следовательно, случай г-0 невозможен.

C учетом леммы несложно видеть, что случай t=4 возможен лишь при 
г= 1/2, P(w', w', z)=a(z)w+b{z) (частный случай уравнения D), случай t=3 не­
возможен, случай t=2 возможен при г=3/4, P(w', w, z)=a(z)w+b(z) или г= 1/2, 
Piyv', w, z)=a(z)w'+b(z)w+c(z) (уравнение D), а случай t- 1 при г=2/3, P(w', w, 
z)=a(z)w'+b(z)w2+c(z)w+d{z) (уравнение, переходящее в E при b{z)=0) или 
r= l, P{w', w', z)=a{z)w+b{z). Здесь a, b, с, d -  аналитические в области U 
функции, причем а не тождественно равна нулю.

Из перечисленных уравнений четыре не имеют вид D, Е. Три из них мо­
гут быть записаны в виде

где г - 1/2, 3/4, I; а, b -  аналитические в области U функции, причем а не 
тождественно равна нулю. Четвертое имеет вид

w" = ihiz)w"-h'{z)w + h*{z)w + \ц)1п (a{z)w +b(z)w2 +c(z)w + d(z)), (6)

где a, b, с, d -  аналитические в области U функции, причем а и b не тожде­
ственно равны нулю.

d v

Wm = {w" + I1(Z)W' + I2(Z)W + I3(Z)Y (a(z)w + b(z)), (5)
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Применяя метод малого параметра для уравнений (5), (6), можно полу­
чить упрощенные уравнения вида ит = а(и')ги и v'”’= (v')2'3 (av со­

ответственно, где а, b -  ненулевые комплексные числа. Несложно пока­
зать, что эти упрощенные уравнения допускают подвижные критические 
особые точки, откуда их допускают и исходные уравнения (5), (6).

Таким образом, все уравнения вида (1) без подвижных критических осо­
бых точек -  это уравнения А-Е. Теорема доказана.

Вытекающие из теоремы условия принадлежности к классам A-E для 
уравнения (1) являются необходимыми в силу отсутствия у него подвиж­
ных критических особых точек. Для получения необходимых и достаточ­
ных условий отсутствия подвижных критических особых точек у уравнения 
(1) необходимы такие условия для уравнений А-Е.

Уравнение А является линейным, следовательно, оно всегда свободно от 
подвижных критических особых точек.

Уравнения В, C интегрируются заменой u=h(z)w"-h'(z)w'+h"(z)w+\\l, ко­
торая сводит их к уравнению вида и = f(z )u l±Uv. При этом исходная функ­
ция w связана с и посредством линейного дифференциального уравнения 
второго порядка. Для уравнения В функции и и w не допускают подвижных 
особых точек и тем более подвижных критических особых точек. Для урав­
нения C функция и  допускает подвижный полюс порядка V. При этом 
функция w в общем случае может иметь подвижные критические особенно­
сти логарифмического характера. Для их отсутствия необходимо и доста­

точно, чтобы выполнялись условия v>3 и а( z)=  ̂ , где ст -  про-
^CT(Z)Zj (Z ) '"1'''

извольный полином не выше v-3-го порядка.
Уравнения D, E могут быть записаны в виде

где а (z)=a(z)h(z)/v, b (z)=b(z)h(z)/v, с (z)=c(z)h(z)/v, v=2, 3. Для уравнения E 
необходимым условием отсутствия подвижных критических особенностей 
является a (z) = b(z) . В этом случае уравнение интегрируется. Первый ин-

ходимые и достаточные условия отсутствия подвижных критических осо­
бых точек у решений этого уравнения с параметром легко получаются из 
теории уравнений Пенлеве второго порядка [4].

Уравнение D в случае a (z) = b(z) интегрируется аналогично уравнению Е. 
Однако для отсутствия у уравнения D подвижных критических особенно­
стей условие a(z) = b(z) уже не является необходимым. В случае 

a (z) * b(z) уравнение D заменой переменного может быть сведено к виду 
и =X(t)u + bu~ + т (t)u + c(t). В соответствии с [5] это уравнение будет сво­
бодно от подвижных критических особых точек, если д и эи . т"(?)=0, 
c"(t)=x(t)2/6. Это условие является необходимым и достаточным для отсут­
ствия подвижных критических точек у уравнения D в случае b(z) * а (z ) .

h(z)w '-h '( )w+\|Z)
= a(z)w +b(z)w + c(z) , (7)

dz

теграл имеет
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Таким образом, нами получены необходимые и достаточные условия от­
сутствия подвижных критических особых точек у уравнений А-Е, что за­
вершает исследование уравнения (1).
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ПРОГИБ СТРУНЫ ПОД ДВИЖУЩЕЙСЯ НАГРУЗКОЙ

The differential equation with deviated argument describing a string bend under a moving mass 
is obtained and solved.

Исследование колебаний упругой балки при движении по ней нагрузки 
является важной прикладной задачей, решению которой посвящено боль­
шое количество работ (см., например, [1]). Кроме балочных пролетов, в ря­
де случаев используются конструкции, основой несущей способности кото­
рых является сильно натянутый гибкий элемент -  струна [2]. Систематиче­
ских исследований движения нагрузок по струне, по-видимому, не прово­
дилось . В данной статье найден прогиб струны конечной длины под на­
грузкой, движущейся вдоль струны с постоянной скоростью.

Пусть нагрузка массы т, скорость которой имеет постоянную горизон­
тальную составляющую V, при t=0 вступает на горизонтальную невозму­
щенную струну длины I с неподвижно закрепленными концами. В отличие 
от нагрузки струну будем считать свободной от силы тяжести [3]. Тогда 
уравнение малых колебаний струны с граничными и начальными условиями 
в безразмерных величинах запишется так:

о U(х, 0  2 d4J(x, t)
dt2 дх2

= f ix ,  t),

Ui0, 0  = 17(1, 0  = 0, Uix, 0) = öUix, 0) 
dt

= 0.

Здесь

f ix ,  0  =
-  - ,  (с + у'(0)5(х - 0 ,  0 < t < 1, 

M
О, t > 1,
Tl _ I

а = —  , с = ° yit) = U(t, t), 
MV2 у 2

Т, M -  натяжение и масса струны, 5(х) -  5-функция Дирака, g -  ускорение 
свободного падения, “ ' ” -  производная по аргументу функции.

Научных публикаций, посвященных этому вопросу, авторам найти не удалось.
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Используя интегральное синус-преобразование Фурье в конечных пре­
делах, представим функцию U(x, t) в виде

U  ( х ,  t )  — J j U k ( t )  sinfaLC, (I)

где

b = т
2 Ma

Uk(t) =
О, 0 < г < 1, 

1), / > 1,

Ab и

Ф* (*> ß) = ----- (с + y ,r(T ))sin  кжх sin  kna(t -  x)dx.
ж

Для нахождения функции y(t) -  прогиба струны под нагрузкой -  будем 
считать 0<г<1 и положим x = t в равенстве (1):

= > (DAt. Osinknt. (2)

Изменив в (2) порядок операций суммирования и интегрирования, получим 
уравнение

4Ь , . _
(3)

L X fJ

у(0 = ----- J (с + y\x))F(t, x)dx,
71 »

F(t,x) = V —sinÄ:7lisinÄ:7ia(f-x)sinÄ:ro . (4)

Используя известные ряды [4], ряд в правой части равенства (4) можно 
просуммировать, и для 1 <а<3 получим

F(t,x) =

( 'Д )е  Bi ,
4
О, (t,x )eB 5, 

U,x)eB4,

1где B={(t, т)| 0<т<г<1}, B,={(t, т)| 0<т<ш}, B2={(t, т)| t-t,<x<-(t-t,)},
а

а  — i
B3-BX(BiUB2), B4-B inB 2, B5=BX(B3UB4), О- —------, t. =

Q +  1 О. +  1

Поскольку функция F(t, т) кусочно-постоянна в области В, то интеграл в 
правой части уравнения (3) вычисляется, и уравнение примет вид

bct(а  - 1),
b (y ( t) - y  (at)) + y(t) = Abc ff-П  +WvY„ t- t,i \

) - у  (f-f,)), f, < t  <1.
(5)

a - l  а
Таким образом, для определения функции y(i) получено дифференци­

альное уравнение с отклоняющимся аргументом нейтрального типа. Заме­
тим, что условия у(0)=у(1)=0 выполняются в силу самого уравнения (5) и 
это уравнение допускает произвольные значения /(0 ) . Следовательно, для 
выделения частного решения из общего рещения уравнения (5) необходимо 
задать вертикальную составляющую скорости нагрузки при входе на пролет:

/(O)=V0- (6)
Заметим также, что функция
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J0W =
bct{а -1 ) , 0 < г < ,

42bc ( t- l) ,  г, < f < 1,
а - 1

дает прогиб w FyHbi под нагрузкой, не имеющей массы, что согласуется с [5]. 
Уравнение (5) можно представить в виде

Н у'іІО -  Уі'(аО) + J1 (0 = bct(a - 1), 0 < t < г,,
Л \)(* t — t

Ъук (0 + ук (0 = — , ■/ - 1) + Ь(у,'((и) -  y,'(f -  г,) + (
а - 1 а

(7)

(8)

f*-i<f<fb к=2, 3, ...,
где

у(0 =
= Ы О , 0<г<Ц ,

[л (0 , <t<tk, к = 2, 3, ...,

Отсюда следует, что после определения функции yi(r) из уравнения (7) 
функции у*(г) последовательно найдутся из уравнения (8), которое уже не 
будет иметь отклонения аргумента. По физическому смыслу задачи y(t) и 
y'(t) -  непрерывные функции, поэтому

Л +. ('*) = yt ('*).. Ум ('*) = У'к (h ). к = 1 ,2 .......  (9)
Для выполнения этих двух условий можно распорядиться лишь одной про­
извольной постоянной из общего решения уравнения (8) для функции 
Ук+іО)- Если выбором этой постоянной обеспечить непрерывность функции 
y(t), то и ее производная также будет непрерывной в силу специфики урав­
нений (7), (8). Действительно, если в уравнении (7) и первом уравнении (8) 
положить t=t\ и вычесть из (7) первое уравнение (8), затем из первого урав­
нения (8) вычесть второе при t=t2 и т. д., то получим

У| (*| ) + Ьу'і ('і ) = У2 ('і) + by2 (f, ).

У к (h ) + by[ (tk) = yłtl (tk) + byk+l (tk) + b(y'k {tk_,) -  y\ (tt_,)), к = 2, 3, ....

Это значит, что выполнение первого условия (9) влечет выполнение и вто­
рого условия.

Найдем теперь функцию yi(7). Общее решение уравнения (7) будем ис­
кать в виде

Уі(г)=Ьсг(а-1)+Аф(г),
где

—  — а  — C i

= е ь ь +с2е + ....
После подстановки функции (10) в уравнение (7) найдем

а 2
(а -1 ) - (а *  -1)

Выполняя условие (6), получим
b2c (a - l) -b V 0

( 10)

(H)

к = 1, 2, ....

A - ( 12)

i + у —
^  (O t-

а
■(ос — 1

Легко убедиться, что ряды в равенствах (11), (12) сходятся абсолютно и 
что знаменатель в (12) отличен от нуля. Таким образом, формулы (10) -  (12)
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дают решение уравнения (7). Заметим в заключение, что решение уравне­
ния (8) с увеличением к ^ановится весьма громоздким, поэтому находить 
его целесообразно в численном виде.
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УДК539.3

в :а . САВЕНКОВ

ДИНАМИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПОЛОСЫ

This paper considers dynamic contact problem for orthotropic strip. A general solution in terms 
of two potential functions is presented. The mixed boundary conditions lead to dual integral equa­
tions, which solving may find in the form of series.

Рассмотрим упругую ортотропную полосу, занимающую в плоскости 
0x1*2 область S(0<x2</i); L(X2=O) и Li(x2=/i) -  нижняя и верхняя границы об­
ласти 5. Предположим, что полоса своей нижней стороной опирается без 
трения на гладкое жесткое основание. По верхней границе полосы с посто­
янной скоростью с движется штамп с плоским основанием. Трение на уча­
стке L'(|xi|<a) контакта штампа с полосой и внешняя нагрузка на остальной 
части L"(|xi|>a) контура L отсутствуют.

В предположении, что главные оси ортотропии совпадают с осями коор­
динат, используем следующие соотношения закона Гука [1]:

СТ11 — c II
Э м,
fa

Эн,
fa

Эн.
fa

■ +  С,-
Эн,
fa

ст„ =< Эн,
Эх,

Эи2
Эх

и соответствующие уравнения движения
Э2и,

+  C66
Э2и

Э2и, • + с„ -

Эх2 
Э2и,

.+(<

(с

■ Ca*

+ с*

Эх,Эх, = P

,) Эх,Эх

Э2н,
d t 2

Э2и,
' 1 7

а )

где Ctj -  жесткостные характеристики материала, р -  его плотность, Gij -  
компоненты напряжений, и,- -  проекции перемещений на оси координат.

Примем новую систему координат, связанную со штампом. Производя 
преобразование для относительного движения

X=X1 -c f ,  у = х 2, t=t,
приводим уравнения (1) к виду:
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Э2и, Э2м, д2и2 0
— a T ^ - = O» - r - L+2ß,дх BxBy By Bx

*\2 В и.
BxBy

+ а,
В2и2 _= 0,
By

(2)

где

2ß =

2ß, =

__ С,2 + С66
cH ) 

Cj7 "Ь Ct

, а  = , M1=C

. a I =-
-22

и66
, M0 с

( I - M 22) C66( I - M 22)
Решение системы уравнений (2) ищем в виде

ЭФ ЭФ
1 Bx 2 By

где т -  постоянная, а Ф=Ф(х, у).
Уравнения (2) удовлетворяются, если

„о а \тa  + 2ßm = ---- -— :Р.m + 2p,
а функция Ф(х, у) удовлетворяет уравнению

ь  h(,’>)=0'
_  u. - a  2 лТогда т =— , где ц, -  корни уравнения ц -2aiii+a2=0, в котором

^P
2ai=a+ai-4ßßb а2=аах.

В дальнейшем будем рассматривать наиболее распространенный на 
практике материал первого типа [2], для которого а2>0, a, > Ja2 .

В результате получим следующие выражения для перемещений и на­
пряжений:

ЭФ, ЭФ,ЭФ, . ЭФ2
Bx Bx ’

М, =Wi
1 By * By ’

Э2Ф,
дхду

B2Ф, , Э2Ф Э2Ф, Э2Ф,
' - a k i By2 - B y 2 ' Суу ' lIfy r * h I fy r

к = ' -  ",  - C11Hi , HiZi = н,с|2 - C22Jni .
В нашем случае необходимо удовлетворить условиям:

Gxy=O HaLi(Ti=I),
U2=-U0 HaL'(|£|<ß, T i= I) ,

Gyy=O н а  L"(|^|>ß, T i= I) ,

Gxy=U2=0 на L(T)=O), 
где L,=x/h, r\=yth, ß=a//i -  безразмерные переменные, и0 -  нормальное пере­
мещение штампа.

Для решения задачи функции напряжений возьмем в форме интеграла 
Фурье [3]:

(3)
(4)
(5)
(6)

= fi (L)ch YiTiXcosX%dX, Z = I, 2 ,
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где f  (X) -  неизвестные функции, которые определяются из граничных усло- 
1ВИИ,

Тогда перемещения и компоненты напряжений будут иметь вид:
OO O0

hu, = -|Х (ф и +(pl2)sinX^/A., hu2 = JX(m1v,<P2| + "bY2<P22)cosX£i/X,
О о

Zi2CTxi= д - 1 к:vrcD.. +Ic2Y2Cp12 )cos XLßX, (I)
О

Zi2Ct w, = -JX 2 (АФіі +Z2<Pi2)cosX^i/X,
О

= “ c66 Yi (1  + Wj)ф21 +у2(1 + тг)ч>22 SinX^dX,
О "

где Ф I1= (̂X)ChYiXri, ф2,=^(X)shY,Xr|.
При таком выборе функций напряжений условия (6) удовлетворяются 

автоматически.
Полагая т]=1 для ст„, из (7) и подставляя его в (3), получим

/,(X ) = - 1 1 1 = 1 ^ 4 / ,  (X). (8)
(1 -+ Zn2 )y2 sh Y2X

Подставляя (8) в выражения для и2 и CTyy из (7), полагая в них т|=1, полу­
чим:

aKL F(X )cos Х^/Х,
U0I1 (9)

Q(X)F(X)cosX^X. (10)
о

Здесь

F(X): (1 + ш,) YiX2ShYlXf CthylX I2 cth Y2X 
Yi (I + W1) Zj2(l + w2)

(W2-Wi)YiY2Zi

U0M1

Q(X) =
X Z1 (I + w2 )y2 cth Y1X -  Z2 (l + w, )y, cth Y2X ' '

Подставляя (9) и (10) в граничные условия (4) и (5), получим систему 
парных интегральных уравнений:

Jß(X)F(X)cosX£i/X = l, 0 < ^ < ß ,

J f (X)cosX^ZX = 0, £>ß .
О

Решение этой системы будем искать в виде ряда:

(H)

( 12)

= Р 2 ,а ,7 2ДЛр), (13)
J=O

где J2,(Xß) -  функции Бесселя первого рода, а, -  неизвестные коэффициен­
ты. В этом случае уравнение (12) удовлетворяется, так как [4]
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J / 2y(Xß)cosA4*/A. = 0, ^>ß, 7 = 0, I, 2......
о

Уравнение (11) после подстановки выражения (13) примет вид:

ßS а J Ö (X у2Л̂ß) cos Х&Х = 1, О < £ < ß . (14)
J=O о

Используя разложение cosA.£ в ряд Фурье [5],

cos = J 0 (ЭДЗ) + 2У  J2k (A.ß)cos2fcco,
*=i

где co=arcsin(^/ß), уравнение (14) перепишем в виде:

J f l J f  O(X)J4. (Xß)
J=O о

J0 (XQ)+ 2 ^  J2k (Xß)cos(2*(ü) dX = -
ß

Уравнение (15) удовлетворяется тождественно, если
1/ß, к = О,

- i  Z1, Z ,  . . .  .

(15)

(16)

Здесь

Неизвестные коэффициенты в разложении (13) определятся в результате 
решения системы линейных алгебраических уравнений (16). После ее ре­
шения контактное напряжение ^=(Ciyy)ri=I под штампом вычисляется по 
формуле:

- Ч = ^ a j J2j (XQ)cosXL,dX = ^ a j (~l)J £ < ß , (17)
uL '

где T2J -  полиномы Чебышева.

Контактное напряжение под штампом
х/а 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.95

hq (x) А 0,486 0,49 0.532 0.617 0.874 1.785

М<А B 0,472 0,48 0,528 0,614 0,867 1,771

В таблице приведены значения функции hq(x)tu4ь рассчитанные по 
формуле (17) для материала AiE2JEx=O,:5; GxyIE,=0,6; Vry=O,31; M2=0,5) и ма­
териала BiEyIEx=O,2; u xv/ t x=u, i ; vxy=0,28; M2=0,3). 1 2 3 4 5
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УДК 539.3

CM. БОСЯКОВ, Д.Г. МЕДВЕДЕВ

МЕТОД РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
АНИЗОТРОПНЫХ СТЕКЛОПЛАСТИКОВ*

The equation of the characteristics for combined equations of a motion of orthotropic fibreglass 
is obtained. With its help the bicharacteristics are removed and the wavefronts of elastic waves are 
constructed depending on orientation of hairlines of a filling compound at stacking.

Большинство конструкционных стеклопластиков являются ортогональ­
но-анизотропными телами (стеклотекстолиты, стекловолокниты и др.), все 
модули упругости которых в сильной степени зависят от ориентации нитей 
наполнителя при укладке [1]. Этот фактор существенно усложняет изуче­
ние волновых движений в таких материалах даже в случае плоской дефор­
мации. Однако современные возможности и средства вычислительной тех­
ники позволяют обойти эти трудности. Ниже предъявлены результаты ис­
следований закономерностей распространения упругих волн в одной из 
плоскостей упругого ортотропного стеклопластика на базе классического 
метода характеристик [2].

Будем считать, что основные линии упругости (направления стеклово­
локон) составляют угол (р с координатной осью X1. В этом случае закон Гу­
ка имеет следующий вид [1]:

Оц = с{еи + с2еп  +  2с3е12,

(1 )

Ct12 = с 3е „  + с 4е 22 + 2 c se l2,

где eij=(diUj+djUi)/2 -  компоненты тензора деформаций, и=(мь и2) -  вектор 
перемещений, Bl=BlBx,, i, j= 1, 2. Шесть констант ск, к = 1,6, в формулах (1) 
выражаются через основные компоненты тензора модулей упругости [1]: 

с, = Inl cos4 (р + т2 sin4 (р + {пц + m4/2)sin22(p,

с2 = (m, +Tn2-  Atn3 )sin2 (pcos2 (p + m4 (sin4 (p + cos4 (p) ,

C3 ={m2 sin2 (p-m, cos2 (p)sin2(p/2 + (m4 + 2m3)smA<$lA, 

c3 ={m2 cos2 (p-m, sin2 (p)sin2(p/2-(m4 + 2m3)ńnA<$lA, 

c5 = (m, + tn2 -  2m4 )sin2 (pcos2 (p + щ  cos2 2(p,
C6 = m, sin4 (p + m2 cos4 (p + (m, + m4/2)sin2 2(p,

mi -  основные модули упругости ортотропного тела, / = 1,4.
Подставляя (1) в уравнения плоских движений анизотропного тела, по­

лучим
C1B21U1 +2 C3B1B2U1 +C5B2U1 +C3B2U2 + (с2 +с5)Э,Э2м2 +C4B2U2 =Qul,

+ (с2 + C5 )Э,Э2м, + C4B2U1 + с.б'.и. + 2 C4B1B2U2 + C5B2U2 = рй2,
р -  плотность, точкой обозначается дифференцирование по времени.

Чтобы найти уравнение характеристической поверхности, зададим на­
чальные данные к системе (2) на гиперплоскости Z(t, х\, х2)=0 и перейдем к 
новым переменным Z=Z(f, х2) и Zli2=Zi 2Cf, *ь х2) [2]. Выразим производ­

Авторы статьи -  сотрудники кафедры теоретической и прикладной механики.
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ные по старым переменным через производные по новым переменным и 
подставим их в уравнения (2):

^ 2 . .

(ClPi + 2с3P1 р2 + с5р2 — рр0 +

Эм
+ (сзРі2 + (с2 + с5) PiPi + сУг )^z ? + • ■ ■ = О,

32. (3)
UiP1i + (с2 +C5)PiP2 + C4P22 ) +
'  oz

+U6P22 + 2C4PiP2 + с. D: - PPo )U ^- + ... = 0.
oz.

Из (3), приравняв к нулю определитель, составленный из коэффициентов 
при производных второго порядка по Z, получим уравнение характеристик 
(уравнение слабых разрывов):

A -p ß p 02+P2Po=O, (4)
где

А = ^ciC6 -  C22 + ZC-C. -  2с2с5) P 12P 2 + (с,с5 -  с2) р,4 + (с5с6 -  с2) р 4 +

+2((с,с4 - C2C3) р 2 + (с2с6 - с2с4) P22)P1P2, В = Ui +с5)р 2+(с5+с6) P22 +

\ ..
+-l Vc 3 +'-i JHihrI • HU2~

д Z
дх, -

dz
dt

Покажем, что уравнение слабых разрывов (4) совпадает с уравнением 
сильных разрывов. Для этого предположим, что первые производные от 
компонент вектора перемещения, испытывающие сильные разрывы на по­
верхности Z(t, X1, х2)=0, удовлетворяют следующим кинематическим и ди­
намическим условиям совместности [2]:

ди. Эи. ..

Z - C s J P j  - P P n -  =  M 1.,
J=I Ot (6)

где My, М, -  непрерывные функции, г,7=1, 2.
Чтобы привести систему уравнений первого порядка (5), (6) к более про­

стому виду, запишем (5) в виде

<7>dt

duУмножим (6) на ро и заменим р0 соответствующими правыми час-
dXj

тями равенств (7). После несложных преобразований получим систему из
Э U-двух уравнении относительно частных производных — / = 1, 2 :
dt

ди
(с,P 1- +  ZC- D. D- + C5P22 -  P P 2 —  +M iP0 +

+  (C3Pi2 +(с2 +С‘ +C4P22Y : 2 +M..D. + M 12P 2 + . . .  =  0 ,
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(с 3р,2 + ( с 2 +  cS ) Р \ Р г  +  C4P 2 ) ^ р  +  M 1P

Эи+ (C6P22 + 2C4P1P2 + C5Pl - PP20 ) “2 + M21P1 + M ^ o , + . . . =  0.
(8)

Ol
Уравнение сильных разрывов получим из условия равенства нулю опре­

делителя, составленного из коэффициентов при производных первого по­
рядка от Mi и иг. Раскрывая определитель, придем к уравнению (4).

Чтобы найти бихарактеристики системы (2), решим уравнение характе­
ристик (4) относительно р0.

(9)

Отсюда вытекают следующие уравнения для бихарактеристик:
d x I''2> _ dP o ' 2) 1

d t Эр, ■ = [ р \  ( С. +  С5 ) +  P l  +  C4 ) ±  ( ( р ,  (с , +C5 ) + P 2 ( с 3 +  C4 ) ) х

X B -4 (3 P12P2 (с,с4 -  C2C3 ) -  2 р,3 [с] -  C1C5 )  + р, P22 (2 (с3с4 -  с2с5 ) - с 2 + (10)

+C1C6) + P2 V̂ jl6 c2c4))y\/ß  — 4Аj ^ ^ 2 p |ß ± Vß^--4A j , 

dx{1' 2) Эр,(1' 2)
~ =  = ( ? 2  +  C6 ) +  Pl (c3 +  C4 )  ± ( (  P2 (c 5 +  C6 ) +  P1 (c 3 +  C4 ) ) x

x ß - 4 ( 3 p 22p, (c 3c6 - c2c4 ) - 2 p 2 (c 4 - C 5C6) +  P 2P 12 ( 2 ( c3c4 - c2c5 ) - c 2 +  (11)

+ C1C6) + P12 (c ,c4 - C2C3) ) /y J B 2 - 4A )j ^ 2 p ( ß ± V ß 2 - 4 a ) .

В формулах (9) -  (11) и далее верхний индекс 1 относится к квазипро­
дольной волне, 2 -  к квазипоперечной.

Интегрируя (10), (11), получим выражения для координат x f

точек среды, до которых дошло возмущение к моменту времени t:
=1 («1 (с, + C5) + H2 (с3 + C4) ± ((и, (с, + C5 ) + п2 (C3 + C4 ))х

хВ -  4 (зM12M2 (с,с4 -  C2C3) -  2п\ (с2 -  с,с5) + «,и2 (2 (с3с4 -  с2с5) -  с2 + (12)

,) + п2 (С3С6 - C2Ct ) ) /УІВ2- 4 A ^ I ^ 2 p (ß ± V iF -4 Ä ) ,+C1C6y

xZ1' - *  (я2 (с5 + C6) + M1 (с3 + C4 ) ± ((/I2 (с5 + C6) + п, (с3 + C4 ))х

x ß  - 4 (З л 2M,(c3c6 - С 2с4 ) - 2 л 23 (с4 - с5с6 ) +  м2м2 ( 2 ( с3с4 - с2с5) - с2 +  (13)

+ C1C6) +  п,I (с,с4 - C2C3) ) / V ß 2 - 4 А  )j ^ 2 р ( в ± 4 ¥ ^ Щ ,

где M1=P1Zg=Cosa1 M2=p2/g=sina, g2= р 2 + р2 , ß  = i с, + с< ілг + 1 с. + с, )м; +

+2(с3+с4)л1л2, А = (C1C6 -  C22 + 2с3с4 -  2с2с5 )м2м2 + (с,с5 -  с2 )м,4 + 1 с.с, -  с2 )м2 +

+  2 ( (С (С 4 - C 2C3 ) л , +  ( с 3с 6 —с2с4)р 2 ) м,л 2 .

C помощью (12), (13) можно построить фронты упругих волн в орто­
тронном стеклопластике в условиях плоской деформации. На рис. 1 пред-
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ставлены волновые фронты Li и L2 в плоскости Jc3=O стеклопластика с мате­
риальными константами mi=18,3 ГПа, ni2=25,2, т 3=35, /И4=27,7 ГПа, 
р=1850 кг/м3 [1], построенные для различных углов ср ориентации нитей 
наполнителя в момент времени t=l с.

Рис. 1. Фронты квазипродоль­
ной (Li) и квазипоперечной 
волн (L2) в плоскости X 3= O  ор­
тотропного стеклопластика:
а -  (р=0; б -  ф=тс/6, в -  ф=ті/4, г -  ф=я/3, 

д -  ф=п/3 км

Из рис. 1 следует, что независимо от угла ср при распространении квази­
поперечной волны возникают две пары лакун, расположенные симметрич­
но относительно начала координат. Однако ориентация нитей стекловолок­
на существенно влияет на расположение волновых фронтов в системе ко­
ординат XiOx2, и при изменении угла укладки нитей на Acp волновые фронты 
поворачиваются относительно оси Xi против часовой стрелки на тот же угол 
Дер. Заметим, что фронты упругих волн на рис. 1 являются кривыми луче­
вых скоростей в плоскости х3=0.

Уравнение характеристик позволяет найти скорости распро^ хранения 
квазипродольной и квазипоперечной волн по направлению нормали к вол­
новой поверхности. Для этого представим (4) в следующем виде:

A -p B V 2+p2V4 =0, V2 = P2J S 2 . (14)
Отсюда

Vi'-2) = ^ [в ± у ]в 2 -Л А ^2 р  . (15)

На рис. 2 показаны кривые обратных скоростей Ri 2=1/Vi, 2 в плоскости 
X3=O стеклопластика, построенные для двух разных углов ср ориентации ни­
тей наполнителей (основные модули упругости и плотность материала при­
ведены выше).

Из рис. 2 видно, что кривые обратных скоростей Ri 2, так же как и фрон­
ты упругих волн Li, 2, поворачиваются против часовой стрелки на угол Acp 
при изменении угла ср намотки стекловолокна на Дер.
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Полученные результа­
ты указывают на сложный 
характер волновых дви­
жений в ортотропных 
стеклопластиках, что объ­
ясняется анизотропией ос­
новных модулей упругос­
ти и зависимостью физи­
ко-механических свойств 
материала от угла намот­
ки ф. Более точные и глу­
бокие исследования мож­

но провести с помощью трехмерных волновых фронтов, поверхностей об­
ратных скоростей и их сечений в различных плоскостях анизотропной сре­
ды [3], поскольку такой подход позволяет рассмотреть различные особен­
ности распространения трех упругих волн.

1. Пластинки и оболочки из стеклопластиков / Под ред. И.И. Гольденблата. M., 1970.
2. П е т р а ш е н ь  Г.  И.  Распространение волн в упругих анизотропных средах. Л., 1980.
3 .  М а р т ы н е н к о  М.  Д. ,  Б о с я к о в  С.  M . / / Вести. БрГТУ. 2002. № 4. С. 55.

Поступила в редакцию 17.04.2003.

Сергей Михайлович Босяков -  кандидат физико-математических наук, доцент.
Дмитрий Георгиевич Медведев -  кандидат физико-математических наук, доцент.
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Рис. 2. Кривые обратных скоростей R t и R2 в плоскости 
X3=O ортотропного стеклопластика:

а -  <р=0, б -  ф=7с/6- KT1 (м/с)"1

УДК 621.372.5

О. Ч. РОЛИЧ, К М. ШЕСТАКОВ, В.С. САДОВ, А.Ф. ЧЕРНЯВСКИЙ

ПРИБЛИЖЕННОЕ ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ДИСКРЕТНОЕ 
КОСИНУСНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

The algorithm of approximate discrete cosine transformation by using integer processors is de­
scribed. The idea consists in basis (harmonic) function approximation by alternate power series 
with base 2.

Классическое /V-точечное дискретное косинусное преобразование (ДКП) 
представляет собой суперпозицию дискретной сигнальной выборки п с ор­

' 2лтогональным базисом bn(tk)=bnk=cos

I

nk
N

cos

и выполняется по формуле

" 2тс , пк 
N (1)

где N  -  это длина сигнальной выборки N=2Ч, qeN; к -  номер отсчета 
(£=1..JV); tk -  значение временного отсчета; п -  частотный коэффициент 
(и=1...М2); сп -  условное значение амплитуды п-й гармоники, составляю­
щей временной дискретный сигнал

Современные методы вычисления ДКП и спектра сигналов благодаря 
свойствам симметричности и периодичности базисных функций предпола­
гают группировку членов разложения Фурье и последующее применение 
рекурсивных алгоритмов [1, 2]. Этапы вычисления проводятся в простран­
стве вещественных чисел.
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Во многих задачах спектрального анализа сигналов нет необходимости в 
высокоточных вычислениях. При их решении целесообразно ограничивать­
ся пространством целых чисел, к которому принадлежит последователь­
ность ^-разрядных оцифрованных отсчетов обрабатываемых сигналов. В 
этом случае процесс вычислений ускоряется применением операций сдвига 
вместо умножения и деления, и его можно выполнить на целочисленных 
процессорах.

Данный подход достаточно просто реализуется, если в основе вычис­
ления ДКП лежит аппроксимация с заданной абсолютной погрешностью е

гармонической функции-базиса bn(tk)=bn̂ =cos 

ременным рядом по основанию 2:

Ь* = Га + Е Й Г *  aml

пк
N

степенным знакопе-

(2)

Здесь гпк -  базовый реперный уровень для к-то отсчета и п-й аппрок­
симируемой гармоники (гп*е [-1, I]), i -  номер приближения; I -  предельный 
номер приближения для заданной погрешности е аппроксимации (Z=I 
Snik определяет знак последующего члена в ряду приближения и принимает 
значение либо нуля, либо единицы; ршк -  степень двойки для к-то отсчета в 
і-м приближении для аппроксимируемой п-н гармоники (pnik=\...d)\ unik -  
коэффициент допуска вхождения nik-го члена в ряд приближения, прини­
мающий значение либо нуля, либо единицы.

Основными параметрами в (2) являются: базовый реперный уровень, ко­
личество приближений, знак перед последующим членом приближения и 
степень p nik двойки в ряду приближения. Если все эти величины для каждо­
го к известны, то дискретное косинусное преобразование сводится к вычис­
лению

1 N
ся = - У / Л . = 2 - ’ Х Л г., + ZH) (3)

1=1
где f k -  выборка оцифрованных сигнальных отсчетов. C учетом 

е  {±2"w* ,0} , wke N0, при вычислении с„ требуются лишь операции изме-'пк
нения знака, сложения (вычитания) и сдвига.

Плотность сетки базовых реперов (г'=0) в общем случае неравномерная и 
возражает с приближением к нулю. Увеличение i на единицу приводит к 
разветвлению реперных уровней, и для г-го приближения количество Q1 ре­
перов задается формулой

Q  = (Q )-I )  ( 2 4 r i v; ( a = i) W
. >1 .

где Qo -  количество базовых реперов, v/ ü = 1 ) -  удельное число реперов j -то 
приближения с единичным коэффициентом допуска.

Для варианта с p„ik<p„u+ щ

Q = (Q o-I) 2 'Л 'Г Ь ( а = 1) (5)

где Ad -  число всевозможных размещений из d элементов по г.
C учетом изложенного задача аппроксимации базисной функции сводит­

ся к заданию абсолютной погрешности е аппроксимации, разрядности d
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внутреннего представления целого числа, длины N  выборки и нахождению 
таких основных параметров ряда (2) для каждых к и п ,  при которых

Kk ~Ьп1к < е . (6)

После ее решения сгенерированная последовательность, содержащая 
информацию об аппроксимирующих (основных) параметрах rnk, I, snik, pnik, 
записывается во Flash-память процессора, и затем производится вычисле­
ние элементов ДКП в пространстве операций изменения знака, сложения 
(вычитания) и сдвига.

Мощность множества {г} базовых реперов определяется условием рав­
номерности базовой сетки. Это значение конечно и в случае гармонической 
базисной функции равно пяти: r={ I, Vi, 0, -Vi, -1}. Поэтому в формулах (4), 
(5) <2о=5, и в сгенерированной последовательности данных каждому реперу 
сопоставляется номер пит из множества {1, 2, 3, 4, 5}.

Аппроксимирующие параметры для каждого к и п  представляются в 
формате последовательности (1+1) байтов, причем младшему байту соот­
ветствует младший адрес (рис. 1). Формат рассчитан на 32-разрядное целое 
число, а в практических приложениях -  на современные 24-разрядные ана­
лого-цифровые преобразователи. В связи с тем, что в основной массе тех­
нических задач длина выборки фиксирована, сгенерированные параметры 
записываются в память программ либо во Flash-память.

Математика и информатика

пит л  I smt Резерв pmt smt

7 6 5 4 3 2 1 0  7 6 5 4 3 2 1 0  7

Адрес

Рис. 1. Формат представления аппроксимирующих данных для d =32

Процесс генерации данных заключается в формировании на каждом ша­
ге приближения к аппроксимируемому значению т близлежащих точек. 
Если наиболее близкая из них не удовлетворяет условию (6), то генериру­
ются 2dm реперных уровня следующего приближения и т. д. Алгоритм ге­
нерации представлен на рис. 2, где {/?,} -  это множество реперов I-го шага 
приближения. Массив М[ ] представляет собой массив C t : -структур типа 

struct er_R
{ std::deque<int> numlsp;

double er; 
double R;),

хранящий информацию соответственно об аппроксимирующих параметрах, 
невязке и текущем репере. Информация об аппроксимирующих параметрах 
представляется в виде двунаправленной очереди, а сортировка элементов 
массива приведенных структур в зависимости от значения т выполняется 
либо методом простого выбора (ш<10), либо методом Хоара.

В настоящее время оптимальными по шумовым характеристикам явля­
ются 12-разрядные аналого-цифровые преобразователи.

Для данной разрядности и е=0,05 аппроксимация отсчетов базисной 
функции проводится с однократным приближением, а формат представле­
ния аппроксимирующих параметров сводится к одному байту. В этом байте
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старший бит Snk знаковый, младшая тетрада отводится под показатель р пк 
степени, а оставшиеся три бита -  под номер Humnk репера.

В таком представлении используются все биты информационного байта. 
А для показателя степени отводится младшая тетрада, что, в свою очередь, 
позволяет считывать ее с помоіттыо одной команды, ускоряя тем самым 
процесс вычислений.

В этом случае
b , *» г . ± 2 ~р"іпк Humnt — 1

и для N=32 косинусу йц=0,981 соответствует приближенное значение, равное 
*4-2 =1-1/64=0,984 (в двоичном представлении оно имеет вид 110101 Юг). 

Моделирование предложенного алгоритма на тестовом сигнале

•' + 2 ' -
„ Ik  

cos 2п—  -c o s  2 я— + — cos
U  

2 л —
1

----- COS
12к

2л '
- 4 N N 2 N 3 N U

Л =

представляющем собой суперпозицию базисных функций с различными 
амплитудами, приводит к результату, отраженному на рис. 3.

В качестве эталонного ДКП приме­
няется преобразование, вычисленное 
по формуле (1).

Результаты показывают, что для 
данной модели сигнала наибольшую 
абсолютную погрешность при вычис­
лении ДКП предложенным алго­
ритмом имеют 7-я и 11-я гармоники.

Абсолютная погрешность вы­
числения сп, исходя из формул (1), 
(3), (6) и специфики целочисленного 
пространства, определяется как

^ns I-Kkn-Cll |]=1+

Io 
2 0
1 512

3  оI ---
5 0

0

-512

256

0

0

11 0

12 [-170 667

0

iJo

II 0_________

N I E  - Лк =I
(7)

где . причем |Е„*|<е. В
формуле (7) первое слагаемое, равное 
единице, учитывает потери, связанные 
с округлением сп до целого значения.

Таким образом, зависит от зада­
ваемой погрешности е, длины N  выбор­
ки и вида обрабатываемого сигнала^.

Для любой базисной функции пре­
дельная абсолютная погрешность 

,« г _v_, =i+t(,z - i) ,  где (2d- l )  -  максимально представимое для

d-разрядного АЦП число. Для определенных же базисов эта величина в не­
сколько раз меньше, что связано с учетом знака Enk:

£ . =1  +

Рис. 3. Численное представление результа­
та вычисления дискретного косинусного 

преобразования тестового сигнала:
а -  при непосредственном нахождении, б  -  многократ­

ной (е=0,0001) и  в -  однократной (е=0,05) 
аппроксимациях

п̂рсд

I
N к=I

<1 + 2“ - I  
N

N 

к=1
= i + 2' -1  

N Х£: -IKIк к

=  1 +
2d -1 

N
s : - s :
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где л: = > и -  соответственно суммы положительных и

отрицательных абсолютных погрешностей аппроксимации отсчетов п-й 
гармоники базисной функции, зависящие от е и N. После введения обозна­
чений S+ = max 5П+ и 5 ” = max S~ предельная погрешность Е,прсд при вычис-

Практические расчеты показывают, что для гармонической базы при 
е=0,05 и N=32 У=.Г=0,346313, а £пред=45. При этом наибольшая погреш­
ность будет проявляться у нечетных гармоник.

Допустимость рассчитанной погрешности является основным преиму­
ществом использования однократной аппроксимации по сравнению с мно­
гократной при ДКП или вычислении спектра посредством целочисленных 
процессоров с 12- или 16-разрядными аналого-цифровыми преобразовате­
лями.

Приведенные данные подтверждают эффективность использования 
предлагаемого алгоритма при вычислении ДКП, что позволяет выполнять 
эти процедуры на недорогих целочисленных процессорах.

Описанный алгоритм пригоден не только для ДКП, но и для преобра­
зований с иными базисами, например для вейвлет-преобразования.
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УДК 681.3.06:51+612.821:007

Н.С. КОВАЛЕНКО, C А. САМАЛЬ

ОРГАНИЗАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ОБРАБОТКИ 
КОНКУРИРУЮЩИХ ПРОЦЕССОВ В СИНХРОННЫХ РЕЖИМАХ

Неге the distributed processing organization of competing processes is examined in synchronic re­
gimes. The methods to search minimal common time to implement the given volumes of calcula­
tions in synchronic regimes of competing processes interaction are proposed for the distributed or­
ganization and linear assessment of labor-intensiveness.

Информационно-аналитические системы поддержки принятия решений 
(ИАСППР) предназначены для сопровождения процесса планирования и 
управления сложными системами через использование данных, знаний и 
моделей. ИАСППР в социально-экономических системах являются «интел­

k к

п

лении ДКП запишется в виде
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лектуальным» подклассом СППР 
стоящи [1].

, весьма сложны в реализации и дорого-

При решении таких задач существенное значение приобретают возмож­
ности, предоставляемые системами параллельной обработки конкурирую­
щих процессов. Мы остановимся лишь на интересовавшем нас направлении 
параллельной обработки при проектировании интеллектуальных моделей 
социально-экономических систем.

При создании систем параллельной обработки данных, в том числе об- 
njecHw ̂ много и прикладного программного обеспечения для них, цен­
тральными являются две взаимосвязанные проблемы: минимизация време­
ни реализации заданных объемов вычислений и синхронизация большого 
числа одновременно взаимодействующих параллельных процессов. Для 
решения каждой из них предлагаются свои подходы. Однако реализация 
сложных механизмов синхронизации влечет рост накладных расходов, что 
влияет на оперативность решения задач. В то же время неудовлетворитель­
ное решение этой проблемы приводит к тупиковым ситуациям [2, 3]. По­
этому целесообразно рассматривать эти проблемы вместе.

Один из путей решения указанных проблем состоит в разработке таких 
методов организации взаимодействия большого числа параллельных про­
цессов, которые обеспечивают, с одной стороны, простоту механизмов син­
хронизации, а с другой -  оперативность реализации заданных объемов вы­
числений.

В работе с помощью математического аппарата сетевых дуговзвешен­
ных графов разработаны методы нахождения точных значений минималь­
ного общего времени выполнения заданных объемов вычислений в много­
процессорных системах (MC) с ограниченным числом процессоров и ли­
нейными оценками трудоемкости по числу блоков и процессов.

Предлагаемые методы минимизации общего времени выполнения за­
данных объемов вычислений в MC с ограниченным (по числу процессоров) 
параллелизмом основываются на структурировании программных ресурсов 
на параллельные блоки [4].

Пусть р, р>2, -  число процессоров MC; п, п>2, -  число конкурирующих 
процессов; s, s>2, -  число блоков структурированного программного ресур­
са, причем на множестве блоков установлен линейный порядок их выпол­
нения (1, 2, ..., s). Предполагается, что все п процессов используют одну 
копию структурированного на блоки программного ресурса. В дальнейшем 
под процессом будем понимать выполнение блоков программного ресурса 
в порядке (1, 2 , ..., S). При этом процесс называется сосредоточенным, когда 
для всех блоков задействован один и тот же процессор, и распределенным, 
если все блоки или часть из них выполняются на разных процессорах.

Предполагается также, что взаимодействие процессов, процессоров и 
блоков подчинено следующим условиям:

1) ни один из блоков программного ресурса не может обрабатываться 
одновременно более чем одним процессором;

2) ни один из процессоров не может обрабатывать одновременно более 
одного блока;

3) обработка каждого блока осуществляется беспрерывно;
4) распределение блоков программного ресурса по процессорам для ка­

ждого из процессов осуществляется по правилу: блок с номером j=kp+i, 
j  = I, S, i = I, р, k>  0, распределяется на процессор с номером L
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Наряду с 1) -  4) введем дополнительные условия, которые определяют 
два синхронных режима взаимодействия процессов, процессоров и блоков:

5) для каждого из процессов момент окончания выполнения блока на г-м 
процессоре совпадает с моментом начала выполнения следующего блока на
(і+1)-м процессоре, г = I, р - 1;

6) для каждого из блоков программного ресурса момент завершения 
его выполнения I-м процессом совпадает с моментом начала его выполне­
ния (/+1)-м процессом на том же процессоре, I = 1,и -1.

Условия 1) -  6) определяют два базовых синхронных режима взаимо­
действия процессов, процессоров и блоков программного ресурса, каждый 
из которых получается очередным добавлением к 1) -  4) условий 5) и 6) 
соответственно.

Первый синхронный режим, определяемый 1) -  5), обеспечивает непре­
рывное выполнение блоков программного ресурса внутри каждого из про­
цессов, а второй, определяемый 1) -  4), 6), обеспечивает непрерывное вы­
полнение каждого блока всеми процессами.

Далее будем предполагать, что система из п процессов является неодно­
родной, т. е. время выполнения блоков программного ресурса существенно 
зависит от объемов обрабатываемых данных и их структуры. Пусть 
Uij] -  (лхд)-матрица времени выполнения блоков программного ресурса, где 
ty -  время выполнения j -го блока г-го процесса, i = 1,и, j  = l,s.

1. Синхронный режим с непрерывным выполнением блоков 
программного ресурса каждым из процессов

Рассмотрим вначале первый синхронный режим. Минимальное общее 
время выполнения п конкурирующих процессов на р  процессорах обозначим 
через Tc1 (р, п, 5), для вычисления этой величины рассмотрим два случая.

Первый случай -  s=p, т. е. число процессоров MC является достаточным. 
Тогда, согласно условию 4), для всех п, п>2, процессов каждый j-й блок, 
j  = l , s ,  распределяется на j -й процессор. При этом с учетом условия 5), ко­

торое определяет первый синхронный режим, начало выполнения первого 
блока для каждого из последующих процессов, начиная со второго, будет 
определяться величинами

Физический смысл величин (1) состоит в том, что они указывают мо­
менты старта очередного процесса по отношению к предыдущему.

Учитывая (1) и тот факт, что длительность выполнения последнего про­

цесса составляет ^ t nj, для вычисления величины i id. п, s) получим фор­

мулу:

Tj(p, п, s = p ) = £ m 1'
J=I J=I

+ $ л -
J=i

(2)

Заметим, что в условиях рассматриваемого режима взаимодействие про­
цессов, процессоров и блоков программного ресурса удобно отображать с 
помощью аппарата линейных диаграмм Ганта [5]. Такая диаграмма при s=p
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приведена на рис. 1, причем время выполнения блоков для каждого из про­
цессов указано на диаграмме.

Замечание. При s<p для вычисления величины i. id . п, s) достаточно 
взять S процессоров и воспользоваться соотношением (2), заменив в нем р 
на S. Оставшиеся p-s процессоров в этом случае не будут задействованы.

Рассмотрим далее случай, когда s>p. Пусть s=kp, к>\. Тогда разобьем 
множество блоков на к групп по р блоков в каждой, что равносильно раз­
биению исходной матрицы времени выполнения блоков [гу] на к подматриц 
по р столбцов в каждой.

В дальнейшем понадобятся следующие обозначения:
tIj--  -  время выполнения у-го блока і-го процесса в I-й группе

блоков, і = 1,и, j -1,р,  1=1,к;
T -  суммарная длительность выполнения очередных р блоков г-го про­

цесса в I-й группе блоков, i =1,п, 1 = 1,к;
Sj -  время задержки начала выполнения первого блока (г+1)-го процесса 

по отношению к г-му процессу в I-й группе блоков, i = 1, л - 1, 1 = 1,к;
-  время задержки начала выполнения первого блока первого процесса 

в (/+1)-й группе блоков по отношению к первому блоку n-го процесса в I-Pi 
группе блоков, I = 1,к -1.

Вычислим значения Т! ,S j и Sj1. В силу условия 5), которое определяет 
первый синхронный режим, получим:

i = U iJ  = IJc
J-I

= max
IS U S p  . ,

J = I

i = l ,n - l , l  = l,k;

Sj1 = max
K uSp

и- iI-:,-sc
J=i

1 = 1,k - l .

(3)

(4)

(5)

Отобразим далее взаимодействие процессов, процессоров и блоков с 
учетом условий 1) -  5), которые определяют рассматриваемый синхронный
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режим в виде сетевого дуговзвешенного графа Gi (рис. 2). Вершины графа 
расположим в узлах прямоугольной решетки размерности пх(к+1 ), при этом 
каждая из них, за исключением вершин (fc+l)-ro уровня, будет определять 
момент начала выполнения очередных р блоков г-го процесса в /-и группе 
процессов. Пронумеруем эти вершины парой чисел (г, /), i = l,n, I - I , к.
Вершины (к+1)-то уровня определяют моменты завершения выполнения 
процессов и являются висячими.

Вершины в графе соединим дугами трех типов: горизонтальными дуга­
ми соединим вершины (г, /) и (г, /+I), г = l,n,l - 1  ,к ; вертикальными -  вер­

шины (г, /) и (г+1 , /), г = 1 ,г г - 1, I -  \ ,к ; наклонными (диагональными) -

вершины (п, I) и (г, 1+1), 1 - \ , к - \ .
Горизонтальные дуги отражают продолжительность выполнения оче­

редных р блоков г-то процесса в I-й группе блоков, i = I, л, I = 1, к . Их длины 
определяются по формулам (3). Вертикальные дуги в графе отражают вре­
мя задержек начала выполнения первого блока (г+1 )-го процесса относи­
тельно начала выполнения первого блока г-го процесса в I-й группе блоков, 
i = \,п - 1,1 = \,к . Длины этих дуг вычисляются по формулам (4). Наклонные 
дуги определяют время задержек начала выполнения первого блока первого 
процесса в (/+1 )-й группе блоков по отношению к первому блоку л-го про­
цесса в Z-й группе, 1 = \ ,к - \ .  Их длины вычисляют по формулам (5).

Построенный таким образом сетевой дуговзвешенный граф Gi пол­
ностью отображает во времени выполнение п конкурирующих процессов на 
р процессорах в первом синхронном режиме с непрерывным выполнением 
блоков программного ресурса каждым из процессов.

Таким образом, имеет место следующая
Теорема 1. Если взаимодействие процессов, процессоров и блоков про­

граммного ресурса подчинено условиям 1) -  5), то минимальное общее 
время выполнения п, п>2 , конкурирующих процессов на р, р>2 , процессо­
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рах при s-kp, к>1, определяется длиной критического пути в сетевом дуго­
взвешенном графе G] из начальной вершины (I, 1 ) в заключительную вися­
чую вершину (п, £+ 1 ).

В случае когда s=kp+r, к>\, \<г<р—\, минимальное общее время выпол­
нения п процессов на р процессорах определяется аналогичным образом, 
как и при s=kp, к> 1. Отличие состоит в том, что при разбиении исходной 
матрицы времени выполнения блоков [fv] на подматрицы по р столбцов по­
лучится £ + 1 подматрица, причем последняя (&+1 )-я подматрица содержит 
только г столбцов. Формулы (3) и (4) аналогичны с той лишь разницей, что 
I = 1 .К + 1 , причем при 1=к+1 в формуле (3) j  изменяется от 1 до г, а в фор­

муле (4) и изменяется от 1 до г. В формуле (5) I = IJc, причем при 1=к зна­
чение и изменяется от 1 до г.

Соответствующий сетевой граф будет содержать пх(к+2) вершин, при­
чем п вершин на (к+2)-м уровне будут висячими. Критический путь в таком 
сетевом графе из начальной вершины (I, 1 ) в конечную (п, к+2) будет опре­
делять минимальное общее время выполнения s=kp+r, к> 1 , \<г<р-\, про­
цессов на р процессорах.

2. Синхронный режим с непрерывным выполнением каждого 
из блоков всеми процессами

Рассмотрим второй синхронный режим. Минимальное общее время вы­
полнения п неоднородных конкурирующих процессов на р процессорах 
обозначим через Гс2 (р, п, s). Заметим, что при s=p рассматриваемый режим 
взаимодействия процессов, процессоров и блоков совпадает с технологией 
выполнения операций в многоеіаднйной задаче теории расписаний с п тре­
бованиями и S приборами, когда каждый прибор обслуживает требования 
непрерывно одно за другим [5]. Следовательно, минимальное общее время 
выполнения п неоднородных конкурирующих процессов при s=p будет оп­
ределяться функционалом этой задачи. Полагая в нем время обслуживания 
i-го требования 7-м прибором равным ty, i = l,n, j  = l,s, получим следую­
щее равенство:

В случае s<p для вычисления величины у. ш. п, s') достаточно взять s 
процессоров и воспользоваться соотношением (6), заменив в нем р на s. Ос­
тавшиеся процессоры (р-1 ) в этом случае не будут задействованы.

Пусть далее s=kp+r, к> 1, \<т<р-\. Тогда произведем разбиение множе­
ства блоков на KTi группы по р блоков в каждой, за исключением послед­
ней, которая может содержать г блоков, если s не кратно р . Это равносиль­
но разбиению исходной матрицы времени выполнения блоков ir„i на к+1 
подматрицу по р столбцов в каждой, причем подматрица &+1 в случае, ко­
гда S не кратно р, будет содержать г столбцов. ’

При s=kp, к>\, введем следующие обозначения:
tV =h,(i-\)p+j~ время выполнения 7-го блока i-го процесса в l-я группе бло­

ков, i = \,n, 7 = 1, р, 1 = 1,к]

Tj ~ суммарная длительность выполнения 7-го блока в l-я группе блоков 

всеми п процессами, 7' = I, р, I = 1,к\

Т* (р, п, S  = р) = V  шах 
i-i

(6)
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A1J -  время задержки начала выполнения ( /- 1 )-го блока по отношению к

,/-MyGHoKyflHHnepBoronpoiieccaBz-IirpyiuieGHOKOB, j  = l ,p - l ,  I = I,к;
A1 -  время задержки начала выполнения первого блока в (/-1)-й группе

по отношению к р-му блоку в /-й группе, I = I ,к -I .
В силу того что рассматриваемый режим распределенной обработки 

обеспечивает непрерывное выполнение каждого блока программного ре­
сурса всеми процессами и с учетом введенных обозначений, имеют место 
следующие соотношения:

(7)
1=1

A- = шах* ISvSa I A - 1 A *

А = т а х

7+1

V - I

j = l ,p - l ,

1=1
/ = U - L

(8)

(9)

При s=kp+r, к>1, \<т<р-\, в формулах (6), (7) / = 1,А + 1, причем при 
Z=Ar-I-I j  изменяется от 1 до г. Формула (8) для первых к групп блоков имеет 
тот же вид, но при Z=Ah-I j  изменяется от 1 до г-1. В формуле (9) I - I ,  к . 
Далее строим сетевой дуговзвешенный граф специального вида G2 (рис. 3). 
В узлах прямоугольной решетки размерности (к+2)хр расположим верши­
ны графа, каждая из которых, за исключением р заключительных вершин 
(из них р-г  находятся на (&+1 )-м уровне и г -  на (&+2)-м), определяет мо­
мент старта у-го блока в /-й группе блоков, у = I, р, I = 1,А:, а для (£+1 )-го 

уровня -  j  = 1 , г . При этом на (к+2)-м уровне граф G2 будет содержать р-г

Рис. 3
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фиктивных вершин. Заключительные висячие вершины определяют момен­
ты завершения выполнения процессов.

Пронумеруем вершины графа G2 парой чисел (/, j), первое из которых 
означает номер группы блоков I = (1,к + 2 ), а второе — номер блока первого 
процесса в этой группе j  = (1 ,р ) .

Вершины в графе соединим дугами трех типов: горизонтальными дуга­
ми соединим вершины (/, j) и (/, у+1 ), 1 = 1,к + 2, j  = i. d : вертикальными -  

вершины (/, J) и (/+I, j), I = 1 ,к + 2, j  = 1 , р ; наклонными (диагональными) -  
вершины (/,р) и (/+1 ,1 ), 1 = \,к + \.

Горизонтальным дугам припишем время задержки начала выполнения 
0 + 1 )-го блока по отношению к j-му для первого процесса в каждой из / 
групп блоков, j  = l ,p - l ,  1 = 1,к , которые вычисляются по формулам (8). 
При этом горизонтальным дугам, соединяющим соседние вершины, начи­
ная с вершины (&+1 , г) до вершины (£+1 , р), на (£+1 )-м уровне и всем гори­
зонтальным дугам на (к+2)-м уровне припишем нулевую длительность. 
Вертикальным дугам припишем суммарные длительности выполнения j-го 
блока в /-й группе блоков всеми п процессами, j  = 1,р, I = 1, к , которые вы­

числяются по формулам (7), с учетом того, что при l=k+1, j  = \,г  . При этом 
вертикальным дугам, выходящим из вершин (А:+1 )-го уровня, начиная с 
вершины (£+1, г+ 1 ), припишем нулевую длительность. Наклонным (диаго­
нальным) дугам припишем время задержки начала выполнения первого 
блока в (/+1 )-й группе по отношению к р-му блоку в l-й группе, / = 1Д  , ко­
торое вычисляется по формулам (9). При этом наклонной дуге ((jt+1, р), 
(к+2, 1 )) припишем нулевую длительность.

Построенный таким образом сетевой дуговзвешенный граф Gi пол­
ностью отображает во времени выполнение п конкурирующих процессов на 
р процессорах во втором синхронном режиме с непрерывным выполнением 
каждого из блоков программного ресурса всеми процессами.

Таким образом, имеет место следующая
Теорема 2. Если взаимодействие процессов, процессоров и блоков про­

граммного ресурса подчинено условиям 1) -  4), 6), то минимальное общее 
время выполнения п, п>2 , конкурирующих процессов на р, р>2, процессо­
рах при s=kp+r, к> 1 , 1<г<р-1, определяется длиной критического пути в се­
тевом дуговзвешенном графе Gi из начальной вершины (I, 1 ) в заключи­
тельную вершину (к+2, р).

Jf? Jf? Jf?

Математика и информатика

Таким образом, с помощью математического аппарата сетевых дуго­
взвешенных графов для двух базовых синхронных режимов при распреде­
ленной обработке конкурирующих процессов получены математические 
соотношения для вычисления точных значений минимального общего вре­
мени выполнения заданных объемов вычислений. При этом сложность та­
ких вычислений, согласно теоремам 1 , 2 , является линейной по числу бло­
ков и процессов, что следует из свойств критического пути графов Gi и G2, 
регулярности их структуры и линейности по числу дуг в зависимости от s и 
п. Заметим, что ранее аналогичная задача решалась с использованием аппа­
рата теории расписаний и приемов совмещения линейных диаграмм Ганта,
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при этом были получены достижимые оценки (в отдельных случаях точные 
значения), сложность вычислений по которым квадратичная [6]. Предло­
женный подход с использованием аппарата дуговзвешенных графов позво­
лил получить не только точные значения, но и обеспечить линейную трудо­
емкость соответствующих алгоритмов, базирующихся на предложенных 
методах.

Полученные формулы и математические соотношения служат отправной 
точкой в решении проблем синхронизации множества взаимодействующих 
конкурирующих процессов в многопроцессорных системах с распределен­
ной обработкой данных.
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УДК 396.677

ВИ . ДЕМИДЧИК. Р.В. КОРНЕВ

АНАЛИЗ МИКРОВОЛНОВЫХ с в о й с т в  
ПРОВОЛОЧНЫХ КИРАЛЬНЫХ РАССЕИВАТЕЛЕЙ 

МЕТОДОМ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

A numerical technique o f polarizabilities calculation o f wire elements having chiral properties 
is offered. The calculations are based on the method o f the integral equation. The comparison of 
numerical results and the analytical calculations is carried out.

Электродинамика композиционных материалов является активно разви­
вающейся отраслью науки. Применение в различных СВЧ-приборах подоб­
ных материалов предъявляется весьма перспективным направлением, с ко­
торым связаны надежды как на улучшение характеристик традиционных 
устройств, так и на разработку новых технических решений.

Как известно, композиты, используемые в СВЧ-технике, представляют 
собой диэлектрические матрицы, в которые диспергированы частицы, про­
извольные по геометрии и внутренней структуре. Основной задачей при 
проектировании подобных сред является определение эффективных элек­
тродинамических параметров по геометрии отдельных включений, их элек­
тромагнитным свойствам и характеру расположения в диэлектрике. Особый 
интерес вызывают киральные среды на основе частиц в виде проводящих 
волокон различной конфигурации, так как подобные материалы находят все 
большее применение в пассивных элементах техники СВЧ для создания ра­
диопоглощающих покрытий и материалов [1 ].

Для макроскопического описания электромагнитных свойств отдельной 
частицы используются коэффициенты поляризуемости (КП) [2]. В данной 
работе предлагается методика расчета КП тонкопроволочных рассеивате­
лей, основанная на численном решении методом коллокаций с применени­
ем кусочно-постоянных базисных функций интегрального уравнения (ИУ) 
Поклинггона для распределения тока [3].

В качестве примера рассмотрим киральную частицу в виде витка спира­
ли с присоединенными проводниками, как показано на рис. 1 . Задав па­
дающее поле и решив ИУ, находим ток 1(г) вдоль рассеивателя. -

По найденному распределению тока определяются значения электриче­
ского р и магнитного ш моментов проволочного элемента [4]:

P = - J 1^ .  О)

/йй
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П1 = —|[г($)хІ(і)]</.У (2)

21

Рис. 1. Геометрия частицы

где со -  частота падающего поля, , -  ток 
вдоль частицы.

Интегрирование в формулах (1), (2) ве­
дется по длине проводника.

Дипольные моменты исследуемой части­
цы связаны с КП следующими соотноше­
ниями [2]:

р = е„ у I е Ь ) + іт\х,т (е ,Н ) е7, (3)

m = [-Xmm (егН ) -  іц 'х^  (ezE ) ] e t , (4)

'0 >
которые дают возможность определить Xee, Хтт, Ът, Хте, Для чего рассмат­
риваются два способа возбуждения частицы.

В случае когда вектор E падающего поля направлен параллельно оси 
проволочного элемента іь=л,е,. при этом H lez), коэффициенты Xee и Xme в 
(3), (4) выражаются через дипольные моменты р £ = р£ег и ш£ = т £ег сле­
дующим образом:

Xee Xme =I
■ т?Т]= J--- (5)

Аналогично определяются коэффициенты Xmm, Xem, если ось частицы па­
раллельна вектору H падающего поля (H= Ягег):

xem=-i- Xn,,=
т.
Н.

(6)
0^0 H  г

Таким образом, численно решив ИУ относительно распределения тока и 
определив по формулам ( 1 ), (2) дипольные моменты тонкопроволочного 
рассеивателя, нетрудно рассчитать его КП.

Проведено сравнение результатов расчета с данными, полученными на 
основе теории цепей. В этом случае проволочный элемент представляется в 
виде резонансного контура, образованного кольцом и проводниками с за­
данными значениями их емкости, индуктивности и сопротивления. Под­
робный анализ исследуемых частиц и приближенные аналитические выра­
жения для КП в этом случае приведены в работе [5].

На рис. 2 показаны зависимости КП от частоты при численном решении 
(5), (6) (кривая 7) и приведены результаты аналитического приближения [5] 
(кривая 2). Рассматриваемая частица (см. рис. 1) имеет следующую геомет­
рию: I=5 мм; а=5 мм; г0=0,1 мм. Как видно, хорошее соответствие числен­
ного решения аналитическому наблюдается в широком диапазоне частот, 
кроме областей, в которых частота падающего поля приближается к резо­
нансной частоте частицы. Стоит обратить внимание на идентичность кри­
вых, изображенных на рис. 2 в и рис. 2 г (кривая 7), которая свидетельству­
ет о выполнении принципа взаимности Xem=Xme и может служить дополни­
тельным критерием адекватности предложенной модели расчета.

Предлагаемая методика анализа электромагнитных свойств проволоч­
ных частиц применима к расчету произвольных по геометрии рассеивате­
лей. На основе полученных результатов сравнительно просто можно опре-
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Рис. 2. КП киральной частицы:
1 -  расчет по формулам (3), (4); 2 -  расчет по формулам (5)

делить эффективные электродинамические параметры композиционного ма­
териала. К примеру, если размеры отдельного рассеивателя малы по срав­
нению с длиной волны и объемный коэффициент заполнения/=«V (п -  чис­
ло частиц в единице объема, V — объем рассеивателя) мал, то эффективные 
параметры среды можно зассчитать методом Максвелла -  Гарнета [6]:

3 _________ 1 - ^ / 3 _________
( 1 - Ь „ / 3 ) ( 1 - ^ / 3 ) - ^ / 9

1 - ^ / 3
- ^ / 3 ) ( l - ^ / 3 ) - ^ w /9

( l - b j 3 ) ( l - b Z / 3 ) - b emb j 9 '
b"  = = I «Хея ,

Ь те Ьет ,

где е, ц — эффективные диэлектрическая и магнитная проницаемости, к — 
параметр киральности композита, а коэффициенты Xmm, Ът> Xme опреде­
ляются из соотношений (5), (6).

Таким образом, метод ИУ позволяет провести расчет КП тонкопрово­
лочных сі^уктур произвольной геометрии, что дает возможность анализа 
композиционных материалов на основе проводящих волокон.
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УДК 336:519

PM. LAPPO

PROBABILITY OF RUIN IN COLLECTIVE RISK 
MODEL WITH RANDOM PREMIUMS*

Рассмотрена модель коллективного риска со случайными премиями и получено выраже­
ние для вероятности разорения за бесконечное время.

For t>0, let U(Jf) denote the surplus of the insurer at time t. In the classic 
model (see, for example, [I, 2]) it is assumed that premiums are received con­

tinuously at a constant rate, c>0. Let S(t) = ^  X1, where N2(Jt) is the claim
i=l

number process, Xi -  are the claim amounts. We assume that N2(t) is the Poisson 
process with parameter X2, and Xj are independent identically distributed random 
variables with moment generation function (m. g. f.) Mx(Y). If U(O)=U is the sur­
plus at time 0, then in the classic model

U(t) = u + c t - S ( t ) . (I)
In the papers [3, 4] the premium income is an arbitrary nonnegative function. 

In this paper we assume that the premium income is a compound Poisson process
N1(I)

V ( t )  = X Y J >
J = I

where N1 (t) denote the number of premiums, and Yj denote the amount of the j  th 
premium. We assume that the process N1 (t) is the Poisson process with parameter 
Xi, and Yj are independent identically distributed random variables with m. g. f. 
My(r). The processes Ni(t), N2(t) and random variables Xi and Yj are independent 
with My=E(Xi) and [Xy=E(Xj) . In our model the surplus is

N1(I) N2(I)

U ( I ) = U +  2 > ; -  » ; •  (2)
I-i J-i

Let us define r=inf{t:t>0, U(t)<0} as the time when ruin occurs (with the un­
derstanding that T=oo is the symbolic for U(t)>0 for all t>0; that is, ruin does not 
occur). Further we denote by \\t(u)=P(T<°°) the probability of min considered as

Статья публикуется в авторской редакции.

103



Краткие сообщения

a function of initial surplus и. It is well known (see Theorem 12.1 from [I]) that 
for the model (I) for u>0

. -R u

¥(«) =
T <  OO

where R is the adjustment coefficient. It is defined as a positive solution of the 
equation K2+cr=K2Mx(r). Here we are obtaining the expression for \j/(m) for the 
model (2).

Theorem. If U(t) is defined by (2), and К ,р^К2рх>0 then

T<°°
where R is a positive solution of the equation

X1 {MK ( - r )  - 1} = -X2 (Afjr (r) - 1}.
P r o o f  o f  T h e o re m .  For z>0 and r>0 we consider

-rU(t) ir / J n /T^  . Л -rUif)

(3)

f j e  r f / ( , )J = £ | e  rf/( ,)  |Г <zJp(T <r) + f | e  rU(t) \T > / jp ( T  >z). (4)

Since U (t) = и + V (t) -  S ( t ) , the term on the left-hand side of (4) is
exp{-ru + (~r) - 1) + K2t(M x (r) -1)}. (5)

In the first term of the right-hand side, we write
U(I) = U(T)+ U( t ) -U(T)  = U (T)+ {V(t)- V  (T) ) - [S ( I ) - S ( T) ) .

For given T<t, the terms in brackets are independent and independent from 
U(T). The term in the first brackets has a compound Poisson distribution with pa­
rameter X1(Z-T), the term in the second brackets -  with parameter K2(t-T). Hence 
the first term on the right-hand side of (4) can be written as 

E [exp(-rf/(T)) exp{X, (t -T)(M r (-r) - 1) + A,, (z -  T)(MX (r) - 1)} T < t P(T < t). (6)
If we choose r such that X1(M^-A)-I }=-Х2{М*(а) - 1 }, expressions (5) and (6) 

can be simplified. Substituting the simplified expressions with r= R into (4) we 
obtain

= E c-RU{T) T < t  P(T<t)  + E ?-RUiT) T > t  P(T>t ) .  (I)
The first term on the right-hand side converges to

e \j ~*U{T) |Г  < ° oJ v|/(m) .

To prove Theorem we show that the second term on the right-hand side of (7) 
vanishes for z—>°°.

We obtain from (2) that EVU^u+K^t-KitM ^u+W Piy-K,и Л . Var[U(t))= 
= (\Р г +КРг > where p \= tL \i t  and p* = с. л  a . Then

E ^ e RU<T) I T> t, O < U(t) < и + (X1Jlik -  X2p xr) -  ̂ (X 1P2' + X2p* )z2/3]x

xP T>t ,  0<U(t )<u + (k.u.„ -X 2Pk)z-

+E[e-RU(T)\T>t, U(t)>u + (KiiIr - *.2p x)z-V(X,pJ +K2p R)z:/3] x 

xP T> t, U(t)>u + (K.n„ -  )t — +  K2Px1
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< p { u ( t ) < u +  - X , \ i y ) t -

+ ехр -/?(u + ( A , u „ - X 7\ i y ) t -  

<  +  expj-/?(u +  ( A . u „ - X 2[ i x ) t -

by Chebyshev’s inequality. But if (X>Uv-X?u.y)>0 this upper bound tends to 0 for
f—>oo.

Example. Derive an expression for R in the special case where the Yi' s 
common distribution is an exponential with parameter ßb and X1' s distribution is 
an exponential with parameter ß2. We assume that Х\фХ2, and Xi/ßi>X2/ß2- Then 
the equation (3) has the form

X I

Краткие сообщения

f  - . I = - X i р! - 0
{ ß. + г ) 1^ - г

Hence the positive solution is
^  _ ^-iß; ~ ^ ß i

X1+X,
We can show like in [I, p. 353, 354] that in the case of exponential distribu­

tion of the random variables X1' s

?-RUlT) ß2
- ß , - Ä

This gives us the expression for V|/(u)
V  M ß , + ß 2)

4 4  ' “ ß 2 ( x 1 + x 2 ) CAp

ß2

X,ß,-X,ß, 
X( + X2
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У ДК 512.542

Е А . ЗАДО РО Ж Н Ю К

ОБ ОДНОМ КРИТЕРИИ СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ 
КОНЕЧНЫХ ГРУПП

It is  p ro v ed  that i f  N  is  a n orm al su b grou p  o f  a f in ite  grou p  G  w ith  su p erso lv a b le  faktorgrou p  
G IN  an d  i f  e v e r y  n on p ron orm al in  G  su b grou p  from  N  o f  p rim e ord er and  ev e r y  its  su b grou p  o f  or­
d er  4  h a v e  a su p erso lv a b le  su p p lem en t in  G , than G  is  su p erso lv a b le .

Будем рассматривать только конечные группы. Все обозначения и 
используемые определения стандартны и соответствуют принятым в [1 ]. 
Напомним некоторые из них.
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Подгруппа Я  группы G называется пронормапьной в G, если любая 
подгруппа К из G, сопряженная с Я  в G, сопряжена с Я  и в подгруппе, 
порожденной H и К. Добавлением к подгруппе К группы G называется 
такая подгруппа Я  из G, что HK=G. Группа называется сверхразрешимой, 
если она обладает нормальным рядом с циклическими факторами.

Согласно Хупперту [2], группа сверхразрешима тогда и только тогда, 
когда индексы ее максимальных подгрупп являются простыми числами. 
Этот красивый и весьма нетривиальный результат положил начало боль­
шому числу исследований, связанных с нахождением критериев сверхраз­
решимости групп и изучением различных обобщений сверхразрешимых 
групп. В частности, один интересный критерий сверхразрешимости группы 
был получен в работе [3], где доказано, что группа G нечетного порядка 
сверхразрешима, если у нее все минимальные подгруппы нормальны.

Существенно расширяет этот и соответствующий результат работы [4] 
следующая

Теорема. Пусть N -  нормальная подгруппа группы G, такая, что фак­
торгруппа GIN сверхразрешима. Если каждая непронормальная в G под­
группа из N простого порядка, а также каждая ее подгруппа порядка 4 
имеют в G сверхразрешимое добавление, то группа G сверхразрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что теорема не верна, т. е. существуют 
несверхразрешимые группы, удовлетворяющие условию теоремы. Выберем 
среди них группу G, имеющую наименьший порядок. Пусть Я  -  произволь­
ная собственная подгруппа группы G. Из нормальности N b G следует, что 
Я П Ж Я . Так как подгруппа сверхразрешимой группы сверхразрешима, то 
факторгруппа HINDH = HNIN также сверхразрешима.

Пусть А -  некоторая непронормальная в Я  подгруппа простого порядка 
или порядка 4, содержащаяся в NDH. Подгруппа А является непронормаль­
ной и в G, так как в противном случае она была бы пронормапьной и в лю­
бой подгруппе группы G, в частности в Я. Ввиду условия теоремы под­
группа А имеет в G сверхразрешимое добавление, т. е. AT=G для некоторой 
сверхразрешимой подгруппы T из G . Но так как, согласно тождеству Деде- 
кинда, верно равенство H=HDAT=A(HDT), то поДі ̂ ynna А имеет сверхраз­
решимое добавление HDT в Я. Ввиду того что группа Я  удовлетворяет ус­
ловию теоремы, а для собственных подгрупп группы G теорема верна, по­
лучаем, что Я  сверхразрешима.

Таким образом, G -  минимальная несверхразрешимая группа. Используя 
результаты работ [2] и [5], видим, что в группе G имеется нормальная не­
единичная силовская р-подгруппа Р, удовлетворяющая условиям:

1) P -  наименьшая нормальная подгруппа, такая, что факторгруппа GIP 
сверхразрешима;

2) Р / Ф ( Р )  -  главный фактор группы G;
3) P имеет экспоненту р, если р нечетно, либо экспонента P равна 2 или 

4, если р = 2;
4) P7=O(P)=PnO(G) и либо P -  элементарная абелева подгруппа, либо 

P7=Z(P).
Пусть хеР/Ф(Р) и L=<x>. Тогда либо \Ц=р, либо \Ц=4 (при р=2). Пред­

положим, что L пронормальна в G. Так как подгруппа L также субнормаль­
на в G, ввиду леммы 1.6.3 [1] следует, что L нормальна в G. Тогда LO(P) 
нормальна в G и 0(P)<LO(P)<P. Отсюда следует, что LO(P)=P. Так как
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PI O( P)  = LO( P) I O( P)  = L I O( P ) f ) L
и PIO(P) -  элементарная абелева группа, то Ф(£)£Ф(P)DL. Из того, что 
UO(P)HL -  группа простого порядка, следует, что PIO(P) -  циклическая 
группа. Ввиду изоморфизма

G IP  = ( G/ 0 ( P ) ) / ( P I 0 ( P ) )
и того, что GIP сверхразрешима, а PIO(P) циклична, из теоремы 1.1.2 [6] 
следует, что факторгруппа GIO(G) сверхразрешима. Противоречие. Значит, 
поді руппа L не является пронормальной в G.

Ввиду условия теоремы в G существует сверхразрешимая подгруппа Т, 
такая, что G=LT. Так как G -  несверхразрешимая группа , то TtG. Пусть M -  
максимальная подгруппа группы G, содержащая Т. Если Р<М, то L<M и по­
этому G=LT=LM=M. Противоречие. Значит, подгруппа P не содержится в М.

Так как P<G, то по теореме 1.9.2 [1] Ф(Р)сФ(С). Отсюда следует, что 
Ф(P)<zM и поэтому PHM=PHMc=O(P). Следовательно, главный фактор 
PlO(P) является G-изоморфным факторгруппе McPIMc. А так как GIMc -  
примитивная группа и по лемме 1.15.8 [1] McPIMc -  единственная мини­
мальная нормальная подгруппа группы GIMc, то

GI Mc \ М / М С = PMc IMc = Р /Ф (Р ) |=  G\ M .
Из равенства LM=G следует, что |G:M|<|L|. Если |L|=4, то X2G Ф(Р) и по­

этому MHLtl. Тогда |MflL|=2. В этом случае \PIO(P)\=\G:M\ -  простое чис­
ло. Получили рассмотренный случай, который, как мы уже знаем, невозмо­
жен. Вновь полученное противоречие доказывает теорему.

Следствие 1. Если каждая ненормальная в G подгруппа простого поряд­
ка или порядка 4 имеет в G сверхразрешимое добавление, то группа G 
сверхразрешима.

Следствие 2. Пусть G -  группа нечетного порядка. Если все ее мини­
мальные подгруппы нормальны в G, то G является сверхразрешимой [3].

Следствие 3. Пусть N  -  нормальная подгруппа группы G нечетного по­
рядка, такая, что факторгруппа GIN сверхразрешима. Если каждая мини­
мальная подгруппа группы N  пронормальна в G, то группа G сверхразре­
шима [4].

1. D o e r k  К . ,  H a w k e s  T . Finite soluble groups. Walter de Gruyter. Berlin; New York, 
1992.

2. H u p p e r t  B . / / Math. Zeitschr. 1954. Bd. 60. S. 409.
3. B u c k l e y  J . / / Math. Z. 1970. 116. P. 15.
4. A s a a d  M . // Acta Math. Acad. Soi Hungar. 1981. 38. P. 57.
5. D o e r k  K . //Math.  Z. 1966. 91. P. 198.
6. W e i n s t e i n  M.  Between Nilpotent and Solvable. Passaic, 1982.

Поступила в редакцию 3 1.01.2003.
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Ä.C. ШМУРАТКО

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
СУММ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Given a strongly mixed sequence of random variables with mean zero and moments of order 
greater than three. We obtain the asymptotic expansion of length two for the distribution function 
of the normalized sum of random variables. The case when the strong mixing coefficient decreases 
exponentially is investigated. The theorem requires that the characteristic function of the sum be 
small in the specified interval.

Пусть Xi, X2, ... -  последовательность случайных величин с EXj=Q, j >1, и 
коэффициентом сильного перемешивания а. Обозначим

где Ф(х) и ср(х) — функция распределения и плотность стандартного нор­
мального распределения соответственно.

В работе [1] мы получили верхние оценки для величины p(F„, Gn) в слу­
чае степенного убывания коэффициента а (п). В настоящей работе рассмат­
ривается случай, когда а  (и) убывает экспоненциально.

Введем следующие условия:

Теорема. Пусть для последовательности X2, X2, ... существуют такие

ются условия (1) -  (4). Тогда найдется такое В>0, не зависящее от п, что 
для всех п>2

sup£|Xt|3+* < C1
к

G2n > С2П, 
а ( и )< С 3

(2)

(3)

(1)

(40

(4)

постоянные С,>0 такая величина

для некоторого 6>0, что для всех п>2 выполня-

(5)

108



Краткие сообщения

_ (inn)
(  5 /

1 « / 2

(6)

Приведенное далее следствие аналогично теореме из [1].
Следствие. Пусть для последовательности Х\, Хг, ... существуют та­

кие постоянные С,>0 (г = 1,б), 6е(0, 1], ß>0, т>1, что для всех п>2 выпол­

няются условия (1) -  (3) и условие (4') в области
п

C 4E11—TJ- , C 5E,
In

где En определено в (6). Тогда найдется такое В>О, не зависящее от п, что 
для всех п>2

p(Fn) Gn)<Ben.
При д о к а з а т е л ь с т в е  т е о р е м ы  используем результаты работы [ 1 ].
Положим 5=3+6, 50=min(5- l ,  3). Пусть для некоторых 6>0 (s>3) и ß>0 

выполняются условия (1) и (3). Тогда можно повторить все рассуждения 
работы [1] до соотношения (14) включительно.

Итак, имеет место (14) [1]. Для оценки коэффициентов Q1 в указанном 
соотношении применим условия (2) и (3) (здесь и далее используются фор­
мулы только настоящей работы), а также неравенства

Y  е *  ^ cI (y )« -1" .  Yj ke ^ ^ сг(у)те
ут

k=m-¥ 1 Ł=m+1

Здесь y>0, 0<т<п, постоянные с,(у) зависят только от у. Кроме того, 

ES; < Bn . В результате получим, что для всех достаточно больших п

Gn) <В Г ^ +  “  +
Vn

Я

(лг -+  -  +  V n e  .....1 +

Tm + —  + 
п

Tm
R - I

2 m + f n ( t ) - 8 n  (0 1
с|/|с U t U

(7)

Здесь выбором величины R>3, функций Т(п)>0, f/(n)>0 и m(n)e N мы можем
Jo

распоряжаться, но с условием выполнения соотношения T < B 0yfnm - ; 
В и Во -  некоторые положительные ограниченные постоянные, не завися­

щие от n, т, Т, U-, у, = ß -—- (i = I, 2, 3).
s

Положим т=|_А01пп1 За счет выбора постоянной A0 все слагаемые в (7), 
содержащие экспоненту, можно сделать достаточно малыми. Положим 
также

пT = C4E4 я 5. -, U = C 5En
In^ п

и возьмем такое R=R(e)>3, чтобы выполнялось соотношение R - 1
е>2.
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Тогда из (7) с учетом (4) и определения е„ нетрудно получить (5) и доказа­
тельство теоремы.

1. Ш м у р а т к о  А . С .  //Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1.2003.№ 3. С. 52.
Поступила в редакцию 0S.02.2003.
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УДК 519.95

В.М. КОТОВ

ДИНАМИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ В ЗАДАЧАХ РАЗБИЕНИЯ

We present a new approach for solving on-line version of partitioning problems using dynamic 
lower bounds.

Рассматривается следующая задача теории расписаний: множество 
//={1, 2, .... л} работ обслуживается в системе из М={ 1, 2, ..., т} парал­
лельных процессоров. В любой момент времени каждая работа обслужива­
ется не более чем одним прибором и каждый прибор обслуживает не более 
одной работы одновременно. Требуется построить расписание выполнения 
всех работ, при котором минимизируется общее время завершения их об­
служивания. В оп-Нпе-версии задачи работы поступают друг за другом, 
очередная работа должна быть сразу назначена на прибор, после чего уже 
нельзя что-либо изменить. И только затем поступит новая работа или ин­
формация, что работ больше нет. Качество работы алгоритмов для подоб­
ного рода задач оценивается как предел отношения значения построенного 
решения к значению оптимального решения соответствующей off-line- 
версии (все ее входные параметры известны) в пространстве всех индиви­
дуальных задач.

До сих пор не было лучшей стратегии распределения работ по процессо­
рам, чем назначение работы на наименее загруженный процессор, когда из­
вестно, что длительность следующей работы не превышает длительность 
предыдущей [1]. Оценка алгоритма «в минимально загруженный» равна 
4/3-l/(3m). В работе предлагается принципиально новый алгоритм, оценка 
которого равна 1,264 для любого т.

Важнейшим фактором при оценке точности приближенного алгоритма 
является величина нижней оценки значения целевого функционала. Тради­
ционно в качестве таковой используется средняя загрузка процессоров или 
максимальная длительность работы. Предлагаемый алгоритм состоит из не­
скольких ^іадйй, при этом на каждой из них используется своя нижняя 
оценка значения целевого функционала и своя стратегия загрузки процес­
соров. Пусть С* соответствует величине оптимального решения, S -  вели­
чине построенного решения, a L -  нижней границе. Через w{B) будем обо­
значать суммарную загрузку процессора В, и если она равна 0, то такой 
процессор будем называть пустым.

Стадия I. В качестве L используется длительность первой работы р х
L=p\.

Пока i< т выполнять:
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если pi>5L/8, то назначаем работу i на пустой процессор; i. =г+1; 
если L/2<pi<5U% и ь/2щн^ъэ1Уй. то назначаем их на пустой процессор',

i:=i+2;
если рі<ІЛ, то назначаем i на пустой процессор', г=Н -1 .

После получения рт+\ вычисляется новая граница L=max{pb рт+рт+\}. 
Пока есть пустые ппоиессопы выполнять:
Назначаем работу i на пустой процессор', /:=/+1.
После завершения стадии 1 структура загрузки процессоров имеет вид:

Краткие сообщения

C C C
В В В C C C D D D

Класс.3 Сласс C Oiacc D

Здесь класс В -  это процессоры с одной назначенной работой, длитель­
ность которой />5рі/8, класс C -  процессоры с двумя назначенными рабо­
тами, длительности которых лежат в интервале (1/2, 5L/8] , класс D -  про­
цессоры с одной назначенной работой, длительность которой t<U2. При 
этом классы C и D могут быть пусты.

Стадия 2. На этой стадии нельзя назначать на один процессор более 
двух работ.

Пока i<2m и имеется поопессоо в классе D с одной назначенной оаботой 
выполнять:.

если имеется процессор из класса В со свойством w(ß)+p,< 1,25L, то на­
значаем работу на него, причем выбираем максимально загруженный', 
i:=i+1 ;

если такового нет, то назначаем работу на минимально загруженный 
процессор из класса D; i:=i+1.

После стадии 2 структура загрузки процессоров имеет вид:

E E ES 1 ES2 C C С2 El E l ЕЗ
Bl Bl В2 В2 BS BS C C Cl Dl D2 D3
Класс Bl Класс В2 Класс BS Класс C Класс,)

Класс Bl -  это процессоры с одной работой, длительность которой 
t>Q,15L, класс В2 -  процессоры с двумя работами, причем длительность 
большей из них t>0,75L, класс BS -  процессоры с двумя работами, причем 
длительность большей t<0,75L, классы C h D остались прежними.

Свойства:
1. E<D<U2<C<5 *P\/S<BS<0,75L<
2. D+E<L,
3. EI <E2<E3<ES2<ES I <D3<D2<D I,
4. Все процессоры имею загрузку не больше 1,25 L.
Пусть F соответствует длительности выполнения текущей не назначен­

ной работы и пусть все процессоры имеют загрузку не больше 1,25С*. 
Кроме того, будем полагать, что F>0,25C* (так как погрешность не превы­
сит величины F).

Случай 1. Класс Bl пуст. Тогда i> 2т+1, поэтому текущая работа должна 
быть третьей в оптимальном решении, тогда F< С*/3.
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Пусть в оптимальном решении имеется процессор с тремя работами 
[F, £, У], F<E<J, причем Х>Е1. Тогда С*> Е+Е+Е1. Рассмотрев комбинацию 
D l+£1+F (одно из возможных назначений), имеем

(D1 +£1 +£)/С* = I+(D1 + £ 1  +£-С*)/С* < I +(D1 +£1 + £ - £ - £ - £ 1  )/С*= 
=l+(Dl-£)/C*<l,25.

Пусть в оптимальном решении имеется процессор с тремя работами 
[£, £, У], но У<£1. Тогда обязана быть пара одной из работ £1, £2 с В2 
(не имеет смысла пара с BS в силу £5>£3), чтобы обеспечить наличие 
процессора с тремя работами [£, £, £], где £<£1. Но £  может быть взято 
только из пары [52, £]. В силу выбора алгоритма пара £  с В2 самая лучшая 
из возможных (при замене пары [В2, £] на пару [В2, £1] при £1>£ 
справедливо £2+£1>1,25£). Следовательно, имеем цепочку неравенств 
C*>1,25L, D1+£1+£>1,25-1,25L, £>1,5625D-D1— £1>0,5625L, которая
противоречит £<0,5L.

Случай 2, когда класс £1 не пуст, доказывается аналогично случаю 1.
Следствие 1 . Назначение второй работы в классе £ 1  или третьей в клас­

се D сохраняет свойство 4.
Структура загрузки процессоров после стадии 2 имеет вид

Е E E £ £51 £52 C C Cl £ 1 , £ £ 2 , £ £ 3 .£
Bl Bl £2 £2 BS BS C C Cl Dl D2 D3

Стадия 3. Назначаем текущую работу на минимально загруженный 
процессор.

Теорема 1 . При каждом назначении величина построенного текущего 
решения не превышает 1,264С*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим следующие случаи.
I. В оптимальном решении есть процессор вида (£, £, У), причем У>С1. 

Тогда С1+£+£<С*. Из £>С*/4 получаем С2<С1<С*/2, поэтому 
(С1+С2+£)/С*= 1+(С1+С2+£-С*)/С*<1,25. Следовательно, очередная рабо­
та может быть назначена.

2. Такого процессора нет. Тогда возможны два способа распределения 
работ по процессорам:

а) Cl с £5 в паре [£5, Cl] и С2 в тройке [£, £, С2]. Тогда Cl, С2<=С*/2, 
поэтому (С1+С2+£)/С* = 1+(С1+С2+£-С*)/С* < 1 + (С1-£)/С*<1,25. Сле­
довательно, очередная работа может быть назначена;

б) Cl с öo в паре [BS, Cl] и С2 с BS в паре [BS, С2] . Но тогда £51 обяза­
на быть в тройке [£, F1 £51] или £51 должна быть в паре с £1 или £2.

Пусть имеются комбинации [£5, Cl], [£5, С2] и [£, F, £S1], Тогда 
С*>тах{£+£+£51, £ 5 + 0 ] ,  а загрузка при назначении очередной работы 
5<min{£5+£52+£, C1+C2+F}. Поэтому

5/С*< (£5+£52+£+С1+С2+£)/(2тах{£+£+£51, £5+С1 })< 
<1+(£5+£52+£+С1+С2+£-(£+£+£51+£5+С1))/(2тах{(£+£+£51,

£5+С1})<1,25.
Следовательно, очередная работа может быть назначена.
Пусть имеются пары (£5, Cl), (£5, С2), но нет тройки (£, £, £51). Тогда 

работы £51, £52 образуют пары с работами из класса £.
Но в силу лучшего выбора пар выполняется С*> max{(£+£51, £+£52, 

£5+С1, £5+С2)}, причем загрузка при назначении очередной работы 
5<min{£5+£52+£, C1+C2+F}.
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1) C1+C2<1,176L или BS+ES2<= 1,176L. Пусть Y=\M 6L и Cl+C2<Y. 
Чтобы гарантировать (C1+C2+F)/C*>1,264, из C*<3F имеем F<YI2,192. По­
этому (C l+C2+F)/C*<( 1,35 8166У)/1,264<1,264.

2) C1+C2>1,176L и ßS+£S2>l,176L. Рассмотрим возможное назначение 
BS+ES2+F = BS+C\+(ES\+F-C\), но из (F+C1+C2)/(3*F)>1,264 получаем 
C1>1,396F или F<0,7164C1, откуда ESI +F -C l<0,5£-0,2836*Cl. Следова­
тельно, (£S1+F-Cl )/С*<0,264.

Доказательство завершено.
1. S e i d e n  S. ,  S g a l l  J . ,  W o e g i n g e r  G // Operations Research Letters. 2000. 27. 
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УДК 517.926

А.А. ЛЕВАКОВ

СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ 
ПОКАЗАТЕЛИ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

The higher mean square characteristic exponent of stochastic differential system is introduced. 
The central exponent of linear unperturbed differential system is the attainable upper bound of the 
mobility for higher mean square characteristic exponent of stochastic perturbed system.

Введенное A.M. Ляпуновым понятие характеристического показателя 
линейной нестационарной системы является ключевым в первом методе 
Ляпунова исследования устойчивости обыкновенных дифференциальных 
систем. Характеристические показатели Ляпунова стохастических систем 
впервые изучались В.М. Милионщиковым [1], который установил, что поч­
ти для всякой линейной системы почти все близкие к ней системы имеют 
показатели, близкие к ее показателям. Эти исследования были продолжены 
Нгуен Динь Конгом [2, 3] и др.

В данной работе вводится старший среднеквадратический характеристи­
ческий показатель стохастической дифференциальной системы Ито и пока­
зано, что, как и для обыкновенных систем, центральный показатель линей­
ной невозмущенной дифференциальной системы является достижимой верх­
ней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя воз­
мущенной системы со случайными возмущениями, что дает возможность 
использования первого метода Ляпунова и для стохастических систем Ито.

Рассмотрим стохастическую дифференциальную систему
= A(t)x(t) dt + /  (f, jc(0) dW{t), (I )

где A: f. RiXRd̂ R dxr -  непрерывные ограниченные функции. Для лю­
бого XoSRd уравнение (1 ) имеет слабое решение с начальным условием 
*о [4].

Определение. Число ae(jc)= lim sup(20~1lnE(|bc(0||2) называем верхним

среднеквадратическим характеристическим показателем слабого решения 
x(t) уравнения (1), а число sup ае(х)=Л, где А -  множество всех слабых решений

X E A

уравнения ( 1 ), -  ^іаршнм среднеквадратическим показателем уравнения ( 1 ).
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Число Q ' называется верхней границей подвижности старшего средне­
квадратического показателя системы (1 ), если для любого е>0 существует 
8>0 такое, что для любой функции /  удовлетворяющей условию

старший среднеквадратический показатель сис­
темы ( 1 ) не превосходит Q'+e.

Число Q называется достижимой верхней границей подвижности стар­
шего среднеквадратического характеристического показателя системы (1 ), 
если оно является верхней границей подвижности старшего среднеквадра­
тического показателя, и для любых е>0, 8>0 найдется система ( 1 ) с функци­
е й /, удовлетворяющей неравенству ||Д/, jc)||<S||jc||, vu, х>ек+к , и со стар­
шим среднеквадратическим показателем не меньшим, чем Q —е.

Теорема. Верхний центральный показатель [5] системы
dx(t)=A(t)x(t)dt (2)

является верхней границей подвижности старшего среднеквадратического 
показателя системы ( 1 ).

Верхний центральный показатель диагональной системы (2) является 
достижимой верхней границей подвижности старшего среднеквадратиче­
ского показателя системы ( 1 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R(i) -  верхняя функция для системы (2), т. е. 

Ve, 3D e, что ||У(0У~ (t)||<De ехр( (/?($) + е/ 2) ds), где Y(t) -  фундаменталь­

ная матрица решений системы (2), тогда для любого слабого решения сис­
темы (1 ) с функцией /  удовлетворяющей неравенству ||/fjt)||<e||x||/2 , 
V(/, x)eR+Rd, используя представление решения из [6], имеем

E(\\x(t) К2) <2De2£(|| х(0) H2 )ехр
J

2|(/?(т) + е)</т

откуда вытекает первое утверждение теоремы.
Рассмотрим систему

dx(t) = A(t)x(t) dt + Фх(0 dW(t), (3 )
где A(r)=diag[p,(r)], p,{t), i= I, ..., d, f>0, -  непрерывные ограниченные функ­
ции, Ф -  (ć/ХйО-матрица, у которой все элементы, находящиеся под главной 
диагональю, равны 8>0, элемент, стоящий в первой строке и в последнем 
столбце, тоже равен 5, а овальные элементы нулевые, W(t) -  одномерное 
^/-броуновское движение, заданное на вероятностном пространстве 
(Q, F, Р), с потоком F,. Используя метод последовательных приближений 
[7, с. 171], ^-компоненту xJJ) сильного решения Jc(T) системы (3) с началь­
ным условием X(O)=SeRd, S,=s>0 , г = 1 , ..., d, можно представить в виде

xd (t) = Sexp J  р < 7 (т > /т + 2 , 0- s jd (t),
Г = 1

(4)

где
I t, 'г-1

= I j - J e x p  J  (T)rfT+j ( т М т + . . . + j PdWx iW(tt)dW(t2)...dW(tr),

d i равняется d—m для i—kd+m, keN, 0<m<d— 1. Легко увидеть, что
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Б и т =

I Ir Ir-, <2 Г ч  . \ \

ш •• . ехр 2 j  pd. r(x)dz + ... + j  P d (T)d
0 0 0 0 к Ч  '' ) )

dtx...dtr, m = r,

О, гФт.
Из соотношений (4), (5) следует, что

I 'г Ir-1 <2 '  'I  I

£(!*,,(Ol2) ^ s S rJ J J . . . J e x p  L \  pd.r(x)dx + ... + j  pd(-i
ООО о

(Jtv

Теперь для завершения доказательства надо повторить соответствую­
щую часть доказательства теоремы 13.3.1 из [5].
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ВЛАДИМИР МИХАЙЛОВИЧ БОРЗДОВ
Исполнилось 50 лет доктору физико-математических наук, 

профессору кафедры физической электроники Владимиру 
Михайловичу Борздову.

В.М. Борздов родился 12 января 1954 года в г. Риге. В 1976 г. 
закончил факультет радиофизики и электроники БГУ. C этого 
времени вся педагогическая и научная деятельность Владимира 
Михайловича связана с Белорусским государственным универ­
ситетом: работал младшим научным сотрудником лаборатории 
когерентных явлений НИИПФП (1976-1978 гг.), младшим науч­
ным сотрудником отдела биоэнергетики НИЧ (1979-1981 гг.). 
В 1982-1984 гг. учился в аспирантуре при кафедре радиофизики 
и электроники сверхвысоких частот. C 1984 г. и по настоящее 

время работает на кафедре физической электроники сначала в качестве ассистента, 
затем доцента и профессора.

В 1986 г. В.М. Борздов защитил кандидатскую диссертацию «Оценка пара­
метрической надежности танталовых тонкопленочных резистивных элементов ИС», 
в 1999 г. -  докторскую диссертацию «Моделирование влияния внешних и техноло­
гических факторов на электрофизические свойства твердотельных слоистых структур 
интегральной электроники».

C 1999 г. Владимир Михайлович -  профессор кафедры физической электроники. На 
факультете радиофизики и электроники читает основной курс «Основы радио­
электроники», спецкурсы «Физика отказов интегральных схем», «Физические основы 
надежности в микроэлектронике», «Наноэлектроника». Его лекции отличаются 
высоким научно-теоретическим уровнем и педагогическим мастерством, логичностью 
построения и глубиной изложения материала. Он -  автор учебного пособия с грифом 
Министерства образования Республики Беларусь «Основы радиоэлектроники: Лабора­
торный практикум» (2002 г.) и курса лекций «Основы радиоэлектроники» для студен­
тов, обучающихся по специальностям «Радиофизика», «Физическая электроника», 
«Компьютерная безопасность» (2003 г.). В соавторстве им подготовлено и издано 
11 учебно-методических пособий.

Как ученый, профессор В.М. Борздов активно работает в области физики 
МОП-структур, вычислительной электроники, физики надежности полупроводниковых 
приборов и интегральных схем. Он является научным руководителем НИЛ «Материалы 
и приборные структуры микро- и наноэлектроники», основные направления исследова­
ний которой связаны с компьютерным моделированием процессов переноса носителей 
заряда в элементах субмикронной техники и наноэлектроники, изучением электрофизи­
ческих свойств и электрических характеристик субмикронных МОП-транзисторов и 
приборов наноэлектроники, а также с наноразмерным структурированием материалов 
электронной техники с помощью ионной имплантации для разработки новых приборов 
и технологий.
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Под руководством В.М. Борздова разработаны алгоритмы и программные комплек­
сы моделирования переноса электронов в инверсионных слоях кремния, приповерхно­
стных слоях гетероструктур на основе соединений A3B5, проводящих каналах кремние­
вых и арсенид-галлиевых полевых транзисторов, полупроводниковых квантовых про­
волоках, позволяющие исследовать квантовые и квазибаллистические эффекты при пе­
реносе носителей заряда, разработаны методики численного самосогласованного реше­
ния уравнений Шредингера и Пуассона в структурах с пониженной размерностью элек­
тронного газа, с помощью которых изучены электрофизические свойства этих структур. 
C его активным участием разработан и в 2000 г. внедрен на НПО «Интеграл» про­
граммный комплекс для моделирования кремниевых субмикронных МОП-транзисторов 
с коротким каналом, позволяющий исследовать эффекты горячих электронов. 
В.М. Борздов является автором 122 научных работ, в том числе монографии в соавтор­
стве с членом-корреспондентом HAH Беларуси Ф.Ф. Комаровым «Моделирование 
электрофизических свойств твердотельных слоистых структур интегральной электро­
ники». Им подготовлены три кандидата наук.

Приближенность тематики исследований к учебному профилю кафедры позволили 
Владимиру Михайловичу использовать результаты научных разработок в учебном про­
цессе. Программные средства расчета электрических и электрофизических характери­
стик субмикронных кремниевых МОП-транзисторов, кремниевых и арсенид-галлиевых 
квантовых проволок, квазиодномерных кремниевых МОП-транзисторов и двухбарьер­
ных резонансно-туннельных диодов используются в лабораторных практикумах по 
спецкурсам «Наноэлектроника» и «Субмикронные МОП-ПТ», а также при выполнении 
курсовых и дипломных работ.

В.М. Борздов сотрудничает с учеными Института электроники и Института физики 
твердого тела и полупроводников HAH Беларуси, БГУИР, НПО «Интеграл», а также 
ряда университетских научных центров Германии, Голландии, Польши, Австрии. Он 
является членом двух специализированных советов по защите диссертаций, членом 
экспертных советов Государственной программы фундаментальных исследований Рес­
публики Беларусь «Электроника» и межвузовской программы фундаментальных иссле­
дований «Низкоразмерные системы», заместителем председателя секции «Solid State 
Sircuits» ШЕЕ (с 2000 г.), членом Ученого совета факультета радиофизики и электроники.

В 2001 г. за успешную научно-педагогическую деятельность В.М. Борздов награж­
ден грамотой БГУ, в 2002 г. получил стипендию Президента Республики Беларусь, при­
суждаемую деятелям науки, образования, культуры, здравоохранения.

Доброжелательность, эрудиция и трудолюбие снискали Владимиру Михайловичу 
авторитет и уважение коллег-ученых, преподавателей и студентов.

Профессорско-преподавательский коллектив, сотрудники и студенты факультета 
радиофизики и электроники, редакционная коллегия журнала «Вестник БГУ» сердечно 
поздравляют Владимира Михайловича Борздова с пятидесятилетием, желают ему креп­
кого здоровья, дальнейших успехов в подготовке высококвалифицированных специа­
листов и реализации новых творческих замыслов.

Наши юбиляры



УДК 535.37
В о р о п а й  E . С . , К л и щ е н к о  А . П . ,  М и н ь к о  А . А . ,  П о п е ч и ц  В . И .  Анизотро­
пия процессов поглощения и испускания света сложными органическими соедине­
ниями // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Развиваются основные положения процессов поглощения и испускания света примени­
тельно к широкому кругу сложных молекулярных соединений -  красителей, стеклообразных 
и жидкокристаллических материалов, а также поляризованной двухфотонно-возбуждаемой 
флуоресценции растворов и люминесценции при световом тушении. Изучены и интерпрети­
рованы люминесценция из высоких возбужденных состояний, процессы кумуляции энергии 
сиНглетно-возбужденных молекул, спектрально-поляризационные свойства люминесценции 
красителей в условиях неоднородного уширения спектральных уровней, а также методы и 
средства изучения спектрально-поляризационных характеристик нелинейной люминесцен­
ции. Разработана модель описания поляризационных характеристик вынужденного излуче­
ния в области припороговых накачек. Установлены закономерности влияния строения жид­
кокристаллических соединений на их мезоморфные, молекулярные и оптико-физические 
свойства.

Библиогр. 68 назв.

УДК 539.12
С т р а ж е в  В . И . ,  Ц и о н е н к о  Д . А .  О квантовомеханической интерпретации урав­
нения Дирака -  Кэлера в искривленном пространстве // Вести. Белорус, гос. ун-та 
Сер. 1. 2004. № 1.

Дана квантовомеханическая интерпретация обшековариантного уравнения Дирака- 
Кэлера. Уравнение обобщено введением взаимодействия с неабелевым калибровочным по­
лем, соответствующим локализации группы внутренней симметрии теории. Установлено, 
что в этом случае выбор системы отсчета определяет выбор калибровочного условия. 

Библиогр. 6 назв.

УДК 535.34
Г о р б а ч  Д . В . ,  К и ц а к  М . А . ,  М и к с ю к  Ю . И . ,  Т о л с т и к  А . Л .  Динамика 
преобразования световых полей при нелинейных взаимодействиях в молекулярных 
средах с фотопереносом протона H Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Построены теоретические модели преобразования световых полей нелинейными интер­
ферометрами, а также динамическими голограммами, сформированными при многоволно­
вом взаимодействии в молекулярных средах с фотопереносом протона. Определены условия 
формирования различных динамических режимов взаимодействия, включая регулярные 
пульсации интенсивности световых пучков на выходе нелинейно-оптических систем при по­
стоянной входной интенсивности.

Библиогр. 9 назв., ил. 3.

УДК 577.3
М а р т и н о в и ч  Г . Г . ,  Ч е р е н к е в и ч  С . Н.  Внутриклеточный эффективный редокс- 
потенциал -  новый фактор регуляции клеточных процессов // Вести. Белорус гос ун-та 
Сер. 1. 2004. № 1.

Для количественного описания физико-химических параметров окислительно-восстано­
вительного состояния клетки введено понятие «эффективный редокс-потенциал». Эффек­
тивный редокс-потенциал рассчитан на основе термодинамических представлений с исполь­
зованием уравнения Нернста. Определен вклад отдельных внутриклеточных окислительных 
и восстановительных реагентов при формировании эффективного редокс-потенциала. C ис­
пользованием разработанного метода проведена теоретическая оценка значений редокс- 
потенциала клеток при проявлении различных типов клеточной активности. На основании 
собственных и имеющихся в литературе данных установлена зависимость функционального 
состояния клетки от значений внутриклеточного эффективного редокс-потенциала.

Библиогр. 21 назв., табл. 1, ил. 1.

УДК 621.315.592
В е с е л о в а  Т . М . ,  П о к л о н с к и й  Н . А . ,  С а м у й л о в  В.  А.  Модель низкочастотных 
токовых осцилляций в полуизолирующих кристаллических полупроводниках // Вести. 
Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Развита модель низкочастотных токовых осцилляций в полуизолирующих кристалличе­
ских полупроводниках, описывающая экспериментальные зависимости частотных мод токо­
вых осцилляций и энергии термической активации глубоких доноров в л-GaAs от величины 
приложенного электрического поля и температуры*. Модель учитывает немонотонную зави­
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симость дрейфовой скорости эл ^тронов, а также коэффициентов их захвата и выброса с 
глубокого донорного уровня от электрического поля.

Библиогр. 22 назв., табл. 1, ил. 2.

УДК 541.423
В о р о п а й  Е . С . ,  З а ж о г и н  А . П . ,  Ч е р в я к о в с к и й  К . И . ,  Б у л о й ч и к  Ж . И .  Ис­
следование процесса поступления элементов в плазму разряда при атомпо-эмисснон- 
ном анализе растворов золота и серебра // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

На основе экспериментального исследования процесса поступления элементов в плазму 
разряда переменного тока при атомно-эмиссионном анализе растворов золота и серебра по­
лучены результаты, указывающие на совместный выход элементов в разряд, что отражает 
отсутствие влияния на выход элементов их окисляющей способности и летучести.

Библиогр. 6 назв., табл. 1, ил. 2.

УДК 621.315.592
Г а й д у к  П . И . ,  Т р а у т м а н  К.  (ФРГ), Т о л е м о н д  М.  (Франция), Л а р с е н  А . Н.  
(Дания). Роль скорости ионов при формировании треков в сплавах SiojGeoi5 // Вести. Бе­
лорус. гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Мы сообщаем о сильном влиянии скорости ионов на формирование треков в слоях 
сплава Sio^Geo.j. Исследования структуры методом просвечивающей электронной микро­
скопии выявили различную морфологию прерывистых треков при прохождении ионов U+, 
имеющих разную скорость, но одинаковые потери энергии при торможении. При уменьше­
нии энергии ионов от 2,64 до 0,8 ГэВ морфология трековых дефектов изменяется от отдель­
ных точек с малой плотностью до высокой концентрации прерывистых треков. Подтвержде­
на кристаллическая структура трековых дефектов, часть из которых являются мелкими дис­
локационными петлями. Результаты обсуждаются в рамках модели термических пиков. 

Библиогр. 10 назв., ил. 3.

УДК 541.15
К о л о д и н с к и й  A . M. ,  С о к о л о в с к а я  Н . Г . ,  В о й н а  В . В.  Рост и образование 
смешанных кристаллов из водных растворов в поле рентгеновского излучения // Вести. 
Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Проведено исследование процесса кристаллизации смешанных кристаллов из тройных 
систем KCl -  KBr -  H2O, KCl -  NaCl -  H2O1 KCl -  CdCl2 -  H2O в поле рентгеновского излу­
чения. Установлено, что воздействие мягкого рентгеновского излучения приводит к образо­
ванию изоморфно-смешанных кристаллов с более совершенной структурой и морфологией 
поверхности. Показано, что при образовании смешанных кристаллов с ограниченной смеси­
мостью рентгеновское излучение способствует включению ионов примеси в решетку основ­
ного вещества, изменяя границы смесимости.

Библиогр. 8 назв., ил. 8.

УДК 539.12
Ш и ш к и н а  Т . В . ,  М а р ф и н  И.  Б.  Поляризационные асимметрии неупругого рас­
сеяния в рамках калибровочных моделей с дополнительным нейтральным бозоном // 
Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Выполнены расчет и анализ нескольких новых видов электрослабых асимметрий глубо­
конеупругого рассеяния поляризованных лептонов, обладающих энергией от 2-2000 ГэВ, на 
поляризованных нуклонах в рамках кварк-партонной модели. Результаты получены в Стан­
дартной Модели электрослабого взаимодействия и ряде калибровочных моделей с дополни­
тельным Z-бозоном. Сравнение асимметрий показало, что разность результатов различных 
калибровочных моделей возрастает с энергией рассеиваемых лептонов и достигает макси­
мума при наибольших значениях скейлинговой переменной у.

Библиогр. 27 назв., ил. 3.

УДК 519.24
Д е м е ш  Н . Н . ,  Ч е х м е н о к  С. Л.  Применение сглаженной периодограммы к оцени­
ванию спектров устойчивых процессов с дискретным временем // Вести. Белорус, гос. 
ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Исследована скорость сходимости по вероятности сглаженной периодограммы к спек­
тральной плотности устойчивого процесса с дискретным временем.

Библиогр. 3 назв.

УДК 517.518.14, 517.927.21
М а р з а н  С.  А.  Системы нелинейных дифференциальных уравнений дробного поряд­
ка в весовых пространствах непрерывных функций // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 
2004. № 1.
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Исследуется задача типа Коь-и для системы нелинейных дифференциальных уравнений 
производной комплексного порядка с дробными производными Римана -  Лиувилля в весо­
вом пространстве непрерывных функций на конечном отрезке действительной оси. Доказы­
вается равносильность поставленной задачи и системы нелинейных интегральных уравне­
нии Вольтерра. Метод последовательных приближений используется для доказательства 
теоремы существования и единственности решения поставленной задачи типа Коши. Приво­
дятся соответствующие утверждения для задачи Коши для систем нелинейных обыкновен­
ных дифференциальных уравнений.

Библиогр. 5 назв.

УДК517.925.6
Г р о м а к  В . И . ,  Г о л у б е в а  Л . Л .  Автопреобразования Беклунда третьего уравнения 
Пенлеве // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.
Построены в явной форме автопреобразования и функциональные соотношения между ре­
шениями третьего уравнения Пенлеве.

Библиогр. 3 назв.

УДК 517.925
С о б о л е в с к и й  С . Л .  Подвижные особые точки одного класса иррациональных 
обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка // Вести Белорус гос 
ун-та. Сер. 1. 2004. № 1. '

Рассмотрен специальный класс иррациональных обыкновенных дифференциальных 
уравнений третьего порядка. Для него получены необходимые и достаточные условия отсут­
ствия подвижных критических особых точек.

Библиогр. 5 назв.

УДК 62-752.534
С а в ч у к  В . П . ,  Т и т ю р а  О . В . Прогиб струны под движущейся нагрузкой H Вести 
Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Найден динамический прогиб струны конечной длины под движущейся с постоянной 
скоростью сосредоточенной массой.

Библиогр. 5 назв.

УДК 539.3
С а в е н к о в  В.  А.  Динамическая контактная задача для ортотропной полосы H Вести 
Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Рассматривается задача о движущемся штампе по ортотропной упругой полосе, которая 
сводится к системе парных интегральных уравнений. Решение ищется в виде ряда. Рассчи­
тано распределение контактного напряжения под штампом.

Библиогр. 5 назв., табл. 1.

УДК 539.3 .
Б о с я к о в  С . M. ,  М е д в е д е в  Д . Г .  Метод разрывных решений в теории упругости 
анизотропных стеклопластиков H Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Получены уравнения слабых и сильных разрывов для системы уравнений движения ор­
тотропного стеклопластика в условиях плоской деформации. C его помощью выведены би­
характеристики и построены волновые фронты упругих волн в зависимости от ориентации 
нитеи наполнителя при укладке.

Библиогр. 3 назв., ил. 2.

УДК 621.372.5
Р о л и ч  О . Ч . ,  Ш е с т а к о в  К . M. ,  С а д о в  В . C. ,  Ч е р н я в с к и й  А . Ф .  Приближен­
ное целочисленное дискретное косинусное преобразование H Вести. Белорус гос ун-та 
Сер. 1. 2004. № 1. 3 '

Предлагается алгоритм приближенного вычисления дискретного косинусного преобра­
зования на основе арифметики целочисленных процессоров путем аппроксимации с задан­
ной погрешностью гармонической функции степенным знакопеременным рядом по основа­
нию 2.

Библиогр. 2 назв., ил. 3.

УДК 681.3.06:51+612.821:007
К о в а л е н к о  Н . С . ,  С а м а л ь  С . А.  Организация распределенной обработки конку­
рирующих процессов в синхронных режимах // Веста. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1 

Рассматривается организация распределенной обработки конкурирующих процессов в 
синхронных режимах. Предлагаются методы нахождения минимально’го общего времени
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трудоемкости.
Библиогр. 6 назв., ил. 3.

УДК 396.677
Д е м и д ч и к  В . И . ,  К о р н е в  P . В . Анализ микроволновых свойств проволочных ки- 
ральных рассеивателей методом интегрального уравнения // Вести. Белорус, гос. ун-та. 
Сер. 1.2004. № 1.

Предложена методика исследования рассеивающих свойств проволочных частиц произ­
вольной конфигурации. Методика основана на численном решении интегрального уравне­
ния Поклингтона для токораспределения в тонком проводнике. По известному амплитудно­
фазовому распределению тока находятся электрический и магнитный дипольные моменты и, 
как следствие, коэффициенты поляризуемости, характеризующие частицу. Проведено срав­
нение результатов расчета коэффициентов поляризуемости с данными, полученными на ос­
нове теории цепей. Показана возможность определения эффективных электродинамических 
параметров композиционных материалов по известным коэффициентам поляризуемости 
частиц, являющихся дисперсной компонентой композита.

Библиогр. 6 назв., ил. 2.

УДК 336:519
Л ап  по П . М.  Вероятность разорения в модели коллективного риска со случайными 
премиями // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 20Ö4. № 1.

Рассмотрена модель коллективного риска, в которой процесс поступления премий и 
процесс поступления исков являются независимыми активными пуассоновскими процесса­
ми. Получено выражение для вероятности разорения за бесконечное время. Проанализиро­
вана ситуация, когда размеры исков и премий имеют показательные распределения. 

Библиогр. 4 назв.

УДК 512.542
З а д о р о ж н ю к  Е . А . О б  одном критерии сверхразрешимости конечных групп // Вести. 
Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Доказано, что если N  -  нормальная подгруппа группы G, такая, что факторгруппа GlN 
сверхразрещима, и если каждая непронормальная в G подгруппа из N  простого порядка, а 
также каждая ее подгруппа порядка 4 имеют в G сверхразрешимое добавление, то группа G 
сверхразрешима.

Библиогр. 6 назв.

УДК 519.214.5
Ш м у р а т к о  А . С .  Асимптотическое разложение распределений сумм зависимых слу­
чайных величин // Вести. Белорус, гос. ун-та. Сер. 1. 2004. № 1.

Дана последовательность сильно перемешанных случайных величин с нулевыми сред­
ними и моментами порядка s e (3,4]. Получено асимптотическое разложение длины два для 
функции распределения нормированной суммы случайных величин. Рассматривается случай 
экспоненциального убывания коэффициента сильного перемешивания. Предполагается, что 
характеристическая функция указанной суммы достаточно мала в определенном интервале. 

Библиогр. 1 назв.

УДК 519.95
К о т о в  В . М.  Динамические оценки в задачах разбиения // Вести. Белорус, гос. ун-та. 
Сер. 1.2004. № 1.

Предлагается новый подход для решения on-line-версии задачи назначения с использо­
ванием динамических нижних оценок.

Библиогр. 1 назв.

УДК 517.926
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Введен старший среднеквадратический характеристический показатель стохастической 
дифференциальной системы и показано, что центральный показатель линейной невозму­
щенной дифференциальной системы является достижимой верхней границей подвижности 
старшего среднеквадратического показателя возмущенной системы.
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