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Физика

УДК SM  12

А.В. ГРИНЧУК  Е.А. УШАКОВ

ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПО ПУТЯМ 
В ПРОСТРАНСТВЕ де СИТТЕРА

Propagator in de Sitter space is calculated on the base of path integrals. The method of evalua 
tion of path integrals for particles with spin is proposed. The calculations are compared with that in 
quantum mechanics.

Пространство де Ситтера в обшей теории относительности играет осо
бую роль: во-первых, оно является искривленным, и. во-вторых, обладает 
максимальной группой симметрии. В связи с этим существует возможность 
исследовать влияние гравитации на квантовые процессы, опираясь на точ
ные аналитические выражения.

Одной из важнейших величин, используемой квантовой теорией поля, 
является пропагатор. посредством которого выражаются вакуумное среднее 
значение тензора энергии-импульса, интенсивность рождения пар и т. д. 
Более того, пропагатор играет центральную роль в процедуре перенорми
ровки в искривленном пространстве-времени [I)

В данной работе для вычисления пропагатора предлагается использовать 
фейнмановские интегралы по путям. Такой подход приводит к достаточно 
наглядной и простой интерпретации процесса взаимодействия квантовой 
частицы с внешним гравитационным полем. В работе [2] использовались 
методы теории возмущений, однако в симметричных пространствах можно 
надеяться на получение точного решения. Действительно, развитие теории 
интегрирования по путям привело к появлению методов, решающих эту 
проблему для скалярной частицы [3].

Фейнмановский интеграл для частицы со спином включает в себя допол
нительно еще оператор параллельного переноса, что значительно усложня
ет вычисление пропагатора. В работах [4. 5J был предложен метод расчета, 
пригодный для двумерных пространств. В этом случае параллельный пере
нос выражается через фазовый множитель, так как группа вращений ло
кального пространства в двумерном случае абелева. Непосредственно ис
пользовать эти методы в пространствах более высокой размерности не уда
ется. Более того, не удается напрямую использовать формализм, разрабо
танный в [3. 7]. поскольку ОТО имеет дело с более широким классом мно
гообразий. чем нерелятивистская квантовая механика.

В итоге задача о вычислении пропагатора для частиц со спином в про
странстве де Ситтера требует решения целого ряда вспомогательных задач, 
начиная с простейшей из них -  вычисления пропагатора скалярной частицы 
в двумерном пространстве.
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I. Скалярная частица в двумерном пространстве де Ситтера
Метрика в горициклических координатах имеет вид:

d s: (dt2 ~ (h r \

Тогда оператор Лапласа можно записать как:

Д = а
t I d t 2 Эя2

(1 )

(2 )

I 1
или в терминах операторов импульса р

* S
.1/4

(см. [6, 71):

- P x 1Y --а а
Согласно общей теории [6 ]. пропагатор выражается посредством конти

нуального интеграла:

G(x".x')=lx"  I— Ц-|д') =
' Д +m '

= \ds е 'т s/2\Dx(S) Dp(.у) ex p{ / [ (p d x -  H ( p ,x )ds)}=

— J ds c  "" a' J D x(s) exp/ i J — SfivXxi Xv ds + Д V0,,(я )ds (4)
где AVqp -  квантовый потенциал {6 . 7]. а эффективный гамильтониан сис 

темы H  пропорционален оператору Лапласа
I . I I i  ни  I ( 1  1/ Л ни  I IA

H = — A =
2 2 ~ х п

a.s"4 l K = ~ r , x " ' 8“' SmP.-hr- <5>'V !/4 
8'  2 S

В частности, в двумерном пространстве де Ситтера гамильтониан равен
I t

H  = T - U 2 - Р І ) ~  •
2 а

( 6 )
а

a пропагатор

G ( t " , x " ; t ’ , x ‘ ) =  ( t " ,x ” V------— |С,я') =
' Д + m '

= (г ',я ‘[------------- ------------- - I r ' * ' ) "
v I I ( i 7 U  т~

\Р, - P 1) -  -■2 а  а  2
i i, .,i а  1 о i / д

= V •* — :--------------------— 7 \ t ,x ) =
' 11 1 / 7 7 У т~a 2 t 1 '

А р ; - р ; )
I t -

= c/.vj Dx(s ) D t(.V)expj /j 
11 п

/ ■ 7 . 7 7 7 \Г  - X  т~СГ
— — — ■ +

I V I t 2
ds) (7)

В последнем интеграле переменные Г и я  входят в подынтегральное выра
жение независимо, поэтому разделение переменных не вызывает затрудне
ний. Для переменной х  задача сводится к задаче о свободной нерелятиви
стской частице, в нашем случае результат удобнее записать в виде фурье- 
разложения.

4



j  exp j - ІJ — ds  = I exp I P 1 (х’ X’) + /^y

ПОСЛС чего для интеграла по г получим: 

J D t(s)  exp j /Jj +

2  > 

)

V  т2a 2 ^
2 t 2

ds  >.

(S)

(9)

В работах [3, 7J подробно изучены интегралы вида (9). Они возникают при 
исследовании задачи о свободной частице в полярных координатах. Про- 
пагатор может быть представлен в виде разложения по функциям Бесселя:

G (t\ t‘;s )  = \ p,dp, ( 10)

где V = V T / 4 -m 2o r  .

2. Частица со спином в двумерном пространстве де Ситтера
C вязность I ц в двумерном пространстве выражается через единствен

ный оператор группы вращения [5J:

T1 = - E t j . ( 11)

В изотропном базисе вычисление оператора параллельного переноса сво
дится к вычислению фазового множителя, а в эффективном лагранжиане 
появляется дополнительное слагаемое:

(  .  -  \
Leff = -  

s 2
СХ' Л 2 * 2) . CT .
—  { г  - X  )+ > — X. , , ( 1 2 )
t t

где о -  спиновый вес [5|. Задача сводится к квантовомеханической с га
мильтонианом вида:

H  =  —— —— і - ^ - а  +
■> 1 

О - т  а.-

2 t 2 t 1
При интегрировании по t (с учетом р х = co n st) мы имеем дело с радиаль
ной кулоновской проблемой. Ее решение методами континуального инте
грирования можно найти в [Sj. Пропагатор получен в виде разложения по 
собственным функциям:

G(t ',x"\ \ p d p e '  P(x"~z)\y(p,t")\f (p ,t ' ) ,
где

(13)

V (p ,f)  = iev(2A)°
Г ( о +  у )  

4 b i T(2v)
Ma v ( I i p t ) ,

V — — + \ а “ — т а '  + 1/ 4 , M а v (х ) -  функция Уиттекера.

3. Учет граничных условий
Использованные разложения пропагатора (10). (13) были получены при 

решении квантовомеханических проблем в полярных координатах. При 
этом неявно действует ограничение: радиальная координата изменяется в 
пределах {(),“ ). Это приводит к использованию принципа зеркального от
ражения (см обсуждение граничных условий в [3. 7]):

\j/(r)-»\|/(r)-\|/(-r).
В пространстве де Ситтера соответствующая координата t изменяется от 
1 =.-<х1 до i-n o , поэтому необходимо отбросить отраженную часть волны.

5



Проше всего это сделать, исследуя асимптотику собственных функций, так

'  - P x

2 i \
О — т  CL

как при 7—»°° эффективный потенциал ^ стремится к
У

нулю, а собственные функции — к ехр(±/ р , t ) Для скалярной частицы бы

ло получено разложение по функциям Бесселя с асимптотикой

Л Д *)~  J — SU1
ПК к

X ------------ +  —
2 4

_  I 2 I ІЯ/2+Я/4) _  ^і(дг-лЮ 2+*/4) j_ 2 _ _ 1  

1 я д  2 i

Необходимой асимптотикой обладают функции Ганкеля:

H f ( p x )  -  H f ( P X )  -  - L e ^ .
•у] X V X

фу нкция Бесселя представляет собой их линейную комбинацию. Тогда для 
временной части пропагатора получим разложение

G(t",t';s)= \р, dp, JF F 'II™ (pl t")H'41>(plt')e~,pts/2,

V = V l/ 4 - W 2OT . (14)
Аналогично для частицы со спином мы должны перейти от функции 

Уиттекера первого рода MkXx) к функции Уиттекера второго рода VV7i. L.(jt).

-X.... V jr'2 ,F1 (т + 1 /2 -k\ 2 т  + 1;х) +Wt (х) =

+  ■

Г(~2 т )  . . т - и /2 ~ х п

Г(1/2- т - к )
Г(2 т) -т-Н/1 -х/2е-х,г .FA—m + ] / 2 - k ‘, — 2m + l;x) , (15)

Г(1/2 + т - Л )
обладающей необходимой асимптотикой:

Wk m(x )~ x ke~tn , X —̂ ±°° •
Функции MktXx) являются линейной комбинацией Wjrv(X) и W_*.„( х).

4. Четырехмерное пространство де Ситтера
В данном случае:

ds1 = ^ -{d t2 -d x 2 - d y 1 -  dz') - —у-(d r  - { dx' ) ' ),
r  t~

\ t

V 11V 1 + m 2 = — 
а

,  i  v  I - H l 1OL' 2 i o ~  i
p ;  - { p j +  — ^ — + — P t *  , tV a

__ L y  у Wi = H +W-------- 7 L 0 lL 0 j  I - Г 7  „ T  ГК ,
a

(16)

I
где Ltiv=̂ iJiV] -  генераторы гру ппы Лоренца. W -  , Л тен

зор Минковского, латинские индексы принимают значение от 1 до j  При 
этом в изотропном базисе

1 =
a

I

dr + dx a
, n = — 

г

d t - d x

\

a dy + idz\ * a  ( dy -  i dz 2, m = —
t УІ2

последнее слагаемое в (16) уже нс диагонализируется. Например, для век
торных полей
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( - 2 1 0 0  '

! - 2 0 0

0 0 - 1 0

у ° 0 0 - ь

S oiLoj Tly =

Без данного слагаемого оператор имеет практически такой же вид. как и 
в двумерном пространстве. Если выбрать ось X по направлению простран
ственной части импульса (/̂ і-(/?,,/л0.0)). то первое слагаемое может быть 
записано как

f  т 2 „ 1  т - 2  \
, / V L - т  Ot

р)  ~{р<)  + '
2 i'or+ ------- p o

г  t
а  а *где G - I  для Г , о— 1 для п а , G=O для m“ , т а . после чего вычисление 

пропагатора сводится к вычислению континуальных интегралов для раз
личных G Результат снова может быть представлен в виде разложения по 
собственным функциям:

' . 0 0 Л

G(t" ,t' ; р )=  ^ dk 0 ец <8>ец ет̂ А,р<#') 0
0 0 - J

. w , ( 0 = i ‘ > r ( , / 2 + v - o )
T(2v + 1)

Way ( H k t ) ,

V = - y J - m 2a 2 + о 2 + 1 7 / 4 .
2

5. Векторная частица в пространстве де Ситтера
Для вычисления пропагатора частицы со спином необходимо учесть от

брошенный ранее член — I r E 0iE l Г|!'. В четырехмерном пространстве не
а

су ществует единой простой формулы для полей различного спина, как в

двумерном, так как явный вид матрицы----- - E 0rE n Л")" существенно зави-
ОГ

сит от конкретного представления группы Лоренца (скалярное, спинорное и 
т д ). Однако можно предложить общий метод вычислений, используя тот

факт, что — ^r E 0lE n Ду -  постоянная матрица, не зависящая от координат и
CT

импульсов Тогда для бесконечно малого шага по собственному времени £ :
-ie(f/n+tV) -fewе  “ ~ е  ‘е  ,

а разложение с ”'* 0 по собственным функциям уже было нами рассмотре
но. Пропагатор будет представлять собой бесконечное произведение мно
жителей вида:

(  . 0  On

\(1к 0 е( ®е,- „NV,('")„¥*.„('>■
0 0

0 ES0iX d̂ tIv / or (  \~])
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Решение ищем в виде разложения по линейным комбинациям функций 
Уиттекера, при этом асимптотические выражения для Wav (2 i k t )  под

ставляются в (17). Пропагатор векторной частицы полупим в виде:

Интеграл по путям для частиц со спином включает в себя дополнитель
ный элемент -  оператор параллельного переноса. Его учет требует разра
ботки новых методов вычисления континуальных интегралов. В данной ра
боте использовался следующий подход: интеграл по путям в четырехмер
ном пространстве де Ситтера схож с интегралом по путям в двумерном 
пространстве. Различие заключается в постоянной недиагональной матрице 
в экспоненте. На первом шаге вычисления ведутся без данной матрицы, за
тем ее вклад можно учесть, например, с использованием теории возмуще
ний При этом ну жно соблюдать осторожность в применении методов кван
товой механики: возникающие задачи напоминают нерелятивистские ради
альные задачи, однако "радиус (в нашем случае -  временная координата t) 
изменяется в более широких пределах (-<», °о).

В работе приведен результат расчета только для векторных частиц, од
нако вычисление интегралов по путям для частиц с другим спином не вы
зывает принципиальных затруднений, достаточно вычислить явный вид

матрицы — Т Е 0,Е 0 Т)у .
О Т
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УДК 535.37

ИМ . ГУЛИС. В.В. КИСЛЫЙ, В.А. ЦВИРКО

ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ СЛОЖНЫХ ОРГАНИЧЕСКИХ МОЛЕКУЛ 
В МАТРИЦЕ С ЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КРИСТАЛЛА 

ТРИГЛИЦИНСУЛЬФАТА
The temperature dependences of luminescence spectra for triglyciiie sulfate crystals doped by 

organic molecules are interpreted based on changes of the spontaneous polarization determining the 
spectral shifts due to orientational interactions.

Применение сегнетоэлектриков в устройствах детектирования оптичес
ких сигналов и обработки информации базируется на способности этих ма
териалов претерпевать фазовые переходы с изменением состояния спонтан
ной поляризации в зависимости от температуры, а также структурные пере
стройки под действием электрических полей, приводящие к изменению 
коэффициентов преломления либо характеристик светорассеяния материала 
111 Принципиально возможен и другой подход к использованию сегнето- 
электрических материалов, основанный на управлении оптическими 
(спектроскопическими) характеристиками примесей, в частности молеку
лярных. внедренных в сегнетоэлектрические материалы, путем индуцируе
мых внешними воздействиями структурных перестроек матрицы-хозяина 
[2]. Исследованию спектроскопических характеристик сложных органичес
ких молеку л, внедренных в неорганические кристаллы, посвящено весьма 
ограниченное число работ (см. [3~б]. а также приведенный в них обзор 
более ранних публикаций). В них раскрывается возможность синтеза ряда 
допированных органическими красителями ионных кристаллов, в том числе 
и некоторых сегнетоэлектрических. приведены спектры поглощения и 
люминесценции для некоторых систем, показана возможность получения 
стимулированного излучения при лазерной накачке Как следует из упомя
нутых работ, вопрос о характере внедрения молекул красителя в матрицу 
неорганического кристалла изучен явно недостаточно: в связи со слож
ностью системы поиск молекул-активаторов, которые могут быть упорядо
ченно внедрены в матрицу в достаточно высокой концентрации, носит эм
пирический характер, причем учитываются возможности замещения опре
деленных стру кту рных единиц кристалла ионами красителя.

В работе ]7| предпринята попытка детектирования фазовых переходов в 
кристаллах дигидрофосфата калия и триглицинсульфата путем анализа 
временных характеристик люминесценции внедренных в кристалл молекул 
триптофана В областях фазовых переходов наблюдаются слабо выражен
ные особенности кинетических характеристик, однако интерпретация ре
зультатов оказывается неоднозначной.

В настоящей работе приводятся результаты исследования спектрально
люминесцентных характеристик сложных органических молекул профлави
на (ПФ) и лазерного красителя кумарина-25 (К-25) в матрице триглицин- 
сульфата (ТГС). Целью работы является установление спектроскопических 
проявлений структурных перестроек кристалла при изменении температу
ры и выяснение особенностей механизмов формирования спектральных 
сдвигов за счет взаимодействия полярной молекулы активатора с локаль
ным полем ссгнетоэлектрической матрицы. Вопрос представляет фунда
ментальный интерес в плане возможностей использования допирующих 
молекул в качестве спектроскопических зондов микроокружения, а также 
актуален в связи с обсуждавшейся в |2 | перспективой создания новых ма
териалов с у правляемыми спектроскопическими характеристиками для при
менения в устройствах оптической обработки и отображения информации.
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Выбор объектов и методов исследования определялся следующими со
ображениями

1. Полярные молекулы сложных органических соединений типа краси
телей обладают электронными спектрами поглощения и испускания, поло
жение которых в полярном окружении существенно зависит от структуры и 
динамики окружения [8]. Спектральные сдвиги при переводе молекулы из 
газовой фазы (или неполярного растворителя) в полярную среду составля
ют сотни (и тысячи) обратных сантиметров, что сопоставимо с шириной 
колебательно-уширенных полос электронных переходов. Сечения оптичес
ких переходов велики (K r 16-K ) 17 см2), что позволяет получать достаточно 
высокую оптическую плотность и интенсивность люминесценции в геомет
рически тонких слоях при невысоких уровнях допирования (10 1 и менее 
весовых частей)

2. Изучение спектров люминесценции предпочтительно как по сообра
жениям чисто методическим (чувствительность, возможность работы с рас
сеивающими образцами), так и в плане их более высокой информативности 
при исследовании эффектов, обусловленных взаимодействием молекул с 
окружением [8].

3. ТГС является достаточно хорошо изученным сегнетоэлектриком 
[ 1, 9 ], водорастворимым (что упрощает процедуру получения допированно
го сложными молекулами материала), имеющим температуру Кюри фазово
го перехода второго рода в удобной для эксперимента области (7V = 49 "С) 
(Отметим, что в процессе подбора объектов проводились эксперименты с 
другим сегнетоэлектриком -  нитритом калия, привлекательным для модель
ных исследований вследствие простой структуры ячейки и возможности 
наглядного представления ее изменений при фазовом переходе [1]; однако 
выяснилось, что люминесценция исследованных красителей в кристалле 
сильно потушена, что. вероятнее всего, обусловлено индуцированием нит- 
ритными группами интеркомбинационных безызлучательных переходов.)

4 Выбор органических соединений-активаторов в отсутствие обоснован
ных представлений о механизмах внедрения сложных молекул в полярную 
кристаллическую матрицу проводился путем скрининга по достаточно ши
рокому набору (более двадцати) водорастворимых органических красите
лей. обладающих высоким квантовым выходом люминесценции, как кати
онных. так и анионных. Можно ожидать, что катионные красители должны 
умещать глициновые группы ТГС. а анионные -  сульфатные группы. 
Предварительными критериями нахождения "удачного" активатора явля
лись следующие' получение активированных кристаллов с достаточно вы
сокой концентрацией красителя внутри кристалла (адсорбция красителя на 
дефектах поверхности контролировалась путем удаления поверхностного 
слоя): интенсивная люминесценция: отсутствие особенностей в спектрах 
люминесценции в виде дополнительных концентрационно-зависимых по
лос. свидетельствующих об агрегации красителей: подобие наблюдающей
ся в водном растворе формы контура спектра

Методика приготовления образцов 11 С. активированных красителями, 
включала введение в насыщенный раствор ТГС при 7=49 11C малого объема 
водного раствора красителя, обеспечивающего конечную концентрацию на 
уровне Krj  моль/л: медленное (1 ч) охлаждение раствора до комнатной
температу ры с последующей выдержкой в течение 1 0 -1 о ч: многократну ю 
о т м ы в к у  выпавших кристаллов (размеры порядка 2 -5  мм) ацетоном. Кон
центрация красителя в полученных кристаллах составляла примерно 
IO h моль/л.
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Измерения спектров люминесценции проводились на установке, вклю
чаю щ ей два монохроматора МДР-6У {на возбуждении и регистрации лю
минесценции). Регистрация осуществлялась ФЭУ-79 в режиме счета фото
нов с накоплением информации в компьютере, который также управлял 
разверткой спектров

На рис. I приведены спектры люми
несценции кристаллов ТГС. активиро
ванных профлавином (ПФ) при различ
ных длинах волн возбуждения, лежащих 
в пределах длинноволновой полосы по
глощения красителя: следует обратить 
внимание на зависимость положения 
спектров от длины волны возбуждения, 
свидетельствующую о спектральной, а 
следовательно, и структурной гетеро
генности образца, т. е. о реализации 
внедрения молекул ПФ в области крис
талла с различными локальными поля

. ми. Существенным является то. что для
|,'10с“ другого красителя -  К-25 -  зависимость

Рис I. Спектры люминесценции проф г_
JTaKifHa к ТГС. Длина полны ноэбмжде спектра испускания от частоты возбуж- 

ния 420 (7). 450 (2), 460 нм (І) дения практически отсутствует, что мо
жет рассматриваться как свидетельство 

в основном однотипного внедрения молекулярного активатора в матрицу 
ТГС

Рис. 2. Температурные зависимости X(T)(J) и "Kr(T) (2) для систем ТГС -  профлавин (в) и
ТГС -  к\марил-25 (ff)

Рис. 2 иллюстрирует зависимость положения спектров люминесценции 
кристаллов ТГС. активированных ПФ (рис. 2а) и К-25 (рис 26). от темпе
ратуры при возбуждении длинами волн вблизи максимумов спектров по
глощения (возбуждения флуоресценции). Результаты представлены в виде 
зависимости от температуры "центра тяжести" спектра X = \Xl{k)dXj\I (X)JX
(см. рис. 2а. б. кривые /). а также положения точки Xe на длинноволновом 
склоне полосы испускания, отвечающей интенсивности 0.5 от максимума 
(см рис. 2а. 6. кривые 2). Приведенные в таком виде результаты позволяют 
пол\~чить представление об изменении ширины контура спектра с темпера
турой. с ростом T в случае ПФ длинноволновый сдвиг спектра сопровож-
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дастся \ ширением. сдвиг длинноволнового края спектра превышает сдвиг 
коротковолнового края и центра тяжести. В противоположность этому для 
К-25 имеют место коротковолновый сдвиг и сужение спектра с ростом 
температуры.

При анализе полученных температурных зависимостей обращают вни
мание аномально большие величины сдвигов спектров испускания примес
ных молекул в сегнетоэлектрическом кристалле при изменении температу 
ры в относительно малом диапазоне (порядка 50 "С). Так. для системы 
ТГС' -  ПФ сдвиг центра тяжести спектра составляет около 200 см . Следует 
отметить., что в "oбычнь[x,l твердых полярных растворах дипольных моле- 
Kv.T (стеклхюшиеся полярные растворы, полимерные матрицы) в таких не
больших диапазонах температур (если диапазон не включает область плав
ления матрицы) температурные сдвиги спектров поглощения и испускания 
оказываются весьма малыми |8 ]. Слабые температурные зависимости объ
ясняются тем. что в твердых растворах малы изменения величины реактив
ного поля, действующего со стороны поляризованного в электрическом по
ле дипольной молекулы активатора полярного окружения данной молеку
лы: повышение температуры приводит к некоторому разупорядочиванию 
ориентаций молекул диэлектрика и соответственно к уменьшению реактив
ного поля, но для малого спектрального диапазона, как показывают теоре
тические оценки и экспериментальные результаты, эффект мал.

Совершенно иная ситуация складывается в случае сегнетоэлектрика. В 
сегнетоэлектрической фазе наличие спонтанной поляризации должно при
водить к тому, что доминиру ющим фактором, определяющим задаваемые 
состоянием микроокружения сдвиги частот перехода, является локальное 
поле, обусловленное спонтанной поляризацией В области температур ниже 
точки фазового перехода Tr с приближением температуры к этой точке про
исходит снижение параметра порядка (уменьшение спонтанной поляриза
ции). а при температуре выше T1 кристалл переходит в параэлектрическу ю 
фазу с исчезновением спонтанной поляризации. Таким образом, приведен
ные на рис. 2 температурные зависимости в диапазоне, включающем точку 
/ (49 "С для ГГС). отражают эффекты изменения локального поля вслед
ствие изменения спонтанной поляризации. (Обратим внимание на то. что в

зависимостях X(T) и Xe(T) для ПФ усматривается тенденция к выходу на 
плато при 7 > Tc.)

Принципиально различный характер температурных зависимостей на 
рис. 2гу и 26 (длинноволновый сдвиг спектра с ростом температуры для ПФ 
и коротковолновый для К-25) может найти объяснение в рамках излагаемой 
ниже модели, которая, несмотря на предельную упрощенность, позволяет 
полу чить общее качественное представление о возможных спектроскопи
ческих проявлениях состояния спонтанной поляризации в допированных 
полярными молекулами сегнетоэлектриках.

Пусть  р,, и р,. -  дипольные моменты молекулы активатора в основном и 
возбужденном состояниях. Будем полагать, что р,. > р, (что чаще всего име
ет место), а также для у прощения будем считать, что векторы р? и р,. па
раллельны. (Для основного и первого возбужденного состояний сложных 
молекул чаше всего угол между р( и р, действительно мал |8 |.) Рассмотрим 
случай, когда молекула внедряется в матрицу таким образом, что p,.lę) па
раллельны ориентации поля спонтанной поляризации Ev. Такое внедрение, 
которое в дальнейшем будем называть ориентационно-упорядоченным, до
ставляет системе минимум энергии ориентационного взаимодействия. Со
ответственно понижение уровня энергии основного (возбужденного) состо-



янпя за счет данного взаимодействия составит At/g(e) = - p ę(,,)A's. . что приве

дет к сдвигх частоты перехода в длинноволновую область на величину 
Av = -A pA ',. где Ap = P t . — p Ł. Очевидно, что уменьшение значения Es с
ростом температуры должно приводить к уменьшению определяемого ори
ентационными взаимодействиями сдвига Av, т. е. к коротковолновому сдви
гу спектра. Именно такая ситуация может иметь .место в системе ТГС— К-25 
(рис. 26). Здесь же уместно обратить внимание на упоминавшуюся слабую 
зависимость спектров люминесценции системы ТГС — К-25 от частоты 
возбуждения, указывающую на преимущественно упорядоченное внедре
ние активатора. Можно было бы. однако, ожидать, что с достижением Tc
после перехода кристалла в пароэлектрическую фазу зависимость X( I )  
выйдет на плато. Причиной отсутствия этого плато (см. рис. 26) может слу
жить известный эффект повышения температуры фазового перехода за счет 
закрепления структуры на примесных центрах [ IJ1

Рассмотренный случай ориентационно-упорядоченного внедрения не яв
ляется единственно возможным, так как структура кристалла и характер 
внедрения примеси определяются не только ориентационными взаимодей
ствиями. но и стерическими факторами, которые могут привести к внедре
нию дипольной молекулы таким образом, что векторы дипольного момента 
PngJ не будут совпадать с направлением Ejf. Для наглядности уместно рас
смотреть предельный случай "ориентационно-напряженного" внедрения, 
при котором Png) и Es антипараллельны Нетрудно убедиться, что в этом 
сл\ чае ориентационные взаимодействия дают коротковолновый вклад в 
спектральный сдвиг Av=-I-ApEj . который должен уменьшаться по мере 
снижения Ef с ростом температуры, что проявится в виде длинноволнового 
сдвига спектра Можно полагать, что такая ситу ация приближенно отража
ет поведение системы ТГС -  ПФ (рис. 2с<). Разумеется, в реальной системе 
следу ет принимать во внимание возможности различных ориентаций при
месных молеку л, различную степень закрепления структуры на дефектах. C 
учетом этих (а также других, детально не анализируемых здесь) осложняю
щих факторов объяснима как спектральная гетерогенность системы, так и

отсутствие четко выраженного перегиба в зависимости X(T) в области 
точки Кюри.

Приведенные результаты могут служить основой для работ по поиску 
новых допированных сегнетоэлектрических материалов, спектроскопичес
кие характеристики которых чувствительны к температуре и внешним 
электрическим полям.
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УДК H  5.317.1
Ю.В. ГРИЦАЙ, В.В. МОГИЛЬНЫЙ

ВЛИЯНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ФОТОИНДУЦИРОВАННЫХ 
ДЕФЕКТОВ НА ДИНАМИКУ ФАЗОВЫХ ГОЛОГРАФИЧЕСКИХ 

РЕШЕТОК В АНТРАЦЕНСОДЕРЖАЩИХ ПОЛИМЕРНЫХ СЛОЯХ
Influence of recording beam intensity on diffraction efficiency kinetics of phase holographic 

gratings hi anthracene containing polymer is investigated. An enhancement of the gratings without 
an inversion of their phase contrast is explained by interactions of photoinduced defects, leading to 
captured solvent molecules releasing. The calculating model including this process is in qualitative 
agreement with experimental data.

Дифракционная эффективность (ДЭ) фазовых голограмм в полимерных 
слоях, включающих производные антрацена, определяется как фотодиме
ризацией антраценовых молекул, так и вызываемой ею диффузией подвиж
ных низкомолекулярных примесей [1, 2]. Это позволяет вести голографиче
скую запись в режимах, обеспечивающих получение высококачественных 
объемных голограмм (низкая ДЭ в процессе экспонирования и постэкспо
зиционное усиление [31). Естественно, выбор оптимальных условий записи 
облегчается наличием модели, учитывающей основные фотоиндуцирован
ные процессы, вносящие вклад в изменение оптических свойств среды

В настоящей работе рассматриваются особенности кинетики ДЭ фазо
вых голографических решеток (ФГР) в антраценсодержащих полимерных 
слоях, возникающие при увеличении интенсивности записывающих пучков.

При умеренных интенсивностях (освещенность оптически тонкого слоя 
в максимумах интерференционной картины <10 мВт/см ) распределение 
показателя преломления в среде на основе полиметилметакрилата, содер
жащей 10 мол. % 9-антральдегида (9-АА) и до 10 мол. % остаточного рас
творителя -  хлороформа, описывается выражениями [ 1]:

где An -  амплитуда модуляции показателя преломления п, RM, Rn и Rs -  мо
лярные рефракции 9-АА. его фотодимера и хлороформа соответственно, б -  
коэффициент захвата молекул хлороформа образующимися при фотодиме
ризации в полимерной среде структурными дефектами. Параметры к и у за
даются выражениями:

в которых /,i -  амплитуда модуляции интенсивности, е -  коэффициент экс- 
тинкции 9-АА на частоте V, ф -  квантовая эффективность его фотодимери
зации. с  -  начальная концентрация 9-АА. — число Авогадро. D — коэф
фициент диффузии хлороформа. А -  период световой решетки.

Пропускающие голографические решетки записывались излучением ар
гонового лазера (длина волны нм) по схеме с симметричным падени
ем пучков в слоях толщиной й=50-80  мкм. В соответствии с (I). (2) и вы
ражениями для ДЭ объемных (3) и плоских (4) фазовых голографических 
решеток [4]:

к —— (l-exp(-yf))+ (2/?и -  Rd -  Rs6)t , t<  t„, (I)
. У -

( 2 )

- ( 2 R u - R D)t,.] t > t e ,

к = /0£фНпЮ/(ЙуАл) , у = An1D /A 1 ,
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ДЭ-мігІл/* Ля/Acos©), 
ДЭ= J 1 (te/wW A cos©),

(3)
(4)
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где h -  толщина слоя. 0  -  половина угла схождения записывающих пучков. 
V функция Бесселя первого порядка, экспериментально регистрируются 
кинетики ДЭ. примеры которых приведены на рис. 1. Их характерной осо
бенностью является переход ДЭ через нулевое значение либо в течение вре
мени экспонирования, либо в постэкспозиционный период (в !зависимости 
от соотношения скоростей поглощения света и диффузии хлороформа |! |). 
Эта особенность -  следствие инверсии решетки п, т. е. изменения ее фазы 
на л Необходимо отметить, что соответствие экспериментальных кривых 
выражениям ( J ). (2) достигается при использовании жесткого покровного 
слоя для предотвращения релаксации фотоиндуцированных дефектов - 
центров захвата подвижных молекул, образуемых фотодимерами [3]. Тогда 
коэффициент S может считаться постоянной величиной в течение всего 
процесса формирования ФГР.

В рассматриваемой среде качест
венные отклонения наблюдаемой 
экспериментально кинетики ДЭ ФГР 
от теоретической (выражения ( 1). (2)) 
были обнаружены нами и при нали
чии покровного слоя. На рис. 2а  при
ведены кинетические кривые, полу
ченные в идентичных условиях, но 
при различных значениях I0- Экспери
ментальная кривая / соответствует 
( 1). (2). о чем свидетельствует ее сов
падение с расчетной кривой i 
(7=0.0032 с-1, 6=1,92; k = 7 ,6 1 0 7
моль-см З с '). После трехкратного 
увеличения интенсивности записы
вающего излучения возникают каче
ственные отклонения от кинетики, 
описываемой (1). (2) (кривая 2). Как и 
следовало ожидать, в этом экспери
менте благодаря более высокой ско
рости фотодимеризации вначале пре
обладает вклад этого процесса в из
менение Ап. так как диффузия хлоро
форма не успевает его компенсиро

вания -г̂  ■вать. в целом Анси. т. е. в оолсе ос
вещенных местах показатель преломления ниже, а решетка имеет отрица
тельный фазовый контраст. В противоречие с моделью последний сохраня
ется в течение всего времени экспонирования (ДЭ не достигает 0). а поеле 
его прекращения решетка усиливается. Такую кинетику можно объяснить, 
если предположить, что с течением времени коэффициент захвата 6 умень
шается. ослабляя вклад диффузионного процесса в Ап. в результате чего ДЭ 
начинает возрастать, не достигнув нулевого значения. Тогда дальнейшее 
возрастание ДЭ после прекращения экспонирования будет обусловлено 
диффузионными потоками хлороформа, «освобожденного» дефектами в ре
зультате уменьшения 6.

Введем величину 0ел как решение относительно 5 уравнения (3) с учетом 
(І). (2) и левой частью, определяемой экспериментальными кривыми (см. 
рис. 2а). Зависимости Ssff от времени, рассчитанные при указанных значе
ниях параметров у и к. приведены на рис. 26. Уменьшение бед (кривая 2) 
при более высокой интенсивности можно рассматривать в случае отрица
тельных значений An как свидетельство падения 5 согласно ( 1). (2).

/
/

1000 2000 3000 4000 1. с

! ’ h l . 1. Зависимость дифракционной эффек 
тинности от времени для голограмм с про 

стргщетвеиным периодом 6.7 (а). 37 мкм (б) 
при температуре 315 ( 1а), 34 i (2д), 335 (16), 

348 К (26).
Стрелками от мечены моменты прекращения чкеппниро-
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;п ° В кристаллических твердых телах
известен эффект слияния дефектов 
[5|. понижающий их общую энергию. 
Можно предположить^ что в резуль
тате диффузии происходит слияние 
фотоиндуцированных дефектов и в 
стеклообразных полимерах Этот про
цесс можно представить как диффу
зионное сближение фотодимеров и 
взаимодействие их полимерного ок
ружения с понижением избыточной 
энергии механических напряжений 
последнего. Естественным результа
том при этом должно быть уменьше
ние б.

Построим расчетную модель ди
намики голографических решеток в 
условиях релаксации дефектов за счет 
их слияния. Взаимодействие центров 
можно представить как бимолекуляр
ную реакцию между тождественными 
частицами Тогда кинетика концен
трации захваченного дефектами рас

творителя r'sd будет определяться уравнением [6 |:
d d ,

Х с*> = 5 X c^ dr dr
где Cp -  концентрация фотодимеров. Aj=26 rN/J)ppk,„ г -  характерный ра
диус взаимодействия. Dd -  коэффициент диффузии фотодимеров, р  -  веро
ятность взаимодействия дефектов при столкновении. кА -  коэффициент ос
вобождения (отношение числа молекул растворителя, освобожденных при 
взаимодействии двух дефектов, к числу молекул, ранее захваченных этими 
же дефектами). Решение (5) из-за нелинейности правой части не будет стро
го синусоидальным. Будем рассматривать динамику амплитуды модуляции 
п гармонического распределения с основной пространственной частотой 
Для близкого к синусоидальному периодического распределения вклад ос
новной частоты намного превышает вклад кратных частот. Например, при 
диффузионной модификации даже прямоугольного распределения вклад 
неосновных гармоник не превышает 10 % |7|. Поэтому для качественного 
анализа можно перейти к уравнению для амплитуды основной гармоники:

Рис. 2. Чкепериментальные (1.2) и рассчи- 
IUhLHiW (Л im формулам (1). (2) зависимости 
дифракционной эффективности (а), а также 
Sr!| (O) от »]*--мен И При ра зличной интенсив 
мости записывающих пучков.

Температура 2^3 К. время »кегюиирлвания Ic г)00 с:, 
/?» Wi, / 1=5 мВт см Л - 1*8 MtCM

dr Ас'™ =
1*5- L ( A c so)2, k i .

( 6 )
vSV4 jl  5 0 '  * - ' V ,

v — *з(Дс$в) , ( > t e
Уравнение для амплитуды модуляции концентрации подвижного (неза

хваченного) растворителя AcSi имеет вид [ 1 ]:

X  aTt, = -У&cSi -  ~  Acso. О)
dr dr

Кинетика амплитуды модуляции концентрации антраценового компо
нента и фотодимера описывается выражениями, приведенными в 111.

Решения (6 ). (7) при начальном условии Дс80(0)=Дс81(0)=0 и условии 
сшивания при I= I, имеют вид:

a(exp(br)-l)
At’sn — ' exp(br) +

t < t . ( 8 )
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k M - t e) +
exp (bt) + 1 

fi(cxp{bO -  l)
t > t . .

'г4£5ехр((Ь + у )т),Aesi = —exp(—yt)j— ----\ rfr,
ii (exp(&f) + I)-

t < K

Дел = ехр(-у(/ - г„))(Дся (t, )+ J * ’схрМ т /' ^ dxr
J ( Ł x + с)

t> t..

(9)

( 10)

( 11)

• к ъК. ■

где введены следующие обозначения:

«  =  Ж  Ь =  2  Ж б ;  с - - ” * * »  +  1
V^3 «(exp(/?ff) - 1 )

Модельные кривые рассчитывались с использованием формулы Лорентц 
-  Лоренца, записанной в форме j 1]:

А»— ;  2)2 Ł * ,  Ar,. (12)
O rt  i

где R1 и Дс, -  рефракция и амплитуда модуляции концентрации г-го компо
нента с учетом (X)-(l 1). при этом интегрирование проводилось численно по 
методу Симпсона. Анализ модельных кривых показал, что в некотором диа
пазоне параметров при изменении интенсивности (параметра к) происхо
дит качественная трансформация зависимости Дn(t) (рис. 3). При £=3,8-К)“7 
моль-см ł с"1 кривая I соответствует экспериментальной кривой 1 на рис. 
2а Пятикратное увеличение к (кривая 2) приводит к тому, что отрицатель
ный фазовый контраст сохраняется на всем протяжении эксперимента, при 
этом модельная кривая демонстрирует все характерные элементы экспери
ментальной: увеличение амплитуды модуляции показателя преломления на 
начальном участке, уменьшение, затем снова увеличение перед прекраще
нием экспонирования После прекращения экспонирования следуют незна
чительный спад и дальнейшее увеличение с сохранением отрицательного 
фазового контраста.

дГ! Модельные кривые на рис. 3 рас
считывались по реально измеренным 
параметрам у, Ö, Rs, Rn, Rm, значения 
параметра к}. при которых наблюда
лась такая трансформация кривых с 
увеличением интенсивности, лежали
в пределах £3=2-3 см'-моль -с . Счи
тая вероятность взаимодействия р=  1, 
коэффициент освобождения £4= 1 
(полное освобождение захваченных 
молекул при взаимодействии дефек
тов) и характерный радиус взаимо
действия примерно равным диаметру 
молекулы (г-К ) 0 м). получим значе
ние коэффициента диффузии фото

димеров DpstlQ 2Ü м -с 2. что согласуется с данными по коэффициентам 
диффузии антраценоподобных молекул в полиметилметакрилате [8]. Малое 
значение коэффициента диффузии и обычно небольшие степени фотопре
вращения являются причиной того, что в обычных условиях диффузион
ным взаимодействием дефектов можно пренебречь. Режим записи с релак
сацией дефектов можно также наблюдать, по-видимому, при сильно отли

!Tit 3. Зависимость A m от /. рассчитанная 
согласно (К H 12) при следующих значениях 
параметров

трапам е”‘. а=1Л2. 1,-900 сД=з,в-1 (г7( 1), 
1,9-10"* моль-еи"1-с-1 (2)
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чающихся по интенсивности записывающих пучках |У|. когда постоянная 
составляющая интенсивности создает необходимую концентрацию фотодл-
меров.

Таким образом, при больших степенях фотопреврашения наблюдаются 
отклонения эволюции фазовых голограмм от модели со стабильными цен
трами захвата. В этом случае возможно усиление без инверсии фазового 
контраста Наиболее вероятной причиной отклонений является взаимодей
ствие дефектов, приводящее к освобождению ранее захваченных фотоней- 
гральных молекул (растворителя). Построенная с учетом этого обстоятель
ства расчетная модель качественно согласуется с экспериментом.

Исследования проводились при поддержке Фонда фундаментальных ис
следований Республики Беларусь.
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КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ПОДВИЖНОСТИ 
НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА И УДЕЛЬНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 

В ИМПЛАНТИРОВАННЫХ СПЛАВАХ SilxGex
Carrier mobility and resistivity of epitaxially grown S il ,Gex layers are investigated by diffe 

rential Hall measurements. The layers of S ii jGe1 alloy were epitaxially grown by MBB on Si 
waters. Implantation of As (8-1015 cm -2) as well as rapid thermal annealing were applied for alloy 
Il ,ping. The dependence of carrier mobility and resistivity are obtained as a function of Sti jGe1 
commposition.

Еівйсй M ост и подвижности ((i*) и удельного сопротивления (pj) имплан- 
нрованных слоев от концентрации («) легирующей примеси имеют боль

шое ф\ ндаментальное и прикладное значение [!|. Так. при разработке но- 
ы \  приборов п интегральных схем важным является прогнозирование их 
параметров, например пробивных напряжений, токов утечки /!-«-переходов, 
которые напрямую связаны с концентрацией легирующей примеси. Дтя 
контроля уровня легирования непосредственно в техпроцессе обычно ис
пользуют норазру шаюшие методы, например, холловские измерения слое
ного сопротивления и подвижности носителей заряда [2| Измерения под
вижности носителей также позволяют проводить опенки структурного ка
чества имплантированных слоев |3, 4]. В кремниевой технологии зависимо
сти р, и р. от концентрации носителей исследованы достаточно подробно 
11 -р i_ в  последние годы особый интерес связан с развитием технологий на 
основе SiGc-cnлавов. перспективных для создания нового поколения полу-
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проводниковых приборов [7]. Электрофизические свойства имплантацион
ных слоев S it ,Gci-сплавов исследованы недостаточно. Это в первую оче
редь касается концентрационных зависимостей подвижности и удельного 
сопротивления В настоящей работе такие исследования проведены на при
мере гетероэпитаксиальных структур Sii jtGe1ZSi, имплантированных ионами 
мышьяка после быстрого термического отжига (БТО).

Материал и методика
Исследования выполнялись на слоях эпитаксиальных S it ,Ge,-сплавов с 

композиционным составом ле=Ю,2=0,5. Слои выращивались методом моле
кулярно-лучевой эпитаксии (МЛЭ) на подложках (001) Si с использованием 
технологии композиционного варьирования. Процедура эпитаксии включа
ла последовательный рост буферного слоя Si до толщины 0,1 мкм. компо
зиционно-изменяемого буфера S il JfGei с градиентом изменения состава 
сплава 10 ат. % Ge на 1 мкм толщины и, наконец, финальный слой сплава 
необходимого стехиометрического состава до толщины 2 мкм. В каждом 
образце во время эпитаксиального роста проводилось фоновое легирование 
атомами бора до концентрации З-Ю14 см 1 Температура подложек во время 
МЛЭ составляла 800 °С. Композиционный состав каждого образца контро
лировался с помощью метода резерфордовского обратного рассеяния. По 
данным просвечивающей электронной микроскопии выращенные слои со
держали остаточные (ростовые) дислокации в концентрации менее IOtl см ". 
Имплантация ионов As* проводилась при комнатной температуре до дозы 
81  см ". В зависимости от композиционного состава Sii vGev-cnaaßa 
энергия имплантации выбиралась таким образом, чтобы концентрационный 
пик имплантированного As составлял 9 1020 см 1 при одинаковом значении 
среднего проецированного пробега Zip=IOO нм и страгглинга IS,Kp=  30 нм в 
каждом образце. После имплантации образцы отжигались в атмосфере ар
гона при температуре 900-1000 °С в течение 15 с. Для исследования элек
трофизических характеристик легированных слоев применялся метод изме
рения эффекта Холла и проводимости в сочетании с прецизионным по
слойным стравливанием.

Результаты и их обсуждение
В результате проведенных 

исследований электрофизичес
ких свойств гетероэпитаксиаль
ных слоев сплавов S ii ,Ge1 для 
композиционного интервала 
()<х<0,5 установлено, что как 
удельное сопротивление слоев, 
так и подвижность носителей 
заряда (электронов) существен
ным образом зависят от кон
центрации легирующей приме
си. а также от стехиометриче
ского состава сплавов. Величи
на удельного (слоевого) сопро
тивления является одной из 
наиболее критичных характери
стик при контроле технологи

ческих процессов (8). используемой, например, для оценки концентрации 
легирующей примеси. Поэтому важным является установление зависимо
сти удельного сопротивления от концентрации легирующей примеси для 
различных значений композиционного состава сплава. На рис. 1 приведены

Рис 1. Зависимость удельного сопротивления от 
концентрации носителей заряда:

/ ■ ЗІ Д - Slojt,Cicqj,, А - Si0.,,(«'А,„, 4 - ЗІ0,(Уо.
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Т а б л и ц а  I

Подгоночные параметры ДЛЯ интерполяции 
экспериментальных результатов зависимостей 
удельного сопротивления от их концентрации 
для Si и сплавов Si0JgjGeiu J, SiojjGenili5, SiojGe0̂ , 
имплантированных ионами Ast (8ТО15 см'*) 

после быстрого термического отжига (БТО)
I 'техиометрнческий 

состав а ь C d

Si 0,043 6 ,I C-18 -1,59 2,30
Sio.nsGeo.i5 1,300 3,9с 19 23,63 0,10
Sioi55GeiMs 1 .‘ИЮ 2,3е-16 -5-1,60 0,09
Sio5Ge0iS 20,300 1,2с 15 52,10 0,10

Jj,- и-/ И <

А
- "0,0НШ

хо

с-0.

• 10 5 ■ 10' 10" ■КГ

результаты таких измерении 
для концентрационного диапа
зона 1019—4-1020 см"\ который 
соответствует высоколегиро
ванным слоям, используемым, 
например, при создании облас
тей истока и стока в полевых 
транзисторах или эмиттерных 
областей в биполярных транзи
сторах f8] Из приведенных ре
зультатов следует: удельное со
противление имплантирован
ных сплавов растет с увеличе
нием атомных фракций Ge. что 
хорошо согласуется с анало
гичными зависимостями под
вижности. На рис. 1 даны также 
результаты компьютерной ин
терполяции с использованием 
известного выражения [5]:

Iogp = a(\og(bne У У, 
подгоночные параметры кото
рого (a b ,c j i)  сведены в табл I. 
Полученные результаты иллю
стрируют также уменьшение 
максимальной концентрации 
активированной примеси в 
S ii *Ge*-cплавах с ростом х В 
соответствии с данными (9J при 
равной температуре отжига 
предельная растворимость 
мышьяка в Ge ниже, чем в Si, 
поэтому уменьшение пиковой 
концентрации носителей заряда 
с ростом X  соответствует ожи
даниям.

На рис. 2 приведены резуль
таты измерения подвижности 
электронов как функции кон
центрации легирующей приме
си для сплава Sioj5Geojs- Экс
периментальные данные, изо
браженные на рисунке точками, 

демонстрируют тенденцию к уменьшению подвижности с ростом концен
трации легирующей примеси. Здесь же приведена кривая, полученная пу
тем компьютерной интерполяции экспериментальных данных с помощью 
известного соотношения [5|:

р„ = р0 + (Praax -  P0)/(1 H n J 9,7 ■ IOiY '7) - р,/(1 + (3 ,4• IO2tVnc)2, 
где Po, Janif0ll р, -  подгоночные параметры для определения подвижности 
Подобная интерполяция проведена и для других сплавов, а также в качестве 
сравнения для кремния Полученные подгоночные параметры приведены в 
табл. 2. Отметим также, что подгоночные параметры для случая чистых

IjuHC. 2. Зависимость подвижности носителей заряда 
от KOHiiem рации легирующей примеси для сплава

S i o j5G e0ilJ5:
/- »кспероментплькые результаты. 2-крива* шетраппляции

Т а б л и ц а  2

Подгоночные параметры для интерполяции 
экспериментальных результатов зависимостей 
подвижности электронов от их концентрации 
для Si п сплавов SiiuJGe0Jj, Sini55Gtnj,. Sin.4,L‘i>.j, 
имплантированных нонами As* (S-IOis см_г) по
сте быстрого термического отжига (БТО)

('техиометрический состав я. Яо Д пм
Si (по данным литературы) 43,40 52,20 1417,0
Si 44,09 49.40 1415,0
Sl0Y5C TC0iJS 44,09 43,40 1800.0
S1OssGe045 41,30 34,80 2140,4
Sia5Gto5 40,30 31,20 2242,1
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кристаллов кремния хорошо коррелируют с результатами, полученными 
ранее в других работах [5, 6]. Зависимость интерполированных кривых 
подвижности от концентрации легирующей примеси для сплавов Si| ,Gel 
различного композиционного состава изображена на рис. За. Отметим три 
основные особенности поведения кривых. Во-первых, во всех сплавах под
вижность электронов монотонно уменьшается с ростом легирующей при
меси Во-вторых, в области концентраций порядка 7 -JOiq—2- IO2n см * суще
ствует излом на зависимостях ц=р(яД что характерно также для Si (5 ]. 
Третьей особенностью кривых является непрерывное уменьшение подвиж
ности с увеличением концентрации Gc в сплавах. Особенно хорошо эта 
тенденция видна на рис. 36, где приведена зависимость подвижности от 
стехиометрического состава сплава, полученная для одного и того же зна
чения концентрации легирующей примеси (К )30 см ’). Учитывая одинако
вые условия холловских измерений (температура, плотность тока. конфигу
рация холловских структур, профиль и концентрация легирующей приме
си). мы можем предположить, что уменьшение подвижности носителей за
ряда с ростом концентрации атомов Ge в S il !.Gev-CnoaBax свидетельствует о 
существенной роли дополнительного механизма рассеяния. Такой меха
низм рассеяния носителей на сплаве характерен для материалов, содержа
щих атомы различного сорта в сопоставимых концентрациях (так называе
мое alloy scattering [71),

*  *  *

В работе с использованием 
дифференциальных измерений 
эффекта Холла исследованы за
висимости удельного сопротив
ления и подвижности носителей 
заряда гетероэпнтаксиальных 
слоев сплавов Si, tGev 
(0,2<т<0,5) от концентрации ле
гирующей примеси и компози
ционного состава сплавов. Ус
тановлено. что во всех сплавах 
подвижность электронов моно
тонно уменьшается с ростом ле
гирующей примеси. Непрерыв
ное уменьшение подвижности с 
р OCTONf концентрации атомов 
Ge в сплавах происходит благо
даря включению дополнитель
ного механизма рассеяния но
сителей на сплаве В свою оче
редь удельное сопротивление 
и м п ла нти рова н н ы X сп ла во в
растет с увеличением концен
трации Gc в S i| . JGev-Cnлавах. 
Методами компьютерной ин
терполяции установлены под
гоночные параметры для вы

числения подвижности носителей в исследуемых сплавах. Приведенные за
висимости р=р(«(.) могут быть использованы для контроля концентрации 
носителей и измерений удельного сопротивления

с«тав образца '
I 'm T Зависимость подвижности носителей «ряда 
ni их концентрации (а) и от процентного содержа 

ним атомов германия в силане (б):
I S i..’  Kir l ,3 K-J1 3 Sil l I j f « У , « S in jO 'o ,. TiIBHCIimMlb(Я) 
[.■лтптешч Lin < i Li:, иг,!,, легнрітаакньгх , i i i  концентрации In '0 AjUcmj
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УДК 669.76:5373

В.Г. ШЕПЕЛЕВИЧ, Э.Е. ГРЕЧАННИКОВ

ВЛ ИЯНИЕ ЛЕГИРОВАНИЯ НА ЗЕРЕННУЮ СТРУКТУРУ 
БЫСТРОЗАТВЕРДЕВШИХ ФОЛЬГ СПЛАВА Bi-15 ат. % Sb

Quickly quenched foils of Bi 15 at.% Sb alloy have small size of grains and texture (10 I 2 ) . 
Doping with aluminium, gallium, germanium indium, sulphur, zinc and tin reduces size of grains 
and docs not change texture.

Сплавы Bi-Sb. содержащие 5-20 ат.% Sb, в области низких температур 
имеют запрещенную зону |1|. в значительной мере определяющую элек
трические свойства, и благодаря их удачному сочетанию используются в 
качестве материалов для изготовления термоэлементов [2]. Использование 
поликристаллических сплавов зависит от их электрофизических свойств, 
которые в значительной степени определяются размерами зерен и их ори
ентацией. В связи с этим цель данной работы состоит в выяснении законо
мерностей формирования зеренной структуры быстрозатвсрдсвших фольг 
бинарного сплава Bi-15 ат.% Sb и тройных сплавов Bi-15 ат % Sb-ЛЭ (ЛЭ -  
легирующий элемент), содержащих в качестве легирующих элементы И, III, 
IV и Vl групп периодической системы Д.И. Менделеева.

Сплавы Bi-15 ат.% Sb. содержащие до 0,8 ат. % легирующих элементов 
Al, In. Ga, Ge, Sn, S, Zn, приготовлены сплавлением компонентов в кварце
вой ампуле. Использованы Bi и Sb чистотой 99.9999 %. Чистота легирую
щих элементов не хуже 99.999 %. Закалка из жидкой фазы осуществлялась 
выплескиванием капли расплава на внутреннюю поверхность вращающего
ся медного цилиндра. В таких условиях скорость охлаждения, согласно рас
чету [3]. достигала IOtl К/с. Для исследования использовались фольги тол
щиной 20-50 мкм. C их поверхности снимался шлиф толщиной до 1 мкм. 
затем поверхность подвергалась воздействию раствора HNOi в этиловом 
спирте (в соотношении 1: 1) в течение 20-30 с. Зеренная структура быстро
затвердевших фольг исследовалась с помощью металлографического мик
роскопа "Neophot-2 Г Размеры зерен определялись по диаметру их сечений 
[4] Погрешность определения средних диаметров зерен составляла 
10-20 %. Исследовались две поверхности быстрозатвердевших фолы : кон
тактная. формирующаяся при контакте расплава и медного цилиндра, и 
свободная, образующаяся при контакте с атмосферой. Для изучения струк
туры поперечных и продольных сечений из 100-120 быстрозатвердевших 
фольг склеивались брикеты. Исследование текстуры осуществлялось на
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дифрактометре ДРОН-3 в медном излучении. Полюсная плотность дифрак- 
иионных линий Ю І4 ,1120,10 І 5 , 2020,2022, Ю І7 ,2 0 2 5 ,2 1 3 0 ,2 1 3 2  и 0009 
рассчитывалась по методу Харриса [>]

Быстрозатвердевшие фольги исследуемых сплавов имеют мелкозерни
стую стру ктуру В таблице приводятся значения средних диаметров зерен 

Средний диаметр зерна фолы сплава B i-!5 ат. % Sb составляет 5.0 мкм. 
Легирование сплава вызывает уменьшение размеров зерен, что связано с 
увеличением количества возможных центров зарождения твердой фазы при 
кристаллизации расплава. Так. введение в сплав B i-15 ат % Sb алюминия и 
серы у меньшает средний диаметр зерен в два и более раза, в то время как 
легирование цинком, малым количеством олова и германия незначительно 
влияет на размеры зерен

Таблица
Размеры «ерен и полюсные плотности дифракционных лилий быстротатвердевтих 

фолы сплавов Hi-15 ат.%  Sb-ЛЭ

< 'плав ('редкий диаметр черна мкм Полюсная плотность 
дифракционных линии

Кміітаістн ан 
поверхность

<' »обидная 
поверхность IO 12 IOM н5о 2020

Bi-15 Ltt.% Sb 5,0 5,7 10.7 0.2 од 0,0
Bi 15 ат.% Sb 0,2 ат.% Ge 5,6 5,5 9.7 од од 0,3
Bi 15 ат.% Sb ОД ат.% Ge 5,6 3.7 11,0 0,0 0,0 0.0
Bi 15 ат.% Sb-O1X ат.% Ge 3,7 3,7 11,0 0.0 0,0 0,0
Bi 15 ат. % S M U  ат.% Ga 2,9 3,6 9,6 0.2 0.2 0,3
Bi 15 ат % Sb 0,8 ат.% Ga 2,5 3,5 I 1,0 0,0 0,0 0,0
Bi I Я ат i Sb 0.4 ат.% S 2,5 2,8 11,0 0,0 0.0 0,0
Bi [Я ат.%. Sb 0,8 ат.% S 2,6 2,8 10,6 0,2 од од
Bi 15 ат.% Sb 0.25 ат.%,- Sn 3,6 3,6 9,9 0.2 од од
Bt 15 ат.% Sb 2 ат.%, Sn 2,7 3,0 11,0 0,0 0.0 0.0
Bi 15 ат.%. SM),8 ат.% Al 1,9 2,7 10.2 0,1 од 0.5
Bi 15 ат.% Sb 0,8 ат.% In 3,1 2,8 I 1,0 0,0 0,0 0.0
Bi-IS ат. * Sb 0,8 ат.% Zn 3.9 4,2 11,0 0.0 0,0 0,0

Металлографический анализ поперечных и продольных сечений пока
зал. что в быстрозатвердевших фольгах нелегированного сплава Bi-15ar.9f SK 
а также сплава, содержащего 0.2 ат. % Gc и 0*25 ат. % Sn. образуются 
столбчатые зерна, оси которых перпендикулярны поверхности фольги или 
незначительно отклоняются от этого направления. В быстрозатвердевших 
фольгах сплава B i-i 5 ат. % Sb. содержащего Ü.4 и 0,8 ат. % Ge, Ga, Al, In, S, 
образуются в основном равноосные зерна. Доля столбчатых зерен в быстро- 
затвердевших фольгах этих сплавов не превышает 6-10 %.

На основе анализа микрофотографий зеренной структу ры быстрозатвер
девших фольг сплавов Bi-15 ат.% Sh-ЛЭ построены распределения N мак
симальной хорды / сечений зерен, некоторые из них приведены на рисунке. 
Наблюдается асимметричность распределений со смешением моды в сто
рону малых размеров, что характерно для логарифмически нормально рас
пределенных диаметров зерен 14J.

Быстрозатвердевшие фольги исследуемого сплава имеют четко выра
женную тексту ру (ю I 2). На долю данной ориентации приходится 90-100%

объема фольги Наблюдаются также слабые линии 1014,1120 и 2020. Как 
следует из таблицы, легирование сплава не вызывает заметного изменения 
текстуры Полюсные плотности дифракционных линий, не указанных в 
таблице, не превышают ОД. Формирование данной текстуры обусловлено 
ориентацией ковалентных связей на межфазной границе кристалл -  жид
кость Каждый атом связан с другими ближайшими атомами ковалентными
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связями. Две из них расположены в плоскостях (01 12)[(Т012)и (] 102). а 
третья связывает два атома соседних плоскостей. На межфазной границе 
кристалл -  жидкость, совпадающей с указанными плоскостями. Образуется 
высокая плотность активных центров в виде ненасыщенных ковалентных 
связей. К ним легко присоединяются атомы из расплава, вызывая быстрый 
рост кристаллитов с у казанной ориентацией.

I’аснре деления N максимальной хорды / сечений зерен быстро затвердевших фолы;
«f hü Kiiiff мкгн.чі ппItcpXHitCiн: <? на свободной поверхности для сплавов Bi-I 5 ат % Sb. Bi 15 ат.% Sh--0.8 ат.% S

и Bi 15 ат.% vSh-0.8 ат.% In

Таким образом, в быстрозатвердевших фольгах сплава B i-15 ат.% Sb об
разуются мелкозернистая стру ктура и четко выраженная текстура (и) 12).
Легирование сплава элементами П. Ш. FV и Vl гру пп вызывает уменьшение 
размеров зерен и не оказывает су щественного влияния на текстуру
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ВЛИЯНИЕ МИКРОПУЗЫРЕЙ В ПОДЛОЖКЕ КРЕМНИЯ 
НА ЭПИТАКСИАЛЬНЫЙ РОСТ SiGe-СПЛАВОВ

The effect of hydrogen induced micro-cavities in Si substrate on heteroepitaxial growth of 
Sio1KisGeais alloy is investigated by ТЕМ. The micro cavities in Si substrate were formed by 
hydrogen implantation followed by thermal treatment. It is found that the strain relaxation in 
SiGe/Si layers is more enhanced in the case of growth at void-containing substrates. A good share 
of threading arms runs into the substrate and in this way the reduction of threading dislocations in 
the surface layer can be explained.

Гетероэпитаксиальные структуры на основе Si- и SiGe-сплавов являются 
перспективными для разработки нового поколения полупроводниковых



приборов, основанных на подходах зонной инженерии [1 ,2]. В таких струк
турах кристаллическое качество является определяющим для достижения 
высоких значений подвижности носителей заряда |2. 3|. В последнее время 
разработан ряд методов -эпитаксиального роста, позволяющих уменьшать 
плотность дислокаций в гетероэпитаксиальных структурах вплоть до 
IOri-IO 1 см - 14— 10 1. Наиболее успешные подходы используют буферные 
слои с линейным или ступенчатым изменением композиционного состава 
[3-6]. Сообщалось также об обнадеживающих результатах применения вы
сокотемпературных [7 1 и низкотемпературных [К] условий роста буферных 
слоев

Другой интересный подход |9[ предполагает использование легкодефор
мируемых подложек: тонких слоев монокристаллического кремния на SiO2, 
полученных, например, по STMOX-технологии В таких структурах хими
ческие связи на границе раздела SiZSiO2 достаточно ослаблены, так что по
верхностный слой Si может рассматриваться как квазисвободная мембрана. 
Ожидалось [9|. что при малой толщине поверхностного слоя (менее крити
ческой) релаксация упругодеформированного слоя SiGe будет происходить 
путем проникновения дислокаций в подложку. Несмотря на первую успеш
ную демонстрацию эпитаксиального роста слоев SiGe на S i/SiO2ZSi-подлож
ке I4 I- указанный подход не получил развития из-за трудностей, связанных 
с получением тонких (около 10 нм), однородных по толщине, бездеф ект 
ных поверхностных слоев Si.

В настоящей работе для формирования тонких псевдомембран предлага
ется использовать скрытые слои Si. содержащие водородно-индуцирован
ные микропузыри. Предполагается, что в слое Si. содержащем микропузы- 
рп. происходит ослабление связей Si-Si и таким образом улучшаются усло
вия зарождения, мультипликации и распространения дислокаций [ 10— 12 1. В 
дополнение к этому, имплантация водорода в кремний интересна в силу его 
существенного пассивирующего действия на глубокие и мелкие уров
ни I I ' I Гетерирующее действие микропузырей 114 1 также является аргу
ментом в пользу их использования в гетероструктурах.

В качестве подложек в настоящей работе использовали кристаллы крем
ния (00 [ (-ориентации. Для предотвращения неконтролируемого загрязне
ния поверхности непосредственно перед имплантацией водорода пластины 
покрывали слоем SiO2 толщиной 330 нм с использованием методов газо
ф азного осаждения. Имплантацию ионов водорода с энергией 40 или 60 кэВ 
проводили при комнатной температуре до доз 1,5-IO1* или 2,8- IOlft см : со
о тветствен н о  По оценкам TRIM 1151. такие условия имплантации позволя
ют полу чать концентрационные пики атомов водорода между 8, 1-102tl см ' и 
1.6 10 1 с м 1, локализованные в подложке кремния на глубине 130 нм 
(40 кэВ) или 290 нм (60 кэВ) от границы раздела Si/ SiO2. Для формирова
ния водородно-индуцированных пузырей и удаления избыточного водорода 
из подложки 112-!4| образцы постимплантационно отжигались в атмосфере 
сухого N2 при 850 0C в течение 30 мин. Непосредственно перед эпитакси
альным ростом слоев SiGe образцы сначала травились в 5%-м растворе HF 
для удаления слоя SiO2. после чего проводилась дополнительная очистка 
поверхности в водных растворах NH s-TH2O2 и HCl-T-H2O2 при 80 0C. Эпитак
сиальный рост слоев S iag5G e0J 5 со скоростью роста 0.28 нм/с проводился на 
установке молекулярно-лучевой эпитаксии VG Semicon V80. На всех об
р азк ах  сначала выращивали бу ферный слой кремния толщиной 0 . 1 мкч. по
сле чего осаждали слой SiaK5Ge015 толщиной 1 мкм при температуре 
570-700 0C. Композиционный состав слоев контролировался методом ре-
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зерфордовского обратного рассеяния. Состояние поверхности исследова
лось методом атомной силовой микроскопии (ACM) с использованием ус
тановки Rasterscope 3000. Анализ дислокационной структуры проводился 
методом просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ) на образцах, 
препарированных в виде планарных или поперечных сечений. Для ПЭМ- 
исследований использовался прибор Pliillips СМ20. работающий при уско
ряющем напряжении 200 кВ. Измерение низких плотностей дислокаций в 
поверхностных областях Siug5Ge015-CToeB проводили как методами ПЭМ-

регистраиии с панорамным сканирова
нием больших областей (~ 0 , 1-1 мм"), 
так и методами селективного химичес
кого травления в сочетании с ACM.

Влияние предварительной импланта
ции водорода на структурное состояние 
слоев SioiX5Gen, ̂ -сплавов, эпитаксиально 
выращенных на Si-подложках, хорошо 
видно из рис I. на котором демонстри
руются типичные светоігольные ПЭМ- 
изображения поперечных сечений об
разцов в области границы раздела 
Sio.s5Gco.15/Si. Так. в случае МЛЭ-роста 
на Si-подложках, предварительно не им
плантированных водородом, слои содер
жат ярко выраженные полосы скольже
ния с повышенной концентрацией дис
локаций, распространяющиеся в Si-под
ложку на большую глубин) (рис. 1ц) На 
светлопольных ПЭМ-микрофотографи- 
ях. полученных как поперечные сечения, 
скопления дислокаций видны как су пер
позиция черных, прямолинейных у част
ков. состоящих из дислокаций, перпен
дикулярных плоскости изображения, и 
простирающихся в [ 1101-направлении. 
Детальный ПЭМ-анализ показывает 116|, 
что входящие в состав скоплений дисло
кации являются 60"-ми. имеют одинако
вые векторы Бюргерса и локализованы в 
параллельных, близко расположенных 
{ 111 [-плоскостях скольжения. Такая 
структура границы раздела SiGeZSi ха
рактерна для мультипликации дислока
ций несоответствия по модифнцирован-

Рис.1 Светлополыше ГОМ-шображения попе 
речных сечений образцов Si0 XjGe0i 15-сплавов. вы 
ращенных методом молекулярно-лхчевой лпитак 

сии на подложках (0011 кремния:
ci -  без использования буферного слоя: й  е. г -  буферные слои 
содержит мйкрі-пузыри, сформированные и мил литии и eit подо 
рода при энергии: б 40 юВ и в ..’ -  60 рпН с дозой 1.5ч I Olu см 
Увеличенное изображение / иллюстрирует водородно - и идти и - 
рованиые микропузыри покалнзоваикые вблизи границы р.пд<- 
да гетеросгрупуры Si/буфсрный слой- I поверх
ность образцов. 2 - слой эпитаксиальною Vtu5 сплава. Д 
границы раздела SiZSRitHyCiefl iv 4 подложка Si. 5 - слой вод" 

родных мнкропузырен



ному механизму Франка-Рида (МФР) -  [17, 181 или по механизму самосо
гласованной генерации дислокаций несоответствия 119, 20J. Наиболее важ
ные отличия в структуре SiGe-сплавов, выращенных на подложках с водо
родно-индуцированными микропузырями, состоят в следующем. Во-пер
вых. дислокационные скопления описанного типа или отсутствуют, или 
имеют значительно меньшую концентрацию дислокаций, что указывает на 
сравнительно малое число актов мультипликации дислокаций на один ис
точник МФР Во-вторых, плотность центров мультипликации дислокаций 
несоответствия (источников МФР) существенно увеличивается по сравне
нию с ростом на подложке, не содержащей микропузыри. Таким образом, 
из сравнения микрофотографий, приведенных на рис. 1, можно, по-види
мому. сделать вывод, что скрытый слой Si. содержащий водородно-инду
цированные микропузыри, увеличивает плотность центров зарождения и 
мультипликации дислокаций несоответствия (источников МФР) и. следова
тельно. уменьшает количество дислокаций, приходящихся иа одно скопле
ние. Извеслио [3). что такие скопления эффективно блокируют перемеще
ние дислокаций и тем самым у величивают плотность пронизывающих дис
локаций (ПД) в эпитаксиальном SiGe-слос.

I1MC 2. ПЭМ изображения структуры границ 
раздела SiGe/Si-образцов. выращенных на Si 
без буферного слоя б  или с использованием 
слоя микропузырей а и а- а, б  -  дислокаци
онная сетка несоответствия на границе раз 
дела SiGe/Si. Микрофотография в получена 
на образце а  после прецизионного удаления 
слоя SiGe и топкого приграничного слоя Si.
Видны дислохпщгонкые сегменты, йэаимодействующис с 

Водородными ViHKpOliytHрями

Сравнение рис. 16 и Irr иллюстрирует влияние энергии имплантации во
дорода на структуру границы раздела SiGe/Si. Видно, что формирование 
дислокационных скоплений на границе раздела SiGe/Si более выражено в 
слоях, имплантированных водородом с £=40 кэВ (средний проецированный 
пробег (Rp) составляет -130 нм). В этом случае зарегистрирована также 
значительно меньшая плотность водородно-индуцированных пузырей при 
их меньшем среднем размере по сравнению с имплантацией при 60 кэВ 
(£,,=200 нм). В этой связи необходимо отметить два основных момента. Во- 
первых. с уметом одинаковой дозы имплантированного водорода для ионов 
обеих энергий, различия в размере и плотности микропузырей могут быть

27



объяснены разной скоростью процессов дегазации (12. 13]. которые непо
средственно связаны с диффузией водорода к поверхности и его испарени
ем при проведении постимплантационного термического отжига. По-види
мому. в случае имплантации с меньшей энергией большая часть водорода 
испаряется из подложки. Во-вторых, большая плотность микропузырей 
увеличивает вероятность релаксации упругих деформаций в гетероэпитак- 
снальных слоях путем продвижения дислокаций в подложку и их взаимо
действия со слоем пузырей. Этот вывод следует из сравнения соответст
вующих ПЭМ-микрофотографнй стру кту ры, приведенных на рис. I а, в и 
рис. 2а. б. Более высокая плотность дислокаций несоответствия, локализо
ванных на границе раздела, означает большую степень релаксации SiGe/Si- 
структуры (ср. я и й на рис. 2) При этом важной особенностью релаксации 
деформаций в структуре, содержащей микропузыри, является резкое воз
растание количества дислокаций, проникающих в подложку и локализован
ных в слое микропузырей (рис 2ß). Взаимодействие дислокаций с пузыря
ми \величивает эффективность релаксации SiGe-слоев. что также хорошо 
согласуется с результатами более ранних исследований 110- 12].

Таким образом, в работе исследовано влияние водородно-индуцирован
ных микропузырей на структурное состояние слоев Siftg5Ge0 ]5. выращенных 
на Si-подложках. Обнаружено, что большое количество дислокаций прони
кает в подложку и взаимодействует с микропузырями, что приводит к со
кращению плотности дислокаций в приповерхностных эпитаксиальных 
слоях и ускоряет процесс релаксации структур SiGeZSi.

Автор выражает благодарность А Н Ларсену за обсуждения результатов 
исследований, а также Дж.Л. Хансену за помощь при выращивании эпитак
сиальных SiGe-сплавов методом МЛЭ.
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В И  ДЕМИДЧИК

ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ТОНКИХ 
ПРОВОДНИКОВ C ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОКРЫТИЕМ

The generalization  o f Pocklington’s integral equation for thin-wire structures of arbitrary 
geometry with dielectric coating is offered in the paper/ The deduction of integral equation is 
given. Ihe examples of comparison of calculation results with the known experimental data are
given.

Тонкопроволочные структуры с диэлектрическим покрытием находят 
широкое применение в антенной технике. Покрытие может использоваться 
для улучшения параметров антенн, решения вопросов, связанных с элек
трической прочностью, для изоляции, когда недопустим контакт проводни
ков е окружающей средой. Задача изучения влияния диэлектрического по
крытия на электродинамические свойства характерна также для сеточных 
рефлекторов.

Одним из методов анализа подобных структур является использование 
интегральных или интегродифференциальных уравнений для тока в про
водниках К примеру, в [ I ] рассмотрено решение задачи возбуждения тон
копроволочных антенн с диэлектрическим покрытием на основе интеграль
ного уравнения типа Харрингтона, в [2] -  на основе уравнения Халлена для

Рассмотрим решение данной зада
чи для тонких проводников с плавно 
меняющейся криволинейной геомет
рией на основе интегрального урав
нения (ИУ) Поклингтона в рамках 
квазистатического приближения. При 
выводе ИУ удобно пользоваться кри
волинейной цилиндрической систе
мой координат (рис.1).

Криволинейный проводник радиуса а  длиной L  покрыт слоем диэлек
трика толщиной Ь-а с диэлектрической проницаемостью е д.

Напряженность поля, создаваемого проводником, будет определяться 
как Е=Е ,+Е Ъ где E i -  поле, определяемое поверхностными токами и заря
дами проводника. E 1 -  поле, обусловленное поляризационными токами и 
зарядами диэлектрического покрытия.

Введя упрощающее предположение а « Х .  где X длина волны электро
магнитного поля, можно пренебречь азимутальной составляющей поверх
ностного тока и считать ток распределенным по оси проводника При таком 
допущении получим известное выражение касательной составляющей поля 
JSi на поверхности проводника [1]:

прямолинейных проводников.

Рис. I Сегмент криволинейного проводни
ка н диэлектрической оболочке

' t a e O L

k2ss'~
Э.уЭ.у'

G(s,s')d..s\ ( I )

G {s,s ')= e  >kr/Ажг, r = д/(т -  T*)2 + (y -  y ')2 + (z -  z')2 + a 2 ,
где s, Vt -  единичные векторы точек источника и наблюдения, х, у, z, х*, у , 
Z1-  их координаты. Ic - волновое число.

Напряженность поля E 2 определяется как
E2= -/SlA2-  УФ2, (2)

где A 2 и Ф2-  векторный и скалярный потенциалы, обусловленные поляри
зационными токами и зарядами.

29



Ток поляризации простым образом связан с нормальной компонентой 
электрического поля на поверхности проводника, т. е. с зарядом. В свою 
очередь продольная составляющая электрического тока связана с зарядом 
уравнением непрерывности В итоге в рамках квазистатического прибли
жения ток поляризации определится как

_  £ „ - е , , Э / ( / )  (3)

' р E0 2па ä.v*
Следовательно. A 2 будет иметь вид:

A-, = — (£а — £0) (b — a )\ G (s fs ) и d s 1, (4)
£0 І

где п -  единичный вектор норма.™ к поверхности проводника.
Выражение (4) получено из предположения, что поляризационный ток 

не меняется в направлении, перпендикулярном поверхности проводника 
Скалярный потенциал Ф2 определяется поверхностной плотностью по

ляризационных зарядов су;,| и Gp2 на границах диэлектрика г=« и г=Ь. Вели
чины ст;,і и о Р2 связаны с нормальной составляющей вектора поляризации и. 
следовательно, можно показать, что

_  Ea - E 0 Э I(S) _  En- E 0 Э /Су)
° р] ZtcEa 2па ЭS ' pl IuJEn 2л/; й.т 

Используя (5)т получим выражение для Фу

Ф , = £J ~ £(ł- f(G (s,s') -  G(X1Sj)) —~г~
- ZuiE4E0 i  Os'

(5)

(6)

- i k r  I—  --------------------------------------------------------------------------- —

G isfS1) = ------ , г  = V(Jt-JCt)1 - N j - ў ) 2 + (Z -Z t)-A b -  .
Aizr

Тангенциальная составляющая поля E 2 на поверхности проводника оп

ределится как

Е, -  E s  -  -Й Д , = « •  * ’+
- - д.ч IUienE4 i ds *

! Eb - E q |-/^ , ) 3 2 (g (,S4,1>) - G U 3 - ,)) ^ i 

■ ~ C с 1 ' Э.У Эа-*i(ü£0£ e
(7)

Выражение, описывающее тангенциальную составляющую суммарного 
поля, будет иметь вид:

£T=J L j / ( , ' )
iIljEn L

к1 ss'

£„ - е .

I ds'
f/(y,)3 2(G(.v,.V tI - G j y , . (8)
. Z) .VI

*Э / И

+  ~ t
IWE0Ea І

Анализ показывает, что влияние второго слагаемого в (8) несущественно 
и им можно пренебречь. C учетом этого, воспользовавшись граничным ус
ловием на поверхности идеального проводника, получим ИУ типа уравне
ния Поклингтона:

'WE0 { E rt.vrJ E,. о.го.у'
/(s')rf.y', (9)

где Е[ -  касательная составляющая поля источника возбуждения.
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Решение уравнения (9) проводилось по методике, изложенной в [4] с 
выбором кусочно-постоянных в качестве базисных и Ö-функций в качестве 
весовых Как источник возбуждения может быть использовано поле па
дающей плоской волны (задача рассеяния) либо поле раскрыва коаксиаль
ной линии, либо поле источника в виде 6-функции. По известному токорас
пределению рассчитывались характеристики излучения и рассеяния в даль
ней зоне.

Тестирование проводилось путем сравнения результатов расчета вход
ной проводимости вибратора с диэлектрическим покрытием с аналогич
ными экспериментальными данными [5]. На рис. 2 показана зависимость 
активной G и реактивной В частей входной проводимости от отношения 
длины плеча вибратора к длине волны Ifk. Радиус вибратора л/Х=0.(Ю9, 
толщина покрытия В=Ь-и—0АЮ6к. Кривые / и 2 соответствуют расчетным и 
экспериментальным значениям G. кривые 3 и 4 -  расчетным и эксперимен
тальным значениям В. На рис. 2а  приведены данные для вибратора, относи
тельная диэлектрическая проницаемость покрытия которого £,=9. на рис. 26 

для случая е,=3,2. Полученные данные подтверждают известный резуль
тат: наличие диэлектрического покрытия приводит к смещению кривых 
входных характеристик в область низких частот.

С: B(mS) б

Рис Л, Расчетная и экспериментальная входная проводимость вибраторной антенны 
с диэлектрическим покрытием

В целом результаты расчета характеристик излучения и рассеяния тон
копроволочных структур с диэлектрическим покрытием по предложенной 
методике хорошо совпадают с экспериментальными данными для толщины 
покрытия, сравнимой с радиусом проводника и относительной диэлектри
ческой проницаемостью, отличающейся от единицы не более чем на поря
док
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Математика и 
информатика

УДК 517.9 H-I

ВА. ЕРОВЕНКО

О РАЗЛИЧНЫХ КЛАССИФИКАЦИЯХ ТОЧЕК СПЕКТРА 
ОГРАНИЧЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА В БАНАХОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
The aim of this paper is to indicate how states of linear operators in Banach space may be 

used for some relations between various classifications of subsets of the spectrum.

В математической литературе встречаются различные классификации 
точек и подмножеств спектра. Это связано с потребностями в спектральной 
теории, привлекаемой к решению соответствующих задач. Все эти класси
фикации либо в том или ином смысле отражают различные свойства опера
тора. нс имеющего ограниченного обратного на всем пространстве, либо 
связаны с определенными свойствами устойчивости подмножеств спектра, 
например при некоторых возмущениях, аналитических отображениях и т д. 
Цель настоящей работы состоит в сравнении различных подходов к клас
сификации точек спектра ограниченного линейного оператора в банаховом 
пространстве и описание их спектральных свойств.

Пусть всюду в работе X  -  комплексное банахово пространство и T -  ог
раниченный линейный оператор Т\Х^Х, 'Te R(X). Нуль -  пространство опе
ратора /'будем обозначать через N(T):={xeX:Tx 0} и область значений че
рез R(T):={ Тх:хеХ ). Тогда множества о р(Т):=(Х еС :Т -Х 1  не инъективен. 
т е Л/(Г-АЛ*{0}}, Ос(Л:={Х,еС:T-Xl инъективен. R ( T - U )  = X . но R(T- 

-AJteeVJ, аДТ):={ДеC iT -X l инъективен. но /?{Т — X }  называются со
ответственно точечный спектр, непрерывный спектр и остаточный  
спектр. Понятия непрерывного и остаточного спектров были впервые вве
дены Н. Данфордом.

Разбиение спектра G(T) оператора T на подмножества Op(T), Or(T ), Or(T), 
согласно терминологии Н. Данфорда и Дж. Шварца, называют грубой  
структурой спектра [1. с. 620]. Другой, более детальный, подход в иссле
довании подмножеств спектра применен А.Е. Тейлором и Ч.Дж. Халбергом 
[2]. используя понятия состояний оператора. Будем говорить, что оператор 
Г имеет обратный T . если из Tx=0 следует л 0. т. е. если T -  взаимно од
нозначное отображение X  на R(T). Следуя работе [2], классифицируем раз
личные возможности для R(T) и Т '  следующим образом

I: R(T)=X, II: R(T)^X. но R (T ) = X , III: R (T ) *  X ,
1: 3 T 1 и ограничен. 2: 3 T ' и не ограничен. 3: Т [ не существует.
( 'остоянигм операт ора T называется комбинация римских и арабских 

чисел этой классификации. Например, если T eI и T e i .  то это соответствует
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записи X'e I 4. a I3(I1)I=(XeC iy-XZeIj). Вообще говоря, для пары операторов
X). где T -  банаховым сопряженный a priori, возможно любое из 81 со

стояния Однако из общих теорем следует, что. на самом деле, если про
странство X  банахово, то число возможных состояний пар равно 9, а 
именно: (I,. I,). (I3, I I I1), (II2, II2), (1ЛЬ I3), (II3, III2), (III2, I I3), (Ш3, Ш3) и 
(I l2, III2), <1П2, III3). кроме того, если пространство X  -  рефлексивное, то 
это число уменьшается до 7 без последних двух [2—4].

Резольвентное множество p(D оператора X есть подмножество Ij(X):= 
= (X e C  Z--XZeI1). Спектр о(Г) содержит объединение шести спектральных 
подмножеств, описывающих тонкую структуру спектра, связанную с пер
вичной классификацией точек спектра следующим образом: точечный 
спектр о/,(7')=І3(7')йІІз(У )йІІІ3(Г)=3(7). непрерывный спектр Gr(T)=H2(X), 
остаточный спектр OrO = I I I 1 (X)U lII2(T).

О пределение 1. Подмножество спектра G1X 7):=(Xe С: R (T -X l)  Ф X  }= 
=III(X) называется дефектным спектром  оператора Т.

В частности, для остаточного спектра выполняется равенство одТ)= 
=CJrf (7) \ Or(T) Следуя [5]. обозначим через Gf (T)=II2(X)UII3(T)U III2(X)U 
U lII3(X) спектральное подмножество, которое называется каркасом  спек
тра. Известно, что спектральные подмножества I3(D  и IIK tD  являются от
крытыми множествами [5] Кроме того. Of(T) -  непустое компактное под
множество спектра G( T). содержащее границу спектра, т. е с) а( Х)са/ X) 
или г) a (7 )ę (X e C :X -X fe  1 и X-XTeI).

В классификацию точек спектра, предложенную П. Халмошем [6. с. 45], 
входят точечный спектр о р, дефектный спектр Oj (спектр сж ат ия) и ап
проксимативно-точечный спектр Ojp(T) (предельный спектр).

О пределение 2. Множество G,lfl(X):={Xe С: существует последователь
ность (х„) такая, что Ilx J = I и IimII(X-XT)X J  = O } называется аппрокси-

II M я —»оо" Il

машинно-точечным спектром  оператора X. Множество OaJ ,Х):={Xe CrX-XT 
- не сюръективен, т. е. R(T-XTutX) называется аппроксимативно-дефект
ным спектром  оператора X [7],

Заметим, что X iO iip(T) тогда и только тогда, когда 3 Г>0 такая, что 
11(7'—'Х/)А'||>(’|х|| для всех хеХ . т, е. оператор Х-Х7 ограничен снизу, п о э то 

му o J,,(D={XeC.Tf^||(X-X/)xj|:||x|| = l }= 0).

В терминах состояний оператора аппроксимативные спектры Oup(T) и 
OuJ  l )  можно записать в виде:

о.,ДХ)={Хе С: T-XH  1} и GllJT )= {X i С: X -X feI).
Лемма I . Для спектра оператора T справедливы равенства G(T)-Oiip( T ) J  

UGj(T) и G(T)=Gp(T)KjoilJT ) .  где пересечение множеств o ap(T )n o jT )  и 
G1XT1Jn a 111XD- вообще говоря, непусто.

Утверждение леммы можно непосредственно получить из представления 
этих спектров в виде спектральных подмножеств:

Grf(X)=IIKD, о р(Т)=3(Т), 
о<,Д7)=13(Х)и112(Х)и113(7)и Ш 2( D u III3(X),

OuJ  Т)=И2( X)u I I3( Х )иШ , (X )u III2(X )u III3( D  •
Отметим, что из этих представлений непосредственно следуют равенст

ва
о( T y=Gup(T y jg x T)=GJ T )  JG a JT ), ор( Т)=оар( Т)\{ G j D j g  А X)},
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oc(T)=o JD \ {^ p(T)u o J ) }  и Vc(T ) = O U m o p( T ) U G m i
Лемма 2. Для аппроксимативных спектров оператора T и его банахово 

сопряженного Г  верны соотношения: Oap( T ) = O jf )  и Oap(T )= O jT ).
Теорема 1. Справедливы следующие равенства для спектра и включения 

для границы спектра оператора Т:
о ( T ) = o J T ) u o ad(T)=oap( T ) u o J T  )=oJ 'T )u o J T ‘),

Э o(T )Q O ap(T )rioJT )= ojT )nO n r(T ')= G „A T )noJT ').
Кроме того, аппроксимативно-точечный спектр Oap(T) и аппроксиматив

но-дефектный спектр о J T )  -  непустые замкнутые подмножества спектра 
O(T) такие, что

о р(Т )и ос(Т )и д  o(T)<zoap(T) и o c('T)uojCT)u<3 o ( T ) u o jT ) .
Замкнутость о J l )  следует из того, что если C \ oJT ).  то найдется 

C >0 такое, что ||(7'->.„/)х|| > Г  для всех х е Х  таких, что ||л| = 1 . Следователь

но, если .L\]j = l и |Х — Х0\<СИ. то ||7х- bt||> ||7jt- X0x| - |а0 -к \ > С  / 7 .  так

что Xe X X oJT ). Из замкнутости о J l )  в силу соотношений двойственности 
(лемма 2) следует замкнутость аппроксимативного спектра. Непустота ап
проксимативных спектров вытекает из включения д  <з(7)соаД 7 )0 0 ^ 7 ) .

Следствие 1. Если для граничной точки спектра Xe Э о (7 )  оператор T-XI 
инъективен. /V(X-XZ)=(O). то область значений R(T-Xf) не замкнута.

Банахово пространство B(X) является также банаховой алгеброй с тож
дественным оператором I в качестве единицы, так как ||Л7’|| < ||Л|| ||/1| для 

.iI1ZeB(X) и ||/||= ! . Рассмотрим некоторые понятия для элементов банахо
вой алгебры и покажем, как в терминах алгебраических свойств можно 
охарактеризовать состояния линейных ограниченных операторов и. следо
вательно. соответствующие спектральные подмножества.

О пределение 3. Оператор T называется левым (правым) регулярным. ес
ли найдется оператор А такой, что AT=I (TA=I). а оператор А называется ле
вым (правым) обратным оператора Т. Множество всех левых (правых) ре
гулярных элементов обозначается Ri (Rr). Оператор T называется левым  
(правым) делителем нуля, если найдется оператор A e  B(X), A J) .  такой, что 
TA=O (AT=O). Множество всех левых (правых) делителей нуля обозначается 
через Di (соответственно Dr). Оператор T называется левым (правым) топо
логическим делителем нуля, если найдется последовательность операторов 
(А  )сВ(Х ) такая, что |И«11=1 и ТА„—>0 (A11U Q ),  т. е. IimjlT1A J  = O

W л  — 11
( Iim IIA. TlI = O ) Множество всех левых (правых) топологических делителей 

н\ля будем обозначать через Zi(Zr).
Лемма 3. Оператор T -  левый регулярный в B(X), TeRi, тогда и только 

тогда, когда N(T)=O и R(T) -  дополняемое подпространство в X. Оператор 
T -  правый регулярный в B(X), Te Rr, тогда и только тогда, когда R(T)=X и 
Ni I )  -  дополняемое подпространство в X.

Напомним, что подпространство X 1 банахова пространства X  называют 
дополняемым, если X 1 замкнуто и найдется замкнутое подпространство X1 
такое, что X  разлагается в прямую сумму Х=Х( © Х 2_ т. е. X=Xi-J-X1H X i f X 1= 
={()}. Подпространство Xi банахова пространства X  дополняемо тогда и 
только тогда, когда существует оператор F e  B(X) такой, что T - P  и R(P)=Xu 
В условиях леммы 3 P=TA -  проектор на R(T). если T eR i. и P = I-A T -  проек
тор на N(T). если T eR r.
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Заметим, что Zf,<z 1 и A1jC l. Действительно, если AT=L то х ATx и 
||.vj| < IAjj ||Г.т||. а если JA=L  то тогда для любого х е Х  имеем х=Т(Ах). т. е. 

K(T)=X. Так как ZeIiG^ZeZfnZfr, то резольвентное множество р(7) можно 
записать в следующем виде: р(Т)={Хе C iT-X Ie R irJir].

В частности, для ограниченных операторов в гильбертовом пространстве 
для множества регулярных элементов Ri=I и Zfj=I.

Лемма 4. Оператор T -  левый (правый) делитель нуля в B(X), TeDi(Dr), 
тогда и только тогда, когда T -  не взаимно однозначное отображение (об
ласть значений R (J) не плотна в X). т. е. Di=3 (D1= III). Оператор T -  левый 
(правый) топологический делитель нуля в B(X), T eZ l(Zr), тогда и только то
гда. когда T не ограничен снизу (не сюръективен), т. е для операторов, не 
принадлежащих классу Zt(Zr), которые обозначим через CZi(CZr), имеем: 
CZi=UCZr= Ih

Доказательство утверждений лемм 3 и 4 содержится в монографи
ях [4, 9 1 Нетрудно видеть, что из этих лемм следуют включения для эле
ментов банаховой алгебры B(X) следующего вида: D/cZ/cC’Zf/и DlC Z rCCR,, 

Теорема 2. Для спектра оператора T как элемента банаховой алгебры 
BiX) выполняется равенство: o(7')= {X eC :7-X leZ /uZ r]. А для точечного и 
дефектного спектров, а также их аппроксимативных аналогов справедливы 
равенства:

Gp(T )= {X eС: T-X IeD l), GÄT)={Xe С: T-X le Dr] ,  
a,ip(T )= {X eC : T-X IeZl] ,  c orf(7)={A.eC: T -X leZ r].

Заметим, что для состояний ограниченных линейных операторов в бана
ховой алгебре B(X) справедливы равенства вида:

Ii=RinRl=C(ZiuZr), I2 -  невозможно. I i=DinCZr,
U J — невозможно. II2- ZinZfnC(Di1UDr), I I3-D n Z n C D r,

IU 1=D nCZ,, III2= D n Z n C D ,, III3= D n D r.
Отметим, в частности, что для состояний оператора 2 и II  справедливы 

также равенства: I=ZinCDi и H=ZrnCDn
Лемма 5. Для состояний ограниченных линейных операторов из В(Я), 

где H — гильбертово пространство, выполняются равенства: I3=DinRr и 
IIIi=D,n/f,. В частности, оператор ZeB(D ) -  левый (правый) регулярный 
тогда и только тогда, когда T не является левым (правым) топологическим 
делителем нуля в В(Я). т. е. Zf,=C Z pl и R1=CZ1=I.

Заметим, что для операторов, определенных на банаховом пространстве 
X. выполняется равенство D ,nR i={TeB(X ): Zg I I I i и D 1 может быть непре
рывно продолжен на все X ]. Поэтому для операторов Т. определенных на 
гильбертовом пространстве Я . выполняется соотношение IIIi=DnZf/. Поль
з у я с ь  диаграммой состояний Тейлора — Халберга [2J и свойством сопря
женного от произведения ограниченных операторов (A T f= T A  . из преды
дущего равенства находим, что I3=DzrxZfj,

Следствие 2. Пусть ZeB(ZZ). где Я  -  комплексное гильбертово про
странство. Тогда для аппроксимативных спектров справедливы равенства: 

o.v( Т)={ Xe С: T-X le C'Zf,}, a Ijrf( 2 > {  Xe С: T-X le CRr] .
Заметим также, что множества Ri и Zfr открыты, а множества Z, и Zr 

замкнуты в банаховой алгебре B(X), кроме того, для точечного Gp(T). оста
точного Gr(T) и непрерывного Gtr(Z) спектров оператора T выполняются ра
венства:

а р(Т )= {Х еС : T-X IeD l] , G ,(T)={XeC: T -X IeD rSDl},
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<х(7'И Д еС : T -U eD fu D r, T -U a  Z u Z r).
Обозначим через А(7) семейство всех функций комплексной перемен

ной. кусочно-аналитических на спектре о(7) оператора TeB(A) По поводу 
функционального исчисления Рисса -  Данфорда для ограниченных линей
ных операторов на комплексном банаховом пространстве X1 Te B(A). уста
навливаемого с помощью соответствия /<нД7), которое осуществляет алгеб
раический изоморфизм между алгеброй A(T) и некоторой коммутативной 
алгеброй операторов, содержащихся в B(X), см.| 1. с. 608-610]. Н. Данфорд 
{3 ] доказал теорему об отображении спектра, т. е. равенство для спектра 
функции от ограниченного оператора J(T )1 где /еА(7). а именно, что 
а(Д7))=Да(7)). гдеДа(У)):={ДА>: A ec(T)).

При отображениях, осуществляемых аналитическими функциями класса 
А(7), сохраняются и более тонкие структурные свойства спектра оператора 
7 В функциональном исчислении Рисса -  Данфорда непересекающиеся 
части спектра Op(T), Oc(T) и Gr(T). вообще говоря, не отображаются в соот
ветствующие части спектра оператора Д7). Однако такое отображение мо
жет перевести некоторые подмножества спектра в такие же подмножества, 
если рассмотреть другое разбиение спектра, а именно на подмножества 
Op(T)1 оХ'Г), Oap(T) и o ad(T) (для первых трех спектров см. соответствующее 
утверждение в 110]).

Теорема 3. ПустьJ e A ( I ) .  Тогда справедливы включения:
f i o p(T ) )c c p(f(h ) ,floA T ))Q öA /{T )),f(oaP(T ))^ öap(f(T )),fi,cuj(T ))^ oaj(J('n). 

Если ) i e o r(f(T)) (соответственно Odj(T)), Oap(JlT)), о U J(T))) и JlX uyi ни на 
одной компоненте спектра о(7). то существует осео(7) такое, что Д а)=р и 
а е о Р(Т ) (соответственно Od(T)1 Oap(T)1 OaAT)), т. е. в этом случае верны об
ратные включения.

Дополнительное условие на функцию J e A (  J )  из второй половины теоре
мы 3 существенно. Например. HycTbAr=Zr, \<р<р°, и T\=SP -  оператор одно
стороннего правого сдвига, т. е. Sp(xh х2, X31...)=  (0, xh Xl3 X3,...) . Тогда 
G;j( / )= 0 . однако для ДА)=0 имеем o p(flT ))= {Q }*0 .

С ледст вие 3. Если / -  рациональная функция с полюсами вне спектра 
O( T) или f e  A(T) и непостоянна ни на одной из компонент множества 0(7), 
то тогда справедливы равенства:

Д о Р (7) U or(J(T))1J(OAT) )=оАЛ 7 )), Д о ир( Т) )=оар (J(T))1 J i o aA T))=o,,j(J{ T)).
Рассмотрим некоторые свойства подмножеств спектра расширения огра

ниченного линейного оператора Т. определенного на подпространстве D(T) 
банахова пространства X  (см. также [Ш]). Пусть T:D(T)~^X и T  :D( Г  )—>Х 
линейные операторы в X. Оператор T называется расш ирением  оператора 
Г. если D (I)a D (T  )и  Tx=Tx для хе D(T).

Теорема 4. Если ограниченный оператор T  -  расширение ограниченно
го оператора Т, T a T  . то для их резольвентных множеств справедливо со
отношение р( T  )ар(Т)ио,(Т). а для подмножеств спектра операторов 7 и T 
выполняются включения:

оР(Т)аоР( Т  ), ос(Т)аОг(Т )иоР(Т  ), а, (T  )ао,(Т),
о а Т  ) a o d{T), o ap(T )a o ap( T  ), OaA T )^ о аАТ).

Говорят, что замкнутые подпространства X h Х2а Х  приводят оператор T1 
если X=X\ © X2 (т. е. X=X1J-X2 и ArlPvT2=(O)) и Xh X2 инвариантны относи
тельно Т. Тогда оператор T разлагается в прямую су мму Г=7’ІТ| ®  7 X2.
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Лемма 6. Дтя оператора 7' и его сужений T X 1 и 7 X 2 справедливы сле

ду ющие утверждения в терминах состояний операторов:
T e l  <=> 7’ ІХ 1е І  и Г|Jf2S l ,  Те 1 »  г| Jf1S l  и Г  | Jf2S l ;

Te III <=> T | III и т\х2е  III, ГеЗ <=> г| х ,е З  и Т\Х2еЗ .
Лемма 7. Пусть замкнутые подпространства X, и X2 комплексного бана

хова пространства X  приводят оператор Т. Предположим, что L, М, N при
нимают значения из множества состояний {I, П, Ш}. а ос, ß, J -  из множест
ва состояний (1 , 2, 3 }. Тогда если X принадлежит резольвентным или спек
тральным подмножествам Xa( T ix l)I=J Xe С: (T-XI)\x{eL a] и
Л#р(7'| X2K=JXe С: (Tl-XZ)IXieAZpJ, то X принадлежит резольвентному или 
спектральному подмножеству Np/'):=[XeС: T-XIzNy]. где N:=max{L1M J и 
у:=шах{а, ß).

Утверждение частично следует из леммы 6 (см. также [5]).
Теорема 5. Пусть замкнутые подпространства X 1, Х2с Х  комплексного 

банахова пространствах приводят оператор Т. Тогда для спектра оператора 
I = P X 1 0  T X2 имеем а (Г )-о (7 ’ |Х|)иа(7'|Х2) и. кроме того, выполняются 

спектральные равенства:
Op(T)=Gp(Т Ix 1Ju a ,^  X2), оРТ)=оА'Т I X JugcKT | X2), 

aap(T)=aap(T\Xi)uoap(T X2), oaAT)=oad(T\XQuoaAT\Х2).
Заметим, что. пользуясь леммой 7. можно получить различные соотно

шения для тонкой структуры спектра оператора T и его сужений на инвари
антные подпространства.
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А.П. ШИЛИН

СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
НА ГРАНИЦЕ УГЛА

Some new singular integral equation is solved in quadratures.

Пусть n -  некоторое натуральное число. n>2, к -  одно из чисел О, 1........
м-1, Ek — cx p ilm k  / я) — комплексные корни п-й степени из единицы.

На плоскости комплексной переменной z введем обозначение Dy для 
угла, характеризующегося неравенствами О < arg z < 2 n /  n . Обозначим L  -  
контур, ограничивающий Dy и состоящий из лучей L5 = (ZIz= E tJci JcSO),
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.v=0. i . Выберем на контуре L  ту ориентацию, которая оставляет угол D, 
слева Будем обозначать D_ -  внешность У3+.

На контуре L  зададим W-непрерывные функции а ( і )^ 0 ,  fy t) .
Будем искать /У-непрерывную функцию ф(У), удовлетворяющую уравнению 
с интегралом в смысле главного значения

(a(,)+ t f r M ) + ^ - r ^ W - * * * *  +  (МфХ, ) .  / Ц , .  L. <1,
Jtt T - t

где

(McpXf):
n̂-Ic И е / ) - a(tM e 1O .^  L0,

К  (Me„4 f ) - a ( f M e n-Lf )tfe Ia
(при к=0 е„ здесь и дальше заменяется на £о). Все функции комплекснознач-
ны.

/У-непрерывность всех функций понимается вплоть до бесконечно уда
ленной точки. Отсюда вытекает, что каждая из них имеет на бесконечности 
конечный предел, не зависящий от луча Ln или Li, по которому аргумент 
функции стремится к бесконечности. Этот предел обозначаем дальше как 
значение соответствующей функции на бесконечности. Будем предполагать 
еше. что а ( о о ) : Д ) ,  а при к&О также Д0)=0. От искомой
функции будем требовать ф(оо)= 0 . а при к ^ 0 также ф (0)=0.

При л=2, к=0 уравнение ( !)  превращается в уравнение на действитель
ной оси. решенное в [ 11.

Для I e L  введем новые неизвестные функции ФД0=(Я,.ф)0), Ф»(0= 
=(р *ф)(0, ф Д гЫ ^ ф ХО, (f) = (^ v X f)  При этом ф(*) = Ь(/)ф(0- а опера
торы Р+ , Р, задаются формулами

T -Г

где

|£*ф(е,(_Д геД.
В выражениях для операторов /%, P» мы берем то значение к. которое 

задано в уравнении (1): в частности, может быть /с=0. Если же в этих вы
ражениях взять Jt=O независимо от заданного значения к. то такие опера
торы будем в дальнейшем обозначать соответственно L 0, Я,0 .

Теперь легко проверить, что уравнению (1) можно придать вид задачи 
линейного сопряжения

а(г)ФД0=Ф,(<)+Д/)/2) te L,
Исключая из соотношений

ф(/)=Ф+(г)-<М'1 *(?)ф(0='* + (0 - 'і'«(0
функцию ф(Г). придем еше к одной задаче линейного сопряжения 

Ф (.(()=-/і(г)Ф.(0+((а(У)+Ь(0)Ф4(УЬЛг)/2), t e L  
Выясним характер введенных функций Ф+(Д, Ф .{?), teL . Согласно 

формулам Сохоцкого.

(2)

(3)

(4)
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есть предельные значения функции \Z)=-----I ---------- . аналитических со-
2 n iJL X -Z

. аналитических со

ответственно в D±. (При к *  0  из-за условия ф(о)=0 значения Ф^О) мож
но не выделять отдельно.) Рассмотрим функцию

/М
£ Е ЛФ '( е Д (5)

где Jo=O, j\-n к. Для л-2 , 3, л-1 положим jf=}* \-к. если J s_t>/c, и /,=«+
+/,. i -к . если/, ,<к: при этом нетрудно установить, что

Выражая слагаемые в (5) через интеграл по контуру L. функцию (5) 
преобразуем к виду

причем последнее равенство устанавливается после вычисления возникшей 
суммы простых дробей. Выбором чисел j s, л—0, 1, л - L мы добиваемся
выполнения легко проверяемого свойства

из которого понятно, что Ф+(0  есть предельное значение на контуре L

Итак, функция Ф ,.(f) является предельным значением функции, аналити
ческой в D4.. а Ф*(?) является функцией, заданной на контуре L  и удовлетво
ряющей свойству (6). Очевидно, что обе функции /-/-непрерывны и исчеза
ют на бесконечности Вполне аналогичный характер имеют функции Ф+(0 
и

Теперь ясно, что возникшие задачи линейного сопряжения (2), (4) похо
жи на задачи Римана. Отличие от задач Римана состоит в том. что вместо 
аналитических в D функций ищутся функции на контуре L. обладающие 
свойством вида (6). Задачи (2). (4) допускают решение по схеме, аналогич
ной схеме Ф.Д. Гахова решения задачи Римана [2]. Отметим еще. что зада
чи (2). (4) можно свести также к задачам Карлемана для угла D4., однако в 
конструктивном отношении нам представляется более выгодным путь реше
ния. основанный именно на аналогии с задачей Римана.

Укажем следующие несложные свойства аналитических функций. Если 
функция Ф(г) аналитична в исчезает на бесконечности и имеет H -не
прерывное предельное значение на L. причем при , > 0  Ф{е,г) = е*Ф (0- то 
Ф(д) = 0 . Если в дополнение к указанным свойствам функция Ф(г) допус
кает полюс порядка не выше ш в точке Z0 -  ехр(га/«), то

Ф .(E1O = E ^ f f ) .*  >0. ( 6 )

Совершенно аналогично получается равенство

функции Фт (д)+ Y .e j Ф (£>z)- аналитической, очевидно, в D4.

34



Ф (г)=
/Н*А

C1Z +  C-,Z + . . . +  CfflZ
(ш—

t f + » r
где Г|, ri, ... ,  См -  произвольные комплексные постоянные. Эти свойства 
при решении задач (2). (4) играют роль аналогов обычной и обобщенной 
теорем Лиувилля

Операторы P 1, Р. позволяют решать задачи (2). (4) о скачке. Например, 
единственное решение задачи (2) о скачке Ф+(fi)-¥»(/)= /(0/2 дается 

формулами Ф+ (f )=  (Р+ (//2)Xf). Ф. (О = (Л (//2 )Хг )■
Дальнейшая аналогия решения задач (2). (4) с решением задачи Римана 

нам представляется достаточно очевидной, так что на соответствующих 
подробностях мы не останавливаемся. После введения некоторых обозначе
ний сформулируем окончательный результат, получающийся последова
тельным решением задач (2). (4) и нахождением решения исходного урав
нения по первой из формул (3)

Пусть a  = -IndŁa(/), ß = Ind,А»(/) . Обозначим г -  ранг линейной алгеб
раической системы (9). записанной впоследствии и возникающей при оо(), 
ß<() Считаем г=0. если неравенства а>(), ß<0 одновременно не выпол
няются Под логарифмами понимаются однозначные непрерывные ветви.

Теорема. Решение уравнения (1) содерж ит  Iuax(O1Ot)+max(0 ,ß )-г произ
вольных комплексных постоянных и находится па формуле

ф (0= * + № + (0+ Ht))- у. (f Xft (0+е Н ,
Y

.w- X+(t)=  -— ехр((/>+°г)(г)), 17(f)= ln
t + Z1о

A t) =
fit)

t +  Z u

t~ Z 0

■, /*(f)=0 при o t< 0 , P{t)=-

1

a(t)
An+JcU1I + a 2t + ...+  aat

, E A t)= (P +g i t ) ,

2a(t)X +(t)'
а  > 0 .  a \, O2, an -  комплексные постоянные,

( - ' - Y
при

Y, (/) = exp((p.üA)(z)), д(г)=1п
/

t + z. Y0
t-Zn

Ш ) ) F ,(t) = (P .h lt),

t ~ z 0
t+  Zn

exp ((р “д Хг)),, , л  Mf)+z>№+№ +(0+/J(')) At) у  IЛ
Y+(t) 2 Y M  УЛП

b t k + bn "+k h  A~^'+k
y ( f ) s 0  при ß < 0 ,  ö(r) = —-------- - 7 - ---- гг  -----------  при ß > 0  , b h b2,

(f + I j p
bi, -  произвольные комплексные постоянные.

При a > 0 ,ß > 0  уравнение ( I ) разреш имо безусловно. При a < 0 ,ß > 0  для 
его разрешимости необходимо и дост ат очно выполнение условий

[  (т' + і ) '  ■ '  
При a  = 0 .ß < 0  для разрешимости уравнения (1) необходимо и дост а

точно выполнение условий

(7)

. . - - у , у *FFHF Ł р' (8 )
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При а<0, ß<0 для разрешимости уравнения (1) необходимо и дост а
точно выполнение совокупности условий (7), (8). При а>0, ß<0 разреш и
мост ь уравнения (1) равносильна совместности системы

Yj PimOm = q„  / = 1,2 ,...,-ß , (9)
т-[

6 которой

гт'даЧ(й(т)+^(т))ХЛт>/т

M  г  M t '"  + i f "  ’
C х" кЛ{f{y .)-2 {a {x )+ b{x ))X +{x)EĄx)\h

' 2K+(x)(xn+l) '
В последнем случае постоянные а ь Ojj ..., аа являются общим реш ением  

системы  (9). В случае ооО, ß>0 эти постоянные являются произвольными.

1. Ши л и н  А. П.  //Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 1999. № 2.
2. Г а X о в Ф . Д . Краевые задачи. M.. 1977.

Поступила в редакцию 01.04.99

УДК 517.926.4

З.Н. ПРИМИЧЕВА

ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ C ЛИНЕЙНЫМ ПРИБЛИЖЕНИЕМ КЛАССА 

КОНТИ -  КОППЕЛЯ
The existence and uniqueness of a bounded solution is established for the differential system 

with a linear approximation of Conti -  Coppel’s class.

Рассмотрим линейную систему

~  = A(t)x, (I)
dt

где —» Hom(/?",/f") -  непрерывная матрица.
Будем говорить, следуя P Конти fl], что система (1) принадлежит классу 

MrS с числом р> 1. если для ее матрицы Коши X(t, х) выполнено условие
т«

(|  I Х (/ ,т) ||'<fr)l/'’ < fc const <+<», / > 0 . ( 2 )

Для р=+оо класс M °°S совпадает с множеством линейных систем, удов
летворяющих следующему условию обыкновенной дихотомии

I Х(Г,т) ||<k„ =Const < -и», т > / > 0 . (3)

Пусть функция f(t,x), определенная и непрерывная на множестве 
(i  =  {(/ ,у):/ > О. у € R " }. удовлетворяет в G следующим условиям

I f ( t f i )  ||е Lą(R+), q> \ , (4)

II f i t ,  у ,) -  f { t ,  у ,) I < T I yt -  у2 J . (5)

Для q = +оо будем считать, что функциональное пространство L as(R i) 
совпадает с пространством C(Ri).

Рассмотрим возмущенную систему
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^  = A(t)y + f ( t ,  у). (6)
dt

Справедлива следующая
Теорема. Если система (1) принадлежит классу MpS с числом р>1. то для 

любой непрерывной в G вектор-функции fit, у), удовлетворяющей условию 
(4) с числом q, сопряженным с р, и неравенству Липшица (5) с достаточно 
малой постоянной L, система (6) имеет единственное ограниченное на /G 
решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим пространство С(/?+) непрерывных и
ограниченных на R+ вектор-функций y(t) с нормой IIyIIc=Sup ||у(Г)||.

(>0
Следуя В. Коппелю [2. с. 36]. определим в C(R ,) отображение T\y{t)—» 

—»7y(f), где

r y ( ń  =  - J X ( M ) / ( T , y ( T ) ) d T . (7)

Покажем, что функция TyU) является непрерывной и ограниченной на 
R 1- и. следовательно, несобственный интеграл в (7) сходится.

Известно |4|. что при любом р > 0  и любом е > 0 справедливо условие

M P+ILS a  M pS, и поэтому при любом р  > 1 имеет место включение

M pS с  M 1S . (8)
В силу условия (4) справедлива оценка

Il /(f-0) U = h< + oo, t>  0. (9)

Тогда

TyU) \X(t, т)/(т,у(т))(/т }  T (M X Z (T 1̂ T ) ) - Z ( T 1O )+ / ( т ,  0)]rfx

< J fl Ar(^x) 11/(T1̂ (T))-Z(X1O)Irft+ } I A"(M) j||/(x,0) jrfr.
i i

Отсюда при p  > I в силу неравенства Гельдера, условия Липшица (5). 
включения (8) и оценок (2). (9) следуют неравенства

Tym < L  Х(Г,т) y(x)\\dx +

+(7|X(f,x)| (h )up ( 7 f / k o f  rfi)1'* < Lfc,|y|c + k ph.
t I

Если р = I . то оценка принимает вид

Следовательно, функция TyU) непрерывна и ограничена на R+.
Покажем, что отображение T является сжимающим при условии, что 

постоянная Липшица удовлетворяет неравенству L <  IZ k1.
Действительно, в силу условия Липшица (5) и неравенства (2) справед

лива оценка

I 7Vi -  7V2 H I T *  (0 *)Г/(т, У, (т)) -  /(т, V2 (т))]А <

*  L I -V1 -  .V2 IcJ  I X и, Т) I rfT < Lfc,|v, -  V2Ic = 0Iv1 -  V2Ic ’
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где 0<О = Lk1 < 1.
Рассмотрим интегральное уравнение

y(t)= T y(t). (10)
В силу принципа сжимающих отображений уравнение (10) имеет един

ственное ограниченное на AL решение.
Дифференцированием устанавливается [2, с, 36]. что у(() является ре

шением дифференциальной системы (6). Покажем, что эта система имеет 
единственное ограниченное на R+ решение.

Действительно, если y(t) -  любое другое ограниченное на R+ решение 
системы (6). то в силу установленных оценок по интегральной формуле 
Коши оно допускает представление

ДО = XU,0).Д0) -  J XiL ОДт, У Іт))А,
I

где интегральный член представления ограничен.
Учитывая, что первое слагаемое есть решение соответствующей 

однородной системы (1). которое является ограниченным тогда и только 
тогда, когда х(0) = 0 , [3, с. 74]. получаем требуемое.

Теорема доказана.
( 'яедствие. Для ограниченного на R1 решения интегрального уравнения

( 10) справедлива оценка
„ к Ji

y(t) <- г
I - L k .

Действительно, в силу принципа сжимающих отображений имеет место 
неравенство

} ТУо Iу(П <■
1 -0

где H -  коэффициент сжатия отображения 7 , 0  = L kl , у0 =  0 и

Ty0 =  - \ X (t,x )f(i,0 )dx .
t

Тогда в силу неравенств Гельдера. (2) и (9) имеем требуемую оценку

у A= JX (M )Z (T 1O)A < i \ l X i t . x f d t y /p i\\\fit,0)\fdx)i / 4 < k J i .

Замечание. Если система (1) обладает обыкновенной дихотомией на R+ , 
то возму щенная система (6), удовлетворяющая условиям теоремы, не всегда 
имеет единственное ограниченное на R+ решение.

Рассмотрим скалярное уравнение

* = 0 .
dt

(И )

Уравнение обладает обыкновенной дихотомией вида (3) на R4. . Однако 
I) для любой функции / е Li (R4 ) любое решение уравнения

dy
dt

= m

является ограниченным на R4 ;
2) существует функция / е  I1 [1,-к») такая, что уравнение

43



( 12)—  = £ (І sin V f+ —T=-CosVrinf )^ + /(Of f^ L  (12)
dt t 2 Vf

не имеет ограниченных на [1,+°°) решений.
Покажем это. Уравнение (12) удовлетворяет условиям теоремы при до

статочно малой положительной постоянной ",
Рассмотрим уравнение

—  = e(-sinV f-t— T=-CosVflnOy. f ä l .  (13)
dt f 2Vf

Матрица Коши уравнения (13) имеет вид y(f,x)=exp{ EfsinV^ Inf

— sinVx~lux)}. Поэтому, полагая

О О = (п /2  + 2пк)2.тк = (2 Tik)2 : 1 < tk, VJfce N ;

2) tk = (2n k)2.z k - О п / 2  + 2тік)2 : l< f t < z k ,\ /ke  N, 

получаем, что || y(ft ,Tt ) |—>-к» при к -э -к» .
Следовательно, уравнение (13) не обладает обыкновенной дихотомией 

на [1.-К»).
Тогда ш  теоремы Коппеля [3. с. 13IJ следует, что существует функция 

/ е L1IL-Ka) такая, что уравнение (12) не имеет ограниченных на [I,+00) ре
шений. ибо в противном случае уравнение (13) обладало бы обыкновенной 
дихотомией на LL-K»).

1. Co n t i  R.  //Fmikcialaj Ekvaeioj. 1966. Vol. 9. № I. Р. 23.
2. C o p p e l  W . A.  Dichotomies in stability theory. New York, 1978.
3 C o p p e l  W.  A.  Stability and asymptotic behavior of differential equations. Boston. 

1965.
T  П р о х о р о в а  P.  A. .  H soCob H. A H Веста. Белорус, ун-та. Cep. I. 1989. № 2. С. 
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В. И. БУЛАТОВ

ОБ о б о б щ е н н о й  ф у н д а м е н т а л ь н о й  м а т р и ц е  
ЛИНЕЙНОЙ р е г у л я р н о й  с и с т е м ы

The criterion for existence of the solutions of linear, regular, homogeneous differential sys 
tems is proved. Analytic representation of these solutions is obtained with a use of generalized 
fundamental matrix of the systems as well.

Рассмотрим стационарную систему
A0JcU) - AMt ) ,  (I)

нс разрешенную относительно производной. Здесь х -  м-вектор: Atl и А -  
вещественные «хл-матрииы

Под решением системы (I). соответствующим начальному условию
.T(O)=X0, (2)

где Xo -  заданный «-вектор, будем подразумевать дифференцируемую «-век
тор-функцию х(Г), /е [0; +°°[. удовлетворяющую (1). (2).

Систему ( 1) считаем регулярной, если найдется такое число L0. что
det(V lo-A )*0. (3)
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Известно fl. с. 328—33 I f. что если регулярная система (1) имеет решение 
x(t). соответствующее начальному условию (2). то это решение единственно.

Целью данной работы является получение эффективно проверяемых ус
ловий су ществования решений регулярных систем (I). (2) и обоснование со
ответствующих аналитических представлений этих решений через конст
руктивно определяемую обобщенную фундаментальную матрицу рассмат
риваемых систем.

В дальнейшем нам понадобится следующая
Лемма. При выполнении условия (3) для f>0 определена функция

F (t)  = lim exp((Ą, -  еА Г1 A t) , (4)
к—++О

являющаяся квазиполиномом от / и удовлетворяющая системе
A0F(t) = AF(t), t> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теории fl, с. 320—3221 приведения регулярных 
пучков матриц к каноническому блочно-диагональному виду следует, что 
при выполнении (3) найдутся такие невырожденные лхп-матрицы P n Q ,
что

PA1iQ =  

PAQ =
(5)

H 0

о Ел_
'Em 0 '

0 S
где H  -  некоторая нильпотентная mxm-матрица. 5 -  соответствующая 
(п m)x(n- m)-матрииа. Е„..т и Em означают единичные матрицы порядков
(п-т) и т.

На основании (5) в силу (3) для всех достаточно малых е^О получаем

’(H s E mV 1 0

0 (E„_m-z S y lS
(A0 -E A T 1A = Q

Значит 111.

ехр((Д, -eA)~l At) = Q 

Очевидно, что

Q ' .

ехр((Н -гЕ „ )  '() 
О

О
ехр((Яп„т -e.V)“'.S7) Q-

Blim ехр((£я„т -  E.V) 1 St) = exp(Sf).
F.“>0

(6)

(7)

Далее из равенства (Н -е Е т) ' =
Н(Н-іЕту ' - E m следует, что

exp((H -E E m) iO = Д(/)ехр(— ),
£

где в силу нильпотентности матрицы И  имеем [ 1] ;

* (0= ехр (Я ( Я - ^ > " о »
е *=о We

Отсюда, упитывая, что при каждом фиксированном t элементами RK(t) яв
ляются рациональные функции от е и что при возрастании аргумента 
экспоненциальная функция растет быстрее любой рациональной, для f>0 
непосредственно получаем, что

Э Ikn exp((H -tE „ ,y 't)=  Iim К и )
е—»+0 е—MO ехр(-)

е

= 0. (8)
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3F (f)=  lim ехр((Д, — e.A) At) = Q
E-i+l) QT (9)

Из (6)—(8) для f>0 следует, что
‘ О О 
О exp(Sf)

Из (9). во-первых, получаем, что элементами FU) являются квазиползшомы 
от t. и. во-вторых, в силу (5) для OO имеем [1]

H  о

о
Y

Q Q
О О
О S exp(St)

Q'  = ^ 1
О о
О S exp<Sf)

Q 1 =

( Em 0 ' У/
0  0 \

P h

V
0  S /

Q
<

0  ехрСм)
Q 1

/

=AFtt).

Замечание. Аналогично показывается, что при выполнении (3) для КО 
определена функция

. Го О
(7(f) = lim exp((Ą, - еА) 1At) - Q

О ехр( St)
Q-

Ф(0 =

являющаяся тем же самым квазиполиномом от t. что и (9). и. значит, также 
удовлетворяющая системе

A0G(Z) = AG(Z), t<0.
Из HO-TXrMCHHbix результатов следует, что функция

[ F(Z), для t>  О 
[(7(f),для t < 0 ’

доопределенная в нуле по непрерывности равенством Ф(0)=^(+0)=С(—0), 
бу дет тоже являться квазиполиномом (9) от t, удовлетворяющим системе

А0Ф(г) = АФ(г), re/?. (10)
Нетрудно видеть, что для обыкновенной системы (1). т. е. у которой 

d etА п#0, во-первых, условие (3) выполнено, и. во-вторых, функция Ф(г) 
имеет вид

Ф{/) = ехр(А^'Аг),
т. е. в этом случае она совпадает с фундаментальной матрицей |2| рассмат
риваемой системы. Поэтому и в общем случае выполнения условия (3) целе
сообразно называть Ф(() обобщенной фундаментальной матрицей соответ
ствующей регулярной системы (I). Это согласовывается также со следую
щими свойствами введенной функции Ф(г) регулярной системы (!) . анало
гичными хорошо известными свойствами фундаментальной матрицы ли
нейных обыкновенных систем вида (1).

Теорема. Регулярная система (1) тогда и только тогда имеет решение 
x(t). соответствующее начальному условию (2). когда

' Ф(0)*о=А>, (П )
при этом

Xit)= Ф(фсь (12)
где Ф(Г) — обобщенная фундаментальная матрица рассматриваемой систе
мы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из [3] следует, что для того, чтобы регулярная сис
тема ( !)  имела решение xU). соответствующее начальному условию (2). не
обходимо и достаточно, чтобы

д0 =((A-X0A0)-1A0)" Уо.

46



где ■ некоторый «-вектор. Поэтому в случае разрешимости регулярной 
системы (1). (2) в силу (5) имеем [L]

* 0 =  QdPAQ-X0PA0Q r1 PA0QT Q ~\  =

= Q
Vl

(Em- X 0H T i 0

о ( S - X 0E„_mr

H

о
о

= Q

Q~ly0 = 

Q~lyо-(Em- I 0H T nH n О

_ О ( S -X 0E ^ mT n _
Учитывая, что из нильпотентности матрицы H  следует Hn=O. оконча

тельно ПОЛУЧИМ
О О

О (S - X 0E„_my
Отсюда на основании (9) и определения обобщенной фундаментальной 

матрицы Ф(г) регулярной системы (I) имеем

•ч, = Q C 1-V0-

Ф(0).т0 = Г(+0)х0 = 

= Q

f Го 0 I A '0  0
Q I5I

. « kJO__
i Q-' Q 0 (S-X 0E„_mr Q-'Уо =

Q Vo = -V
о о
О (S-X0E„_mr

т. е. соотношение (N ) выполнено.
Далее при выполнении ( I I )  для функции (12). во-первых, справедливо 

равенство (2). и. во-вторых, из (10) следует (I). т. е. формула (12) дает тре
буемое представление решения регулярной системы (!). (2).

( 'действие. Общее решение х(1) регулярной системы ( I) имеет вид
4 0 =  Ф(02Сос.

где с -  соответствующий вектор произвольных постоянных, Ф(0 — обоб
щенная фундаментальная матрица рассматриваемой системы, a X0 -  фун
даментальная матрица решений линейной алгебраической однородной сис
темы относительно «-вектора X0

(Ф(0)-/у,)Х|г=0.
1 Г а н т м а х е р  Ф. Р .  Теория матриц. M.. 1988.
2 . Б о г д а н о в  К. ) . С. : Ма з а н и к  С. А. ,  С ы р о и д  К ) . Б . Курс дифференциальных 

уравнении, Мн„ І «96
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МА  ЖУРАВ КОВ. О.Б. ГРИЩЕНКОВА, МА  КОВАЛЕВА

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПО Л У О БРАТНОГ О МЕТОДА СЕН-ВЕНАНА
В ГЕОМ ЕХАН И КЕ

I. Теоретические основы и анализ систем разрешающих уравнений

rITiere are described the theoretical bases of the solution of some classes of problems of ap 
plied georaechanics on the basis of iise of the halfconverse Sen Venari method main idea in the 
paper. Analysis of solution equations systems and influence of boundary conditions and accepted 
physical hypotheses on the final solutions is made.
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Идея полуобратного метода Сен-Венана заключается в уменьшении чис
ла неизвестных функций, подлежащих определению при решении задач 
теории упругости, путем задания некоторым из неизвестных функций опре
деленных аналитических выражений Если при этом оставшиеся функции 
(например, компоненты тензора напряжений, компоненты вектора смеще
ний точек упругого тела) удается определить так. что уравнения равновесия 
и граничные условия оказываются выполненными, то задача считается ре
шенной. так как в силу известных теорем решение задачи теории упругости 
единственно 111.

К сожалению, при разработке методов решения большого круга задач 
геомеханики для получения удобных и используемых в прикладных иссле
дованиях способов решения и подходов к ним приходится идти на некото
рый компромисс. В большинстве случаев, например, не удается в точности 
удовлетворить всем начальным условиям: на некотором участке поверхно
сти. ограничивающей тело, распределение усилий оказывается отличным от 
заданного, на систему сил. статически эквивалентную нулю. Это обстоя
тельство. как правило, игнорируется, так как. согласно принципу Сен-Ве- 
нана. напряжения, вызываемые системой сил. статически эквивалентной 
н\лю и приложенной к небольшому участку поверхности тела, почти не 
меняют картины распределения напряжений вдали от этого участка.

В данной работе показывается, как можно использовать основную идею 
полуобратного метода Сен-Венана (основываясь на подходе, изложенном в 
J!]) для приближенного решения некоторых классов задач прикладной гео
механики.

Рассматривается механическое состояние твердой деформируемой сре
ды. поведение которой описывается уравнениями равновесия относительно 
компонент перемещений в форме Ламе:

( Х + ц ^  + ^ДЕ/. = *,.,
ОХ:

(О

где (/, -  компоненты перемещений: X1 — компоненты массовых сил: 
г) Г/0  = у  _ —L -  объемное расширение

J

П усть  выбрана некоторая система функций Ut=Uu ° '1 переменных х„ 
удовлетворяющая граничным условиям задачи. Подставляя эти функции в 
левые части у равнений Ламе ( I). получим:

(* + H b - W  KAfZj,. = All- (2)

Объемные усилия Ar1/, Yu Zi в (2) определяются выбором фу нкций U=Uu -
Если окажется, что в точности A=X1,, то функции Uu представляют точ

ное решение соответствующей задачи теории упругости. Если же этого нет. 
то система функций I lu отвечает решению задачи теории упругости для тех 
же граничных условий на поверхности тела, но с новыми компонентами 
массовых сил A1,,

Может случиться так. что полученные компоненты X 11 будут незначи
тельно отличаться от заданных. В этом случае задача считается решенной 
приближенно и принимается U -U u-

Соответствие полу обратному методу Сен-Венана достигается, если под
бираются. например исходя из физических условий, лишь некоторые из 
функций Uu. а оставшиеся определяются из уравнения равновесия так. что
бы при соблюдении условий на границе массовые силы X 1,. возможно, ме-
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нее отличались от заданных. При этом число уравнений равновесия сокра
щается соответственно числу определенных заранее функций компонент 
смещения.

Задача 1.
Геомеханическая формулировка задачи состоит в следующем:
Определить перемещения в породном массиве в зоне геологического на

рушения (разлома) земной поверхности. Известны перемещения на границе 
полупространства (земной поверхности) как некот орые функции, завися
щие от координат На первом этапе предполагаем, что по граничным по
верхностям нарушения выполняются условия полного сцепления с окру
ж аю щ им  массивом.

Замечание. Данная геомеханическая задача может использоваться для 
моделирования деформационных процессов в зонах нарушений породной 
толщи, например, на земной поверхности в особых зонах проводятся на
турные исследования по изучению процессов сдвижений земной поверхно
сти В результате выполнения модельных аналитических и численных рас
четов определяются смещения по глубине массива от движения поверхно
сти в зоне нарушения [2].

Введем некоторые предположения, а именно:
• считаем, что ширина разлома постоянна и равна 2с/,
• разлом симметричный относительно вертикальной оси х2,
• разлом достаточно протяженный по оси х3, поэтому при изучении де

формационных процессов в сечениях, удаленных от краевых зон в направ
лении осп х3, задачу можно решать в плоской постановке (т. е. рассматри
вать плоские сечения разлома).

В связи со сформулированными замечаниями в качестве базовых рас
сматриваются уравнения Ламе (I) в двумерном случае. Кроме того, так как 
изучаются перемещения, только возникающие вследствие собственно на
рушения (разлома) в массиве (в абсолютной системе это относительные пе
ремещения области с нарушением при рассмотрении общих движений по
родных масс), то массовые силы приравниваем к нулю.

Замечание I . Полные смещения земной поверхности в районе нарушения 
представляют в соответствии с такой формулировкой задачи композицию 
решения, получаемого при рассмотрении данной задачи, и общих смеще
ний поверхности вследствие, например, ведения подземных горных работ

Граничные условия задачи для относительных перемещений в области 
нарушения (вследствие допущения полного контакта с окружающим масси
вом) выписываются следующим образом:

г, = 14 -+ V = V = О, .V2 = 0, -> U = / (JC1), Г -  g U t), X2 = -  и  = V = 0. (3)
В выражении (3) / H j -  известные функции.
В связи е введенным допущением о полном сцеплении пород по гранич

ным контактным поверхностям является корректным допущение о малости 
относительных перемещений в горизонтальной плоскости, т. е. можно при
нять. что (/=().

В этом случае в правых частях уравнений Ламе ( I ) появляются массовые 
силы, гак как деформированное состояние с перемещением U- 0 можно 
поддержать только при наличии фиктивных массовых сил Xp Yp В итоге с 
учетом всех указанных замечаний исходные сравнения имеют вид:

d -v
(л + р)

з  Xi^x2
= X /• (4)

49



d2V , л , „ t d2v _ v 
Mt;—-+(X. + 2ц )-— r  — Yf ■

о X\ rlXl
Замечание 2. Очевидно, что. имея в наличии лишь одна функцию Р, 

нельзя удовлетворить точно обоим уравнениям системы (6). Если бы это 
было так. то приближенное решение JV=O оказалось бы точным.

Проинтегрировав уравнение Лапласа (6) способом разделения перемен
ных и выполнив ряд определенных преобразований с учетом граничных ус
ловий исходной задачи, получаем выражение для функции V. которое при
нимает вид;

I t , , Г Г ~  n f l  '\ . / V '   ̂ >
V = - £ £ > ,рхр( - + н x 2)cos -  а

1
-  + я
2 Xl (5)

X+2ц а

Здесь Q n = j я (JC1)Cosf х' '

Не нарушая общности, примем, что фиктивная массовая сила Yf равна 
нулю, и определим компоненту' массовых сил Xf, исходя из первого уравне
ния системы (4). Дифференцируя уравнение (4) последовательно по X1 и X2 
и выполнив очевидные математические преобразования, получаем следую
щее выражение для компоненты массовых сил X/:

X f -  (Х + д),2ЕІ IIjl
a3 ]  X + :

^ ( ^  + и)2Нпсх р(- 
2д 2

— Ll—  — ( — + /> V  )sin
( Я fl 1 \

К1
^ X +  2 д  я  (  2 о\ I2 J

.(6)

Наличие множителя (1/2)« ухудшает сходимость ряда (6). Поэтому мо
жет случиться, что. несмотря на сходимость ряда (11) для фу нкции V. ряд 
для X/ при равенстве нулю второй переменной (f/=0) будет расходиться. 
Следовательно, реш ение при введенных допущениях существенным обр а
зом зависит от вида функции g.

Например, выполним проверку решения при кусочно-постоянном значе

нии функции g: g(x i ) = Р, д, £ [.I1' , х[+1].
Выражение для функции V в этом случае имеет следующий вид:

V
п  1и (1 +  2м )  \ Х + 2д а [2  J  ( « 1,2

(7)

C оответственно

) sin п( 1- + п

Анализируя формулу (7). можно показать, что ряд сходится абсолютно, 
следовательно, функция V имеет вполне определенное значение:

I
P =

Pa2Jx  + 2р
при условии, что £

I У
(| + 2п)г

(8)
X2K 2 Vp

Аналогично показывается сходимость ряда для X f  .
Определим погрешность полученного решения. Подставив выражение 

для P из формулы (X) в исходные уравнения (4). получим, что первое урав
нение системы (4) удовлетворяется тождественно, а относительно второго 
имеем:

(/. + 2 p Ä  = 0 ,
а  Xi
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На основании (8):

X2 К J v
Выражение (9) будет выполнено при х2. стремящемся к бесконечности.
Таким образом, при введенных ограничениях и предполож ениях реш ение 

сформулированной задачи, построенное путем использования полуобратно
го метода Сен-Венана. имеет большую степень погрешности при малых 
точениях х , (на малых глубинах), уменьшающуюся с увеличением глуби
ны.

Задача 2.
Геомеханическая формулировка данной задачи является разви тием пер

вой задачи и состоит в следующем:
Определить перемещения в породном массиве в зоне геологического на

рушения (разлома) земной поверхности. Известны перемещения на границе 
(земной поверхности) как некот орые функции, зависящие от координат. 
О днако в отличие от первой задачи, граничные условия в зонах соп ря ж е
ний разлом а с массивом определяются по типу «упругой заделки».

В данном случае все предположения, введенные в предыдущей задаче, 
остаются в силе, исходные уравнения те же. но видоизменяются граничные 
условия. При рассмотрении задачи в такой постановке важную роль играют 
касательные напряжения, возникающие в краевых зонах.

Граничные условия для задачи в компонентах относительных перемеще
ний записываются в следующем виде:

Xi =  |о|, —> U  — О, V — от,,,

X2 = O,-И/ = / ( X 1)tV = £(х,),
хг = °°. - * V  =V  = 0,

(10)

где а -  коэффициент податливости заделки. X12-  касательные напряжения 
Приняв, как и в первой задаче, перемещение f/=0 и выполнив ряд преоб

разований. получим выражение для V. которое имеет вид.

Т = 4 £ -
J,!?(xi)cOS(A,i Х,)г/ Xl

- ex р( -  т„ .к 2)coś (fc „ х i) - (И)
9-<-tA„ + sin( 2a kn)

Представление для Xj получаем, дифференцируя (11) по обеим коорди
натам Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательный вид 
представления для массовых сил X j-.

Xj = 4 i+ v )
Ц

(*я
-exj.X-f«„x2)sin(/cnx1) .

|Х+2р^" Ankyi +sin(2/i/fe)
Выражение для касательного напряжения, возникающего на краях за

делки. принимает такой вид:

т|2 = -4оср £-
( K f  j  s {x y )cos{k„x^ x

-exp(—m„x, Jsin(AwX1). (12)
«=! 4дА„+8Іп(2аАл)

Итак, получено решение задачи в общем виде: выписаны представления 
для компонент вертикальных перемещений V и компоненты фиктивной 
массовой силы Xj.
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Проанали тру ем получена ы е речул млат ы.
Исследуем касательные напряжения, возникающие в случае контактных 

граничных условий по схемам жесткой и упругой заделок.
Анализируя на основании (12) касательные напряжения, возникающие в 

случае жесткой заделки, получаем, что значения касательных напряжений 
на граничных поверхностях л, = а\ X1 = 0  обращаются в ноль

В случае упругой заделки рассмотрим коэффициенты в разложении в 
ряд Фурье ( ' т :

C m = I s H c o s  (& „ ö R (13)

С огласно (13) коэффициенты в разложении Фурье зависят только от кор
ней трансцендентного уравнения. При п, стремящемся к бесконечности, по
лучаем. что:

а
к„ = m ;  C m I g (a)cns (кпаJrf«,.

о
Если принять, что а  -  целое, то:

C m = } s ( a X - i r  А  = а ( - \ Г с , (14)

где г -  значение функции g в точке а  (при х=0). 
Далее:

knCnsm (k/rx, ) 
sin{2flA:„ J ’Ti2 = ^ a Ii L '

14а +

С' учетом того, что lim sin(2.r«)/.v —»0 . получаем:

T12=-
ap
fl «=i

L ^ C llS in (M 1). (15)

Подставив значение C mиз формулы (14) в выражение (15). имеем:

T12= - I  К С 'М К Ф  —  I  кП (-1Г вю(*Л) (16)
н „^) fl „ - I

Для реального существования и сходимости ряда (16) необходимо, что
бы синус не обращался в ноль. т. е. введенное предположение о целостности 
числа а  верно лишь в приближении, возможном при бесконечном суммиро
вании.

Максимальное значение касательное напряжение принимает в точке, где 
k „<i = 7t f2 . В соответствии с этим:

-am ir
Ti2_ 2 tr  '

Отметим, что при Ot=O получаем случай жесткой заделки
Примечание к задачам 1 и 2.
Рассмотрим, как изменяется ход решения задач, если исключить некото

рые из введенных допущений.
-  Если ширина разлома непостоянна, то необходимо для каждой отдель

ной точки по всей глубине разлома определять и напряжение, и перемеще
ние. В этом случае функции перемещений и напряжений будут иметь дис
кретный характер
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-  Otcvtctbhc симметрии задачи не влияет на ход вычислений, так как 
линейной заменой координат можно перенести систему координат в любое 
место полу ПЛОСКОСТИ.

-  Плоский случай рассматривался только для того, чтобы дать схему 
решения, так как с учетом третьей координаты задача перешла бы в про
странственный класс задач, что привело бы к усложнению процесса реше
ния и появлению специальных функций Бесселя.

Задача 3.
Геомеханическая формулировка задачи состоит в следующем:
Определить поле перемещений в породном массиве при известных пере

мещениях земной поверхности
Замечание 3. Данная геомеханическая задача может использоваться для 

моделирования и изучения влияния сдвижений земной поверхности на де
формационные процессы в породной толщи. В результате выполнения мо
дельных расчетов определяются смещения по глубине массива

Еіведем следующие предположения:
• Горизонтальные перемещения U\ и O2 являются функциями от верти

кальных перемещений Е/3. т. е.

EZ1 = к (х,)—---EZ;t (х, ,Xt X3),
OX1 '

U1 =Ai(Xt) - - J Z 3(XljX11X3), (17)
OX2

Uj =EZ3(XllXv X3),
где к(Xil)=P2X?, р  -  некоторая постоянная.

• Массовые силы определяются следующим образом: X= Y=O, Z=py.
• Граничные условия заданы в перемещениях, т. е.

U, = Fi (X1,х2), при X3=O. (18)

Замечание 4. Граничные условия в компонентах вектора поверхностных 
усилии или смешанного типа никаких принципиальных трудностей не вы
зывают.

Для решения сформу лированной задачи, как и при рассмотрении преды
дущих двух, используем основные уравнения равновесия теории упругости 
в компонентах перемещений -  уравнения Ламе.

Подставив формулы (17) в исходные уравнения Ламе и выполнив ряд 
математических преобразований, получаем:
и случае плоского деформированного состояния функция оседаний EZ3(XbX3) 
имеет следу ющее представление:

E/3(x|,Xj ) — Pfi хГ
((^+м)<?"+іФ

+ и Xi + U*. ( I tJ)

(Е/*, IГ s-  определяются по граничным условиям.)
П роведем  некоторый анализ решения (19). Подставив (19) в систему ис

ходных у равнений и выполнив некоторые преобразования, имеем

Pfiр+|"'іідТд? і - 0 .
+ Ml

( 20)

Равенство (20) будет выполняться в случае, если значения ż., р или р
бли зки к нулю. Физически что соответствует случаю сыпучей среды .

53



В общ ем случае можно показать, что функция оседаний JZ3(JrllJr3) явля
ется решением такого дифференциального уравнения:

(Л-Аг) (/(JctJt2)=Ji1 (21)
где к'-~ - I i2Znl, h=d/n2.

Анализ уравнения типа (21). процедуры решения граничных задач для 
(21) методом интегральных уравнений описаны в [4, 51.

*  *  *
Подводя итог выполненных исследований, можно сделать следующий 

вывод.
Использование полуобратного метода Сен-Венана является корректным 

и перспективным при решении различных задач прикладной геомеханики. 
Данный подход относится к группе экспериментально-аналитических мето
дов. при использовании которых можно добиться наиболее адекватного 
описания реального поведения геомеханических процессов. Описанный 
подход позволяет не только строить легкие в реализации системы разре
шающих уравнений, но и выполнять исследования на корректность началь
ных (граничных) условий, принятых физических гипотез и допущений, а 
также собственно полученного решения.

В следующей части будет приведено решение конкретных задач приме
нительно к месторождению калийных солей в Беларуси (г. Солигорск)

! . И ш л и н е к и й  А К) Применение полуобратного метода Сен-Венана к приближен 
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В.Т. БОРУХОВ, В.И. КОРЗЮ К

ПРИМЕНЕНИЕ НЕКЛАССИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ РЕЖИМОВ ПРОЦЕССОВ

ПЕРЕНОСА
The method inversion of linear dynamical system is presented to study a number of inverse 

problem for reconstruction of boundary dale in the abstract transfer equation. Example is 
presented.

Задачи восстановления граничных режимов процессов переноса возни
кают в различных разделах науки и техники и относятся к классу обратных 
задач математической физики [1] Традиционный подход к таким задачам 
состоит в сведении их с помощью фу нкции Грина прямой задачи к инте
гральным уравнениям Вольтерра 1-го рода.

В работах [2. 3] предложен другой подход, основанный на теории обра
тимости линейных динамических систем в пространстве состояний [3]. Об
ращение динамической системы связано с задачей восстановления неиз-

54



вестных входных воздействий на систему по измерениям се выходных дан
ных. В теории переноса искомыми воздействиями могут быть изменяющие
ся во времени амплитуды источников тепла или вещества, граничные режи
мы проиессов переноса, например граничные тепловые нагрузки, перемен
ные во времени контактные тепловые сопротивления и т д.

В общем случае обратные динамические системы для рассматриваемого 
круга задач описываются системами интегродифференциальных уравне
ний с неклассическими краевыми условиями. В данной работе рассматри
вается случай, когда обратные динамические системы описываются диф
ференциальными уравнениями с неклассическими краевыми условиями.

І. Абстрактная схема построения обратной динамической системы. 
Абстрактная математическая модель для широкого класса процессов пере
носа имеет вид дифференциально-операторной системы уравнений

^  = Lw{t\иф )= w0,t > 0, (1)
At

/w(f)=ßu{f), (2)
где L : II  —э H  линейный замкнутый оператор, действу ющий в гильбер
товом пространстве // , II: H —>?)Н -  линейный оператор граничных усло
вий. действующий из H в г)/У , R ; U —> дН  -  линейный оператор, харак
теризующий пространственное распределение граничного режима переноса. 
Конкретный выбор операторов LtIt B и пространств H t II зависит от дета
лизации задачи (потенциала переноса, характеристик среды, геометрии сис
темы и т. д.).

Естественное ограничение, выделяющее обозримый класс систем вида 
(1), (2), состоит в том. что сужение А оператора L  на множество решений 
\ равнения Iw = 0 является производящим оператором сильно непрерывной 
в нуле полугруппы e A,, t >  0 (полугруппы класса C0 ) [4]. Данное ограниче
ние обеспечивает корректность начально-краевой задачи ( 1). (2) в смысле 
Адамара и. как правило, выполняется для математических моделей пере
носа

Рассмотрим задачу восстановления функции м: [О,« ) —»(/ по дополни
тельной информации у : [().оо)—»(/, определяемой соотношением

y(f) = Суу(г)л  > 0, (3)
где C : H —> Y -  линейный оператор. Y -  пространство возможных значе
ний функции у (- ).

Уравнения ( I)—(3) можно интерпретировать как описание в пространстве 
состояний II динамической системы (обозначим ее символом £ )  вход- 
состояние-выход. для которой и (■ ), у { ■ ) — входной и выходной сигналы 
соответственно. vr(r) -  состояние системы в момент времени t.

Задача восстановления функции ы : [О,“ ) —»(/ с этой точки зрения вкла
дывается в задачу построения обратной динамической системы £  '.

Для построения системы £  1 предположим, что область значений R in) 
оператора R замкну та, а ядро KerZJ тривиально (KerZJ=O). Пусть P : H —» U 

проектор на область значений В(В). Тогда уравнение (2) можно перепи
сать в -эквивалентной форме

Plw (t)=PBu(t\( I - P ) I w  = Ot (4)
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где / -  тождественный оператор в пространстве U Из условия KerZf=O и 
замкнутости пространства R(B) следует существование оператора
(ZjZf)T1 • Н (В )—> IJ . т. е. согласно (4) м(г) =  (/j Zf) Plw .

Отсюда и из ( ІН З )  легко следует, что обратная система Т. 1 имеет вид
W1 =  bv (t)I w(0) =  W0, (5)

(Z -  P)lw(t ) =  0, Cw(f)= y ( t ), (6)

« ( / ) = (ZjB)T1 Plw(t). (7)
Предположим далее, что сужение F  оператора L  на множество решений

системы уравнений
(Z-Zj)Zvr=O1CW = O

является производящим оператором полугруппы класса C0. Тогда из (5)—(7) 
вытекает аналитическое представление решения обратной задачи по восста
новлению функции и (•)

м(г)= ( / jZf)4  P l i e r i Wl, + 'ą,v(.vV/.v (8)

где Zfn -  стандартизирующий оператор, обеспечивающий эквивалентность 
двух систем уравнений: (5)—(6) и

~  = Fw(t)+ Bay(t\ Ц 0 )=  %  • 
ot

Основные трудности, возникающие при реализации данного подхода, 
состоят в доказательстве существования и построении полугруппы . В 
связи с этим отметим, что в зависимости от способа измерения процесса 
w(t) оператор ( может быть точечным, дифференциальным, интегральным, 

типа внутренней суперпозиции и т. д. Следовательно, в общем случае сис
тема уравнений (5). (6) представляет собой начально-краевую задачу с не
классическими граничными условиями. Задачи такого вида возникают в 
различных областях исследований и привлекают внимание многих авторов 
15-Х]. В частности, в |7. 8| изучен вопрос о наиболее общих дополнитель
ных граничных условиях, сужающих эллиптический оператор до произво
дящего оператора сжимающей и сохраняющей положительность полугруп
пы класса C0 .

Отметим еще одну форму представления системы Г  1 . Предположим, 
что существует линейный оператор T : Y —WZ . с которым выполняется ус
ловие KerC=KerZjTC Тогда равенства C w (f)=y(f), PTCw(t) = PTy(i) экви
валентны. Отсюда и из свойств проекционных операторов следует, что сис
тема уравнений (6) равносильна уравнению

({/ - p y  + PTC)w(t) = PTy{t). (9)

Таким образом, обратная ДС E4 может быть представлена также сис
темой уравнений (5). (7). (9).

2. Восстановление граничных тепловых потоков по данным взве
шенных измерений температуры на границе.

Пусть задана плоская неограниченная пластина, подверженная теплово
му воздействию с одной стороны и теплоизолированная -  с другой.

Процесс переноса тепла в пластине описывается системой уравнений
T1 = Г „ + Ta ,lix.z,о)=Г0(х.г) (т = T{x,z,t)\ (Ю)

- T {x ,l ,i )  = b(.M l\ T ,(x ,Q j)= (). (11)
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Обратная задача состоит в восстановлении изменяющейся во времени 
функции м : [0,°°)—> S t (— оо.см) граничного теплового потока й(л)н(/) по 
данным

у(/)= J  с{х)г (х,\, t)dx (12)
—оо

взвешенных (с весовой функцией с : 9t —> 9 t ) измерений температу ры на 
поверхности z = 1 .

Система уравнений (10)-(12) описывает динамическую систему вида L , 
для которой // = C1(O) -  гильбертово пространство суммируемых с квад
ратом в области ß  функций / : П —» S t, дП = L1 (91), (/ = 9?, В = /;(■).

Предположим, что /;( )е С, (9?). и для упрощения последующих формул 
будем считать, что норма функции b{ ■ ) в L1 (9t) равна единице. Тогда про
ектор P  имеет вид

/V = b(x) I /;(.s V(.s )ds. (13)

Используя (13). после несложных вычислений получим IT 1
Tr =Tts+ Tu , 7’(х,г,0) = TtXxt z) , (14)

7;  Ua O= о, u5>
оо ос

r zU.i,r)-&U )|fcU )rl U>i,r)f/.y=:0, j c U J r U . u ) * = y if) , (іб )
—ОС —OO

OO

M (O =-JbU )T1U1I T ) * .  (17)

Система уравнений (16). как нетрудно заметить, эквивалентна уравне
нию (аналог соотношения (9))

оо оо

T (лЛ./)-б(л) J b(sY zU .l.t )ds + b{x) J c*(v)rU,l,f )с(у = b{.0,y(f). (IH)

Таким образом, обратная динамическая система E "1 представлена урав
нениями (14). (15). (17). (!Я). Пусть функции /?(•), с(-) удовлетворяют ес
тественным с физической точки зрения условиям 6(х)>0, r(x)>0, VxeSt. тог
да граничные условия (15). (18) попадают в класс граничных условий, ука
занных в работах |7, 8| В этом случае полугруппа е н относится к классу Cn 
и. следовательно, решение обратной задачи допускает представление в фор
ме (8).

! . С а м а р с к и й  А.  А. .  В а б и щ е в и ч  П . H .//Вести. Моек, ун-та. Вычисл. математи
ка и кибернетика. 1995. № I. С. 47.

2. Г> о р V к о в В Т ,  // Инж.-фич. журн. 1984. Т. 47. № 5. С. 465.
3. Б ору хо в  В , T . И Автоматика и телемеханика. 1982. № 5. С. 28.
Л. X и л л е  А . Ф и л л и и с P Функциональный анализ и полугруппы M.. 1962.
5. С а м а р с к и й  A A.// Дифференц. уравнения. 1980. Т. 16. № 11. С. 1925.
6. T и X оно в А . H . U Мат. сб. ] 950. Т. 26 (86). № 1. С. 35,
7. F e l l e r  W .//Aim. of Math. 1952. Vol. 55. P. -168.
8. В е н т ц е л ь  А Д.  // Теория вероятностей и ее применения 1959 Т. 4. Вьш. 2. 

С. 172.

Поступила в редакцию 13-01 2000.

57



УД К:49 .62

В.В. БОБКОВ. Н.А. БОБКОВА

МЕТО Д  П О СЛЕД О ВА ТЕЛЬН Ы Х ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х
НЕВЯЗОК

A new way of constructing one step methods of the recursive type with an arbitrary high 
order of accuracy for an initial value problem in the case of a system of ordinary differential 
equations is proposed. Calculaiion of the improved approximation to the solution is performed 
with account of the main part of the defect of the preceding approximation.

Целью работы является построение последовательности локальных при
ближений при численном решении задачи Коши для системы ооыкновен- 
ных дифференциальных уравнений

u\x) = j\x,u(x)), X  = IA-C,, ()< q < i. t > О, (О
с начальным условием

u(t) = y .  (2)
В качестве стартового приближения к решению задачи (I). (2) изберем, 

например, функцию
, ч . l-e x p (-p ę ) ,. ,Ti

у,(х) = у + -----------------J .  (J)

где /' = /‘(1,.у),ц>||/^Дг,у)|. Привлекательной чертой такого выбора являет

ся то. что в случае р = ||/w(f,_y)|| функция у](х) совпадает с точным решени
ем скалярного дифференциального уравнения вида

u'(x) = hi(x)A- а (4)
при H(f) = y и любых значениях числовых параметров а  и Х<().

Так как (I -схр (-р ^  )]/р = £ + 0 (ę 2), то расчетная формула (3) может 
быть истолкована как скорректированный явный метод Эйлера для задачи 
(I). (2). При этом отмеченное применительно к (4) свойство этого метода 
положительно характеризует уровень его устойчивости и в общем случае 
системы ( 1) (о дру гих важных свойствах метода (3) см., напр.. в | 11 ).

Так как (см. (3))
у,'(х) = ехр (-р ^ )/ ,  (5)

то посредством равенства
уДх) + р, (х) =  /(х, у, (х)) (б)

можно определить невязку
р,(х)=уи у,(х))-ехр(-р4)/ (7)

приближенного решения (3) на исходной системе (1). Кроме того, с учетом 
(1)-(3). (5) для локальной погрешности B1(X) = H (X )-J71(X), £((fj = 0 . метода 
(3) можно поставить задачу Коши

s/Cjc) = / (x tyt(x) + es (х ))-е х р (-р £ )/ , e t(f) = О, (8)
при этом дополнительно к (8). принимая во внимание (6) . можно записать: 

е'(х) = р,(х) + f ( x , u { x ) ) ~ f { x , y l(x)). (Ł>)
Из (9) непосредственно следует равенство

£, (X) = £*(х) + J  [ f  (I + у M t  + у)) - /(< + У- .УД, + у))] d  у,
О

где

£* (х) = J Pt (f A-y)dy. (IO)

58



; f i x , u { x ) ) - f ( x . y l U ) )  =  Jy,, (a-. V1(AT) +  os^.vllf/oe, U )
о

Так как i

то величина е*(л), задаваемая формулой (10), при достаточно малых s > 0  
может сложить в качестве главной части локальной ошибки с, (т). Поэтому 

добавлением еГ(х) к ViU) (добавлением Pl(Jf) к уДт)) получим улучшен
ное приближение к м(х ) , которое в свою очередь снова уточним, рассмат
ривая eto как стартовое в уже описанном процессе. Такой способ постро
ения последовательности приближений к и(лг). обобщающий широко из
вестный процесс последовательных приближений Пикара |2. с. 48]. сопря
жен при его численной реализации с проблемой вычисления интегралов ти
па (10). Для того чтобы снять эту проблему, рассмотрим видоизмененную 
схему построения такого рода приближений, выделяя из каждой последова
тельной дифференциальной невязки ее главную часть в виде многочлена по 
ć соответствующей степени.

Прежде всего представим невязку (7) в виде
P1(JJ) = Ou ^TCp1(Jt). (11)

Очевидно, что при любом значении векторного параметра a u справед
ливо равенство Cp1(Z)=O. C целью уменьшить норму второго слагаемого в 
правой части ( I l )  потребуем дополнительно, чтобы Cp1(ZTti)=O. где ^ е (0 .т ]. 
Это приводит к равенству

'j I I =  J -  [ f  it + Si. -Vi (г + Si ) ) -e x p (-p t ,) / ] .
Si

Гем самым можно явно выписать главную точно интегрируемую по t  
часть P1 (л) дифференциальной невязки рД.*):

Р і { * ) = « і .Л -  п з )
Добавлением (13) к у,'(.г) находим

V1U )=  U U )+ P1U )=  ехр(- pt)/ T и,, t
и

где (ср. ( К)))
Y1U)= V1U)+UU).

U U )= Jii, (z Ту )с7у = ̂ - A1, |t: -
о *

Аналогично (й). (7) для нового приближения y2(j:) можно выписать диффе
ренциальную невязку p: (x)~/t.v,y2(.v))-yUj')=/]-1'.^+))-,!']^+)- Pi(V). немного
членную часть f ( x , у ,(л ))—ехр(—р£)/ которой, подобно (II) .  запишем в 

виде ./(д,у1(А))-ехр(-р^і/=с*гі^+02д4(^_4і)+(Рз(+) Очевидно, что Cp3(Z)=O. По
требуем дополнительно, чтобы Cp1( Z T ^ l ) = O и cp,(Z + ę, ) = (), где t,-, G (0, т], 
при этом C1̂ ti Это позволяет последовательно найти

z':., =--|/(z + t | . y 2(r + t i ) )- e x p (- p t i )/ ]  Up. (12)).

ę , ' f e - 5 , )
[/ {' + ? , . . у Л / - Ц , ) ) - е х р ( - ^ , ) / - « ,  , ę ,_ ] .
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Vi (х )  =  V1 ( х )  + е ’ (х )  +  E2 ( х ) ,

где

E2 (X) =  } р , 0  +  y ) d y .
O

Отталкиваясь от  полученного приближения у 3 ( х ) .  п0 оп и санной  выше

.методике процесс уточнения можно продолжить. Аналогично проделанно
му на т[ом (третьем) этапе находим:

i = “ l / ( f + ^ .У з(' H i ) ) -e x p (-p ą ,) / ] ,
4i

a  - — — [/(r + q1, v )( / + v ) ) - e x p ( - p ę 1) / - f / t , ( /+ ę  )] ,
A  Pi(A )

" . . =T-----— -rlf(f+^3.y3(f + y i ) - e x p ( - p ę , ) / - ę ,  i(r + ą3) ] ,
Ai Pz& 0

P1 (■*) =  Яхг W  -  Pi (*) -  P2 U ) ,
K  (-V) -  .Vj j (X) -  £ " (x )  -  E2 ( x ) ,

У  4 U )  =  У ' ( х )  +  p, <x) +  p 2 (X) +  p 3 ( x ) ,

V4 (x )  =  Vi ( x )  +  E1* (x )  4- E* ( x )  +  E * ( x )  .

Здесь для сокращения записей использованы следующие обозначения:

/>»(§)= т ~ ] ' (|4) к=I
J

( 1 , . М ) = Ъ п - , А Р к - ДО- p 0 { 0 = U
к-\

£ ,Ч О = } р Д '+ т У у -  ^ U
О

A 1U )=  ] Vijit + у\*Г ■
О

\ 1 аналогично в случае /-го этапа приближений можно записать 

"i,I =  т - [ / 0  +  А  V, i t  +  U ) ) - ехр(- ц £ ,) / ] , / > 1 .
<Ь1

11Lj =   1- 7 -  K f-+ Z j ’ Уі( ' +  £>))-ехр(- M j  ) /  -  ЙІ.І-1 (' + ^ J  >

i > j ,  ./ = 2 , 3 , . . . , / ,
Pi (X) +  P2(X) +  . . .+  Pi(x)  =  ą t i  ( х ) ,

P j ( x ) = 4 j . j  Cr  ) -  Ч H  J -1 M  ’ J - 2 '

£ * (X) +  S2 (X) +  . . .+  £,* (х )  =  S j l (X) ,

%  (X) =  S j j  ( х ) -  S  2_и м  ( х ) ,  J  > 2 ,

PЛ-\)=а? Z,+а г.г $>-£>\ ) -р ,(х )  = (я21 -e., j  )4+ а Х2 ),
у', (х) = / , ( * )  + р, (X) = VI (X) + P1 (X) + р, (х) ,



.Vw (X)  = у, (х) + £,*(х) = V1 (х) + £ * (X)  + T1(х) + ... + е* (х), / > 1.
Если степень т  многочлена р т (£,) невелика, то непосредственным пе

ремножением скобок в правой части (J4) этот многочлен приводится к 
виду, удобному для точного интегрирования. Чтобы эту процедуру автома
тизировать, что особенно актуально в случае т »  1 , перепишем много
член ( 14 ) в форме

т
(15)

к =о
Так как по построению р т (£) = ( £ -  Izm ) р тН fe), m > 1 . то для определе

ния коэффициентов р т к из (15) можно записать следующие рек\рсивные 
формулы:

v,'+ 1 (*) = У i (х) + Р,- (х) = y[ (х) + P1 (х) + P 2 (х) + ... + р, (X) ,

I, к =  О,

Рт.к Pm-I,к ^mPm-Uk-I, к<т.

*ътРт-1,к-1, к—гм4
Очевидно, что эти коэффициенты, как и сам многочлен р т{^)- не связа

ны с исходной задачей, а зависят только от выбора точек ę, Cz2,. ..,Izm .

В заключение заметим, что в общей схеме рассмотренных построений 
существенных изменений не произойдет, если в качестве стартового при
ближения вместо (3) избрать приближенное решение задачи (1). (2), полу
ченное любым другим численным методом, при этом под производной при
ближенного решения следует понимать его локальную производную [3].

1 .  Б о б к о в  В . В . .  Б о б к о в а  H . А.  И Вести, Белорус, ун-та. Сер. I 1994. № 2. С. 47.
2. Х а й р е р  Н е р с е т т  C . В а н н е р  Г.  Решение обыкновенных дифферен

циальных уравнений. Нежесткие задачи: Пер. с англ. M.. 1990.
.3, Б о б к о в  B B . / /  Дифферент уравнения. 1995. Т. .41. № 7. С. 1174.
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СИНХРОНИЗАЦИЯ ПОТОКОВ МУЛЬТИМЕДИА 
В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СРЕДАХ

In this paper we have presented a set of algorithms for achieving synchronization in a best 
effort distributed system. These algorithms, based on numerical timestamps, take into account 
both the possible frame lost due to the device buffers overflow at the sender, and the display time 
of a video frame at the receiver.

We extended the solution to n continuous streams synchronization that have the same or dif
ferent sources,

Одна из основных проблем при реализации систем мультимедиа -  спо
соб синхронизации потоков данных. В статье описывается новый метод 
синхронизации потоков в распределенных средах с использованием вре
менных меток. Представлены алгоритмы, реализующие данный метод, ко
торые основаны на числовых метках и учитывают как потери кадров из-за 
переполнения буфера устройства, так и время вывода кадра у получателя.
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Вопросы синхронизации потоков данных рассмотрены в ряде литера
турных источников, однако наиболее подробно в работах [1-7]. При этом, 
как правило, анализируются только два потока (аудио и видео). На практи
ке же. особенно при широком использовании мультимсдиаприложений при 
проведении видеоконференций, возникают ситуации, когда потоки форми
руются различными п источниками в распределенной среде. Данная задача 
специалистами ранее не решалась.

Постановка задачи
Рассмотрим непрерывные аудио-, видеопотоки. Так как временные от

ношения между кадрами при формировании потоков могут искажаться, то 
вводится процедура синхронизации для оценки временных отношений меж
ду потоками [11. Каждому кадру потока назначаются числовые временные 
метки Если потоки сформированы одним источником, то процедура опре
деления временных отношений между ними простая, так как у них один ис
точник синхронизации (часы). Если потоки формируются разными источ
никами. то необходимо введение механизма централизованной синхрони
зации или эмуляции глобальных для этих потоков часов.

Таким образом, необходимо задать для каждого кадра корректный номер 
(временную метку) в соответствии с тем порядком, в котором он захвачен 
драйвером устройства, а нс с которым он был доставлен в приложение, а 
также учесть наличие нескольких независимых источников потоков.

Модель схемы синхроны ищи и
Рассмотрим модель на основе числовых меток (порядковые номера кад

ров). •
Введем следу ющие обозначения:
1) а ,-  порядковый номер /-го кадра, полученного программой:
2) Otfllay-  порядковый номер кадра потока а . который воспроизводится в 

данный момент:
3) (Ia — продолжительность кадра в потоке Ot;
4) па -  количество буферов в очереди драйвера устройства потока ot;
5) Jiffrt -  временная разница между двумя последовательными опера

циями чтения из потока а ;
й) Iosta -  количество потерянных кадров потока а в промежутке между 

двумя последними операциями чтения из-за переполнения очереди драйве
ра устройств:

7) /о« -  время начала потока а ;
8) /lrtp -  максимально допустимое время расхождения потоков а и р  

(асинхронность):
9) ц , -  толерантность (максимально допустимое расхождение потоков а 

и ß . выраженное количеством кадров).
Порядковый номер кадра зависит от алгоритма, реализованного драйве

ром устройства в случае переполнения очереди. Тогда количество потерян
ных кадров выражается следующей формулой:

lost„ =<
[JitTlt- t y / J  

О иначе

если (diffjj - n nda )0 . ( I )
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Алгоритм I
(случай, когда драйвер устройства переписывает кадры поверх старых 

в циклическом режиме)
Пока процесс обрабатывается I 

П ш у ч и т ъ К а д р  ( f r ) ;  /*  Получить кадр из очереди * /
и  = а ,, +  I +  lost а ;  /*  Вычислить следующий порядковый номер */ 
М а р к и р о в а т ь К а д р (/г , а,,) I*  Назначить вычисленный номер текущему' кадру *7

Пока (очередь ф  0  ) {
ПвдучитьКадр (fr); .
a r. = и с + 1;
\ {а р к и р о в а т ь К а д р (/г , CL1) ; )______________________ —J

Алгоритм 2
(случай, когда драйвер устройства не помещает данные в очередь 

после ее заполнения)

«г = !•
Пока процесс обрабатывается {

П а ч учит ьК оО р ( f r ) ;  / * Полу'чить кадр из очереди */
М а р к и р о в а т ъК а б р ф г, а  .); /*  Назначить вычисленный номер текущему кадру *1

Пока (очередь Ф 0  ) (
П о л у ч и т ь К а д р  (fr); 
а , =  а ,. +  1;

М аркирован!ьК а<)р(('г, а , );
I
U1 = U  +  lost а  ; /* Вычислить порядковый номер следующего кадра */

_L__ 1__ .___________________________________
Условия синхронизации двух пот оков  

Реализация любой схемы синхронизации налагает ряд ограничений на 
поток Приведем примеры таких ограничений [2]:

1) кадры с одинаковыми номерами должны воспроизводиться одновре
менно:

2) разница во времени между основным и вспомогательным кадрами 
должна быть меньше допустимой разницы между потоками.

Рассмотрим два потока: один основной, другой вспомогательный Пусть 
аудиопоток будет основным. Всякий раз. когда видеокадр должен отобра
зиться. мы вычисляем порядковый номер аудиокадра, который идеально 
подходит для воспроизведения Если порядковый номер текущего аудио
кадра совпадает с вычисленным, то кадр воспроизводится немедленно. Ес
ли номер текущего аудиокадра меньше вычисленного, то видеокадр ожида
ет. Если же номер аудиокадра больше вычисленного, то видеокадр отбра
сывается.

Вычислим порядковые номера кадров а* основного потока, которые 
должны воспроизводиться во время отображения кадра ß, вспомогательного 
потока Следует отметить, что во время отображения одного кадра вспомо
гательного потока может быть отображено больше одного кадра основного 
потока, но при старте кадра р ■ может отображаться только один кадр Cl,.

Тогда имеем: .

Otl =
t - t p

d„
(2)
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ß,=
t —tn

Из (2) и (3) получаем:

M
t — tn

-<ß,+l.

t - t n
- l < a ,  <

t - t n

d„

Заменив t из (4) и подставив в (3), получаем:

— 1 < а, < ß J

Введем следующие подстановки:

D = , T — —— 
d„ d,

tn

(3)

(4)

(5)

(6 )

(7)

а, е (К)

Так как о, -  целое значение, получаем следующую зависимость для кад
ров а, основного потока, которые должны воспроизводиться в течение ото
брания кадра ß, вспомогательного потока:

[Ißj D+T,  ß; D+T + D - l J ,  если Dt T s Z  
j r ß jö  + 7’ - l~ l [ ^ О + Г + d J, иначе.

Выражение (8) позволяет получить порядковые номера кадров основного 
потока, которые должны были бы воспроизводиться во время отображения 
кадра ß, вспомогательного потока. Для нахождения номера кадра основного 
потока, во время которого кадр ß, должен стартовать, среди кадров, полу
ченных в соответствии с (8). возьмем кадр с наименьшим порядковым но
мером. Чтобы обеспечить максимально допустимое расхождение д в у х  пото
ков. вычислим толерантность потоков tay.

4
<  .

(9)
,и н ач е.

nt

4j:
d

!,если  —  е  Z,

Поэтому кадр (3, может стартовать, если порядковый номер текущего 
кадра основного потока ар|ау удовлетворяет следующему условию:

Ct, -/«р < 0tp,ay < Ot, -!-/«р. (10)

где а, -  значения, полученные из (8).

Алгоритм синхронизации одного аудио- и одн ого  видеопот оков  

Рассмотрим алгоритм, который учитывает изменение времени отображе
ния видеокадра Поток видео будет вспомогательным и будет синхронизи
роваться с аудиопотоком. Оба потока являются непрерывными.
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Алгоритм 3
(случай синхронизации аудио-, видеопотоков)

о̂тображения = Начальное Значение; /* Инициализировать значение отображе
ния кадра */

Пока(1) (
Пащ/читъКадр(у); /* Получить видеокадр v из буфера приложения */
1,1 РазархивироватьКайр(у)\ /* Разархивировать кадр и измерить время */

t,
(!,,lay ~ПолучитьТекущийАудиокадр( ) + tOt обряжения

(L
: /* Вычислить номер

аудио кадра, который будет стартовать после отображения видеокадра */
а,=ВычислитьНеобходимыМудио(v); /* Вычислить номер аудиокадра для 

отображения, если бы заданный видеокадр стартовал */
Если (O^OpUy-Zav): /* Если видеокадр опоздал, то отбросить его */

Продолжить;
Et ли ((а,->Ор]яу+гЛу) /* Если видеокадр опережает, то ожидать*/

()жидать( (Oz-(Xpiliy)Trfa);
tp-Omo6pa3umb(y): /* Видеокадр вовремя отобразить и засечь время отобра

жения */
/1 5 (р+0,75 (.гт,х>раЖ.'КНЯ : /* Вы числить новую оценку времени ото

бражения */

"  ■■ г ) /* Вычислить порядковый номер следующего видеокадра */
“ и

J____________________________

С инхронизация  и непреры вны х пот оков
Ранее описанный алгоритм синхронизации обобщим на случай п по

токов
При решении задачи синхронизации п потоков необходимо:
1) найти допу стимые значения асинхронности между двумя любыми 

видами потоков (между двумя аудиопотоками, между аудио- и видеопото
ками. между двумя видеопотоками);

2) разработать алгоритм смешивания аудиопотоков:
3) разработать алгоритм синхронизации п потоков.
Опишем каждый из названных пунктов.
!) Эмпирически было получено, что время ожидания, на границе кото

рого потоки считались синхронизированными, составляет примерно 0.5 с.
2) В случае двух или более аудиопотоков предлагается следующая стра

тегия. Предположим, что потоки имеют одинаковую длину кадров Соглас
но отношениям (К) и (9). кадр подчиненного аудиопотока вычисляет по
рядковый номер кадра основного потока, который должен быть отображен 
в случае, если кадр подчиненного потока стартовал (а,) бы при толерант
ности потоков Itta. Если порядковый номер текущего аудиокадра основного 
потока меньше (Xz. то подчиненный поток ожидает кадр основного потока, 
порядковый номер которого равен а,. Если порядковый номер текущего 
кадра основного потока находится в интервале [ос,, Otz-Maa]. то кадр подчи
ненного потока отображается вместе со следующим кадром основного пото
ка. В противном случае кадр подчиненного потока отбрасывается.

3) Алгоритм синхронизации п непрерывных потоков можно описать сле
дующим образом: ау диопотоки «смешиваются» по схеме, описанной в пре
дыдущем пункте, а каждый видеопоток синхронизируется с результирую
щим ау диопотоком в соответствии с алгоритмом 3.
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Синхронизация потоков в распределенной среде
В описанном алгоритме 3 синхронизации п непрерывных потоков один 

источник Покажем, как данный алгоритм может быть обобщен для случая 
распределенной среды. Согласно условию синхронизации двух потоков 
приложение должно иметь представление о временной разнице между пото
ками. Так как потоки могут формироваться различными источниками, то 
необходимо введение временного отношения между потоками в распреде
ленной среде.

Временной интервал делится на дискретные блоки, которые будем на
зывать временными кадрами [3]. На каждой станции есть локальный счег- 
чик. показания которого увеличиваются при старте каждого нового кадра. 
Одна станция делает групповую рассылку всем остальным станциям сооб
щения «СТАРТ». Станция при получении данного сообщения принимает 
время его получения за время «общего старта». Во избежание потерь в сети 
и задержек при передаче пошлем п таких сообщений через равные проме
жутки времени (о). При получении /-го сообщения «СТАРТ» в момент 
времени T1 станция вычисляет время начала «общего старта» путем вычис
ления минимума (T0, Tt-o, Т2-2 о , . . .  Tr-I(J). (В данном случае мы игнори
руем задержку распространения сигнала. Такой подход допустим в локаль
ных сетях. При проведении экспериментальных исследований задержка 
распространения сигнала между конечными устройствами не превышала 
5 мс. что значительно меньше продолжительности аудио- и видеокадра.)

Определим через T0 время старта. Каждая станция будет хранить «вир
туальные часы», которые стартуют в момент T0 и изменяются через каждые 
Л реальных временных интервалов. Общее время можно рассматривать как 
поток кадров длиной Д. который воспроизводится на каждой станции и 
старту ет независимо. В этом случае используем термин: поток синхрониза
ции время Д.

После старта потока синхронизации вес события в системе связаны с 
ним. Для этого порядковые номера кадров во всех потоках выражаются че
рез порядковые номера кадров потока синхронизации. C учетом этого необ
ходимо внести изменения в процедуру назначения порядковых номеров.

После вычисления порядкового номера Сй по формуле 6 дополнительно 
вычисляется а*:

а, Аа, = ( И )

Константа D из соотношения (7) меняется на D = — 1.
dA

На рис. а  показаны порядковые номера кадров, назначенные потоку ви
део в соответствии с алгоритмом I . Продолжительность кадра потока видео 
75 мс..На рис. С> показан поток синхронизации с продолжительностью кад
ра 40 мс. а на рис. в -  порядковые номера потока видео, выраженные через 
порядковые номера потока синхронизации, описанного формулой (И ). 
Первый кадр имеет номер 0, второй кадр -  порядковый номер 1. поэтому

,л:75 =| Третий кадр имеет порядковый номер 2. ему на-ему назначается

значается номер

. 40 .
2x75

40
= 3 и т. д.
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n
Ł

Ппижвидео

iА
3 4

А

Поток
синхронизации

Cl * +75 + 150 + 225

б
) I 2 }  4 5 6

4  4 ▲

+40 +80 + 12U +tćO -200  +240 +280«

Поток
видео

I ч

При использовании потока 
синхронизации снимаются ог
раничения. накладываемые на 
продолжительность кадра ос
новного потока, так как данная 
величина может изменяться 
приложением.

Таким образом, для синхро
низации п потоков предлагается 
следующий алгоритм:

1) дать старт потоку синхро
низации на каждой станции, 
используя предложенный меха
низм;

2) назначить порядковые номера кадров, используя отношение (11);
3) синхронизировать потоки в соответствии с алгоритмом 3.
Отличие предложенного алгоритма от известных состоит в том. что он 

позволяет синхронизировать непрерывные мультимедиапотоки в распреде
ленной среде при наличии п независимых источников потоков и разной 
длине аудио-, видеокадров.

I Іорядкоііые номера потока видео в соответствии 
с алгоритмом 1
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УДК 519.10

М.К. КРАВЦОВ, Е.В. ЛУКШИН

К ОЦЕНКЕ ЧИСЛА НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ВЕРШИН 
МНОГОГРАННИКА МНОГОИНДЕКСНОЙ АКСИАЛЬНОЙ 

ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ
Explicit formula for determination of 7-non-integer vertices number of the polytope of three 

axial assignment problem, i.e. the vertices with the number of fractional components being equal 
7. is obtained.

Хорошо известно |1|. что многогранник M{2, л)={.г=ійДІ„ : .r,,>() V(t,j)e/V„x/V„, 
О=,;»;-,=] V j e N n, =I V i.e N „ }  задачи о назначениях является целочислен
ным. Здесь Nn — (1, 2  п]. В отличие от М(2,п) многогранник М(р,п)={х=

JY i, >0 V(/„ <р)е • Ё ••• E E E и. с =
U=I Cj=I 'L=I

V L e N,,
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Vs e  Np}, где N f -  Nn х N „x...xN „ , //-индексной (р>3) аксиальной задачи о
4---------- V-----------*

P раз

назначениях не является целочисленным [1 ,2 ]. т. е. имеет и вершины с 
дробными компонентами Уже проблема нахождения решения трех- 
индексной HKCiiajIbHOH задачи о назначениях является Л'Р-полной |3]. Слож
ное строение неиелочисленных вершин многогранника М(р,п), естественно, 
создает принципиальные трудности на пути его исследования.

Известно [ I ]. что вершина многогранника МО, п) содержит не более чем 
3/1-2 положительных компонент Пусть r e / V Вершину многогранника 
МО, О  будем называть r-нецелочисленной (г-вершиной). если она содержит 
ровно г дробных компонент, Пусть а  (л, г) -  число всех r-вершин много
гранника МО, л). Легко доказать, что о(п , г)=0, г=1, 2. 3, 5. Найти явную 
формулу для о (п, г) до сих пор не удалось. Известна лишь формула для ча
стного случая, когда г=4 |4]:

а  (л, 4) = (я ! )~п(п - 1 )/4, п>2. { 1)
C использованием этой формулы в [5] указана оценка числа /0" (М(р, л)) 
нецелочисленных вершин многогранника М(р, п),р>3:

/о" (М(р, л)) > {л ! Г '( ( я2-«)/4)((л2+Зл+2)/6Г3. (2)
Тем самым при н>3 получено опровержение гипотезы 18 из [2].

В настоящей работе доказана следующая 
Теорема, а  (л, 7) = 3(л!)2л(я-1)(л-2), п > 3.
Важность этой теоремы, в частности, состоит в том. что она позволяет 

значительно (в 12л-23 раз. где я>3) улучшить оценку (2).
Прежде чем присту пить к доказательству теоремы, приведем некоторые 

вспомогательные утверждения, касающиеся свойств вершин многогранника 
МО, я).

Рассмотрим матрицу у= Ilv.,Ij е М{2, п). Запишем эту матрицу в виде я2-

мерного вектора z(v)=(yu, ■ .Уы, V«!» •••, УтУ Удалив в векторе z(y) ну
левые компоненты, получим вектор z* (у), число компонент которого равно 
числу г(у) положительных элементов матрицы у. Компоненты вектора 2+(у) 
занумерованы тем же способом, что и компоненты вектора z(y). Так как 
сумма компонент вектора z+(y) равна п. то пара векторов г’(у) и
е=( 1......I )е En определяет транспортный многогранник M(z+(y), е }.

Пусть е(у)= 'I e M(z+(v), О- где индекс р представляет собой сово-
!I F у)Хп

купность индексов (i, j). задаваемую номерами компонент вектора <т+(у) То
гда по этой матрице определим матрицу х(е(у))= lLd1lvI согласно правилу

Il s Uh

J W  _ ] ”*£ • если (*. ./I=P*
ЛФ I л[и в противном случае.

Очевидно, что /Wf 3, л) = {х(у(у))-' у е  М(2, я), #(у) е М(г (у), е )} .
При этом будем говорить, что матрица .t(g(y))eM(3, п) построена на ос

нове матрицы g(y) многогранника Miz1 (у), е). Легко доказать утверждение: 
число /(|‘ (М (3. п )) целочисленных вершин многогранника МО, л) выража
ется формулой

fa  < М(3,и)) = £/ „{ Щ г+(у),е)),
J^ven MO.il)

где fo{M) -  число вершин многогранника М, vert M -  множество вершин 
многогранника М.

Отсюда вытекает следующий известный результат [ 11:
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/0г(М(3,и» = (л!)2. (3)

Совокупность элементов матрицы лс=||л̂ | с фиксированным значением

одного индекса, например г. будем называть двумерным сечением ориента
ции (/'/) матрицы л. Двумерное сечение матрицы х  назовем нецелочислен
ным сечением, если оно содержит хотя бы одну дробную компоненту. Оче
видна следующая

Лемма 1. Всякая нецелочисленная матрица J t =  || многогранника

МО, п) обладает свойствами: (а) каждое нецелочисленное двумерное сече
ние матрицы к содержит по крайней мере две дробные компоненты; (б) 
Hx)=./(х)= Т(х)>2, где Hx), J(x) и Т(х) -  число всех нецелочисленных двумер
ных сечений соответственно ориентации (Jt), (it) и (у) матрицы jc.

Пусть п > 3. Зафиксируем m е  (2, 3, ..., n - 1 }. Пусть I u J u T i -подмноже
ства мощности m множества Nn. Положим I2=NnMu J 2=NnMi, T2=NnSTi. Так 
как rn<n-1, то I-# 0 , J-& 0 , Т2& 0  Для двух троек подмножеств (Ii j J u T i) 
и (I2, J 2, T2) определим многогранники M(IS, J s, Tj )= {.t= ILtiJ I  : .г,„>0

I* ll/j хУ J  J

N (i ,j , t ) e I sx JsxTs, LieZj L /еJ5 xij! ~ * V teT s, L ie^ L ,€rf Xijl = 1 Уj e J s,

L 3e./T LieTt ^ijt — I V i e I s ] ,  S ~  I, 2.

Замечание. Многогранник M(IU J u T1) (M(l2, J 2, T2)) отличается от много
гранника М(3, гп) (М(3, n-m)) лишь нумерацией элементов их матриц. 

Методом от противного легко доказать следующую лемму.
Лемма 2. Пусть у8= |yJY|f -  вершина многогранника M iIi, J s, T J, .у=1,2. 

Тогда матрица .t°=|p^ || с элементами

л _ { уІ,. если UJ,t)e I1XJ1XT1, S = 1,2,
О для остальных (г, j, t) из Nn 

является вершиной многогранника МО, «).
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы Покажем вначале, что

O ( I t J ) =
V3 ;

((« -3 )!)2о (3, 7).

(4)

(5)

Рассмотрим матрицу х =|л;„Jj еМ (3, 3), ненулевые компоненты которой

определяются следующим образом; x*m  =X tin  =2/3, Jt1*,L =jt*12 = jt*33 = jt*]3 =

= T323 = 1/3. Пусть Klft-  Зп-мерный вектор-столбец, у которого единицы 
стоят в строках с номерами i, n+j и 2м+/. а остальные элементы -  нули. По
скольку уравнение a iR22i+ a 2R>i2+ a 2R iii+ a*R ii2+ a 5R n2+ a J t 2ii+OL7Ri23=Q име
ет единственное решение Ctj=O V se N1. то х‘ является 7-вершиной много
гранника МО, 3). Значит. о(3, 7)>0.

Пусть I u J u Ti -  некоторые подмножества (возможно, тождественные) 
мощности 3 множества N,,. Положим I2=NnMu J 2=NnMu T2=NnM Очевидно
(ввиду я>3). что I2̂ =0, J  1^0, Т-Ф0. Пусть у1= II)' ii — 7-вершина много-

Il И/|Ж^х77
граниitKa M(IU J u Ti) (такая вершина всегда существует, поскольку о(3, 7)> 
>0). a y2= y :J  -  целочисленная вершина многогранника M(I2, J 2, T2).

Il WLxJ7XT:

Тогда согласно лемме 2 матрица jc0. элементы которой определяются по 
формуле (4). является 7-вершиной многогранника МО, п). Так как среди 
положительных элементов двух матриц у1 и у2 нет равных, то каждый вы-
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бор новой тройки подмножеств {Iy ,Ji,T i) , задающих многогранник 
M (IiJuTi). приводит к получению различных 7-вершин многогранника 
М(3. п). Отсюда, приняв во внимание тот факт, что в качестве подмножест
ва /, могут быть взяты любые три элемента из множества Л'„, получаем, что

(п\Ъ
тройку подмножеств (/,,./ь2\) можно выбрать 1 способами. Учитывая

далее формулу /0; (M(I2JiiT i))  ~ ((«-3)!)" (см. замечание и (3)). приходим к 
неравенству

СГ(л, 7)> ((л-3)!)2о(3, 7). (6)

Допустим теперь, что имеет место строгое неравенство в (6). Тогда у 
многогранника М(3, п) должна найтись 7-вершина х°. положительные ком
поненты которой расположены в р  двумерных сечениях одной ориентации, 
где р>4. Отсюда с учетом свойства (а) леммы 1 приходим к неравенству 
7>2-4. что невозможно Поэтому справедлива формула (5).

Теперь установим справедливость равенства
0(3, 7)=648. (7)

Поскольку jW(3,3)=(jc(j(y)):yeM(2,3), где H l -М ), а у
многогранника М(2, 3) не существует матриц, содержащих 1. 2. 3 и 5 дроб
ных компонент, то для доказательства равенства (7) достаточно рассмот
реть всевозможные матрицы уеЛ7(2.3). имеющие h(y) дробных компонент, 
где h(y)=4. 6. 7. и найти все те вершины многогранника M(ZtXy),е). на основе 
которых можно построить 7-вершины многогранника Л/(3.3). Рассмотрим 
три случая: I) h(y)=7, 2) /г(у)=6, 3) h(y)=4.

еМ ( 2, 3), 0«Х/< I V(e N1.

Полагая Cti=Ot, 0t7=ß. матрицу у очевидным образом можно записать в виде 
1 -а  а + ß - l  1 -ß

а 1 - а  О , где 0<а<1, 0<ß< 1, a+ß>C Для матрицы у имеют-

O l - ß  ß
ея две возможности.

Подслучай 1. Пусть среди чисел а  и ß имеется хотя бы одно число, нс 
равное 2/3. Тогда для любой матрицы и. полученной из матрицы у путем 
перестановки ее строк и столбцов, матрица x(g(u)). построенная на основе 
матрицы x(u)eM(z+(u), е), где <=(1,1.1), не является 7-вершиной многогран
ника М(Ъ, 3).

1/3 1/3
Подслучай 2, Пусть ct=ß=2/3 Тогда у =

а, а, а 3
Случай 1. Пусть /Му)=7. где у= 0tS О

О а 7

2/3
О

1/3
1/3

1/3
о

2/3!
и всякая вершина

многогранника M(z+(y),e). где zł(v)=( 1/3С1_.j, l/3(i^  Шщз), 2/3(2іі), І/З^д, 
l/3|j,2), 2/3(з.з,), «=(1.1,1), имеющая 7 ненулевых компонент, содержит един
ственный столбец с тремя положительными компонентами, причем каждая 
из них равна 1/3.

Пусть V(y) -  множество всех тех вершин многогранника M (z4y),f). для 
каждой из которых существуют индексы 6е N3, Z2GjY3M M и пары 
(t,Js)e б,(у)={(!,!), (2,2), (1,2)), (г2,Л)е02(у)={(1,3), (3,2), (l,2))\{(ih Д)} та-
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кие. что =2/3, Я(2,1)л =2/3, ^  j  =1/3, Пусть ft= l, Ь=2.

Рассмотрим матрицы g'(y)e Т(у), IeN i. ненулевые компоненты которых оп
ределяются следующим образом:

1 _
£(М ).з-

I _
£{1.2)Д-

I
£(1,3),2

_  I
~£(2,2),3

_  I _ 
— £(3,2W“= 1/3, 1

S(2,I)J Il Lj =2/3;
2

S(U),з -
1

S(U)H -
2

S (U )J
T

-  S (2,2) J
_  2

S(3,2)J =1/3, 2
S{ 2,!),2

_ 2
“  S(’3j) .i =2/3;

S(U)H =
3

su,2),2 -
3

S(U )J
_  3
-  S (2,2) J

3
— S(3,2),3 = 1/3, 3

S(2J).2
_  3 
-  S(3j),i =2/3;

4 _
Я(UW “

4
8( 1,2),2 -

4
S (IJ ) J

_  4
— S(2,2),l

4
— S(3,2)J'= 1/3, 4

S(2,l).2
_  „4 
-  S(3,3),i =2/3;

5 _
łEUtó “

5
S (I J ) J

5
S (U )J

S
-  S (2,2) J =  Sj,2),3 == 1/3, 5

S(2,l),2
— 5
— S(3J),L =2/3;

6 _
£ (u u  “

6
S (U ) J -

6
S(LJ)J

_  6
-  S(2J)J

6
- 8 ( 3 , 2 )  J - = 1/3, 6

S(2,L),2
_  „6 
- S(3j).t =2/3;

7 _
#(UW“

7
S ( U ) J -

7
S (U )J

7
-  S (2,2), I

7
-  S(3,2),3 -=1/3, 7

S(2,l),2
7

_ S(3,3).i =2/3;
8 _

Stuw -
8

S ( U ) J -
S

S(IJ)J
_  8
— S(2J),L

8
-  S(3,2),2 =1/3, 8

S(2.1)J
_  8
— S(3j),i =2/3.

Так как уравнение а^пі+вайззі+аэЛш+ос^й+о^ш+ОСбЯігз+СМ^гз=^ 
имеет единственное решение Ots= O  V y e A Z 7, то матрица M g f y ) )  построенная 
на основе g(y). является 7-вершиной многогранника МП, 3). Аналогично 
доказывается, что любая матрица x(gy(y)), 1=2, 3. 4. построенная на основе 
g (у)- является 7-вершиной многогранника М(3, 3). Поскольку уравнения 
Ct\K\ I l+ 0 C 2/?331+ C l 3Ä i 32+ 0 t 4/?212+ 0 t s W 123+ 0 t 6 Ä 2 2 3 "l"Ö 7 ^ f3 2 3 = 0 >  ОС]/?ц I + ( X 2W 33 [+OC3Z f2 1 2 +  
+ O t4Z f iPn+ O t T 1Z 12 3 + 0C> W I j 3+ Ot7/ ?223—0 ,  OC1W 2 2 ^ O C 2Z f33 [+ O t 3Z f U 2TOC4Z f2  | V T J t j/ / 1 I (+OCflZ f123+  
+Ct7Wj23=O и ot|Л22і+(Х2/?ззi+0tiW2i2+CŁi/?j22+tts/̂ ii3+tA7?i23+tt7Ät33=0 имеют со
ответственно решения: OC1=O C3= O t6 = O 7 = - I ,  O 2= O t 4= T  ОС5=2; O l=OC4=CC6 = O b 7= - I ,  
O2=O3= T Os=2; Oi=O3=O5=O7= - I ,  O2=CC4= I, 0^=2 И Oi=Oc4=O5=O7= - I ,
O2=O3=I. 06=2. то матрица x(g\y)), I=5. 6. 7. 8. построенная на основе g(y), 
не является вершиной многогранника М(3, 3). Итак, учитывая, что Г, и C2 
можно выбрать шестью способами, имеем

|U(S(y)):£(y)e VOjJnveri М(3,3)|=24. (8)
Обозначим через U1 множество всех матриц, полученных из матрицы у 

путем перестановки ее строк и столбцов Очевидно, что |t/L|=I8. Поэтому в 
си лу( 8 ) находим

I (JW g (M )): £(м )е V («)Jovert М(3,3)(=432. (9)
«€ V i

Пусть UJy) -  множество тех вершин многогранника M(zf(y), е). каждая 
из которых содержит 7 положительных компонент и не принадлежит мно
жеству Uy) Тогда \.к(у(и)}: g(u)e  Hll(M) Jnven М (3,3)=0 VwefZ1.

еМ (2, 3), 0<а<1.

Если (fct I/3, ot^2/3, то любая матрица, построенная на основе матрицы, при
надлежащей множеству vcri М(г+(у), е), г+'(у)=(OCtu j, OCa2j, Otf3i33, I-OCfli2), 
I CCj2t3J1 І-Otl3.!)), P = (L lJ) , не является 7-вершиной многогранника М(3, 3).

2/3 1/3 О
осе (1/3, 2/3}. Тогда

а 1 — а О

С лучай 2. Пусть Zt.(y)=6. где у = О а I-O t

1-ос О а

V=

Пусть

1/3 2/3 
О 1/3 

2/3 О

О
1/3

2/3
О

1/3
2/3

при ос=2/3;

О
2/3
1/3

при а= 1/3. и всякая вершина многогранника M(у (у), е),

имеющая 7 ненулевых компонент, содержит единственный столбец с тремя
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положительными компонентами, причем каждая ил них равна 1/3 Пусть 
V(_y| -  множество тех вершин многогранника A7(z+(y), е), для каждой ил ко
торых существует единственный индекс /е /V3 такой, что ĝ l j) ,=1/3

Öi(.v)= {( 1 U- (2-2). (3.3)} при а=1/3; *gJW =l/3 V (i,j)e ß i(y )= {(l,2 ), 

(2.3). (3.1)} при a=2/3. Легко убедиться, что |У(у)|=18. Рассмотрим матрицу 
g ( y )  = Ijg-J j)tI е Vr(V) с ненулевыми компонентами. =Ш

V ( I j) S G lO?), J d 4 ., =2/3, J a . u = 1/3’ "̂(2,з)л =2/3, 1/3 Так как уравне
ние a|^1||+a2/?22!+a^H l+0tJ/?|22+ +OsZJ3l2+O«/?233+a7Äjl;p0 имеет единствен
ное решение Ots=O Vse W7. то матрица JtCgCy)). построенная на основе у1 (у), 
является 7-вершиной многогранника М(З.З). Поскольку любая матрица #(у) 
множества К(у) путем перестановки ее столбцов и строк, принадлежащих 
множествам ß,(y) и Q2(y) (перестановка строки (г,,_/,)еßi(y) со строкой (i2, 
j 2)e  Q-y(y) не допускается), может быть приведена к матрице sCv), то матрица 
л(£(у)). построенная на основе g(y)e V(y). является 7-всршиной многогран
ника /17(3.3). Отсюда, учитывая | Vx(Jy)I= i 8. имеем равенство
IlMsCv)): g(y)e V1XyMnvert M 3,3))-18. Поэтому, обозначив через U2 и U3 
множества всех матриц, полученных из матрицы у соответственно при 
а= 1/3 и а=2/3 путем перестановки ее строк и столбцов, и приняв во внима
ние. что |//2u//j|=12, получим

I U  W s (H )): S(m)е V(M) Jnvert Л/(3,3>|=216. (Ю)
UeU2UU J

Пусть W7(V) -  множество тех вершин из vert M lzr(у), е)\Цу). каждая из 
которых содержит 7 положительных компонент. Ясно, что любая матрица 
кС?Су))- построенная на основе g(y)e W7Cv). не является вершиной многогран
ника М(3,3).

€ /17(2, 3), 0<а<1. Тогда

любая матрица Jf(sCv))- построенная на основе g(y)e vert A7(z+(y), е). где 
Tł(v)=(l(U), 0 (2.2), 0(3.3), 1-0(23), 1-0(3,2)), *=(1,1,1), не является 7-вершиной 
многогранника Л7(3,3).

Таким образом, согласно (9) и (10) получаем равенство (7). Теорема до
казана.

Следствие. /<" (М(р, я)) > (я !У '((rt2-n)/4)(12n—23Х(п“+Зп+2)/бУ’ C
Доказательство проведем индукцией по числу р, р>3. Из теоремы в силу 

( 1) имеем
/о“ (/17(3, «))>((л2-п)/4)( 12я-23)(л I)2.

Предположим, что доказываемое неравенство верно для р = к -1. т. е.
fS  (М(к-\, п))>(п!)*_2((в2-п)/4К12я-23)((л2+Зп+2)/б)*~\ (11)

и рассмотрим случай, когда р=к На основании утверждения 3 (5| и теоремы 
5.3 из 111 (с. 229) получаем неравенство

/о* (Щк, п))> /"  (Щк-1, «Ж*+2)1/6.
Теперь, воспользовавшись (11). убеждаемся в справедливости доказы

ваемого неравенства при р -к .
Работа поддержана Фондом фундаментальных исследований Республи

ки Беларусь (проект КФ 97-266).

1 о О

Случай 3. Пусть h(y) = 4. где у = О a 1 - a

О 1 - a a
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УДК 51'). I

Н.А. НАУМОВИЧ

ГЕНЕРАТОР ЗАДАЧ О МИНИМАЛЬНОМ РАЗРЕЗЕ
An algorithm for generation of mincut-maxflow problem instances with with apriori known 

optimal solution is suggested.

Экземпляры задач о минимальном разрезе используются в качестве тес
товых при практическом анализе многих комбинаторных алгоритмов опти
мизации. в частности задачи о минимизации субмодулярной функции [ 11 
Алгоритм, описанный в данной статье, предназначен для генерации сетей с 
предписанным количеством вершин и дуг. а также с априори известным ре
шением задачи о минимальном разрезе -  множеством дуг. составляющим 
минимальный разрез.

Алгоритм MinCutNetGen генерации задач о максимальном потоке 
с известным минимальным разрезом

Алгоритм MinCutNetGen генерирует есть, состоящую из двух частей: л е
восторонней  и правосторонней сети, а также соединяющего их м ост а  (ри
сунок).

Параметрами алгоритма яв
ляются: nL — количество вершин 
левосторонней сети: т' -  коли
чество дуг левосторонней сети: 
п5 -  количество источников; nR 
-  количество вершин правосто
ронней сети: т -  количество 
дуг правосторонней сети; пТ -  
количество стоков; пв -  количе
ство дуг в мосте: D -  целочис
ленное суммарное производст
во в источниках: C  -  априорная 
целочисленная суммарная про
пускная способность дуг моста 
(C<D). Апостериорная суммар
ная пропу скная способность дуг 
моста не превосходит C  и опре
деляется в процессе генерации 

сети [и""", н'""л] -  диапазон изменения верхней пропускной способности д\т 
(обеих сетей), причем сгенерированная алгоритмом верхняя пропускная 
способность некоторых дуг может превосходить [ц™* ]. если это требуется 
для обеспечения вывоза всего объема производства D из источников. Сге
нерированная сеть имеет n=nL+nB+ 2 вершины и m=mL+ns+nB+mR+nr дуг 
На значения параметров накладываются следующие ограничения:

свят ост ь: mL > nL,m R > пк ;

Структура сети, сгенерированной алгоритмом 
MinCutNetCmn. '/Киршами стрелками выделен 
«мост». S множество источников, T -  множество 
стоков. Для некоторых вершин и дуг указаны их 

прот скные способности



допустимость: D> ns . Алгоритм использует следующие промежуточ
ные величины: d f  -  производство в источнике i. полученное равномерным 
распределением суммарного производства D  между п источниками, i— 1.....

S S
i f ,  D = Yj " d { ; d f -  потребление в г'-й вершине левой части моста, i=

В в
п'\ D = V 1' d, ; c f ,  J= 7.....  пв -  величины, полученные равномерным рас
пределением C  на пв частей; d' -  потребление в i-м стоке, полученное в
процессе работы алгоритма. I= I ..... п .

Алгоритм MinCutNetGen генерации сети с известным минимальным 
разрезом для задачи о максимальном потоке

Вход: п , т , и , т , п , т , п , п , U, L, и , и .
Выход: vf" -  величина минимального разреза: минимальный разрез, ко

торым является, в частности, мост между левосторонней и правосторонней 
сетями.

Ш аг 1. Полупить d f , I= I..... п ,  равномерно распределив D между п ис
точниками.

Ш аг 2. [Сгенерировать левостороннюю сеть.) Вызвать NetGen(0. н \ т . 
п , т , п , (Г, и , и ).

Шаг 3. [Сгенерировать правостороннюю сеть | Вызвать NetGen(i/\ пк, 
rn , п , а ,  п , а  , и , и ).

Шаг 4. Сгенерировать п~ дуг вида {s,i), где х -  обобщ енный источник с 
пропускными способностями d i , 1= 1,..., и .

Шаг 5. Сгенерировать п дуг вида (;,/). где 1 -  обобщ енный ст ок  с про
пускными способностями df ~ потребление в г-м стоке, полученное в про
цессе работы алгоритма. I= J,..., пТ.

Ш аг 6, Равномерно разделить C  на нв частей, получая c f , г = 1 , п .
Ш аг 7. Сгенерировать пв дуг моста вида (п -  n + i, п + /) с пропускны

ми способностями min{cf ,d f  ) , i= I нв.
ß

Шаг 8. Вычислить v‘ = Y"=\ ™n( c f , d f ) . Конец алгоритма ®
Обобщенный источник имеет номер <//+//'+i )=л L обобщенный сток -  

номер {nL+nR+2)=n. Алгоритм MinCutNetGeu использует алгоритм NctGen. 
генерирующий правостороннюю и левостороннюю сети, который вначале 
генерирует непересекающиеся цепи, выходящие из источника и состоящие 
из случайного количества дуг. затем соединяет концевые вершины сгенери
рованных цепей со случайным количеством стоков После этого генериру
ются дополнительные дуги до достижения необходимого количества >п дуг 
Пропускные способности дуг генерируются таким образом, чтобы весь 
продукт, произведенный в источниках, мог быть привезен в стоки. Пусть 
Distribute (D, п, d) -  процедура, которая, используя датчик псевдослучайных 
равномерно распределенных чисел, делит целое число D на п частей d, >0.

I= 1..... ii таким образом, что D = Y"=\d-i .
Приведем описание алгоритма NetGen генерации потоковой сети.
Вход: п -  количество вершин, гп -  количество дуг: и" -  сдвиг в нумера

ции вершин (первая вершина сети имеет порядковый номер i/’+ l) ; As -  ко
личество источников: d f , i= l,..„  i f  -  производство в i-м источнике; п1-  ко
личество стоков: [и1™, нт“ ] -  диапазон изменения пропускных способно-
стеи д у г .
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Выход: потоковая сеть, вершины которой перенумерованы так. что пер
вая вершина имеет номер n0+ 1, d f  -  потребление в i-м стоке. I= I,..., пт.

Шаг I. !Сгенерировать цепи.| Вначале сеть состоит только из вершин и 
не имеет дуг. Пусть S -  множество источников. T множество стоков. Если 
n=ns+n7. то промежуточных вершин нет. и цепи состоят только из вершин- 
источников. Иначе -  определить, сколько дут должно быть в каждой из це
пей Distribute (л Iis я.5, Nc), Nr =(г][ . Сгенерировать п' вер-

шинно непересекающихся цепей, причем і-я цепь состоит из г- дуг. и про
пускная способность каждой j -й дуги і-й цепи определяется как 
Clj — т а x(r/,'s ,Uj ) . где и, -  случайное число из диапазона [нш!,\ Mma3t]. Для ка

ждой i-й цепи вычислить d ‘ F -  количество продукта, которое может быть
привезено в концевую вершину цепи. ns .

Шаг 2. Для /е I ,.. .,  ns определить Ti -  множество стоков, с которыми 
должна быть соединена i-я цепь. Распределить поток і-й цепи между |7’,|
стоками: Distribute( d f E ,\ Ti \,DLT) , где D t = ( d [ 1 , . . . , d [T\) -  результи

рующий вектор, и соединить каждую концевую вершину i -й цепи с |!Г;| сто
ками j  G T1 дугами пропускной способности d'j' .

Ш аг 3 Пусть Jn -  количество уже сгенерированных дуг. Если m > m ,  
то сгенерировать m  — m  различных дут с верхней пропускной способно
стью из диапазона [«“ ,м ™ ]. Перенумеровать вершины полученной сети 
начиная с п". ®

Теорема В построенной потоковой сети:
1) ду ги моста И являются одним из минимальных разрезов:

В
2) величина минимального разреза равна vr = £ "  min(<\w,r/,ft). 

Доказательство теоремы следует из описания алгоритма, ®
! , С н а м и  M . Т х у л а е и р а м а н  К.  Графы, сети и алгоритмы. М . 1984.

Поступили к редакцию 25.с>| 21WÜ

ВНИМАНИЮ ЧИТАТЕЛЕЙ

В статье B A. Емеличева. Ю.В. Никулина «О радиусе сильной устойчивости 
векторной траекторной задачиж опубликованной в №  I журнала за 2000 г., на с. 49  
по техническим причинам долушена опечатка.

Перед формулировкой теоремы следует заменить введеные обозначения

ф” ( А ) =  min m ax min E , ( f , t , A ) ,
r e P ( A )  IG p ( A )  i e Nn

\|/"(A) =  min m ax inin r , ( f , f , A ) .
t e P { A )  r<=P( A)  r'e/V^

на

<p"(A) =  m ax min m ax Г, (I, t , Л ),
r e P ( A )  t e P ( A )  i e N n

vi/"(A) =  min m ax min r , ( f , f , A ) .
I e P ( A )  / е Я ( Л )  i 6 N n
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УДК 621.3 J  5.592

Н.А. ПОКЛОНСКИЙ

ПОЛЯРИЗАЦИОННОЕ ЭКРАНИРОВАНИЕ 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 

ПОЛУПРОВОДНИКАХ C ВОДОРОДОПОДОБНЫМИ ПРИМЕСЯМИ
The model for calculating the critical density of metal insulator transition for static permittivity, 

as a function of the Bohr radius of an isolated impurity as temperature T—>0 K. is refined.

Рассмотрим ковалентный полупроводник с относительной диэлектри
ческой проницаемостью решетки Er. Концентрация доноров в зарядовых со
стояниях (0) и (+1) равна N=Nu-EN+,. отрицательно заряженных акцепторов 
KN. Уравнение электронейтральности есть Nn=KN.

Диэлектрическая проницаемость E rflE0 , где E0 -  электрическая постоян
ная. определяет связь локального электрического поля E/. действующего на 
каждую поляризуемую частицу, со средним макроскопическим полем Euv 
[ 1. 2]. Зависимость Em от поляризуемости частиц диэлектрика приближенно 
устанавливает формула Клаузиуса -  Моссотти -  Лорентц -  Лоренца 
(КМЛЛ)

В 13 1 кристаллическая матрица рассматривалась как сплошная среда с 
диэлектрической проницаемостью ErE0 и связью между локальным и внеш
ним полями в виде:

Е/ = Eav+ (a. Na /Зег )£ ,,
где а  -  поляризуемость нейтрального донора.

В 14 1 для описания диэлектрической проницаемости в легированном по
лупроводнике учтено влияние поляризации атомов матрицы с концент
рацией Ni, на локальное поле, действующее на нейтральный донор. Связь 
локального Ei и внешнего полей Eav в кристалле полагалась в виде:

= Eav + (ahNh/3+aN(>/3e.r)El ,
где Cti, -  поляризуемость атома матрицы.

По нашей модели |5| с учетом суперпозиции электрических полей как 
атомов кристаллической матрицы с концентрацией Ni,: так и нейтральных 
доноров с концентрацией N0 = {\~ k ) n  имеем (ср. [4]):

Е) = Kav + (a,, N h /р,, + CtN0 /3) Е, , (1)
где ß;, учитывает точечную симметрию нелегированного кристалла (в моде
ли КМЛЛ полагается ß>,= 3).

Поляризуемость нейтрального водородоподобного донора (или акцепто
ра) 16]:

а  = 18л \а„ (N )]j , (2)
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где а н (N) = e 2/(SnErE0E d ) -  боровский радиус донора со средней энергией 
ионизации Ed (N ).

По данным, приведенным в [4. 7]. для N=Ncr когда Era (Nr ) -н> оо. средний 
радиус области, приходящийся на один нейтральный донор при К «  I. есть 
0,62 Nr ' ’ . что более чем в 2.5 раза превышает а н (Nc ). Поэтому использо
вание диэлектрической проницаемости кристаллической решетки ErE0 при 
нахождении а„ (Nc ) оправдано.

Отметим, что входящая в формулу (2) энергия ионизации донора Ed за
висит от N и К  [5. 8|. Корреляционное взаимодействие подвижных положи
тельно заряженных состояний доноров (мигрирующих прыжковым обра
зом электронных вакансий) и неподвижных отрицательно заряженных ак
цепторов приводит к уменьшению энергии ионизации донора. Средняя 
энергия ионизации донора есть:

3*г
h l  = I d ~ l  6n£rE0(X + d ) '  (3)

где Id -  энергия ионизации изолированного донора, d  = 0,554(JV(] + К ))~l/J -  
среднее расстояние минимального сближения между ионами примесей в 
кристалле. X -  радиус (длина) экранирования иона прыгающими между до
норами в зарядовых состояниях (0) и (+1) электронами |5, 81, X 1= 
=  4 ' У М о  ̂ N J d E p т при этом уровень Ферми E f определяется из урав
нения электронейтральности Nrl=KN.

Суммарная поляризованность атомов матрицы и нейтральных доноров 
по [2] есть:

(а„ Nh + а(1 - К  )N )е0Е, = (ет - 1 ) e 0E av. (4)
Полагая ß,,=3 (как если бы атомы матрицы образовывали простую куби

ческую решетку или были распределены хаотично [2]). из (1) и (4) имеем:
(е, + 2 f a ( l - K ) Nе = е  н— — ------—  ---------------

"  ' 9-(с,+2)ос(1-АГ)Л7 ‘ ( )
Заметим, что (5) можно представить в "каноническом" (по KM JlJl) виде:

— — - = - ( N ha h + N0a ) .
Ет + 2  3 h 0

Одним из критериев перехода изолятор-металл по [4, 7, 9j является не
ограниченное возрастание макроскопической диэлектрической проницае
мости полупроводника ErtlE0 при увеличении концентрации легирующей 
примеси до критической Nc. Отметим, что критерии отличия изолятора от 
проводника в рамках микроскопического подхода обсуждаются в работе 
[101.

Условие перехода изолятор-металл согласно (5), прини
мает вид:

9
Nc =-.-------- г------------- , (6)

f (er + 2 ) a f l- К )
По моделям [ 3J и [41 для Era(JV) критическая концентрация Nc оказы

вается соответственно в Er (с,. -I- 2)/3 и в £,. раз больше, чем по формуле (6) 
при тех же значениях а.

На рисунке показаны критические концентрации перехода изолятор
металл N в зависимости от боровского радиуса примеси ан  для Si и Ge.
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легированных атомами As. Р. Sb. В и Ga. а также для n-lnP и л-GaAs. При 
расчете по формуле (6) полагалось е,=12т что соответствует средней вели
чине относительной диэлектрической проницаемости кристаллической ре
шетки перечисленных кристаллических полупроводников [11].

Обычно считается, что формула 
KM Л Л применима лишь к точечным ди
польным системам, т. е. к системам, со
стоящим из абсолютно непер скрываю
щихся изолированных атомов или ионов 
В обзоре [12] обосновано, что эта форму
ла применима к весьма общего типа ди
электрикам и полупроводникам, в том 
числе и с перекрывающимися электрон
ными оболочками. При этом, однако, 
поляризуемости, входящие в формулу 
КМЛЛ. не выражаются через поляризу
емость изолированных атомов (ионов), а 
должны вычисляться с учетом взаимо
действия между ними.

В [13] показано, что. несмотря на раз
личие в физическом смысле магнитной и 
электрической индукций и восприимчи
востей. учет коллективных эффектов для 
системы магнитных "неполярных" дипо

лей приводит к формуле КМЛЛ. связывающей магнитную восприимчи
вость вещества с восприимчивостью отдельного диполя,

Автор выражает благодарность C A Вырко и А.И. Сягло за обсуждения 
и помощь в оформлении рукописи.
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Nc см ’

Зависимость критической концентра 
ции перехода изолятор-металл Nc от 
боровекого радиуса ан =  е ’/(8ш ге 01а ) 
изолированной водородоподобной при 

меси при К  0.Ü 1:
/ расчет N, с учетом тависнмости а от концепт 
рюгип примеси по формулам (2) и (3) при К 0,01, 
2 -  E j = Il/ Экспериментальные данные (см [321) а 

//-Si (Si:As. Si:P. Si Sb), Ь р Si:Bi с -  ff-Ge 
(fie: As. Ge:P, GeiSb); d р -GeiGa; е -  w-lnP; / п 

-(iaAs

УДК 539.3

М Д. МАРТЫНЕНКО. С.М. БОСЯКОВ

ПОВЕРХНОСТИ СИЛЬНОГО РАЗРЫВА В ТЕОРИИ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ КУБИЧЕСКИ АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Wave processes in thermoelastic cubic anisotropic medium with regard the finite velocity of 
heat's propagation are investigated from the points of view of theory of strong discontinuities.

Рассматриваются тела, термоупругие свойства которых характеризуются 
четырьмя материальными постоянными. Выражения для тензора напряже
ний в этом случае имеют вид [1.2]:
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<*«-(*■11 *32 Vii +  *42 Ł  е кк ß^X
«■=1

Oy = 2X ««ff ~ p T , i *  j  =  1,3.
(1)

Здесь €jj = * (Э;И̂  +ЭуиДэ,- —  компоненты тензора деформаций. Хц, Х[2,
2 o.Xj

Х.44> ß -  материальные постоянные термоупругой среды.
Подставляя ( ! )  в уравнения движения [2j

L  V  Э 2и ,
L d J0 V+ X i = P - ^ - , (2)
1=1

ПОЛУЧИМ

(д + (Хи - X12 - Tk44 )df ) + X, =p^+ß8, r (3)
f=L Ot

Для того чтобы получить полную систему дифференциальных уравне
ний термоупругости для кубически анизотропного тела в отсутствие эффек
та связности полей смещения и температуры, присоединим к (3) обобщен
ный закон теплопроводности [3]. В результате придем к такой системе

(д + (X11 -X 12 - 2Х44)д? Juj + (X12 + X4 4 + X1= p ^ L + ß d f ,
1=1 ot

дт- . - L i L + - 1
(41

а, dt ас- Э/2 ’
где T -  приращение температуры по сравнению с температурой естествен
ного состояния. Otr -  коэффициент температуропроводности, с скорость 
распространения тепла, а  -  коэффициент теплопроводности. Отметим так
же н то. что второе уравнение (4) записано для случая, когда отсутствуют 
внутренние источники тепла.

Предположим, что первые производные от компонент вектора смещения 
и = (и, ,W11M3) и приращения температуры T претерпевают сильные разрывы 
на гладкой поверхности ф (/,^,Jt2,Jt3J = O. В этом случае производные
ЙМц. дик дТ  дТ  
dXj '~ді 'д^ '~ ді

верхности ф вплоть до точек самой поверхности. Этот факт совместно с 
непрерывностью щ позволяет сформулировать такие кинематические усло
вия совместности |4. 3):

рк ^ ~  Po^ l  = Mk ilT k = I J ,  (5)

- , і ,к = 1,3, фактически непрерывны с каждой из сторон по-

dt дхк
дТ дТ  . .  

Pk Л  ~ Po ^дг Эх*
(6)

Здесь введены такие обозначения р к = ^  , рп = —  , к = 1,3.
(к,. dt

Также при распространении поверхностей разрыва должны выполняться 
динамические условия совместности для термоупругих полей [4]:

Г  VrkPk - р Po = M 41, i = 1,3,
Jt=I Ot

(7)

-X ЪТ 1 дТ  „
L 1 Pk 2 P0 Z = M 44. 
*=1 дхк а с  dt

OC''W'-
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Соотношения (5)—(8) будем рассматривать как шестнадцать алгебраичес
ких уравнений для шестнадцати производных первого порядка от Т. ии и2, 
Ui. Чтобы привести систему (5)-(8) к более простому виду, умножим урав-

Si/ ") T
нения (7). (8) на р 0 и получающиеся выражения р0 ~ ,р ит—  заменим

OXn
правыми частями следующих равенств

Эы: г)«. . . . , , *P0^ -  = P k ^ - - M kjfItIc = IX

s t  э г  , ,
”° ъ Г р' 1 Г М1-

В результате придем к системе четырех уравнений относительно
Sui ST
Іэ Г ’ІэГ

„  рп р, ( . Sui . , Sui Sul , )
" 7 =71 ""‘"а  12 ‘ *  эг 'J

т Эи, . Эи, Э«, , , 2 
Р ІЧ 7 + Р ^ і< ^ -  + -ТГ>+ Р'S,

ST_
Si

Si Si

L I I 2
Pn ------- 2 Po

Sul
"эГ

2 Эи, . , , ГГ— Pq -Tj- + ... ,1 & к Ф I = 1,3 ,Эг

■ РпМ 4

Частные производные первого порядка от компонент вектора смещения Ui и 
приращения температуры T могут иметь разрывы непрерывности на по
верхности <р. которая определяется из условия неразрешимости системы (9). 
Это эквивалентно равенству нулю ее главного определителя:

det|/l| -  О,

где А -  матрица, составленная из коэффициентов при , i —1,3 и сис

темы (9). Раскрывая определитель, получим

(< ' - 44 ( P f  + P l + Pl  i “  Р РО  ) J  +  ( Х ц  +  - X 44 Ірі + P i +  Pi t'-44 ( р Г  + P l + Pl ) '  PO f  +

+ (X11 + X12XXji “ -̂12 "^X44 )(х44 (p]' + Pi + Pi )_ PPoXpi Pz + PiPi + Pi Рз)+ (Ю)

+ (Хц -X t2 -2Х 44 Х(ХП +X44 +X1, )pipipi )^pf + Pi + P i- — рРй |=0-

Заметим, что уравнение ( 10) сильных разрывов поля смешений и темпера
туры с точностью до множителя совпадает с уравнением характеристик для 
системы (4)

((S1 -  pZ,2)3 + (£ + оKs2 -  pZ,2)2 + £(е + 2o)(g 2 -  pZ,2)X
1 (И )

XiZlZ2xi + Z2x Zli +Z2x Zli)+E2(e+3o)Z2Z2 Z2 X r V - - Z , 2) = 0.

Здесь Z = Z U , хг,х2) -  характеристическая поверхность системы (4),

* 1 =Z ; + Zli + Z2i^ e = Xu - X 12-  2Х44, о = X12 + X44.

Разделив обе части (10) на (Pi + P i + р ]  У‘ - получим уравнение четвер
той степени относительно квадратов скоростей распространения поверхно-

стеи сильных разрывов = —------ "------7 для определения скоростей ква-
Pl + Pi + Pi

зипродольной. квазипоперечных упругих и квазитепловой волн. Фиксируя 
произвольно на поверхности ф точку N с нормалью п к элементу по-
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верхности </ <pN. можно рассчитать скорости распространения указанных ти
пов волн в направлении п Так. например, для характерных в кубических 
кристаллах осей симметрии четвертого и третьего порядка имеем соответ
ственно [6]:

Р\ - P i  =1, (12)
1

Р\ ~ Pl ~ Pl -  Г-

Подставляя ( 12) в ( 10). получим:
VT

V1 = .

(13)

( 12)

В случае (13) для расчета скоростей продольной и поперечных волн при
ходим к кубическому уравнению стандартного вида у3 + ру  + q  = 0, где

М 3 ~Р) + >Ч|Р 2 
У S1 V »Зр

1 2
Р = ~  Г 7 ^ 2 + ^ ) 2 

Зр'

4 =
\ 1 
КА 1

27 р3
((Xll-X 4J ^ f X ll ' ̂ i2 2Х44 )(х, i X1IXw -HXljXl2-VJ-I2^44 +

C корость тепловой волны V7- в кубически анизотропном теле в отсутст
вие эффекта связности тепловых и деформационных полей оказывается 
равной г J a  независимо от выбранного внутри кристалла направления.
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Е.Б. СОНЕЦ

МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПОПРАВОК 
И ЯВНЫЕ МЕТОДЫ РУН ГЕ-КУТТЫ

A variant of the method of successive corrections in the case of an initial value problem for a 
system of ordinary differential equations is considered. Formulas for derivation of continuous ex 
plicit exponentially fitted Runge Kutta methods constructed on the basis of the presented technique
are given.

В работе [1] был предложен метод последовательных поправок (МПП) -  
способ построения одношаговых методов сколь угодно высокого порядка 
точности численного решения начальных задач для системы нелинейных 
дифференциальных уравнений

u\t)~f(tM0),  (I)

являющийся обобщением классического принципа последовательного 
повышения порядка точности результата (см., напр.. [2. с. 3 1]).
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В данной работе рассматривается несколько иной вариант схемы Ml 11L 
позволяющий конструировать вложенные экспоненциально скорректиро
ванные (см., напр.. [2, с. 85]) методы Рунгс-Кутты с непрерывными расши
рениями. а также приводятся формулы для коэффициентов этих методов в 
случае нулевого параметра корректировки.

Следуя I Ij. заменим задачу нахождения решения исходной системы (1) 
на отрезке |(,г + т] задачей для поправки А(х) = u(t + x) — u(t) на отрезке 
x s  [0, г] После замены переменных х=ат будем иметь:

Д (а) = т/(/ + а т ,u(t) + Д(а)), A1(O) = 0 .
В качестве базового возьмем вариант МПП. приводящий к методам ,у-го 

порядка точности, в котором на каждой стадии 7= 1,2 ,...,  s - 1. вычисляются 
значения приближения Sj(Ot) = A(Ot) в у первых отличных от нуля точках 
множества

{ a ,  I *  = 0 , 1 , . . . 1, Otjt е [0,1]; а : * а ; , i f  i *  j\ Ot0 =0 } 

как решения дифференциальной задачи

— Sj (а) = тА5; (Ot) + , (a) ,  Sj (O) = O, 0 < а < 1 ,  (2)
d a

где /JM(а )  есть интерполяционный многочлен степени / - 1 .  построенный

по таблице приближений (Oi l V(Ot )) к значениям (ctt ,v(at )), к =0,1,...,у - 1 , 
v(a) = Tf(/ + ат,м(0+А(а))-  тА Д(а), A = f u(t,u), (3)

v (a) = i/(f + ar. и(0 + б(а))~тАб(а) (4)

(можно положить дЛя начата A(a) =* 5(a) := 5 ' 1 ( а ) , 8°(а)=0).
Для обеспечения у-го порядка аппроксимации непрерывного «дифферен

циального» метода

y(f + a t) = y(n + SJ (a), 0 < a < l ,  (5)

необходимо, чтобы каждое из приближений 5 (a t ) =* Afat ) ,  используемое 
при построении интерполяционного многочлена, имело по крайней мере у - 1 
порядок аппроксимации. Последнее следует из формулы Коши и представ
ления остаточного члена интерполирования в форме Лагранжа (см. также
(3), (4)):

a  a  J - I  YV , (  C1)

A (a)= f схр(т(а -  ̂ )a )v(cV^ = I ехр(т(а -  £) А)( £  —----- — -  v(a*) +

ai(s)) W j (£,)) Ą  = Sj (а) + Г, \\г\\ = (Дт-'").

Далее рассмотрим случай A -\ il где I -  единичная матрица, р -  скалярный 
адаптивный параметр, задаваемый, например, равенством р=(/,’, /, ./)/(/, /). 
Тогда для решения задачи (3) в точках a  = a ,,  i = 1,2,...,у , у = 1,2,..., у — 1 . на 
основании формулы Коши справедливо представление

J-I
SJ (a l) = ' t £ Ą i ( a l,n ) l f ( t  + a tT,y + 5J~1(a k) ) - ^ 0 J (a*)], 5 (a o) = 0 ,

Jt = 0

a W (C )  J - [
A1k (a. p) = f ехр(цт(а -  £))—-------------— -dt,, w (а) = П  ( a - a ; ) ,

o r=o

( 6 )

(7)
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которое можно заменить на более предпочтительное правило расчета

b J (ot,) = Al ( а , , ц)[ f i t  + GLkT, J  + 5 ' ( а * )) -  цб' (а * )] +
Jt=O

+ Al (а , ,ц)[/(г + а*т, у + Sj - ' ( а * )) -  pSj4  (а к)],  (8)
к =i

если VrTecrb. что вычисляемые значения Sj (Ct1) могут заменить в правой

части (6) менее точные поправки Sj 4 (Ot1) .  После вычисления по формуле 
(8) значений всех поправок, необходимых для построения метода у-го по
рядка. итоговая поправка S1(Ot) строится по формуле (6) с заменой Oti на а, 
J  на .у.

б’-стад и иным M ill I. задаваемый формулами (6)—(S) и (5) с заменой / на .у, 
можно рассматривать как явный р-стадийный метод Рунге-Кутты

ф, =  f i t +  C1X, y + ^ X ß ^ j ) ,  i =  1,2,..., р , р =  у(у - 1) /  2 + 1, (9)
J=I

P
у (н - а г ) =  у+т:£& Д а)ф ;, 0 < а < 1 ,  (10)

г—1

с  =  ( 0 ,  а , ,  а , , а 2 , а , , а 2 , а 3) . . . .  Otl l Ot1 , . . . ,C t j 4 ) ' ,

что позволяет ставить вопрос об оптимальном выборе параметров CLi . на
пример. с целью минимизации коэффициентов погрешности [3. с. 168] ме
тода (9)-(Ю ) В случае р = 0 ненулевые коэффициенты ß,; , b, задаются
формулами

= А'(аА Л =0,1,-.,* —I; = At (ai)’
fy(s-i.k) 1 = At'(ot), к — ОД,..., у 1,

где>=1,2...... у- 1, г=1,2,...Д, i = l ( j ,к)
j ( j - i ) / 2 + k  + i  к > i, 

I Jc =  O.
При р 7^0 приходим к скорректированным методам Рунге-Кутты. точным 
на решениях системы u'=łiu+q(t). где q{t) -  многочлен степени не выше у-1.

1. Б о б к о в  В . В . ,  Б о р и с е в и ч  A M.// Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 1999 № 3.
С. 52.

2. К р ы л о в  В.  И., Б о б к о в  В . В . ,  М о н а с т ы р н ы й  П. И.  Начала теории числен
ным методов. Дифференциальные уравнения. Мн.. 1982.

3. Х а й р е р  Э . , Н е р с е т т  C., В а н н е р  Г . Решение обыкновенных дифференциаль
ных уравнений. Нежесткие за дата. M.. 1990.

Поступила в редакцию 25.01 2000.

УДК 517.9

E M  РАДЫНО

ОБ ОТНОШЕНИИ ДЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ К ДИАМЕТРУ
Generalization of the notion of number л for arbitrary nonit of euclidian plane is given and 

strict estimate of л is obtained.

Обобщение длины на плоскости приводит к задаче, поставленной впер
вые. по-видимому, Питером Лаксом: обобщить число Ti и получить его 
точную оценку
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Кривой назовем произвольное непрерывное отображение единичного 
отрезка в метрическое пространство / ;  [ОД] —> X . длиной кривой L i f )  -

верхнюю грань множества сумм £ р (/ (**_ Д /(**■)), где р -  метрика.
к=I

O = JC0 < X1 < ...<  х„ = 1 . Длина кривой не меньше расстояния между ее 
концами L (/ )> p (/ (0),/ (l)).

На плоскости E 2 с метрикой р выделим круги ß [0 ,r ]=

= ( x e £ 2 : p f O , X ) < r }  и окружности е E 1 :р { 0 ,Х ) = г } .  Ок
ружности могут быть пустым множеством даже в метрике, топологически 
эквивалентной евклидовой. Поэтому ограничимся нормами плоскости 
метриками, которые задаются нормой векторов р(А,В)=|АЯ||. Отрезок

[AT ] отождествим с кривой / : [0.1 ] —> E : I Y '> Z . где XZ=tXY.
Лемма 1. Нормы плоскости обладаю т  свойствами:
1) длина от резка совпадает  с расстоянием м еж ду  его концами:
2) В [ 0 , г ] и А [О, г] -  центрально-симметричные фигуры:
Д ) ф , г ]  выпуклая фигура, т. е. вместе с точками X, Y содерж ит  и 

весь от резок [X Y l
4) класс ограниченных м нож ест в един для всех норм плоскости. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойства 1-3 просто следуют из определения 

нормы. Эквивалентное 4 утверждение ем. в [ I. с. 1581.
Лемма 2. Пусть Ф -  выпуклая ограниченная центрально-симметричная 

фигура с центром в точке О, содерж ащ ая  свою  границу Г. Тогда  Г  явля
ется единичной окруж ност ью  с центром О для некоторой (единственной) 
нормы плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Введем норму векторов, которая и задаст нужную 
норму плоскости. Положим |0||=0. Для произвольного OATO рассмотрим 

луч [ о х )  и точку X ’ — [ о х )  П Г  . Тогда OX = XOX для некоторого X > 0 . 

Положим ОХ\ = X. Очевидно. X e  Г  равносильно \ОХ\. = I , a X e  Ф рав
носильно ОХ\ < 1 . Для введенной нормы (однозначно определяемой фигу

рой Ф) проверим здесь лишь неравенство треугольника.
Если хотя бы один вектор равен 0. то неравенство треугольника выпол

нено. Пусть OZ=OX + OY, \ОХІ, = а ,  ОУ\ = Ь , аф(), ЬФ 0. По определению

ОХ=аОХ\ OY=TOT. где Х . Г е Г с Ф

= ——  О Х " + -^ — OY'' Имеем X Z '= -^ —
а + Ь  а + Ь  а + Ь

то Z " e  | Х У ' ] с Ф .  откуда вытекает 1
‘ а + Ь

Рассмотрим O Z"=------- OZ =
а  +  Ь

X 1Y'. Поскольку --------е  [0,l],
а  + Ь

|OZj=j|OZ"|| < 1 , что и доказыва

ет неравенство треугольника.
Пусть Be = {(.*, у): Jt2 + у 2 < l}  -  единичный круг в некоторой прямо

угольной системе координат Oxу  в E 1 и ф -  параметризация единичной 

окружности (p:f ь-> (cos2lir,sin 2лг). где t e  [ОД]. Пусть A J f - э Ф с Я ‘ -  
гомеоморфизм. Периметром Р(ф) назовем С(/юф) -  длину кривой /і°<р, 

образ которой является границей Ф Периметр Р (Ф ) зависит лишь от Ф.
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Если Ф выпуклая, то гомеоморфизм h существует и всякая ломаная, при
ближающая границч Ф. образует вписанный выпуклый многоугольник.

Лемма 3. Пусть Ф и Ф0 — выпуклые ограниченные фигуры плоскости и 
Ф с Ф „ .  т огда  Я (ф )<  Р (Ф 1().

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольный выпуклый многоуголь
ник M-AxA1...An. вписанный в Ф Построим выпуклые фигуры 
Ф, 3  ... ID Ф „ = M  . отрезая от Ф0 по очереди куски вдоль прямых A lAb

^ И з ........А,А\. При этом криволинейные части границы заменяются на не
превосходящие их по длине отрезки; Р ( Ф 0 ) > Я ( Ф , ) > . . . > Р ( Ф „ ) = Д ( М ) .  
Взяв верхнюю грань по всем многоугольникам M , получаем 
г (ф „ )>  аир Р ( м )  = Р (  Ф) .

( ледствие. Периметры ограниченных выпуклых фигур конечны
Длиной окружности S [О ,г] назовем периметр круга В \ 0 .г] Для про

извольной нормы плоскости р положим Я(р) равным половине длины еди
ничной окружности S [0 ,l] , Например, для нормы, порожденной правиль
ным шестиугольником. д=3.

Теорема 1. Число Jt(p) принимает все значения из от резка  [3,4] и толь
ко зти значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Пусть S = 5"[0,1J -  единичная окружность для 
нормы р. Доказательство проведем в три этапа.

1. Пусть O1 G S . Рассмотрим окружности S 1 и S2 -  образы S при па
раллельных переносах на векторы OO1 и OO2 = -OO1 соответственно Мно

жество S 1 П S содержит по точке в обоих полуплоскостях относительно 

прямой OO1 Обозначим их К  и L . При сдвиге точек К , L  на вектор ОО, 
получаются точки N, M z S2 п  S соответственно. Используя лемму 3. 
заключаем, что P (S )>  P (p ]K N 02M L )= p ]K\+lNK\+';N01\ + p 2Afl + lMI\ + 
+ LO1 = 6- 1=6 и л  > 3 .

2. Среди параллелограммов с центрами в точке О. вписанных в S. есть 
параллелограмм KLMN с наибольшей площадью (в обычном смысле). 
Действительно, площадь KLMN непрерывно зависит от пары точек 
( K .L ) g S x S  и применима теорема Вейерштрасса. так как .V компактна.

Параллелограмм KLMN. очевидно, не вырожден. Проведем две пары 
прямых через К, M параллельно LN и через L, N параллельно КМ. которые 
при пересечении образуют параллелограмм PTUV ( К  е  P T  .L e  VP ). Пря
мая VP -  опорная, т. е нет никакой точки X e S .  лежащей "выше" прямой 
VP (иначе площадь KLMN не минимальна). Аналогично прямые PT,T l/ и 
UV -  опорные. Согласно лемме 3 P (S )<  P(PTUV)=\\PT\+\\rU\+\üV\ + 
+ VP =4-2=8  и л < 4 .

3. Выберем на плоскости систему координат. В качестве единичной 
окружности, задающей норму плоскости, возьмем шестиугольник H (t)  с

J  1 +  4 1 +  4  ^координатами вершин А (1,0), В\ C (O J), D (-1 ,0 ) ,

1 + 4  1 +  Г ^
, F ( 0 , - l ) .  где 4€  [O j], Периметр P(H(t))= \\АВ< + |!йС! +
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2 2
CD + DF  + EF  + FA =1 + 1 +

1 + f
-+1+1+-

І + f
принимает значения на всем

отрезке [б, й].
Теорема 2. Пусть P 1 и р, -  нормы плоскости. S jö p l ]  и S 2[ 0 ; .l] 

соответствующие единичные окружности и существует такое А -  
аффинное преобразование плоскости, что S 1 = Л(5, ) .  Тогда K(P1)=Ti(P1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия видно, что = 1 «  || А(<0 |, = 1 Всякий 

<?*0 представим в виде a = Iaj1̂ , где ||е[|г= 1. Поскольку А(а) = ||а| а(с), то
I A(H) |2 = Hal . Пусть [X 1T1 ] -  хорда S i , [X2TJ=AflXl T1]) -  хорда S 2 . Имеем 

Pl(X llTl)= IX lTH1=IlX2K2I1 = P2(X 21T2). Таким образом, у всех выпуклых 

многоугольников M 1 и M 1 = A iM i ). вписанных б  S i и S 2 , периметры в 
соответствующих нормах совпадают. Взяв верхнюю грань по всем M 1, 
получаем требуемое.

Следствие. Всякой норме, задаваемой скалярным произведением, соот
ветствует д=3.14159. .. хотя обратное и неверно.

Как следствие изложенного, возникает критерий, который профессор 
Я.В. Радыно предложил доказать или опровергнуть.

Гипотеза. Пусть банахово пространство X  имеет линейную р азм ер 
ность больш ую двух. Пространство X является гильбертовым т огда и 
только тогда, когда число п для всех сужений нормы на двумерные п од
пространства X  равняется 3,14159... .

Автор данной статьи благодарен профессору Я.В. Радыно за постановку 
задачи и внимание.

1. А н т о н е в и ч  А . Б . ,  Р а д ы н о  Я.  В.  Функциональный анализ и интегральные 
уравнения. Мн.. 1984.

2. К о л м о г о р о в  А . H ., Фо ми н  С . В .  Элементы теории функций и функционалы 
ного анализа. M., !972.

Поступила в редакцию 13 04 2000.

УДК 621.382.323-416

А.Д. АНДРЕЕВ. B M  БОРЗДОВ. В.О. ГАЛЕНЧИК

ОЦЕНКА ВЕЛИЧИНЫ ЗАРЯДА ЭЛЕКТРО Н ОВ 
В КАНАЛЕ СУБМИКРОННОГО МОП ТРАНЗИСТОРА

The technique to estimate the total electron charge in the channel of submicron MOSFET is 
developed. This technique allows to estimate of the total electron charge in the channel both in the 
linear and saturation modes.

При моделировании МОП-транзисторов "методом крупных частиц" 
весьма важным вопросом, который при этом необходимо решать, является 
нахождение величины заряда электронов в проводящем канале прибора 
Знание суммарного заряда электронов необходимо для определения заряда 
отдельно взятой "крупной частицы" и согласования процедуры моделиро
вания переноса электронов с процедурой расчета напряженностей электри
ческих полей в структуре [ 11

В режиме работы прибора с непрерывным проводящим каналом поверх
ностный заряд инверсных электронов может быть оценен по известной 
формуле [2]



Он = (Уа - V M -  Vni - ) С0Х +  f p £ z 0eN A\2q>h + V (x) + Vss ] ,  ( I ) 
где Vu, I7SS, V(x) -  потенциалы на затворе, подложке и в точке с координатой 
ж вдоль канала соответственно; (р* -  потенциал в нейтральном объеме под
ложки: Cni-  удельная емкость окисла; е -  элементарный заряд: е -  диэлект
рическая проницаемость кремния: E0 -  диэлектрическая постоянная: Na -  
концентрация акцепторов: Vfb -  напряжение плоских зон: / -  фактор, учи
тывающий короткоканальные эффекты и равный

/ = 1— — 
L

-i (2)

где Zj -  глубина области легирования стока. Zd -  глубина области простран
ственного заряда. L -  длина канала.

Для оценки зависимости V(x) предполагалось, что напряжение на стоко
вой области обеднения и на остальной части канала падает линейно. Счи
тая. что напряженность электрического поля, обусловленного пространст
венным зарядом, превышает среднюю напряженность электрического поля, 
созданного на стоковой области обеднения стоковым напряжением [3]. 
можно рассчитать падение напряжения на этом участке по формуле, полу
ченной в работе [4].

Известно, что соотношение (І)  неприменимо в перекрытой части канала, 
когда прибор работает в режиме насыщения тока стока. В данной работе 
для оценки заряда в этом режиме предлагается следующая методика. Вся 
область моделирования разбивается на две части: область 1 -  от истока до 
точки отсечки канала х„ и область 2 -  от точки отсечки до стока. Точка пе
рекрытия канала х„ находится из условия Qn(Xn)=O. C учетом непрерыв
ности протекания тока в канале можно записать

(TilV1Sxi = (Vi2V2S12, (3)
где п и п2 -  средние концентрации электронов в областях 1 и 2 соответствен
но; S11, Six -  площади сечения этих областей; Vi и V2 -  средние дрейфовые 
скорости электронов. При этом для Sltl St12 справедливы следующие соот
ношения

5J.! = Щ >  S1 2 =W zj , (4)
где Zi -  глубина инверсионного слоя.

Используя далее уравнения (1)-(4). находим су ммарные заряды электро
нов в областях 1 и 2

Q1 = ItlZiXflWe = W J QH(x)dx, Q2 = n2Z j(L - x 0)We. (5)

Тогда на основе (5) получим

И з(3 )следует, что

Q, _ "A511
Q2 Ii2 ( L - X 0 ) S

W1S 11 V,= —  и
H2S12 vI

L — x  V,
Ö,

-T,

(6 )

Qi = L J b L y Q (7)

где J=ViIv2 -  подгоночный параметр. Таким образом, суммарный заряд 
электронов в области моделирования может быть оценен по формуле

Ö = ß , + Ö , = ' I Q„(x)dx, (8)
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Предложенная в данной работе методика оценки заряда электронов в 
канале МОП-транзистора была использована при построении численных 
моделей для расчета электрических и электрофизических характеристик 
прибора.

L D о р з д о в В . М .  К о м а р о в  Ф . Ф .  Моделирование электрофизических свойств 
твердотельных слоистых структур интегральной электроники. Мн,. 1999

1. М а л л е р  P . К е й м и н с  T Элементы интегральных схем. M., 1989.
3. А н д р е е в  А . Д . .  Б е л ь с к и й  A . M, .  Б о р э д о в  В . М .  и д р .// Весці ILAH Бела

русь Сер. фЬ.-тэхн. навук. 1999. № 2. С. 37
Л. А н д р е е в  А Д. ,  Б о р э д о в  В  M , В а л и е в  А,  А.  и др.  //Докл. HAH Бела

руси. 1999. Т. 43. № 2. С. 55.

Поступила в редакцию Мб.09 2000.



Выдающиеся 
ученые Беларуси

АЛЕКСАНДР М И ХА Й ЛО ВИ Ч СА РЖ ЕВСКИЙ 
(1930 - 1983)

27 августа 20ІК) г. исполнилось бы 70 лег известному бело 
русскому ученому и педагогу, заслуженному деятелю науки Ее 
лорусской ССР, доктору физико-математических наук, нрофес 
сору Александру Михайловичу Саржевскому.

А.М. Саржевский родился 27 августа 1930 г. в г. Арзамасе в 
семье рабочего. После окончания в 1953 г. БГУ им. В.И, Ленина 
он начал трудовую деятельность в Физико-техническом инсти 
туте АН БССР C момента организации Института физики АН 
БССР в 1955 13 Александр Михайлович -  сотрудник лаборатории 
люминесценции. Основным содержанием его работ было иссле
дование поляризационных характеристик шоминешенции слож
ных молекул в растворах, изучение и анализ влияния деполяри 
зуюших факторов (вращательного движения, внутримолекуляр
ных колебаний, межмолекулярного переноса энергии) на пре 
дельную степень поляризации. В 1961 г А.М, Саржевский под 

руководством академика АН БССР А Н. Севченко защитил кандидатскую диссертацию.
В 1967 г А.М Саржевский возглавил кафедру общей физики БГУ им. В.И. Ленина. 

Здесь во всей многогранности раскрылся его организаторский талант. Совместно с ученика
ми нм были развернуты исследования спектрально-поляризационных характеристик обшир 
ных классов соединений -  производных антрацена, ксантена. спгаьбена и др. На основании 
проведенных экспериментальных измерений и теоретических исследований в рамках осцил 
ляторной модели и квантовомеханических расчетов сделаны существенные у точнения а гео 
рию поляризованной флуоресценции сложных молекул в растворах. Получила дальнейшее 
развитие .линейная теория деполяризации люминесценции сложных молекул в растворах. 
Разработана теория вращательной деполяризации люминесценции для многоуровневой мо 
дели молекулы с учетом вращения в промежуточных релаксационных состояниях при про
явлении инерционных эффектов вращения. Полученные результаты систематизированы в 
монографиях А.М. Сараевского, А.Н. Севченко "Анизотропия поглощения и испускания 
снега молекулами" (1971) и В.А. Гайсенка. А.М. Саржевского "Анизотропия поглощения и 
люминесценции многоатомных молекул" (1986).

Александр Михайлович явится инициатором исследований а области нелинейной лазер 
ной спектроскогши. Совместно с учениками им были разработаны основные положения по
ляризованной пе.зипейно-возбуждаемой флуоресценции (наиболее детально -  двучфотонно- 
возбуждаемой). начаты исследования в области лазерной физики, в частности в области 
описания поляризации излучения лазеров на растворах органических соединений.

Большое внимание А.М. Саржевский уделял научно-организационной работе. По его и 
А.Н. Севченко предложению в 1976 г. на базе научной группы кафедры создается лаборато 
рня спектроскопии НИИ ПФП при БГУ. а в 1978 г. -  отраслевая научно-исследовательская 
лаборатория электронных средств и методов обработки оптической информации, вся дея 
тельность которых находилась под пристальным вниманием Александра Михайловича.

Результаты большой и плодотворной научной деятельности А.М. Саржевского отражены 
почти в 200 научных работах но актуальным вопросам спектроскопии, люминесценции, 
квантовой электроники и нелинейной спектроскопии В 1975 г. А.М. Саржевский защитил
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докторскую диссертацию. Результаты его работы высоко оценивались специалистами в на 
шей стране и та рубежом.

Под руководством А.М. Саржевского подготовлено 19 кандидатов наук, пять из них в 
последующем защитили докторские диссертации, а Е.С. Воропай и В.А. Гайсенок стали лау
реатами Государственной премии. Его ученики работавтг в вузах республики и далеко за ее 
пределами в качестве руководителей научных коллективов и организаций, стали крупными 
организаторами науки. За большие заслуги в развитии науки и подготовке научных кадров в 
!98(1 г. Александру Михайловичу было присвоено почетное звание заслуженного деятеля 
науки Белорусской ССР.

Стремясь к совершенствованию форм и методов преподавания физики, А.М. Саржевский 
Nffloro внимания уделял научно-методическим исследованиям, В 1976 г. кафедра общей фи 
зики становится базовой по этой проблеме для вузов Белоруссии, а А.М. Саржевский -  
председателем научно-методического совета по физике Прибалтийской зоны СССР Им 
опубликовано более 40 работ научно-методического характера. Много сил и внимания 
А.М Саржевский уделял непосредственно работе со студентами и организации учебного 
ітроцесса. По его инициативе на кафедре был разработан ряд оригинальных демонстрацион 
нмх экспонатов и работ, описанных в учебном пособии А.М. Саржевского. В.Н. Наумчика 
‘‘Наглядность в демонстрационном эксперименте по физике (эргономический подход)” 
А.М. Саржевский -  автор двухтомного учебног о пособия “Оптика” ( 1984), которое и по сей 
день остается одним из самых содержатель)пах по курсу оптики.

А М. Саржевский вел большую общественную работу, являлся заместителем председа
теля специализированного совета по защите диссертаций, ответственным редактором физи 
ко-математичеекой серии журнала “Вестник БГУ им. В,И. Ленина”

В памяти всех, кто работал и общался с Александром Михайловичем Саржевеким. на
всегда сохранится обрал доброжелательного, требовательного к себе и внимательного к ок 
ружающим человека, который всю свою жизнь отдал делу развития образования и науки в 
ношей стране.

Е.С. Воропай, И.И. Жолнеревич, А.П. Клищенко
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

УДК 530,12
Г ри н  чу к А.  И. .  У ш а к о в  Е . А .  Вычисление интегралов со путям в пространстве 
J e  Ситтера // Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Пропагатор в пространстве де Ситтера вычисляется на основе интегралов по путям. 
Предложен метод расчета интегралов по путям для частиц со спином. Производится сравне 
ние вычислений с вычислениями в нерелятивистской квантовой механике 

Библиогр 8 назв.

УДК535.37
Г у л и с  И. M. .  К и с л ы й  B B  , Ц в и р к о  В . А .  Люминесценция сложных органи
ческих молекул в матрице сегнетоэлектрического кристалла триглициисульфата //
Вести Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Температурные зависимости спектров люминесценции допированных органическими 
молекулами кристаллов триглишнсульфата интерпретируются на основе представлешш об 
ичменениях спонтанной поляризации. определяющей спектральные сдвиги ча счет ориента- 
I дюнных ни и ми действий.

Библиогр. 9 начв., ил. 2.

УДК 535.317.1
Г р и ц а й  Ю . В . .  М о г и л ь н ы й  В . В .  Влияние взаимодействия фотонндуиированнмх 
дефектов на динамику фатовых голографических решеток В анграценсодсржащих по- 
лимериых слоях// Вести. Белорус, ун-та. Сер. !. 2000. № 3.

Исследована запись фачовых голографических решеток в антраценсодсржащих поли 
мерных слоях при различных интенсивностях. Обнаружены отклонения кинетики дифрак 
шюнной эффективности фачовых голограмм отрачработанной ранее модели со стабильными 
центрами чахвата в виде усиления голографических решеток беч инверсии фазового контра
ста. Построена моде.лъ явления, основывающаяся на предположении о вчаимодействии де 
фектон. приводящем к освобождению захваченных фотонейтралькмх молекул (растворите- 
ля). Достигнуто качественное согласие результатов расчетного моделирования с экспери
ментальным! зависимостями.

Библиогр. 9 начв., ил. 3.

УДК 621.315.592
Г а й д у к  П И . Ч е р н я в с к а я  FO. В . .  Л а р с е н  А. Н.  ( Д а н и я ) ,  Т и ш к о в  В.  C. ,  
К о м а р о в  Ф . Ф .  Концентрационные зависимости подвижности носителей заряда и 
удельно!о сопротивления в имплантированных сплавах Sijj Ge1 // Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. 1. 2000. № 3.

Методом измерения эффекта Холла в сочетании с прецизионным послойным стравлива
нием исследованы концентрационные зависимости подвижности носителей заряда и удель
ного сопротивления в слоях эпитаксиальных S ii j Gei-CnnaBOB (0< к 0 .5 ). выращенных на 
Si-подложках. Слои легированы путем ионной имплантации As+ (S-IOls см '2) с последую
щим быстрым термическим отжигом. Установлены зависимости удельного сопротивления и 
подвижности носителей заряда от стехиометрического состава Si, , G e 1-C m ia B a  

Библиогр. 9 начв.. табл. 2, ил. 3.

УДК 669.76:537.3
Ш е п е л е в  ич В . Г . ,  Г р е ч а  н ни к о в  3 . E . Влияние легирования на черепную струк
туру быстрозатвердевших фолы сплава Ш-15 ат.%  Sb H Вестн. Белорус, ун-та Сер, I. 
2000. № 3.

Быстрозатвердевшие фольги сплава Bi-15 ат.% Sb имеют мелкозернистую структуру и 
четко выраженную текстуру (I О T 2). Легирование сплава алюминием, галлием, германием.
индием, серой, оловом и цинком уменьшает размеры зерен и не оказывает влияния на фор
мирование текстуры.

Библиогр. 5 начв.. табл. F, ил. І.
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УДК 621.315.592
Г а й д у к  II И Влияние микронузырей в подложке кремния на эпитаксиальный рост 
SiCe-сплавов // Вести Белорус. ун-та. Сер. 1 .2000. №3,

Методами просвечивающей электронной микроскопии исследовано влияние водородно
индуцированных микропузырей в Si подложке на гетероэпитаксиальный рост слоев сплава 
Sio.esGoo.i5- Мшсропузыри в Si-подложке получали методом имплантации ионов водорода с 
последующим отжитом. Установлено, что пузыри в Si-подложке приводят к ускоренной ре 
таксации упругих деформаций, вызванных несоответствием параметров кристаллических 
решеток Si и SiGe-сгошва. Обсуждается роль микропузырей в формировании и эволюции 
дислокаций в эпитаксиальных* слоях и на границе раздела SiGe/Si.

Бибйиогр. 20 HffiB., ил. 2.

УДК 621.396. 67
Д е м и д ч и к  В . И .  Интегральное уравнение для тонких проводников с диэлектричес
ким покрытием И Вести. Белорус, ун-та. Сер, 1. 2000, № 3,

Приводится вывод интегрального уравнения типа Поклингтона для тонкопровшючных 
структур произвольной геометрии с диэлектрическим покрытием. Даны примеры сравнения 
результатов расчета с известными экспериментальными данными.

Библиогр. 5 назв., ил. 2.

УДК 517.984
Е р о в е н к о  В . А . О различных класснфикациях точек спектра ограннчеігаого линей
ного оператора в банаховом прострапсгве // Вести. Белорус, ун-та Сер 1, 2000. № 3.

Для подмножеств спектра, эффективно описываемых в алгебраических терминах левых, 
правых делителей и топологических делителей нуля банаховой алгебры ограниченных ли
нейных операторов, а именно точечного, дефектного, аппроксимативно-точечного и аппрок
симативно-дефектного спекэров. описаны их спектральные свойства при отображении one 
ритора, при расширении оператора и для прямой суммы операторов, а также тонкая структу
ра -этих спектров в терминах состоянии оператора 

Библиогр. 10-назв.

УДК 517. 968.23
Ши л ин  А. П.  Сингулярное интегральное уравнение на границе угла И Вести. Белорус, 
ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Построено в квадратурах решение сингулярного интегрального уравнения со специаль
ным сдвигом. Уравнение задано на парс .тучей, выходящих из нуля па комплексной плоско
сти. Оно сведено к двум двухэлементным задачам линейного сопряжения для функций, об
ладающих некоторыми характерными свойствами. Задачи решены с помощью подходящей 
факторизации по формулам, близким к формулам Ф.Д, Гахова решения задачи Римана, 

Библиогр. 2 назв.

УДК 517.926.4 .
При ми ч ев а 3 Н . Ofi ограниченных решениях дифференциальной системы с линей
ным приближением класса Кошги-Коппеля // Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Установлены существование и единственность ограниченного решения дифференциадь 
ной системы с линейным приближением класса Коити-Коппепя.

Библиогр. 4 назв.

УДК 517.926
Б у л а т о в  В . И. Ofi обобщенной фундаментальной матрице линейной регулярной 
системы // Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3

Доказан критерий существования решетгий линейных регулярных однородных диффе
ренциальных систем и получены аналитические представления ти х  решений через конст 
pvKTHBiio определяемую обобщенную фундаментальную матрицу- рассматриваемых систем. 

Библиогр. 3 назв.

УДК 622.831: 539.3
Ж vp а в ко н M А . Гр и IHtntK о ва О. Б . .  К о в а л е в а  М. А Использование полу
обритого метода Сен-Венана в геомехаішке. 1. Теоретические основы и анализ систем 
разрешающих уравнений Il Веста, Белорус, ун-та. Сер 1.2000. X? 3,

Описаны теоретические основы решения некоторых классов задач прикладной геомеха
ники на базе использования основной идеи полуобратного метода Сен-Венана Выполнен 
анализ систем разрешающих уравнений, а также влияния граничных условий и принятых 
физических гипотез на окончательные решения.

Библиогр, S назв.
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УДК 517.958
Б о р у х о в  В Т . .  К-орзюк В.  И . Применение неклассических краевых задач для вос
становления граничных режимов процессов переноса H Вести Белорус v h -t ü  Сер i
2(100. № 3.

Обратная задача восстановления граничных условий переноса сводится к прямой задаче 
для линейной системы дифференциальных уравнений с неклассическими граничными уело
ВИЯМИ.

Библиогр. 8 назв.

УДК 519.62
Б о б к о в  В , В . .  Б о б к о в а  Н А.  Метод последовательных дифференциальных 
невязок /I Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Для начальной задачи в случае системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
нормального вида предлагается новый способ построения рекурсивного типа одношаговых 
методов сколь угодно высоких порядков точности. Построение каждого улучшенного при
ближения к решению на шаге связано с учетом главной части невязки последнего прибли
жения на исходной дифференциальной задаче.

Библиогр. 3 назв.

УДК 621.321.1:519.1
Л и с т о п а д  Н И ., К о п а ч е в  А . Г ,  Синхронизации потоков мультимедиа в распре
деленных средах //Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

Представлен набор алгоритмов, обеспечивающих синхронизацию п неігрерывных пото
ков мультимедиа в распределенных средах. Алгоритмы основаны на числовых временных 
метках и учитывают как потери кадров из-за переполнения буфера устройства, так и время 
вывода кадра у получателя.

Отличие проведенного исследования от существующих состоит в том. что алгоритмы 
синхронизации распространены на случай п непрерывных потоков, каждый из которых име 
ет свой источник.

Библиогр. 7 назв_ ил. 1.

УДК 519.10
К р а в ц о в  M K. .  Лу к ши н  Е В.  К оценке числа пецелочисленных вершин много
гранника многоиндексной аксиальной задачи о назначениях // Вести Белорус, ун-та 
Сер. 1. 2000. № 3 . .

Получена явная формула для определения числа 7-нецелочисленных вершин, т. е. вер
шин. число дробных компонент которых равно 7, многогранника трехиндексной аксиальной 
задачи о назначениях.

Библиогр. 4 назв.

УДК 519.1
Н а у м о в и ч  Н. А.  Генератор задач о минимальном разрезе // Вести. Белорус, ун-та. 
Сер. 1.2000. X» 3.

( >писывается алгоритм генераішй потоковых сетей с предписанным количеством вершин 
и дуг. а также с априори известным решением задачи о минимальном разрезе.

Библиогр. 1 назв., ил. I.

УДК 621.315.592
П о к л е н е  кий I L A  Поляризационное экранирование электростатического поля в 
кристаллических полупроводниках с водороде подобными примесями // Вести. Белорус, 
ун-та. Сер. I 2000. № 3.

Дано описание поляризационной диэлектрической проницаемости ковалентного полу
проводника с нейтральными водородоподобными примесями. Определена критическая кои 
центрация примеси, для которой низкочастотная диэлектрическая проницаемость обращает 
ея в бесконечность. Расчетные зависимости критической концентрации от боровских ради
усов легирыотщгх примесей сопоставляются с известными экспериментальными данными. 

Библиогр. 13 назв,. ил. I.

УДК 539.3
М а р т ы н е н к о  М . Д . .  Б о с я к о в  С . M 1 Поверхности сильного разрыва в теории 
термоупру гости кубически анизотропных тел // Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 2000. № 3.

C позиции теории сильных разрывов рассматриваются тепловые процессы, характери
зующиеся конечной скоростью распространения тепла, в кубически анизотропном теле. По
казано существование волн трех типов и получены явные формулы для скоростей этих волн 

Библиогр. 7 назв.
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УДК 5 1 9 .6 2
С о н е ц  Е . Б .  Метод последовательных поправок и явные методы Рунге-Кутты H
Нести Белорус, ун-та. Сер. І. 2000. № 3.

Рассматривается вариант метода последовательных поправок, позволяющий конструи 
ропать явные непрерывные экспоненциально скорректированные методы Рунге-Кутты для 
численного решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Приведены фор
мулы расчета таблиц коэффициентов методов в случае нулевого параметра корректировки, 

Биб.тиогр. 3 на ш.
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