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Физика

УДК S 35.34

Н.Б.ГУБАРЬ, А .И. УРБАНОВИЧ

ШЕСТИВОЛНОВОЕ СМЕШЕНИЕ УЛЬТРАКОРОТКИХ 
ИМПУЛЬСОВ В КУБИЧЕСКИХ СРЕДАХ

In this work w e have investigated the six-wave mixing (SW M ) process o f  ultrashort pulses at 
arbitrary correlations o f their intensities. W e have obtained equations describing the SWM-process 
and made numerical simulations of SW M for the Gfiussian pulses.

При распространении в нелинейной среде мощных световых волн про­
исходит модуляция ее оптических характеристик интерферирующими по­
лями и запись динамических решеток. Рассеяние оптического излучения на 
этих решетках может приводить к кроссвоздействию мощных волн и к воз­
никновению дополнительных волн. Решетка модуляции диэлектрической 
проницаемости Se может возникать вследствие разных механизмов воздей­
ствия излучения на вещество. Например, в конденсированных резонансных 
средах к нелинейности взаимодействия мощных волн накачки могут при­
вести следующие эффекты: насыщение поглощения, тепловые явления из- 
за нагрева среды, генерация и диффузия свободных носителей в фотореф- 
рактивных кристаллах и др.

Под действием двух мощных волн E 1 и Ei в среде с кубической нелиней­
ностью % (3) индуцируется динамическое возмущение Se Ei E1 . Если на 
среду падает третья сигнальная волна Ei, то при рассеянии ее на записанной 
решетке возникают дифрагированные волны, определяемые поляризацией

ЬР = Xu0^ E 1 E2) Ei +X130^ E 1 Ei ) E2+ X i ^ ( E iE i ) E l. (I)

Впервые четырехволновое смешение (ЧВС) во встречных пучках накач­
ки наблюдалось в 1971 г. в юовете с раствором красителя в случае частот­
но-вырожденного взаимодействия COi = CD2 = W3 = CO4 [I]. В последующие го­
ды проводилось теоретическое и экспериментальное исследование ЧВС в 
различных средах: газах, низкотемпературной плазме щелочных металлов, 
стеклах, полупроводниках [2,3].

Интерес к многоволновому смешению (MBC) ультракоротких импуль­
сов (УКИ) обусловлен их широким использованием, например в спектро­
скопии для изучения процессов возбуждения и релаксации в резонансных 
средах, в динамической голографии, обращении волнового фронта (ОВФ) 
[4-6]. Временные и энергетические характеристики эффекта MBC опреде­
ляются амплитудой, фазой и временем установления динамических реше­
ток. Поэтому характеристики дифрагированных волн являются мерой соот­
ветствующих оптических свойств среды.

При смешении УКИ происходит сложная временная модуляция возбуж­
дающих и дифрагированных импульсов. Даже если модуляция входных
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импульсов на фоне постоянной составляющей проявляется слабо, то в вы­
ходных она существенна и экспериментально наблюдаема. Исследование 
временных и энергетических характеристик дифрагированных УКИ может 
дать важную информацию о процессах резонансного взаимодействия мощ­
ного излучения с веществом в существенно нестационарных условиях. He 
менее важное практическое применение MBC в активных средах — созда­
ние лазеров с распределенной обратной связью (РОС), обусловленной пе- 
реотражением встречных генерируемых волн на динамических брэгговских 
решетках [7]. которые могут создаваться благодаря пространственной мо­
дуляции инверсии населенностей.

Если длительность импульса много меньше времени продольной и попе­
речной релаксации резонансной среды (тр «  Tu T2), то релаксационные 
процессы не успевают разрушить "фазовую память" частиц вещества, по­
этому макроскопическая поляризация среды является нелинейной функци­
ей фазы и амплитуды поля во все предыдущие моменты времени. Это при­
водит к появлению целого ряда когерентных нелинейных эффектов, среди 
которых фотонное эхо, оптические нутации, самоиндуцированная прозрач­
ность и т.д.

При ЧВС во встречных пучках накачки эффективность генерации обра­
щенного импульса ограничена малой длиной нелинейного взаимодействия 
Ln = tr у /2 и не может достигать больших значений. Если в нелинейных 
средах добавка к показателю преломления среды положительна (Sn > 0) при 
углах схождения 0 = (25л)1/2 «  71/2 (квазипродольная геометрия смешения), 
то осуществляется параметрический захват обращаемого сигнала попутной 
волной накачки и возбуждение дополнительной пары волн E5 и E6, следова­
тельно. развивается шестиволновое смешение (ШВС) (рис.I) [8-10]. При 
этом [6] пороговая длина самовозбуждения обращающей системы меньше, 
чем при ЧВС. и в стационарном режиме вблизи порога параметрической 
неу стойчивости наблюдается резкое увеличение эффективности. В неста­
ционарном режиме (L„«  L) повышение эффективности генерации E4 дос­
тигается при попутном взаимодействии.

В работах [11-13] изучен эффект Е„ E-.
частотно-вырожденного ШВС в 
прозрачной среде с кубической не­
линейностью. В случае мгновенного 
отклика в приближении заданного 
поля накачки было проведено чис­
ленное моделирование системы О L
волновых уравнений, описывающих *■
ШВС. и исследованы энергетиче- , г. '

Рис. I . Геометрия шестиволнового смешенияские и временные характеристики 
выходных импульсов в зависимости
от параметров нелинейной среды и входных импульсов накачки. Проведено 
исследование ШВС УКИ в зависимости от времени запаздывания одного из 
импульсов накачки, распространяющегося в направлении, противополож­
ном направлению сигнала. Показано, что при определенной временной за­
держке между импульсами накачки можно реализовать параметрическое 
усиление сигнала и обращенного импульса практически на всей длине не­
линейной среды с высокой эффективностью. Прослежена динамика пере­
хода от ШВС к ЧВС путем изменения угла схождения 0 импульсов накачки 
и сигнала. Для сравнительно больших значений %р в режиме истощения на­
качки определена область значений параметров, в которой эффективность 
ЧВС выше, чем в случае ШВС.
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В данной статье рассматривается процесс нестационарного ШВС в более 
общем случае при произвольном соотношении интенсивностей взаимодей­
ствующих УКИ.

Динамическое уравнение для нелинейной добавки Ьп(\Е\2) к показателю 
преломления среды п0 имеет вид

tr (ddn/dtJ + 5п = п2 IZiI2 , (2)
здесь H2 =2%%т — коэффициент, определяющий величину нелинейной до­
бавки. tr—  время релаксации керровского отклика.

Поляризация среды Pj для у'-й волны есть
Pj = п0 12% 8и(1Е12) Ej. (3)

Суммарное поле в среде в частотно-вырожденном случае запишем в ви­
де

6
E = Y j  Ej  exp(-i(Gtf - kj г)). (4)

j=i
Пусть E t и E2 — встречные УКИ накачки, E 3 — сигнал, Ea — обращен­

ный сигнал. E5 и E6 — дополнительная пара импульсов (см.рис. I).
Подставляя (3), (4) в (2) и затем в волновое уравнение, получаем систему 

уравнений, описывающих процесс ШВС

clEt | I (IE1  ̂ у
dz V dt I,,.

E t \ Ioeu t ' d.t + Ег \ E tEle п' dt + E3J(E LE: +

+ EAE l ) e n 'd t  + E4JCE1E 4 + E 3E j e ' " 'A  +E5JCE1E5 + E 6E j e ' " ' dt

-Eb I (E1E6 +  E5E l y e t п' dt + Е21(Е3Е*6 + E5EltJet " '  dt +

E3 JCfi5Ef + E 2Z iJe ' " 'd t  +E5JCE3E1* +E2Elt Jet " 'd t (5)

dEn I d.En . у _(/( —H------ — = 1 — е
d z  V d t  t r

E2I l 0Ct 'd t  + Et \ Е2Е[е " 'd t  +

I t t
-E3JCE4E,*+ E 2E t3 Jet t t ' dt +E4 J (E3 E1* + E 2E4* Jet " 'd t  +E5 JCE6E1* + E2E t5Jet /,rdt +

+ E jC E 5E1* + E2E6*Jet " 'd t  +

О

ElJCE6E3* + E 4E5J e '  " 'd t  +

- E4 J(E 1E5* + E6E l )e  !t' dt +E6 J (EtE*3 + E4Е*2 Jet l t ' dt 
О о

щг (б)

dE3 I dE3 у  t / 1 г t/ t  с * t / 1
3 ‘ 3 - :Г  - ' E3\ l 0e 'd t  + E4JE 3E4C 'd t  +- + -

dz v dt Ir

E1J С E3 E1* +E2E t4Jet 11' dt +E2 J (E1 E j + E3 Е*2 Jet l t ' dt +E5 j ( E 3E*5 + E6EltJet l!' dt +

+ E6JCE3E6* +E5E t4Jet " 'd t  +
О

E1J(E 1 El + E6ElJet ,trdt + E6\ E tE le t l t ' dt 
0 0

tqr (7)
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d.EA , I  dE4 , у  _ ( / J  '
-  H---------------- -  — i — e

dz v dt tr
E4 j  I0e‘ n' dt + E3 J E4Ele1 n* dt +

0  0

t

+ ElI iE 4E l + E2El)et/trdt +E2\{ExEl  + E4E*2)e dt +E5J(E6E3* + E4E5J e '  dt +

+  E b J  (E5 E t3 + E4 E l )e dt + E 2\ (E5E l  + E2E*6)e‘ "  r dt  +  E5Jfi2E1V  n 'd t
O O

(8)

dE5 | I  dE5 у  _4/tr
dz v dt tr

f t  t
E5J/0e '" 'd f+E6JE5E6Y " ' *  +

-ElI iE 5El  +E2El  V  n'd.t +E2\ (ExE l + E 5El)e H' dt +E3 J (£ 5E3* + E4E6V  n' dt +

+ E4 J(E3£ 6 +E5E j e '  h’ dt + 
o

E j C f i 1 E 3*  + E 4E 2)e1 n 'd t  + EA\  Е хЕ*2е dt iqr (9)

d-E6 , I dE6 . 7  _tn 1- - - - - - - - - - = i —  e
dz  v dt t,.

E6I l oetn^dt + E5J fi6E5V " ' , *  +

+ Ех\ ( Е 6е 1 + E2E j e '  ltrdt +E2JCElE5* +E6E*2)e " 'dt  +E3 J(E 6E3* + E4E*5)e dt +
О

+ E4 J (E3 E \  + E6E*a )e' dt + E2J (E3El* + E2E4J e '  lt^dt +

+ E3 J E2E1V 7V f ( 10)

Здесь v = сIriih у = 2%y^’)kln0, q = 2kx -  k3 -  k5 = -  2k2 + k4 + k.6, I0 = IE2I2.
Граничные условия зададим в виде

Ei (0,0 = E10 (О, E2 (L,0 = E20 (О, E3 (0,0 = E30 (О»
E4 (L,t) = E5 (0,0 = E6 (Ld) = 0. (I I)

Если tr «  X7,. то система (5-10) описывает TlTBC в случае мгновенного 
отклика и упрощается к виду, приведенному в [13]. Аналитическое иссле­
дование уравнений (5-10) будет проведено в следующей работе.

Режим истощения накачки качественно изменяет задачу о многоволно­
вом смешении, в частности эффективность процесса может сильно изме­
няться по мере распространения в среде, возникает область насыщения.

Уравнения (5-10) анализировались методами численного моделирова­
ния, результаты которого для входных импульсов гауссовой формы

Ej = Eoj exp(-(t-2tpf l 2 t 2), J=1,3, E2 = E02 cxp(-(t-2lp4. f / 2 t p2) (12)

_ . Ikn7tпредставлены на рис.2-4 для нормированных величин Ei = — - L E i ,
V по

T=Il(LIv) [11-13]. На рис.2 приведены огибающие сигнального E3 и обра­
щенного E4 импульсов на выходе из среды при различных значениях пара­
метра Yo = <?Е= Е. т. е. при различных значениях угла схождения 0 между 
импульсами накачки E 1 и сигнала E3. Как и в стационарном случае [11,13], с
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Рис.2.. Огибающие выходных импульсов E3 и E t в зависимо­
сти от T  для E01=E02= I , E03=O1I, /р=0,5, L=O. Сплошная кри­
вая соответствует входному импульсу E3. Кривая I соответст­

вует <7о =  I, 2 -  6, 3 -  30

увеличением угла 0 пиковая интенсивность этих импульсов возрастает, 
достигая наибольшего значения при q0 ~6, т.е. в области угла точного фазо­
вого синхронизма Gs «(6IkL)112, затем падает.

На рис.З приведены 
огибающие импульсов 
Ej 0=3,4,5.6) в случае, 
когда опорные им­
пульсы Ei и E2 имеют 
различные входные 
пиковые интенсивно­
сти, и при выполнении 
условия фазового син­
хронизма для импуль­
са сигнала, которое в 
случае a) q0 =4, в слу­
чае б) q0 =7. Из приве­
денных кривых видно, 
что пиковая интенсив­
ность обращенного им­
пульса E4 в случае б) 
вдвое выше, чем в а). 
Импульсы E4 и E5, рас­
пространяющиеся от 
границы среды Z=L в 
случае E p E 2 (рис.За), 
не испытывают эффек­
тивного усиления за 
счет перекачки энер­
гии из волны E u так 
как амплитуды ди­
фракционных решеток, 
определяющих эту пе­
рекачку, малы. Когда 
E-P-Ei (рис.36), наибо­
лее интенсивно усили­
вается импульс E4, так 
как в этом случае для 
него реализуется ре­
жим трехволнового 
смешения практически 
на всей длине среды.

На рис.4 приведены 
зависимости пиковых 
интенсивностей сиг­
нального и обращен­
ного импульсов при 
различных углах 9 в 
зависимости от време­
ни задержки fz. Если с 
увеличением времени 
задержки пиковая ин­
тенсивность сигнала

Рис.З. Огибающие выходных импульсов E3 - E 0 в зависимо­
сти от T  для E03=O1I1 Ip=0,5, L=O: 

а -  Em = 1,323, Eai = 0,5, qa = 4; б - Em = 0,5, Еог = 1,323, q a - l

Рис.4. Зависимость пиковых интенсивностей E3 , E 1 от време­
ни задержки L при различных значениях параметра с/а при 
Xr =  0,5, E01 = =E02 =  I, E03 = 0.1. Кривая I  соответствует q0=  3, 

2 - 6 , 3 - 1 1 , 4 - 3 0

7



монотонно падает, то у E4 она имеет характерный максимум. Это связано с 
тем. что при больших временах задержки для сигнального импульса реали­
зуется режим трехволнового смешения, когда он усиливается за счет им­
пульса E1. Обращенный импульс, который генерируется из шумов, дифра: 
гирует на решетках нелинейности, индуцированных волнами E 1 и E2, в ре­
зультате чего в него происходит перекачка энергии из обоих импульсов на­
качек. и для t7 ~ 0.2 реализуются оптимальные условия усиления за счет 
ШВС.

Авторы выражают большую благодарность профессору А. А.Афанась­
еву за критические замечания и внимание к работе.
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ЗАКОНОМЕРНОСТИ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ  
СИММЕТРИЧНЫХ ТРИКАРБОЦИАНИНОВЫХ КРАСИТЕЛЕЙ  

В БИОЛОГИЧЕСКИХ ТКАНЯХ
ITie presence of polymethine dyes, photosensibilizers having absorption and fluorescence into 

the transparency region o f biological tissues, may be detected down to 1.5 cm from the surface of 
the animal body. When introduced in the ratio I i - 2  mg/kg, the fluorescence intensity registered 
from the body surface for the polymethine dyes under study is directly proportional to their 
concentration in the tumor nodes and muscles. The changes in the fluorescence intensity during 
scanning over the tumor node surface are indicative o f the presence o f regions with inhomogeneous 
dye distribution.

В последние годы наблюдается увеличение количества научных работ 
по спектроскопии молекул в биологических системах различной степени 
сложности. Такая тенденция вызвана исключительной научной и практиче­
ской важностью разрабатываемых проблем. Лазерная фототерапия является 
одним из перспективных направлений в развитии методов лечения онколо­
гических заболеваний. При этом возможность регистрации флуоресценции 
фотосенсибилизаторов непосредственно в органах в значительной степени 
облегчает изучение динамики их накопления и вывода из организма in vivo.
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Вместе с тем при использовании нового класса сенсибилизаторов возникает 
ряд вопросов, выяснение которых представляется необходимым для полу­
чения достоверной информации в такого рода исследованиях. Следует вы­
яснить: насколько коррелирует величина сигнала флуоресценции и концен­
трация сенсибилизатора в тканях; с какой глубины от поверхности регист­
рируется флуоресценция сенсибилизатора; как влияет на результаты иссле­
дований насыщенность исследуемых тканей кровеносными сосудами; ка­
кой вклад во флуоресценцию вносит свечение окрашенных соединений, со­
держащихся в исследуемых органах и попадающих в пучок возбуждающего 
света.

Настоящая работа посвящена решению обозначенных выше проблем в 
отношении трикарбоцианиновых красителей. Эти соединения представля­
ются перспективными в качестве фотосенсибилизаторов для фототерапии
[1-9].

Материал и методика

В качестве фотосенсибилизаторов использовались новые трикарбоциа- 
ниновые красители с индолениновыми концевыми группами, синтезиро­
ванные в лаборатории спектроскопии НИИ прикладных физических про­
блем им. А.Н.Севченко: I -  индолининовый полиметиновый краситель с 
гептаметиновой цепью сопряжения; 2 -  индолининовый полиметиновый 
краситель с 4-хлорзамещенной гептаметиновой цепью сопряжения: 3 -  2, 5- 
метилиндолининовый полиметиновый краситель с 4-хлорзамещенной геп­
таметиновой цепью сопряжения. Максимум длинноволновой полосы по­
глощения этих соединений лежит в спектральной области 720-750нм, а мо­
лярный десятичный коэффициент поглощения составляет 1,5=3-IO5M4Cm"1. 
Препараты вводили внутривенно в концентрации 1=2 миллиграмм на кило­
грамм массы животных.

В работе использовались беспородные белые крысы по три в группе. 
Животным подкожно перевивались в области бедра штаммы опухолей сар­
комы M-I и PC. Исследования производились, когда размеры опухолевых 
узлов достигали 20-40 мм. На протяжении эксперимента животные, кото­
рым был введен фотосенсибилизатор, содержались в условиях, исключаю­
щих воздействие на них прямого солнечного света.

Для исследования фармакокинетики накопления и вывода красителей из 
организма животных по их флуоресценции произведена модернизация 
спектрометра на базе двойного монохроматора фирмы Spex. Спектральный 
диапазон регистрации излучения спектрометра 400-880 нм. Для возбужде­
ния флуоресценции использовалось излучение криптонового (7,=647,1 или 
7,=676.4 нм) лазера. В качестве детектора излучения использовался охлаж­
даемый. работающий в режиме счета фотонов фотоумножитель RCA 31034. 
Для подвода к исследуемому объекту возбуждающего излучения и регист­
рации излучения флуоресценции применялся Y-образный волоконный све­
товод. Один конец этого световода состоит из хаотически перемешанных 
волокон, другой конец делится на два жгута, содержащие одинаковое коли­
чество волокон. Лазерное излучение через систему зеркал и линз вводится в 
один из концов световода и через общий торец подводится непосредствен­
но к исследуемому образцу. Мощность возбуждающего излучения регули­
руется в пределах 0.01=0,2 Вт. Флуоресценция через объединенный торец 
световода фокусируется объективом спектрометра в плоскости его входной 
щели. Описанная схема формирования возбуждающего пучка и сбора 
флуоресценции образца, а также высокая спектральная избирательность 
прибора обеспечили достаточную чувствительность комплекса в целом.
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Регистрация сигнала флуоресценции производилась непосредственно 
через кожу: световод прикладывался в 5-6  точках к исследуемому участку. 
Полученные значения усреднялись. Для учета уровня рассеянного света и 
собственной флуоресценции биологических тканей производились кон­
трольные измерения у животных, которым препараты не вводили.

Спектры поглощения красителей в растворах и образцах тканей регист­
рировались с помощью спектрофотометра PV 1251 А, исправленные спек­
тры флуоресценции -  с помощью спектрофлуориметра Fluorolog фирмы 
Spex.

Концентрация красителя в крови животных определялась путем их экс­
тракции 2%-м раствором тритона X -100; концентрация красителей с экс­
трактом -  по интенсивности его флуоресценции с помощью спектрофлуо­
риметра Fluorolog. предварительно откалиброванного по растворам краси­
телей с известной концентрацией. Непременно контролировалась оптиче­
ская плотность образцов экстрактов, при необходимости разбавлением об­
разцов обеспечивалось линейное соответствие сигнала флуоресценции и 
концентрации красителей.

Результаты и их обсуждение

При переходе от органических растворителей к биологическим системам 
для всех исследованных соединений наблюдается одинаковый характер из­
менений их спектральных свойств. В качестве иллюстрации на рис. I пред­
ставлены спектры поглощения красителя 3 в этаноле и сыворотке крови, а 
также флуоресценции в этаноле, сыворотке крови и биологических тканях. 
Спектры поглощения красителей в сыворотке крови в общих чертах сохра­
няют форму спектров в органическом растворителе. Вместе с тем наблюда­
ется батохромный сдвиг на 12 нм и полуширина спектров увеличивается 
примерно на 10 нм. Спектры флуоресценции красителей в биологических 
тканях также смещены по сравнению со спектрами в этаноле в длинновол­
новую область более чем на 10 нм. а полуширина больше на 20 нм. Следует 
отметить, что спектры флуоресценции красителей в образцах мышечных, 
кожных и опухолевых тканей практически совпадают между собой. При 
этом спектры в тканях близки по положению и форме к спектрам в сыво­
ротке крови.

При использовании 
для возбуждения флуо­
ресценции излучения с 
длиной волны 647.1 нм 
интенсивность свече­
ния тканей контроль­
ных животных в облас­
ти флуоресценции кра­
сителей составляла 
около 10% от сигнала 
флуоресценции краси­
телей. При переходе к 
возбуждению излуче­
нием с длиной волны 
676.4 нм уровень ме­
шающего излучения 
уменьшался более чем на порядок (не превышал 1% от регистрируемого 
сигнала флуоресценции исследованных красителей).

После внутривенного введения животным красителей определенная их 
часть содержится в крови. Для выяснения влияния насыщенности кровью

Рис.I. Спектры поглощения (1 , 3 ) и флуоресценции (2, 4, 5) 
красителя 3 в этаноле (I ,  2), сыворотке крови (J, 4 )  и мышеч­

ной ткани (5)
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опухолевых и мышечных тканей на результаты измерений проводилось 
сравнение интенсивности флуоресценции красителей в опухоли и бедре не­
посредственно перед и сразу после обескровливания тканей органов живот­
ных. В результате было установлено, что через час и в более поздние сроки 
после введения красителей сигнал от поверхности тканей, из которой кровь 
удалена, уменьшается примерно на 10%.

Были проведены также измерения зависимости содержания красителей в 
крови от времени, прошедшего после введения. Для этого производился за­
бор крови, краситель экстрагировали 2%-м раствором тритона X -100. В ре­
зультате оказалось, что концентрация красителей в крови уменьшается по 
закону, близкому к экспоненциальному, и через час после введения в крови 
его содержание уменьшается примерно на порядок (рис.2).

Для определения размеров 
области, с которой регистриру­
ется флуоресценция красителей 
в конкретных эксперименталь­
ных условиях, был проведен 
анализ влияния толщины об­
разцов тканей на сигнал флуо­
ресценции. На возбуждении ис­
пользовалось излучение с дли­
ной волны 676,4 нм, флуорес­
ценция регистрировалась в 
спектральной области 800 нм. 
Для такого рода исследований 
отбирались животные с опухо­
левыми узлами размером по 
глубине более 15 мм. Через час 
после внутривенного введения 
животным красителя произво-

Время.мин
Рис.2. Изменение относительной (С/С0) концен­
трации красителя 2 (I )  и красителя 3 (2) в крови дился забор опухолевых узлов 
животных в зависимости от времени после введе- вместе с участком кожи над 

иия ней. Co стороны кожного по­
крова опухоли подводился световод и регистрировалась интенсивность 
флуоресценции при последовательном уменьшении толщины образца. Ре­
зультаты этих измерений представлены в табл.I. Как видно из таблицы, 
толщина опухоли до 1.5 см не сказывается на величине сигнала флуорес­
ценции. а когда она становится меньше этого значения, сигнал флуоресцен­
ции начинает уменьшаться. Из этих данных следует, что испускание краси­
телей регистрируется от молекул красителей, находящихся не только в ко­
же и непосредственно прилегающих к ней слоях опухолевой ткани, но и на 
значительной глубине (до 1,5 см).

T а б л и ц а  I

Зависимость интенсивности флуоресценции красителя 3 
от толщины опухолевой ткани

Толщина опухолевой ткани, см 2,5 2,2 1,8 1,5 1,0
Сигнал флуоресценции, отн.ед. 3000 3000 3000 2400 1000

Были проведены исследования зависимости сигнала флуоресценции от 
мышечных и опухолевых тканей при введении различных концентраций 
красителей. Исследования проводились при введении крысам с перевитой 
опухолью саркомы M-I и PC красителей в дозах 1,0 и 2.0 мг/кг. Возбужде­
ние флуоресценции осуществлялось светом с длиной волны 676.4 нм, а ре­
гистрация флуоресценции -  на длине волны 800 нм. На протяжении 24 ч
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производилось наблюдение за сигналом флуоресценции красителей в опу­
холи и мышце бедра. Отношение сигнала флуоресценции для мышц бедра и 
штамма PC при изменении в два раза дозы введенного красителя представ­
лены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Отношение (I2Zh) интенсивности флуоресценции красителя 2 
при его введении животным в концентрации I мг/кг - 11 и 2 мг/кг - 12

0,25 0,5 0,75 1,0 1,5 2,0 2 ,5 3,0 24,0

I1C 2,0 2,1 1,9 2,1 2,0 2,1 1,9 2,0 2,1
Мышца 2,1 1,9 1 ,8 1 ,8 9  9 1,9 2,1 1 ,8 1,9

Из приведенных данных видно, что при увеличении дозы препарата в 
два раза интенсивность флуоресценции красителя в мышечных тканях и в 
опухолевых узлах PC на протяжении всего времени наблюдения в среднем 
также увеличивалась в два раза. Для саркомы M l такого соответствия не 
наблюдалось. С целью выяснения причин такого расхождения были прове­
дены исследования распределения красителей непосредственно в объеме 
опухолевой ткани. Для этого производилось сканирование по плоскости 
срезов опухоли. Исследовались сплошные опухоли и опухоли со спонтанно 
(прижизненно) изменившейся структурой (некрозом тканей). Следует отме­
тить. что для штамма саркомы M I характерным является появление в узлах 
спонтанных некрозов при размере опухоли более 1.5 см. Опухолевые узлы 
штамма PC, как правило, вырастают без некрозов.

Оказалось, что в сплошных, без спонтанных некрозов, опухолях обоих 
исследованных штаммов содержание красителя у поверхности и внутри 
опухоли отличалось не более чем на 7 %. Если же у опухоли имелся спон­
танный некроз, то в этой зоне содержание красителей было меньше, чем в 
остальной ткани опухоли в 3-К5 раз. Естественно, что и в условиях in vivo 
изменения сигнала флуоресценции в значительной степени определяются 
наличием неоднородностей в тканях опухолевых узлов. В связи с тем, что в 
опухолевых узлах саркомы M l присутствовали спонтанные неоднородно­
сти. наблюдалось несоответствие сигнала флуоресценции и вводимой дозы 
красителей. Следуют подчеркнуть, что при сканировании по поверхности 
однородных, без спонтанных некрозов, опухолей интенсивность флуорес­
ценции изменяется не более чем на 7%. Для опухолевых узлов, в которых 
впоследствии выявлено наличие спонтанного некроза, при сканировании по 
их поверхности интенсивность флуоресценции изменяется в 2-ЕЗ раза. Сле­
довательно, путем анализа изменения интенсивности флуоресценции ПК 
при сканировании по поверхности опухоли возможно диагностировать на­
личие в ней спонтанных некрозов.

Таким образом, полиметиновые красители, фотосенсибилизаторы с по­
глощением и флуоресценцией в спектральной области прозрачности биоло­
гических тканей («терапевтического окна») можно регистрировать с глуби­
ны до 1.5 см от поверхности тела животных. Интенсивность зарегистриро­
ванной с поверхности тела животных флуоресценции исследованных поли- 
метиновых красителей при введении в диапазоне 1-г2 мг/кг прямо пропор­
циональна их концентрации в опухолевых узлах и мышцах. По изменению 
интенсивности флуоресценции при сканировании по поверхности опухоле­
вых узлов возможно определять наличие в них областей с неоднородным 
распределением красителей.

Работа выполнена частично за счет средств Фонда фундаментальных ис­
следований в рамках проекта Ф97-230.
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В'.И. ПОКАТАШКИН, В.В. СЫТЬКО. АН. КРАСОВСКИЙ, С. Д. ШРЕЙКО

МИГРАЦИЯ ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОННОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ В 
КРИСТАЛЛАХ Rb3UO2F5 ПРИ СЕЛЕКТИВНОМ ЛАЗЕРНОМ 

ВОЗБУЖДЕНИИ
The lum inescence o f Rb3IrO2F5 crystals upon selective resonance laser excitation within inho- 

m ogeneously broadened band o f the first electronic transition has been investigated at 6 K. The 
rmnselective spectral transfer o f  the electronic excitation energy detected in uranyl fluoride com­
plexes has been attributed to interaction of lower excitation levels and Raman phonons in the crys­
tal.

Для подавляющего большинства соединений уранила с пентакоордина­
цией иона UO22' характерна димерная или полимерная структура. Кристал­
лы пентафторуранилатов M3UO2F5 представляют собой исключение, явля­
ясь соединениями островного типа [I]. Связь уранила U 022+ с лигандами 
здесь в значительной степени ковалентная, а взаимодействие уранилового 
комплекса с катионами осуществляется преимущественно силами ионной 
связи [2]. Спектры люминесценции данных кристаллов достаточно струк­
турированы по сравнению со спектрами полимерных соединений уранила, 
линии их низкотемпературных спектров аномально широки по сравнению 
со спектрами кристаллов ураниловых соединений с островной структурой. 
В связи с этим представляется интересным рассмотрение процессов форми­
рования спектров M3UO2F5, с использованием возможности селективного 
лазерного возбуждения.

Ранее [3-5] при исследовании селективно возбуждаемой люминесцен­
ции M3UO2F5 при гелиевых температурах основное внимание уделялось 
анализу перераспределения интенсивности свечения между центрами раз­
ных типов. Настоящая работа посвящена исследованию процессов мигра­
ции энергии электронного возбуждения, протекающих при 6 К в кристаллах 
Rb3UO2F5 при резонансном селективном лазерном возбуждении центров в 
рамках неоднородно уширенного контура бесфононной линии (БФЛ).

Измерения проводились с использованием спектрального и криогенного 
оборудования, описанного в работах [3-5]. Возбуждение люминесценции 
осуществлялось излучением лазера на красителе кумарин-102, возбуждае­
мого излучением Kr- лазера.
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Спектры поглощения и люми­
несценции кристаллов Rb3UO2F5 в 
области БФЛ. связанной с чисто 
электронным переходом Voo, пока­
заны на рис. I. Сразу следует от­
метить нарушение закона зеркаль­
ной симметрии спектров поглоще­
ния и люминесценции, что скорее 
всего является проявлением нели­
нейного электрон-решеточного 
взаимодействия. При резонансном 
селективном возбуждении вид 
спектров люминесценции изменя­
ется и зависит от частоты возбуж­
дения. В области БФЛ они пред­
ставлены триплетом узких линий 
на фоне широкой полосы. Цен­
тральный максимум триплета, свя­
занного с люминесценцией резо­
нансно возбуждаемых центров.

Рис. I . Спектры поглощения (я) и люминесцен­
ции (б-ж ) кристаллов Rb3UO2F5 (6 К) при несе­
лективном (а, б  -  асимметричная гауссова ком­
понента) и при резонансном селективном воз­
буждении {б-ж ). С трелк ам  показаны резо­

нансные частоты возбуждения

■Os.CM

825

совпадает с частотой селективного возбуждения. Стоксова и антистоксова 
линии отстоят от центрального максимума на 1,6-ь 1,7 см-1, причем данная 
разность в спектральном положении линий триплета не зависит от частоты 
возбуждения. Триплетная структура сохраняется и для линий, связанных с 
колебательными повторениями v0o с частотой полносимметричных валент­
ных колебаний иона уранила vs(U 022+). Форма широкополосной части 
спектра селективно возбуждаемой люминесценции имеет асимметричную 
гауссову форму, характерную для БФЛ люминесценции, возбуждаемой ши­
рокополосным ультрафиолетовым излучением.

Уменыпение частоты возбужде­
ния в пределах неоднородно уши­
ренной полосы ведет к уменьшению 
значений частот Vs(U 022+) и пере­
распределению интенсивностей уз­
кополосной резонансной и широко­
полосной частей спектров люминес­
ценции (рис. I. 2). При селективном 
резонансном возбуждении в области 
менее 19925 см-1 спектр люминес­
ценции практически представлен 
только однородно уширенным резо­
нансным триплетом.

При резонансном возбуждении 
люминесценции локального урани- 
лового центра сохраняется форма 
широкополосного "пьедестала", рас­
пространяющегося как на стоксову, 
так и на антистоксову области. В то 
же время максимум широкой полосы
резонансно возбуждаемой люминесценции претерпевает смещение в об­
ласть более низких частот относительно максимума БФЛ люминесценции 
при широкополосном возбуждении. Это указывает на существование ми­
грации энергии электронного возбуждения по уранилфторидным комплек-

8 0 5  -

795 -

19920 19940 19960 U0XM*1

Рис.2. Зависимость частоты валентных коле­
баний Vs(U 0 22+) о т  частоты чисто электрон­
ного перехода Vm (я) и  относительное изме­
нение интенсивностей широкополосной / ш и 
резонансной If составляющих БФЛ (б) в 
спектрах люминесценции резонансно воз­

буждаемых центров кристаллов R b3UO2F5
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сам. Первоначальными донорами энергии здесь являются резонансно воз­
бужденные центры.

В настоящее время рассматриваются четыре основных механизма эле­
ментарного донорно-акцепторного взаимодействия центров [6], которые 
применимы для описания исследуемой здесь миграции энергии возбужде­
ния по контуру неоднородно уширенной полосы кристаллов Rb3UO2F5. Два 
из них связаны с нерезонансным одно- и двухфононным переносом энергии 
и еще два -  с резонансным переносом энергии с участием римановского 
рассеяния фононов или колебательных квантов доноров и акцепторов.

Вероятность нерезонансного однофононного переноса пропорциональна 
величине энергетической расстройки е комбинирующих состояний, а соот­
ношение вероятностей процессов с поглощением и испусканием фонона 
определяется как ехр(— г /{к Т ) ) . Вероятность нерезонансного двухфонон- 
ного процесса является функцией интеграла перекрывания электрон-фонон- 
ных спектров взаимодействующих центров. Однако рассматриваемые ли­
нии являются бесфононными. а широкополосныя части спектра имеют ан- 
тистоксову составляющую. Следовательно, данные нерезонансные меха­
низмы миграции энергии в рассматриваемом случае маловероятны. С уче­
том ширины БФЛ и особенностей колебательных спектров комплексных 
анионов [UO2F5]3- [7. 8] можно говорить также о невозможности при гелие­
вых температурах резонансной миграции энергии в рамках неоднородно 
уширенной полосы с участием локальных колебаний уранилфторидного 
комплекса.

Таким образом, наиболее вероятным является резонансный перенос 
энергии электронного возбуждения с участием римановского рассеяния фо­
нонов. Участие римановских фононов обеспечивает фазовую релаксацию 
системы и соответствующее уширение электронного спектра. При этом 
компенсируется энергетическая расстройка комбинирующих состояний 
взаимодействующих центров [4]. Максимум такого взаимодействия дости­
гается при температурах T = h v F / (6 к ) . Последнее условие в рассматривае­
мом случае полностью удовлетворяется, так как значения колебаний реше­
точных мод исследуемых кристаллов Vf ~ 28-г34 см-1 [8]. В пользу данного 
механизма говорит и тот факт, что линии резонансного триплета уширены. 
Присутствие антистоксовой составляющей широкополосной части спектра 
является следствием неселективного характера миграции энергии элек­
тронного возбуждения, подобного наблюдаемому в системе ионов Yb3+ в 
бариево-алюминатных фосфатных стеклах при температурах более 80 К [6].

Потеря селективности спектральной миграции энергии возбуждения по 
контуру неоднородно уширенной БФЛ кристаллов Rb3UO2F5 может быть 
связана с наличием характерных для всех КСУ близко расположенных 
нижних электронно-возбужденных состояний, которые в кристаллическом 
поле низкой симметрии претерпевают соответствующее расщепление, при­
водящее к появлению серии энергетических уровней, между которыми мо­
жет осуществляться эффективное частотно-независимое взаимодействие 
I') ]. Вероятно также, что взаимодействие близко расположенных нижних 
возбужденных состояний активных центров в локальном поле низкой (не 
выше C5v) симметрии приводит к нарушению адиабатичности (взаимодей­
ствия типа Реннера-Теллера и спин-орбитального), а это обусловливает 
триплетную структуру линий резонансно возбуждаемой люминесценции и 
нарушение зеркальной симметрии спектров люминесценции и поглощения 
кристаллов Rb3UO2F5 .
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Таким образом, в кристаллах Rb3UO2F5 имеет место взаимодействие 
близкорасположенных нижних возбужденных электронных состояний, что 
приводит к нарушению адиабатичности системы, проявляющейся при ге­
лиевых температурах. В связи с этим контур спектральной полосы форми­
руется при наличии неселективной спектральной миграции энергии элек­
тронного возбуждения, обусловленной рамановским рассеянием фононов 
кристалла.

Работа поддерживалась Фондом фундаментальных исследований Рес­
публики Беларусь (грант Ф 97-186).
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ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПЛЕНОК ПММА, 
ОБЛУЧЕННЫХ ЛЕГКИМИ ИОНАМИ

The results o f investigation of the ion irradiation effect on the optical constant o f PMMA film s 
are presented. It is shown that ion implantation gives possibility to change locally the refraction in­
dex o f thin organic films, and the approach based on molecular refraction allows to forecast values 
of n.

Важнейшими элементами современной интегральной оптики являются 
тонкопленочные и диффузионные диэлектрические микроволноводы, обра­
зующиеся за счет резкого или плавного изменения показателя преломления 
среды [I]. Перспективы развития интегральной оптики и оптоэлектроники 
во многом связаны с решением ряда материаловедческих проблем. Так, ис­
пользование традиционных LiNbO5 и InP для изготовления пассивных оп­
тических устройств (делители, волноводы, частотные фильтры и.т.д.) при­
водит к высокой стоимости последних [2]. Альтернативными материалами, 
как показали результаты недавних исследований [2,3], могут стать оптиче­
ски прозрачные тонкие полимерные пленки, подвергнутые ионной бомбар­
дировке с целью локального изменения коэффициента преломления. Одна­
ко при их использовании возникает ряд проблем. Во-первых, низкая термо­
стойкость исследованных в этой связи материалов. Температура стеклова­
ния (Tg) наиболее изученного полимера полиметилметакрилата (ПММА) 
составляет примерно 100 С. Во-вторых, недостаточность надежных экспе­
риментальных данных по изменению показателя преломления (и) и экстин- 
ции (АО в зависимости от условий облучения [3,4]. Имеется также ряд про­
блем. связанных с изменением толщины пленки полимера в процессе ион­
ного облучения, а также с оптимизацией условий бомбардировки для полу­
чения однородности оптических функций по всей глубине пленки [5].

16



Цель настоящей работы -  исследование изменений оптических парамет­
ров (п,к) и динамики изменения толщины (Ad) тонких пленок ПММА. об­
лученных легкими ионами.

Материал и методика

Пленки полиметилметакрилата [C5H8O2],, синтезированы в лаборатории 
элионики НИИ ПФП им. А.Н.Севченко. Выбор данных материалов в каче­
стве объектов исследования обусловлен, в первую очередь, их прозрачно­
стью в видимой области, а также наличием некоторого числа эксперимен­
тальных данных по пленкам ПММА для контроля методик определения оп­
тических функций. Кроме того, на базе ПММА предполагается синтезиро­
вать ряд полимеров, обладающих (по предварительным данным) более вы­
сокой Tg. Пленки названных полимеров наносились на очищенные подлож­
ки ИК-прозрачного кремния КДБ-10 методом центрифугирования. Толщи­
на пленок находилась в пределах 0,5-1,0 мкм. Облучение полученных об­
разцов ионами H21", N+ и B+проводили на ускорителе на базе ЭГ-2. Измере­
ние оптических параметров (и, к) и толщины имплантированных пленок 
выполнено с помощью компенсационного эллипсометра ЛЭФ-ЗМ (X= 
=0.6328 мкм). Определенные данным методом значения коэффициента пре­
ломления исходных пленок ПММА составили nf) = 1,48 (ПММА), что хоро­
шо согласуется с имеющимися литературными данными. Образец для оп­
ределения погрешности измерения толщины пленок представлял собой 
двухслойную систему SiO2(50,8 нм) / Si. Контрольный замер дал значение 
50,9 нм для толщины слоя оксида. Спектры ИК-пропускания получены на 
спектрофотометре «Specord-75 IR». Моделирование условий ионной бом­
бардировки проводили методом Монте-Карло (MK) с помощью модифи­
цированной программы TRIM 85 [6].

Результаты и их обсуждение

Полученные значения изменения толщины Ad., показателя преломления 
п. а для случая облучения ионами азота и коэффициента экстинции к при­
ведены в таблице.

Значения изменения толщины Ad, показателя преломления (и) и экстинции (к) 
пленок ПММА, облученных ионами бора и азота

B+(K)O кэВ) N*(300 кэВ)

D. см'2 Adfd0 п D, см2 Adfdo п к

Ix lO 12 0,012 1,18 Ix lO 12 0,01 1,19 0
5 х 1 0 12 0,0-10 1,50 6,7x10 12 0,06 1,50 0
Ix lO u 0,090 1,51 Ix lO 13 0,116 1,525 0
5 х 1 0 13 0,179 1,53 6 ,7х1013 0,372 1,532 0
7 x 1 0 ° 0,181 1,51 1x10м 0,102 1,515 0,005
Ix l O1' 0,212 1,55 2 x 1 0 м 0,551 1,600 0,006
3 x 1 0 й 0,100 1,58 6 ,7x10м 0,611 1,700 0,08
5 x 1 0 й 0,536 1,61 Ix lO 15 0,613 1,710 0,08
7 x 1 0 м 0,560 1,68 - - - -

Ix lO 15 0,596 1,76 - - - -

Обсуждение полученных результатов начнем с методологических аспек­
тов постановки и проведения эксперимента. При облучении органических 
материалов легкими ионами с энергией E  > 10 кэВ/а.е.м. доминирующим 
механизмом потерь энергии является неупругое взаимодействие с электро­
нами мишени. Обычно в экспериментах по ионно-лучевой модификации
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оптических свойств полимеров [3, 4] энергия легких ионов достигает не­
скольких мэВ и даже при толщине пленок 1-5 мкм величина [ dE/dx\K почти 
постоянна, что обеспечивает получение слоев с однородным по глубине 
значением коэффициента преломления. Однако такие эксперименты весьма 
дорогостоящие, а главное -  не технологичны. Поэтому для целей практиче­
ского применения данной технологии формирования пассивных элементов 
интегральной оптики мы использовали режимы ионной обработки, анало­
гичные принятым в твердотельной технологии [7]. Вследствие этого тол­
щина пленки модифицируемого полимера должна выбираться, основываясь 
на результатах расчета профилей выделенной энергии и траекторных пара­
метров внедряемых ионов. На рис. I приведены рассчитанные методом MK 
профили неупруго выделенной энергии при имплантации ионов B+(H)O 
кэВ). Н2+(250 к э В )  и  N+(300 кэВ) в  ПММА. Видно, что наиболее однород­
ное распределение потерь энергии по глубине имеет место при бомбарди­
ровке ПММА ионами Н2+(250 кэВ). В связи с этим толщина пленок ПММА 
при имплантации ионов Н2+(250 кэВ) составляла примерно I мкм. Толщина 
исходных пленок при бомбардировке ионами бора и азота находилась в 
пределах 0.7-0.8 мкм.

Результаты эксперименталь­
ных данных, представленных в 
таблице, наглядно демонстри­
руют ограниченность примене­
ния TRIM -  алгоритма, в кото­
ром не учитывается изменение 
толщины пленки при облуче­
нии. Причем объяснить наблю­
даемые величины Ac/, исходя из 
механизма физического травле­
ния. невозможно. Рассчитанные 
с помощью программы TRIM95 
значения парциальных коэффи­
циентов распыления позволяют 
отнести за счет этого механизма 
не более 1% изменения толщи­
ны. Поэтому объяснение на­
блюдаемых значений Дd  необ­
ходимо связывать с механиз­
мом прямого радиационного 
травления полимеров [8], включающим их усадку и выход “фрагментов”.

Для объяснения увеличения коэффициента преломления пленок ПММА, 
подвергнутых ионному облучению, необходимо рассмотреть структурные 
преобразования в них и связать эти преобразования с изменением молеку­
лярной рефракции. На рис.2 представлены спектры ИК-пропускания пленок 
некоторых полимеров, содержащих в своем составе карбонильную группу 
-C=O. Видно, что при дозах облучения D > IxlOis с м 2 отсутствует полоса 
поглощения, соответствующая колебаниям группы -C=O. Вместе с тем по­
лосы поглощения, связанные со скелетными колебаниями -С -С -, сохраня­
ются.

Особое значение имеют данные по кинетике изменения толщины пленок 
ПММА при ионном облучении (см.таблицу). Зависимость Ali(D) состоит из 
трех участков. В области малых доз (D  < 5х1013 см'2) величина Ah линейно 
зависит от дозы облучения. В диапазоне 5х1013 см'2 < D < 5x10м см 2 Н а -

Id E/Ц х)е1эВ /н м

Рис. I . Профили потерь энергии на ионизацию ио­
нов Н2+ (250 кэВ, Rp=  1,37 мкм), В +(100 кэВ, Rp=  
= 0/17 мкм) и ]М+(300кэВ , Rp =  0,78 мкм имплан­

тированных в ПМ М А
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блюдается резкое увеличение Ah. При D > IxlO 15 см'2 значения Ah слабо за­
висят от /ЛТакое поведение Ah(D) находится в согласии с моделью прямого 
радиационного травления полимеров [8]. Расчет по формулам [8] показыва­
ет. что число атомов в уходящих фрагментах соответствует отрыву группы 
COOCH3, содержащей в составе -C=O. Тогда, основываясь на известных 
значениях молярной рефракции для различных химических связей и фор­
муле Лоренц-Лоренца:

(я - I )
(я2 +2)

Rfnol

=  S x R molZ M ,

L R ,bond 5

где 8 -  плотность, M  -  молеку­
лярный вес, jRbond -  рефракции, 
соответствующие химическим 
связям, можно рассчитать зна­
чения коэффициента прелом­
ления согласно принятой схе­
ме деструкции ПММА.

Расчет величины коэффи­
циента преломления на основе 
принятой схемы деструкции 
дает величину «теор. =1,65, что 
близко к экспериментально 
определенному. Аналогичные 
зависимости n(D) имеют место 
и при облучении пленок 
ПММА ионами Н2+. 
Естественно, что при одних и 
тех же дозах облучения 
изменение An меньше при 
бомбардировке протонами. 
Так, при D =IxIO 15Cm'2 величи­
на п=1,54, что существенно 

меньше.чем при облучении ионами бора и азота.
Таким образом, ионная имплантация позволяет изменять коэффициент 

преломления полимеров, а подход, основанный на молекулярной рефрак­
ции. позволяет прогнозировать величину п.

Авторы благодарят Фонд фундаментальных исследований Республики 
Беларусь за частичную финансовую поддержку данных исследований.
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Рис,2. Спектры ИК-пропускания некоторых 
полимеров:

а -полимера хлорангидрида метакриловой кислоты 
(С,|Н,С)СЦ: I -  необлученный, 2 -  облученный ионами 
B 1Cl ОС) кэВ, O =IxlO 14 см 2); б  -сополимера формилстирола 
со стиролом (ФСС): I  -  необлученный. 2 -  облученный 
ионами B+ (150 кэВ. О =5х10в см 2), 3 -  облученный ионами 
В+( 150 кэВ. D=5х1015 см 2); в -  фоторезиста а-Вг-ПММА: 
I -  необлученный, 2 -  облученный ионами H42 (300 кэВ, 

0 = 7  X lO 15CM 2)

П о сту п и л а  в р ед акц и ю  15.04.99.
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В.С.ТИШ КОВ. П.И.ГАЙДУК, C M )Ш И РЯЕВ. А.Н.ЛАРСЕН

МОРФОЛОГИЯ ПОВЕРХНОСТИ КРИСТАЛЛОВ ГЕРМАНИЯ, 
ОБЛУЧЕННЫХ ТЯЖЕЛЫМИ ИОНАМИ СРЕДНИХ ЭНЕРГИЙ

Ion-beam induced i'omiation o f amorphous surface layers in Ge-single-crystals with strongly 
developed (cellular-like) morphology is investigated by using transmission electron microscopy, 
electron diffraction and prophilometry. The implantation o f heavy ions with average energy and 
dose was carried out at room temperature. The possible mechanisms of cellular structure formation 
are proposed and discussed.

В литературе сообщалось о наблюдении нового дефекта структуры, фор­
мирующегося в недрах аморфной фазы Ge, имплантированного сверх неко­
торой критической дозы тяжелыми ионами (Bi+, Pb+) средних энергий [1,2]. 
Эта структура с радикально измененной приповерхностной морфологией 
приводит к аномальному разбуханию имплантированного слоя. Вынос и 
старение имплантированных структур на воздухе вызывает их быстрое 
насыщение примесями С и О и приводит к замедлению последующего от­
жига [2]. Первым признаком формирования подобных дефектов структуры, 
характерных только для кристаллов германия, было появление черноты 
имплантированной области. Это резко контрастирует как с низкодозной 
имплантацией в Ge, так и с имплантацией в Si. когда имплантированные 
области приобретают молочный оттенок.

Материал и методика

В настоящей работе приведены результаты структурных исследований 
кристаллов (I l l) -Ge и слоев эпитаксиального Ge. выращенного молекуляр­
но-лучевой эпитаксией на пластинах (OOl)-Si с буферным слоем сплава 
S iuG e1. (1>л>0) толщиной 15 мкм, имплантированных ионами Ge+ с 
энергией 400 кэВ дозами от 5х1015ион/см2 до 2,2х1016ион/см2. Импланти­
рованные слои исследовались с использованием просвечивающей электрон­
ной микроскопии (ПЭМ), в том числе ПЭМ поперечных сечений (cross- 
section) и дифракции (ПЭД). Препарирование образцов проводили посред­
ством последовательной механической шлифовки и полировки и финишно­
го ионного травления при низкой температуре и скользящем падении пучка 
(~ 5-7°) относительно поверхности образца. Степень разбухания импланти­
рованных кристаллов Ge изучалась путем измерения ступенек на их 
границе с неимплантированными областями при помощи профилометра 
DEKTAK 3030.

Результаты и их обсуждение

Области, имплантированные ионами, приобретали черный цвет. В опти­
ческом микроскопе эти области представлялись чередующимися участками, 
существенно отличающимися оттенками серого цвета. ПЭД- исследова­
ниями было установлено, что имплантированные слои имеют аморфную 
структуру. С помощью Фурье-анализа [3] зависимостей углового распреде­
ления интенсивности когерентно-рассеянных электронов, полученных по 
ПЭД-картинам. были построены кривые радиального распределения атом­
ной плотности (КРРАП). По положению и площади под первым пиком 
КРРАП были определены параметры структуры ближнего порядка (ПСБП) 
аморфных слоев: R 1 -  среднестатистическое расстояние между ближайши­
ми соседними атомами и (V1-  среднее число ближайших соседей. Было ус­
тановлено. что во всех случаях ПСБП (/(,=0,245 им и N ,=3,98) практически 
совпадали с таковыми для кристаллического Ge (R1=0,2449 нм и N t=4).

+ УДК 621.315.592.2:546.289:53^.533.35
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Ha cross-section ПЭМ-изображений 
(рис. la) наблюдается трехслойная 
структура, содержащая верхний 
аморфный слой толщиной 125 нм. 
пронизанный каналами диаметром 20-  
80 нм, промежуточный сплошной 
аморфный слой толщиной около 300 
нм и монокристаллическую матрицу 
Ge. На plan-view ПЭМ-изображений 
от верхнего слоя видно, что каналы 
овальной формы образуют сотовую 
структуру с перегородками толщиной 
порядка 10 нм (аналогично рис. 16). 
Установлено, что с ростом дозы от 
5х1015ион/см2 д о  2,2х101бион/см2 вы­
сота ступеньки увеличивается с 70 до 
230 нм. При этом происходит рост 
толщины верхнего сотообразного 
слоя, сопровождающийся удлинением 
каналов. Толщина же промежуточного 
сплошного аморфного слоя практиче­
ски не меняется, оставаясь на уровне 
300 нм, что приблизительно соответ­
ствует удвоенному значению глубины 

фракции от а -  cross-section сотовой и среднего проецированного пробега 
сплошной частей имплантированного (Rp) ионов Ge .
аморфного слоя и монокристаллической Известно, что в имплантированных 
матрицы ( I l l ) - G e  (указаны стрелками); б -  слоях g j  наблюдали разбухание мат- 
plan-view ПЭМ -изображения и картина ди­
фракции от сотовой части имплантирован Рицы- сопровождавшееся падением 

ного слоя после BTQ плотности на 1,8% [4]. Теоретический
расчет с помощью программы 

TRIDYN для Ge, аморфизованного ионной имплантацией, дает возможное 
максимальное значение падения плотности в имплантированном слое на 
2.5%. Это должно было бы привести к появлению на границе облученной 
области ступеньки высотой не более 7,5 нм. Однако в нашем случае на гра­
нице черной области были зафиксированы ступеньки, значительно превы­
шающие по величине глубину среднего проецированного пробега (Rp) ио­
нов. рассчитанного с помощью программы TRIM-95. На рис.2 представлена 
профилограмма ступеньки на границе области (Ill)-G e , облученной иона­
ми Ge+ с энергией 400 кэВ дозой 2,2х1016 ион/см2.

Исследованы закономерности 
рекристаллизации имплантирован­
ных Ge-слоев. В частности уста­
новлено, что быстрый термичес­
кий отжиг (БТО) свежеимпланти- 
рованных образцов Ge при 620°С в 
течение 2-15 с приводил к рекри­
сталлизации обоих аморфных сло­
ев. Рекристаллизация как сплош­
ного, так и сотообразного аморф­
ного слоя проходит эпитаксиально 

матрице. Как следует из анализа ПЭМ-изображений структуры в сочетании 
с ПЭД-анализом, рекристаллизованные сотовые слои содержат высокую 
плотность микродвойников, при этом форма и геометрические размеры ка-

Рис.2 Профилограмма. ступеньки на границе 
имплантированной области (111 )-Ge
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налов не меняются (рис. 16). Формирование высокой плотности двойников 
свидетельствует о существовании большой концентрации барьеров для кри­
сталлизации. каковыми могут быть развитая внешняя поверхность сотооб­
разной структуры, а также адсорбированные атомы кислорода и углерода 
[2].

* * *

Анализ результатов исследования позволил предложить модель форми­
рования радиационных дефектов в кристаллическом Ge при имплантации 
тяжелых примесей. В модели предполагается, что энергия, выделяющаяся 
при торможении ионов в ядерную подсистему, приводит к существенному 
ослаблению связей поверхностных атомов с подложкой, что, в свою оче­
редь. облегчает условия их поверхностной миграции. Предполагается так­
же, что формирование сотообразной структуры является следствием по­
верхностной миграции атомов из впадин к пикам. Как показали предвари­
тельные теоретические оценки, такое поверхностное состояние атомов Ge 
является энергетически выгодным. Ранее сообщалось, что при термическом 
напылении в вакууме на монокристаллы Ge наблюдали столбчатый рост 
пленок Ge [5]. По-видимому, в зарождении и эволюции сотообразной 
структуры заметную роль также играют процессы физического распыления 
с последующим поверхностным осаждением распыленных атомов.

Работа выполнялась при финансовом содействии Фонда фундаменталь­
ных исследований Республики Беларусь (грант Ф98-003).
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А.В. СИДОРЕНКО

МЕТОД НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ ДЛЯ АНАЛИЗА 
БИОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ АКТИВНОСТИ МОЗГА 

ПРИ ИЗМЕНЕНИИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ 
ЦЕНТРАЛЬНОЙ НЕРВНОЙ СИСТЕМЫ

An analysis of the bioelectric brain activity is carried out by the nonlinear dynamics method. 
Tliis method may be used to differentiate the manifestations of excitation and retardation processes.

Традиционными методами для анализа биоэлектрической активности 
мозга являются статистические и спектральные методы [1,2]. Получаемая 
при этом информация носит интегральный характер и не всегда достаточна, 
чтобы идентифицировать функциональное состояние организма. Регистри­
руемые различные типы электроэнцефалограммы при изменении функцио­
нального состояния ЦНС (центральной нервной системы) содержат перио­
дические и непериодические составляющие. Природа стохастичности элек­
троэнцефалограммы заключается в сложнейшей структуре взаимодействия 
различных отделов нервной системы. Функционируя как единое целое.
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!мозг проявляет свои уникальные возможности, в частности в феномене 
хранения и извлечения информации.

Периодическая биоэлектрическая активность, согласно представлениям 
о фазово-частотном способе кодирования информации в мозге, играет оп­
ределяющую роль. Для адекватного функционирования система должна об­
ладать возможностью изменения уровня активности в сторону синхрониза­
ции и десинхронизации, которую можно рассматривать как состояние де­
терминированного хаоса.

Целью предлагаемой работы является выявление при помощи методов 
нелинейной динамики критериев для оценки функционального состояния 
центральной нервной системы.

Методы анализа

Спектральный корреляционный метод широко используется для обра­
ботки и анализа сигналов и достаточно подробно освещен в литературе [3]. 
Остановимся на одном из методов нелинейной динамики. В основу исполь­
зования данных методов в физиологии положены представления о функ­
циональных системах живого организма как открытых диссипативных ди­
намических системах, далеких от состояния термодинамического равнове­
сия. Их поведение описывается методами, развитыми для исследования де­
терминированного хаоса. Под детерминированным хаосом понимают нере­
гулярные колебания, порождаемые нелинейными процессами, для которых 
динамические законы однозначно определяют эволюцию во времени со­
стояния системы по известной предыстории. Теория детерминированного 
хаоса позволяет получить количественную меру степени упорядоченности 
случайно-подобных сигналов. Динамическому хаосу в фазовом пространст­
ве системы соответствует притягивающее множество, называемое стран­
ным аттрактором.

Основным преимуществом методов нелинейной динамики является то, 
что фазовый портрет системы может быть восстановлен из измеренных па­
раметров, зависящих от одной переменной [4]. Параметрами, характери­
зующими нелинейную динамическую систему, являются корреляционная 
размерность d  и энтропия Колмогорова К. Корреляционная размерность d 
отражает степень сложности системы, т.е. определяет число независимых 
дифференциальных уравнений, необходимых для описания системы. Эн­
тропия Колмогорова К  характеризует устойчивость работы системы, из­
меряемую скоростью расходимости ее траекторий в фазовом пространстве.

Для вычисления корреляционной размерности и энтропии Колмогорова 
может быть использован алгоритм Гроссбергера-Прокаччо [5].

Временная реализация электроэнцефалограммы (аналог для животных -  
электрокортикограмма) x(t) представляется в виде последовательности чи­
сел

X\jX2j .. 'Xftt
где Xf1 = х  (пх). х -  время выборки, п -  целое число.

Эта последовательность порождает m-мерные векторы, лежащие в т- 
мерном фазовом пространстве

Xj —(Xij ...Xi+m_i),
где T -  знак транспонирования.

Состояние системы в реконструированном //'/-размерном фазовом про­
странстве определяется га-размерными точками для каждой временной реа­
лизации х:(?).

Корреляционная размерность d  определяется
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d = Iim [IgCffl ( r ) / Ig г],
г—>0

где CJr)  -  корреляционный интеграл, г -  размер ячейки разбиения.
Корреляционный интеграл записывается

C m (г) = Iim -Л- £  в [ г  -  Ix,. -  X j  I], 
о N  i j = I

где А -  функция Хевисайда, N  -  число точек, используемых для оценки раз­
мерности .

Найдено, что для малых г  поведение функции C J г )  может быть описано: 
C J r ) ~  г ,  где d -  параметр, близкий к фрактальной размерности странного 
аттрактора. Для достоверной оценки корреляционной размерности d раз­
мерность соответствующих псевдофазовых пространств должна удовлетво­
рять условию Мане

rn J  2d+1.
Для оценки корреляционной размерности сигнала электрокортикограмм 

нами используется метод расчета, описанный в [6], который обеспечивает 
выигрыш во времени.

Энтропия Колмогорова К  определяется выражением

К = lira Iim -  lg[Cffl (г) / С,„+1 (г)].
MO г—>0 Т

Для открытых динамических систем энтропийные параметры целесооб­
разно представлять в нормированном к энергии виде [7].В нашей работе 
рассчитывается энтропия Колмогорова, нормированная на энергию в фи­
зиологически значимом диапазоне электрокортикограммы. В качестве нор­
мирующей величины используется энергия в том частотном диапазоне 
ритмических составляющих мозга, в котором находится максимальная час­
тота спектра.

Аппаратурное обеспечение и особенности проведения эксперимента

Экспериментальные исследования проводились на 30 белых крысах мас­
сой 160—180г.

Функциональное состояние центральной нервной системы изменяли при 
воздействии:

1) электромагнитных излучений,
2) фармакологических средств.
Электромагнитное излучение миллиметрового диапазона оказывало 

влияние на состояние нервной системы различным образом. Введение уре- 
тана (I г/кг, внутрибрюшинно), наркотизирующего вещества, вызывало со­
стояние торможения [8]. Состояние возбуждения вызывалось введением 
стрихнина в сенсомоторную зону больших полушарий мозга. Для регистра­
ции электрокортикограмм животным субдурально устанавливались позоло­
ченные электроды в соматосенсорную зону коры больших полушарий. 
Измерения проводились в автоматизированной установке [9], расположен­
ной в экранированной от внешних электромагнитных полей камере. Для 
облучения использовано низкоинтенсивное излучение миллиметрового диа­
пазона (плотность потока мощности 150 мкВт/см2) от серийных генера­
торов Г4-141 или Г4-142. Облучение осуществлялось СВЧ полем линейной 
поляризации, ориентированном вдоль головы животного. Формирование 
электромагнитного поля проводилось рупорной антенной с коэффициентом 
направленного действия 22дБ и шириной диаграммы направленности 17е и
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21 в плоскости магнитной и электрической составляющей поля. Усиление 
сигналов электрической активности мозга происходило в усилителе био­
электрических сигналов УБФ4-03. Для автоматизации измерений использо­
вался разработанный модуль преобразования сигналов. Обработка усилен­
ных биоэлектрических сигналов осуществлялась компьютером типа PC AT 
486. Частота дискретизации составляла 800Гц, длительность реализации -  
12с. Регистрация выбранных реализаций проводилась в реяшме контроля и 
при воздействии миллиметрового излучения или введения фармакологиче­
ских средств через определенные временные интервалы. Разработанное 
программное обеспечение позволяло осуществлять ввод эксперименталь­
ных данных в компьютер, проведение цифровой обработки сигналов, ана­
лиз электрокортикограмм на основе рассчитанных информационных пара­
метров.

Из экспериментальных электрокортикограмм вычислялись корреляци­
онная размерность d и нормированная энтропия Колмогорова Е. Спек­
тральная плотность мощности электрокортикограмм рассчитывалась со­
гласно [3] при помощи преобразования Фурье. Спектральная плотность 
мощности электрокортикограмм S11ZS0 оценивалась в частотном диапазоне 
ритмических составляющих мозга: 8 -  (0,5-4)Гц, 0 -  (4-8)Гц, а  -  (8-12)Гц, 
(I -  (12-30)Гц, где п соответственно изменялось от I до 4. S0 представляет 
собой спектральную плотность мощности в диапазоне частот от 0,5 до 
30Гц. Для каждой реализации оценивалась максимальная частота спектра 
мощности /,„. При определении параметров методом наименьших квадратов 
рассчитывались среднеквадратичные отклонения теоретических аппрокси­
маций от экспериментальных данных.

Результаты и их обсуждение

На рис. I, представляющим действие уретана на биоэлектрическую ак­
тивность мозга, видны характерные изменения, свойственные переходу от 
бодрствующего состояния к наркотическому сну, что выражается в появ­
лении медленных волн большой амплитуды. Спектральный корреляцион­
ный анализ показывает существенные изменения в уровне спектральной 
плотности мощности отдельных частотных составляющих ЭКоГ (таблица).

Происходит значительное снижение 
вклада P- и a -ритмов и возрастание 5- и 
0-ритмов в суммарную биоэлектриче­
скую активность мозга. Через 10 мин по­
сле введения наркоза более чем в четыре 
раза снижается максимальная частота 
ЭКоГ f , u Эти типичные изменения ЭКоГ 
отмечаются и другими авторами при 
действии наркоза [8].

При проведении анализа биоэлектри­
ческой активности мозга с использова­
нием метода нелинейной динамики уда­

лось выявить дополнительные важные изменения в ЭКоГ. Из таблицы вид­
но, что при действии наркоза происходит снижение коэффициента корре­
ляционной размерности. Так, через 10 мин после введения уретана коэффи­
циент d уменьшился с 2,512+0,011 до 2,448±0,010, а нормированное значе­
ние E  снизилось на 21,5 %. Эти сведения указывают на то, что в условиях 
наркоза, когда в мозгу преобладают процессы торможения, его способность 
переходить в новое функциональное состояние снижается, т.е. можно гово­
рить о снижении числа степеней свободы ЦНС.

б

Рис. I . Электрокортикограммы крысы: 
а - в контроле. 6 -  при изменении функцио­

нального состояния (при действии наркоза)
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Изменения параметров электрокортикограммы крысы при введении наркоза
Время

наблюдения,
МИН

Si/So S3ZS0 S3ZS0 S4/S0 /»> Pu d E-IO2

Бодрствование
Контроль 0,209+

0,010
0 ,22 1̂+
0,008

0,061+
0,005

0,3/11+ 
0,007

6,22+
0 ,0-1

2,512+
0,011

2,179+
0,01

Наркоз
5 0,676+

0,008
0,199+

0,01
0,0/15+
0,007

0,05-1+
0,01

2,62+
0,03

2,189+
0,012

1,852+
0,012

10 0,817+
0,01

0,09/1 ±  
0,005

0,027+
0,006

0 ,02-1+
0,010

1,31+
0,03

2,118+
0,010

1,712+
0,009

15 0,813+
0,008

0,096+
0,005

0,0/18+
0,007

0,02/1+
0,008

1,21+
0,03

2,137+
0,012

1,126+
0,012

Проведенные эксперименты показали, что активизирующие работу моз­
га воздействия (микроволновое излучение, стрихнин) вызывают изменения 
показателей ЭКоГ. рассчитанных методом нелинейной динамики в проти­
воположном направлении (рис.2,3).

Так, если наркотизированных 
крыс подвергнуть облучению мил­
лиметровым излучением, происхо­
дит возрастание параметра корре­
ляционной размерности, причем 
более эффективное действие излу­
чения наблюдается на десятой ми­
нуте облучения. Максимальное 
значение корреляционной размер­
ности (I и нормированного значе­
ния энтропии Колмогорова E  уста­
навливаются через час после нача­
ла воздействия. Это свидетельст­
вует о повышении реактивности 
ЦНС.

Еще более выраженные изме­
нения наблюдаются в смещении 
спектральных характеристик и по­
казателей нелинейной динамики 
при действии на мозг стрихнина 
(см. рис.2,3). Функциональное со­
стояние при этом характеризуется 
повышением динамичности нерв­
ной системы с максимумом дейст­
вия на пятой минуте после введе­
ния стрихнина. В этом же состоя­
нии усиливаются высокочастотные 
составляющие спектра ЭКоГ, мощ­
ность (3-ритмов по сравнению с 
контролем возрастает на 45-54%.
К десятой минуте при сочетании действия наркоза и стрихнина происходит 
смещение максимальной частоты спектра в область низких частот. Поведе­
ние нормированного значения энтропии Колмогорова E  аналогично корре­
ляционной размерности, т.е. она максимальна в состоянии, определяемом 
максимальным значением корреляционной размерности.

Рис.2. Изменения корреляционной размерности  
электрокортикограммы крысы при:

I -  действии наркоза; 2 ~  наркоза+миллиметрового 
излучения; 3 — наркоза + стрихнина

Рис.З. Изменения нормированной энтропии  
Колмогорова электрокортикограммы крысы 

при:
I  -  действии наркоза; 2 -  наркоза+миллиметрового 

излучения; 3  -  наркоза+стрихнина
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Анализ биоэлектрической активности мозга с использованием метода 
нелинейной динамики позволяет получить дополнительные сведения о 
функциональном состоянии ЦНС. Такие параметры, как корреляционная 
размерность и нормированная энтропии Колмогорова, могут быть исполь­
зованы в качестве критерия для характеристики сложных режимов функ­
ционирования автоволновых биологических систем, в частности для диф­
ференциации выраженности процессов возбуждения и торможения в мозге. 
Возможно, указанные параметры следует использовать для оценки функ­
циональной динамичности ЦНС.
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РАСЧЕТ ЭФФЕКТИВНЫХ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ МЕТОДОМ  

МИНИМАЛЬНЫХ АВТОНОМНЫХ БЛОКОВ
A new calculation technique of the effective electrodynamic parameters o f  composite materials 

representing a dielectric matrix with dispersed arbitrary particles is offered. The procedure is based 
on the method o f minimal autonomous blocks. The calculation of dielectric permeability o f the 
com posite material with two-layer spherical particles has been perforwed.

Композиционные материалы, представляющие собой диэлектрические 
матрицы с диспергированными в них частицами, имеют широкое примене­
ние в различных областях техники. Электродинамические свойства компо­
зиционных материалов находятся в сложной многопараметрической зави­
симости от их внутренней структуры и радиофизических свойств входящих 
в них компонентов.

Если структурные неоднородности распределены по объему композици­
онного материала периодически или статистически равномерно, а характе­
ристические размеры неоднородностей а «  X, где X -  длина волны в среде, 
то радиофизические свойства композита могут быть описаны усредненны­
ми макроскопическими материальными параметрами -  эффективными ди­
электрической Eeff и магнитной проницаемостями. Значения эффектив­
ных электродинамических параметров композиционных материалов опре­
деляются по данным натурного или вычислительного эксперимента в ре­
зультате решения соответствующей обратной задачи.

В настоящее время известны различные по точности, универсальности и 
эффективности аналитические и численные модели взаимодействия элек-
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тромагнитного излучения с композиционными и структурно неоднородны­
ми материалами, а  также методики расчета их эффективных электродина­
мических параметров [I—4].

Рассмотрим новую методику определения эффективных электродинами­
ческих параметров композиционных материалов, базирующуюся на методе 
минимальных автономных блоков.

В качестве модели композиционного материала рассмотрим однородную 
диэлектрическую матрицу, в которой периодически распределены произ­
вольные по форме, внутренней структуре и материальным параметрам час­
тицы.

Под эффективными значениями диэлектрической и магнитной прони­
цаемостей понимают соответствующие параметры для однородного мате­
риала, макроскопические электродинамические свойства которого совпа­
дают со свойствами композиционного материала при совпадении режимов 
облучения и макроскопических конструктивных параметров.

Простейшей модельной задачей является взаимодействие плоской ли­
нейно поляризованной волны с плоскопараллельным слоем композицион­
ного материала, расположенного в свободном и изотропном пространстве. 
Пусть толщина слоя равна d. а направление распространения волны нор­
мально к поверхности слоя. Макроскопические электродинамические свой­
ства указанного слоя характеризуются по отношению к падающей на него 
плоской волне матрицей рассеяния Scn. Если элементы матрицы рассеяния 
слоя известны, то значения эффективных диэлектрической Eeff и магнитной 
p.jj проницаемостей могут быть получены следующим образом [5,6]:

Таким образом, задача определения эффективных электродинамических 
параметров сводится к нахождению элементов матрицы рассеяния плоского 
слоя композиционного материала. Для этого воспользуемся методикой, ба­
зирующейся на методе минимальных автономных блоков [7].

Рассмотрим основные положения этой методики на примере композици­
онного материала, представляющего собой однородную диэлектрическую 
матрицу, в которой диспергированы однородные сферические частицы в 
узлах объемной прямоугольной периодической сетки с периодами dw . 
Фрагмент сечения материала в плоскости XOZ представлен на рис. 1а. Учет 
периодичности позволяет перейти к электродинамически эквивалентной 
задаче дифракции на неоднородности, расположенной в пространственном 
волноводе, как показано на рис. I б. Область пространственного волновода, 
содержащую неоднородность, разобьем на систему прямоугольных парал­
лелепипедов. Процесс дискретизации называется декомпозицией, результа­
том которой является декомпозиционная схема, представленная на рис. \в. 
Отдельные параллелепипеды, минимальные автономные блоки (МАБ) под­
ключены к шести виртуальным волноводам. Электродинамические свойст-

(1)

_ (1+рТ _ Г х , IVгде Г I = — -  , C1 =-A In— , р и T в этих выражениях связаны с

(2)
(3)T = (E1-P)A l-V 1P);

(4)
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ва МАБ описываются матрицей рассеяния по отношению к волнам, распро­
страняющимся в виртуальных полубесконечных волноводах, подключен­
ных к граням МАБ. С учетом двухмодовости виртуальных волноводов мат­
рица рассеяния МАБ имеет двенадцатый порядок и для кубического блока 
-следующую структуру [7]:

0 а P P S - 8 0 0 0 0 0 0

а 0 P P - 8 8 0 0 0 0 0 0

P P Y а 0 0 0 0 0 0 - 8 8

P P а Y 0 0 0 0 0 0 8 - 8

5 - 5 0 0 Y а 0 0 P P 0 0

- 5 8 0 0 а Y 0 0 P P 0 0

0 0 0 0 0 0 Y а - 8 8 P P
0 0 0 0 0 0 а Y 8 - 8 P P
0 0 0 0 P P - 8 8 Y а 0 0

0 0 0 0 P P 8 - 8 а Y 0 0

0 0 8 8 0 0 P P 0 0 Y а
0 0 8 8 0 0 P P 0 0 а Y

Г

,::- , . - J r t l l f c  S
ss.-T.-i'iy. .; ; ; :;:¾ д ^

S i

Рис. I Порядок построения декомпозиционной схемы в рамках метода МАБ: 
о -  фрагмент исследуемого материала; 6  -  эквивалентный пространственный волновод; 

в - дискретизация пространственного волновода; г  -  декомпозиционная схема
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Элементы матрицы рассеяния МАБ зависят от размеров блоков A x y z , ма­
териальных параметров среды в них и длины волны. Выражения для мат­
ричных элементов Sjv1ae при произвольных размерах блоков приведены в 
[7]. В частном случае кубического МАБ, для которого Ax = Ay = Az = А , 
формулы расчета матричных элементов упрощаются и имеют вид:

Z2- I  „ „ . Z2M
Ti =  0. (6)а, =

J 2 - T ’
Pi =  5,- =  - г

где т ikA r ^ «in ^  I, T = е ; /  = — sm — , к ■
кА 2

271
T -  волновое число в среде, заполняющей

МАБ.
Для корректного учета граничных условий в декомпозиционную схему 

вводятся специальные блоки перехода, как показано на рис. 1г. Электроди­
намические свойства этих блоков описываются матрицей рассеяния вида
[71:

Sn =

с элементами
W-,-Wt
Wn +W 1

' P 0 0 N

0 P 0 Tl
0 -P 0

0
V Т 2 0 -P  7

2W,
X

W2+W T2 =
IWn

W2+Wx

(7)

(В)

где Wi и Wn -  волновые сопротивления граничащих сред, связанные с мате­
риальными параметрами сред, заполняющих блоки, соотношениями:

Wu  =12071, 1111,2
4 , 2

(9)

Блоки контакта с границей имеют выход на один виртуальный волновод и 
описываются матрицей рассеяния

0Л
Sh = ( 1 0 )

где г = - I  для идеально проводящей стенки и г = I для идеальной магнит­
ной стенки. Конечная проводимость металла может быть учтена путем ис­
пользования в матрице рассеяния коэффициента отражения г вида:

I
( 11)

где CO -  частота: а  -  проводимость металла.
Каналы в декомпозиционной схеме могут быть разделены на две груп­

пы: внутренние и внешние. К внешним относятся каналы, соответствующие 
граням МАБ. выходящим на границы декомпозиционной области E 12. Ос­
тальные каналы относятся к категории внутренних и объединяют общие 
грани соседних МАБ. В каждом из внутренних каналов волны, падающие 
относительно одного МАБ. являются отраженными относительно другого. 
Это позволяет провести объединение всех МАБ в декомпозиционной схеме 
по общим внутренним каналам. В ходе объединения используются матрицы 
рассеяния отдельных МАБ, а также матрицы рассеяния блоков перехода и 
блоков контакта с границей. Этот процесс носит название рекомпозиции и
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может быть реализован в рамках методики определения матрицы рассеяния 
объекта по матрицам рассеяния входящих в него компонентов [7].

В основе процесса рекомпозиции лежит объединение двух многополюс­
ников. имеющих общие каналы. Приведем алгоритм определения матрицы 
рассеяния объединенного многополюсника по известным матрицам для 
объединяемых многополюсников. Пусть многополюсники А  и В  имеют со­
ответственно M 1 и M2 каналов, среди которых L каналов являются общими. 
Свойства многополюсников описываются матрицами рассеяния Sa и  ' S b . 

Преобразуем матрицы Sa b путем перестановки строк и столбцов так, чтобы 
общие каналы обоих многополюсников были пронумерованы последними. 

Sa'* •и представим, в виде 

S a = 

<л,в

 ̂г,Л nA \
^ll 12
с  А г, А S b -

( s b

ri В 
^ 21 2̂2

512 (12)

где подматрицы S 11' ,S p' ,S 11' ,S r,' имеют соответственно порядки 
[m 12- L ) x (m 12~ l I[m 12 ~ l )x L, L x [m 12 ~ l \ l x L.  Тогда матрица рассеяния 

объединенного многополюсника S ab будет иметь порядок М \+ M 2 - I L .  
Подматрицы S А*, S12*, S a1*, S22* имеют соответственно порядки (M1-L)XCMr - 
-L), (M2-L)X(M1-L), (M1-L)X(M2-L), (M2-L)X(M2-L) и могут быть рассчита­
ны по следующим формулам:

n  AB   __о tf р А I ‘  Oti  ПCiu ~*Эи ° 22° 22/ ° 22°
= s A(J - S 22St2

2 2 °  21 ’

S1* ( / - S a2S2* )4  Sa
(13)

r« AB    n f f  I г ч В (т r i A q B
1 ) 9 ' )  —  i j  1 1 ~1~ IJ  I 9  \ l  О  9 9  IJ

> 22й 22 J ° 21> 
ri А о  В  ^   ̂ r i A  о  В

j Il ^ °12 V " ^ 22 ^ 2 2  / ^22 21’

Конечным результатом полной рекомпозиции является многоканальная 
матрица рассеяния Smk п о - отношению к свободным каналам, выходящим на 
плоскости E 12. Матрица Smk описывает электродинамические свойства сис­
темы относительно волн, распространяющихся в виртуальных каналах. Для 
такого описания вводится падающий с' и отраженный с векторы, имеющие 
следующую блочную структуру:

(14)

Первый индекс в (15) соответствует номеру границы декомпозиционной 
области E 12, второй номер -  поляризационному индексу. Подвекторы с * -

наборы комплексных чисел с * (.У,/), где s , l  = 1 ,2 , . . . ,N x , N y -  число МАБ 
по координатам х  и у  соответственно. Вектор C+ задан, в нашем случае 
Cp = I ,Cp = C 21 = C 22 =  О . Вектор с выражается равенством

Y + Л Y -  \
c Ii с п

+ _
C12

, С = CO

+
С21 С2\

+ _
, С22 , Ic22 J

с — Sm (15)

и дает решение рассматриваемой задачи в МАБ-представлении.
Таким образом, элементы матрицы рассеяния слоя композита Sn и S21 

выражаются через с следующим образом:
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(  с Л
п

S21 d rcL

WswVZzs I
L Cu)
I (-V,/)

\  . АXS yl ’ (1 6)

Рис.2. Зависимость действительной и мнимой час­
тей диэлектрической проницаемости от длины вол­
ны для композита в виде диэлектрической матри­
цы, в которой диспергированы двухслойные куби­

ческие частицы

где A xs, A yI-  размеры МАБ с номерами (.у, I).

Таким образом, эффективные электродинамические характеристики 
композиционного материала могут быть рассчитаны по формулам (1-6) с 
учетом найденных элементов матрицы рассеяния слоя.

В качестве примера исполь­
зования разработанной методи­
ки рассмотрим композицион­
ный материал, представляющий 
собой однородную диэлектри­
ческую матрицу, в которой пе­
риодически диспергированы 
двухслойные частицы кубиче­
ской формы. Периоды объем­
ной решетки по трем простран­
ственным координатам равны 
dr=dv=dy= 14 мкм. внешний раз­
мер частицы и толщина обо­
лочки соответственно равны 
10 мкм и 2 мкм. В качестве ди­
электрической матрицы выбран 
тефлон с £=2,2, tan 8=10 3. Обо­
лочка частицы выполнена из
титана с проводимостью 0=2,38-Юб1/(Ом-м). Внутренняя область частицы 
характеризуется параметрами £ =  ц. = I . что соответствует свободному 
пространству. Декомпозиция осуществлялась на систему кубических МАБ 
с размером грани d - 2 мкм. Результаты расчетов представлены на рис.2 в 
виде зависимостей действительной и мнимой частей диэлектрической про­
ницаемости от длины волны. Штриховые линии соответствуют результа­
там. полученным по разработанной методике, а сплошные -  по формулам, 
приведенным в [4] и предназначенным для расчета эффективных электро­
динамических параметров композиционных материалов из двухслойных 
сферических частиц.

Сравнительный анализ результатов показывает, что они качественно и 
количественно близки даже при некотором различии формы частиц. Следу­
ет ожидать, что при более точной аппроксимации геометрии частиц степень 
совпадения результатов увеличится.
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В.А.ИЛЬИНКОВ, Н.И.ИЛЫШКОВА

МЕТОД РАСЧЕТА РЕАКЦИИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ  
НА ПЕРИОДИЧЕСКОЕ И НЕПЕРИОДИЧЕСКОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ

A new method o f calculation o f  the reaction o f linea dissipative system to the arbitrary perio­
dical and non-periodical influence based on the representation o f the reaction in a closed form has 
been offered. A wide range o f applications can be found for this method.

Важным этапом проектирования радиоэлектронных систем является вы­
работка требований к частотным характеристикам их функциональных 
звеньев, которая осуществляется математическим моделированием линей­
ных искажений. Его проводят с использованием (не)периодических воздей­
ствий. При этом в случае периодических сигналов реакцию системы целе­
сообразно представлять в замкнутом виде. Это упрощает вычислительную 
процедуру, устраняет свойственные применению тригонометрического ря­
да проблемы улучшения сходимости и оценки точности, повышает нагляд­
ность результата [I].

Известны методы представления в замкнутом виде реакции линейной 
системы на периодическое воздействие [2-4]. Они отличаются сложностью, 
громоздкими преобразованиями, значительными даже для простейших воз­
действий и невысоких порядков дифференциального уравнения (передаточ­
ной функции), плохим согласованием с используемым описанием свойств 
систем, поэтому практически не применяются.

Цель работы — создание удобного для практического использования ме­
тода расчета, основанного на представлении реакции в замкнутом виде.

Решение задачи. Для расширения возможностей моделирования свойст­
ва системы целесообразно описывать операторной передаточной функцией 
в виде [I]:

K ( P ) = G ( P ) K c V ( P ) ) ,  (I)

где Оф) -  многочлен степени g с действительными коэффициентами;
'■ ч

У С р) =  P w + C l P w^ 1 + . . .  + C w =  IT (р  +  as ) f l  ( р 2 + 2 а ,  р  + а 2 + ( K f )  -  многочлен
S=I /=I

Гурвица степени w. содержащий г простых действительных и q пар простых 
комплексно-сопряженных корней; с -  нормирующий множитель: g < w ;
as(l) > 0 ; (д, > 0  . Модель (I) описывает (не)минимально-фазовые системы с
произвольными амплитудно- и фазочастотными характеристиками. Норми- 
рованность переменной р  позволяет использовать справочную литературу, 
где табулированы нули многочленов G(p) и V(p)  типовых фильтров.

Для решения задачи доказаны следующие теорема и следствие из нее. 
Теорема. Если на интервале [0, Т) действительная функция ф )  имеет

все производные и \£fu)(t)\< (и = 0, I, 2,...), то при любом tve  [0,7) пре-
  t V _ _ _

образование (р) = fe(t)e~p'dl представляется в виде (р) = Fn (p)e~p!" -  
о

- F v n ( P ) .  где функции комплексного переменного Fvl(р) и Fvo( р )  анали- 
тичны в области \p\>L и стремятся к нулю при р —>°° равномерно относи­
тельно arg р.

Следствие. Если Fv0(p)- дробно-рациональная функция, то функция 
F,.I(р) тоже дробно-рациональна, и многочлен ее знаменателя совпадает с 
многочленом знаменателя функции F v0(P).

УДК 621.372: 537.86
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Введем действительную функцию Cp(Y). определяемую на интервале [0,°о) 
и удовлетворяющую на интервале [О, Т) условиям доказанной теоремы, а 
также функции (рис. I):

[ф00, № - 1)(* -  2)/, /2 , J1 +  (г - 1)2 (Г2 -  /T1))
ф , т ( 0 = '

О, (-<*>, (г — I)(г -  2X1 /2 , + (i - 1)2 (f2 -  T1), оо)

[ ф ,т ( О , [ 0 , Г )  \(p(t),[ht{,oo)
ф; (t) = \ , а,, (0  = 1 J

I ф,. Cf + Г ) ,  ( - 00, 00) [ 0 , ( - о о , / г?1)

(2)

где 0<?1<0<У; /’ = О, I, 2; h = О, I.

Найдем реакцию системы, описываемой (I), на периодическое воздейст­
вие фо(Г). Для этого вначале рассмотрим воздействие ф:(<) (см. (2), рис. I). 
Реакция на него определяется выражением [5]

V i W = I i m - J
- / fTTl **

I ''+jrV it (P)K(P) CT2 - J R

2Kjal-W е
- P T

?pt dp + Iim —— Г 221 
2д/ J +jK I

ф 1т(р)К(р)
-рТ € P'dp , (  3)

где ф1Г (р)  = [ ф(Ог_/’,('Й ; контур интегрирования охватывает особые точки 
о

на мнимой оси комплексной плоскости (рис. 2а).

Рис. 2. Расположение контуров интегрирования

Функция фг/.(р) аналитична во всей открытой p -плоскости. Внутри кон­
тура интегрирования расположено бесконечное число полюсов -  корней 
уравнения \ - е рТ-  0. Поэтому стандартный подход вычисления (3) (теорема 
Коши о вычетах) приводит к реакции в форме ряда Фурье [5].

В соответствии с доказанной теоремой представим:

Фи-(р) = F{(p)e~Ph - F 0( p ) . (4)
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Обозначим: p v -  полюсы функции К(р); p nh(p,h), ро/ру), pokipik) -  особые 
точки (полюсы, существенно особые) функции F0(p) (F1Qj)), расположен­
ные соответственно на действительной, мнимой осях и вне осей комплекс­
ной ПЛОСКОСТИ (особую точку P = О ОТНОСИМ К Po/Pif))', p ]b, P\f, Pik -  те из
точек рхь, pi/, Pik- которые не совпадают с точками р 0ь, Pofi Роь Для упроще­
ния считаем, что все полюсы p v не совпадают с особыми точками функций 
Fn(P) и Fi(p). Возьмем в (3) такие о, и O2, чтобы точки p ob, р 1Ь, р 0ь Pik лежа­
ли: в правой полуплоскости правее прямой Re р = Oi, в левой -  левее пря­
мой Re р  = O2 (рис.26). Это всегда молено сделать при изолированных осо­
бых точках.

С учетом изложенного и (4) преобразуем выражение (3):
I  O 1 +JR  I  G2- J r

Wl(J )= I im   [FAp)K(p)ep<-,~tl)dp+\im-   \F ,(p)K(p)ep(t~t' )dp +
i  V 1I j r  ■ i j  a 2 { jR

+ lim _L + lim _
« — 2 t i - J a i I j l i  \ - е ~ рТ * * 2 1 Z j a2I j f i  1 - е ~ рТ

I G1 ̂ jR I G2-JR I
-  Iim   Г F0 (p )K (p )eptdp -  lim   f FJp)K (p)e ,pt dp -  lim  x

« —  2 тсj  0( I  jR  2 t i j  2 % j

x T = £ > u « ■ (¾
G1-JR l - e  pT  r - > ° ° 2 k j  a i i j R  1 - e  p l  X = I

2 6

Для вычисления в (5) сумм L  Yix (J) первого и второго и lx (J) пято-
X = I  Х=5

го и шестого слагаемых применим теорему Коши [5]. С учетом обозначе-
2 6

ний при нахождении суммы L y 1xW ( L y  ix (J)) вычеты берутся в особых
х = 1 х=5

точках p\j(pnf)- Полученное решение справедливо на всей временной оси. 
Согласно теореме Ит/у(0)(р) = О . Помня это, из дуг окружности радиуса

г —
R. расположенных левее (правее) прямых Re р = O2 (Re р  = O1), и отрезков 
последних образуем замкнутые контуры интегрирования Г к и Гр. прохо­
димые в отрицательном направлении (рис.26). Учитывая (I) и лемму Жор­
дана [5]. устанавливаем, что на дуге Cr ( Cr )

lim С W K i P i e - ^  _ Ijm
J I — е  '  J 1 1 — е р
( 'r (:R

причем первое равенство справедливо при t-tj>0, второе -  при 1 tj 7’<0. To-
4

гда при вычислении суммы L Y ix W правомерно (с учетом временных ин-
х=3

тервалов. где справедливы равенства (6)) заменить предшествующее пре­
дельному переходу интегрирование вдоль отрезка KS (OQ) прямой 
Re р = о-  ( R eр  — CT1) интегрированием вдоль контура Г г< (F 1r ) и восполь­
зоваться теоремой Коши о вычетах, которые здесь берутся по полюсам p v 
функции К(р) и особым точкам рц„ р хк функции F 1(P).
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Поступая аналогично при вычислении суммы £ ¥ ix (0 и выполняя не-
Х = 7

сложные преобразования результата \j/[x (t ) ,  приходим к выражениям \|/ 16

и Х | / п р е д с т а в л я ю щ и м  реакцию на интервалах (0, б) и (fb Т) соот­
ветственно. Далее формальной заменой (,, Fi(p) на t2 и Р2(р) соответственно 
в выражениях \|/|/; и \\f Ul(t) получаем соотношения для \|/2а(У)и \)I 2n(Jt) ~ реак­
ции системы на воздействие ф2(0- Функция F2Jp)  аналогична функции Frfp) 
в случае воздействия (p,(Y). Наконец, учитывая равенство ф0(0 = ф2(0— ф[(0 
и свойство линейности преобразования Лапласа, находим реакцию \|/о(0 на 
воздействие ф0(/) (см.рис. I):

|¥оД' )
< W0Ь(П L  r e s  ( F0 ( p ) K { p ) e pt

Pb.fPak'Pflb
■)+ £rej(- 

P,

F r f p ) K { p ) e PV-I1)

1- - p T

I

•)-

-£rc.?(
Pv

F2 ( p ) K ( p ) e ре-',)

\ - c ~pT

I /

I ■х
~ p t

е V

= ̂ q(DJOj x) л

(7)V m ( 0  =  V o ( 0 , M 2 )

v¥ 0n( 0 = V o ( o , a 2,T)^
На практике для решения задач моделирования искажений достаточно 

ограничиться воздействиями ф0(Д для которых функция Frfp) дробно­
рациональна и имеет простые полюсы [I]. При этом, как доказано, функции 
Frfp) и F2(p) также дробно-рациональны, причем многочлены знаменателей 
функций Frfp) (z =0. I, 2) совпадают, и степень многочлена числителя каж­
дой из них меньше степени многочлена знаменателя. Поэтому представим:

Fyrfp) = AyrfprfBip), (8)
где Arfp) -  многочлен числителя;

</ т п
в (р ) = р Ц ( р 2 + т} ) Ц ( р + аь) П ( р 2 + ^a A-P + aI  многочлен зна-

/=1 6=i 6=1
менателя. содержащий простые корни: |«/j(7;)| > 0 ; | о > / }| > 0 . Тогда с учетом

(I). (8) и несовпадения полюсов p v с особыми точками функций Fz(p) нахо­
ждение реакции по (7) сводится к вычислению вычетов в простых полюсах 
функций рz(p)=Fz(p)K(p). После выполнения необходимых преобразований 
имеем:

¥об(0
У  О n(t)

{K 0N W [ ^ K f N of

г=i с<о/

. , . ^ K bN Qbe~a'-t
sm(© у f + фу +Ф о /) + 52------------------

Ъ—I с

+ I
^  K kNoke

к=I COrf
- в ш ( й у  +  ф*+ф0*)>

0

Г Y  Р ~ а ’ '
^ s T

- I D s T

0
5 = 1  С

D s T

Dst

) + Е ^ - ( ^ а'гч

Dit

5: IO

Jb X D s t Dit
ы .  CCO1

D s T Drr

8т(ш?( ( - д  + ф ,+ ф 1;)-
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Err Dit

р'-IT -C os(O ), (Z -  Z1) + ф, + ф„)) -  N 2lea,h (■Dit -Sin(Ci)z(Z-Z2)-)-ф, + ф2,)
FIT . Dit

-гг
EiIT
-IT

где

G(p)
V(P)

\ ( P )
B(P)

I
I
I

<
I

• — «

р + Cts

р~ + 2а., р  + а2 +  CO,2

P
р 2 + CÔ

* ”  «
р  + аь

P 2 + 2а); р  + а 2+Щ

x cos(co, (t -  Z2) + ф, + ф2, ))),

К 0 (р = 0)

K f e » ' ( p  = J(Of )

K b (р  = —аъ)

К кет  (р = - а к + J(Ok) 

K s СP = - а , )
К,е1Ъ (р = -а ,  + J(O1)

N 00 (P  =  O)
(р  = J(Of )

Л'оь ( Р  =  ~ а ь )

(9)

D (е~а>т - DsT
-I .

VsT =

-гг

O-CaV y i - A M  = J7v̂  
В(р) \  N zle

(p = - a s),(z  = 1, 2) 

eJ% (р  — -O1 + J(O1) ’ 

Dit -  (I -  ea,i Cos(OlT) / Ur r ; 

а'7 SincozT / Uit ; Dit = (ea'Tcos(0JT -  е2а,т) / Urr;

(10)

'IT
Urr = \ - 2 e a'rcos(0}T + e2a? .

Выражения (9). в отличие от ряда Фурье, представляют реакцию в замк­
нутом виде. Они -  результат разложения по конечной неортогональной 
системе функций, образованной из "собственных функций воздействия"

, ,/W ) и "собственных функций линейной системы" (ер,!) [б].
Использование их при моделировании устраняет проблемы улучшения схо­
димости и оценки точности решения, повышает наглядность результата. 
Для заданных воздействия и системы входящие в (9) и определяемые (10) 
коэффициенты неизменны. Это и конечное (малое) число слагаемых 
уменьшает объем вычислений.

Выражения (9) обладают общностью, пригодны для периодических и 
непериодических воздействий. Действительно, выполняя в них предельные 
переходы при Z,->0, и Г—*», можно получить соотношения для реак­
ций на воздействия Cp2(I)5 фот (I). фгтДХ %(Z) (см. (2)). Очевидно, в случае 
a/,(f) функция Cp(Z) должна удовлетворять условиям доказанной теоремы на 
интервале [0, со). Принципиально выражения (9) применимы при кратных 
полюсах функций К(р) и FvJp) и (или) совпадении их полюсов. В этом слу­
чае. следуя [7]. необходимо вначале все полюсы положить простыми и не­
совпадающими. а потом выполнить в (9) предельные переходы, ведущие к 
совпадению соответствующих простых полюсов.
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Алгоритм расчета по предлагаемому методу. I. Представляется в виде 
(I) модель системы. 2. Проверяется, удовлетворяет ли функция ф(7) услови­
ям доказанной теоремы. 3. Согласно (3) и (4) находятся функции Fz(p) (z 
(I. I, 2), представляемые в виде (8). 4. Вычисляются (по (10)) параметры и 
подставляются в (9).

По предлагаемому методу разработана многофункциональная программа 
моделирования линейных искажений в системах радиоэлектроники, радио­
физики и телекоммуникаций, реализованная на языке Turbo Pascal [8].
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Математика и 
информатика

УДК 612.821:007

А. Н.М0Р03ЕВИЧ, Б. А .ЖЕЛЕЗКО, С.А.САМАЛЬ

ОСОБЕННОСТИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 
ИНФОРМАЦИОННО-АНАЛИТИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 
В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ ОБЪЕКТАХ

Fixamitied are general principles o f the developing adapting analytical data decision support 
system s’ (AD DSS') design process modeling. As the methodological simulation base the UPD- 
requirements’ conception is used. For all that the AD DSS design is considered as the process of 
the application dom ain’s knowledge m odels’ transformation and of the User, Producer and De­
signer requirements’ co-ordinative changes satisfaction. As the universal data-modeling method 
the generalized objects conception is proposed being used.

Информационно-аналитические системы поддержки принятия решения 
(ИА СППР) как класс человеко-машинных систем, предназначенных для 
оказания помощи лицу, принимающему решение (ЛИР), в его профессио­
нальной деятельности по использованию данных, знаний и моделей, явля­
ются в социально-экономических системах «интеллектуальным» подклас­
сом СППР [I].

ИА C llilP  весьма сложны в реализации. Поэтому необходимо, чтобы 
срок службы, а главное -  время морального старения были как молено боль­
ше. Данную цель можно достичь, если при проектировании ИА СППР обес­
печить возрастание их возможностей со временем и с усложнением решае­
мых проблем.

Общие принципы решения таких задач определены так называемой кон­
цепцией ПИР-требований, в основе которой -  удовлетворение растущих со­
подчиненных требований Потребителя, Изготовителя и Разработчика [2]. 
Концепция распространяется и на ИА СППР (см.схему).

Необходимость в проектировании ИА СППР, как правило, возникает в 
процессе разработки или модернизации некоторой системы управления. 
При этом ИА СППР рассматривают как компонент системы, связанный не 
только с объектом управления, но и с внешней средой и обязанный удовле­
творять требованиям, вытекающим из особенностей использования ИА 
СППР в социально-экономической системе.

Согласно определению^, проектированию ИА СППР должна предшест­
вовать выработка требований, предъявляемых к проектируемой ИА СППР, 
и критериев качества ее работы, которые затем обеспечиваются соответст­
вующими характеристиками ИА СППР. В общем же виде задача проекти­
рования ИА Cl ИIP схожа с задачей проектирования управляющих вычис-

Проектирование ИА СППР -  процесс разработки комплекта документации, па основании которой мож­
но HirOTORHib ИА СППР. обладающую характеристиками, обеспечивающими выполнение возложенных 
на нее функций при заданном качестве функционирования.
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лительных машин [3]. Однако в рамках концепции ПИР-требований объект 
проектирования приобретает нестационарность. Поэтому задача проектиро­
вания формулируется следующим образом.

Схема формирования концепции ПИР-требований

Пусть P (J) = {г, (/), r2(f),..., гт(1) I -  требования, предъявляемые к проекти­
руемой И А  СППР: P(J) = ( P 1(J), P 2(J ) ,. .. ,  p„(J)} -характеристики, существенно 
влияющие на архитектуру ИА СППР: L(J) = {(i(J), Uit),..., hit)} -  система ог­
раничений. накладываемых на основные характеристики, связанные с воз­
можными пределами их изменения: K{t) = F(Rit), L (J), L (J )) -  критерий 
оценки качества ИА СППР. Необходимо для заданных векторов R(t) и L (J) 

отыскать такой вектор P(J):

P i ( 0  =Ji(Rit), P(t), L (J));
P 2(Z) =J2(Rit), Pit), ЫФ;

Pn(t) =fn(R(t), Pit), L (J )), 
при котором величина критерия приняла бы экстремальное значение.

Решение, очевидно, лежит в области открытых архитектур, обеспечи­
вающих в первую очередь расширение входной информационной базы, баз 
данных и баз знаний за счет «внешних поступлений» или самообучения (в 
том числе экспертов).

Анализ задачи проектирования показывает, что создание ИА СППР яв­
ляется видом деятельности с интенсивным использованием знаний. Необ­
ходимы знания о функциональных и операционных требованиях, а также
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конфигурации строящейся системы; о том, как эти требования ограничива­
ют структуру, и другие характеристики данной системы; о ее реализации и 
возможном описании языков, используемых в процессе разработки про­
граммного обеспечения ИА СППР; о структуре алгоритмов и данных, паке­
тах программ, конфигурации технических средств и т.д.

Разработка ИА Cl ИIP может рассматриваться как процесс трансформа­
ции моделей знаний о предметной области и удовлетворения соподчиненно­
му росту требований (ограничений) [4]. Ограничения могут быть представ­
лены с нескольких точек зрения [5 -7]:

•  семантики прикладных подсистем;
•  организации системы;
•  вычислительных аспектов;
•  разработки.

На любой стадии проектирования модель PIA СППР является много­
уровневым описанием, состоящим из моделей требований с соответствую­
щими конструкциями и реализациями. Среда проектирования должна со­
держать инструментальные средства для создания, редактирования и про­
верки достоверности описания на каждом из этих иерархических уровней. 
Кроме того, необходимы инструментальные средства для трансформации 
модельных отображений, которые помогают специалистам в продвижении 
от исходных моделей требований к проектированию и от проектирования к 
реализации. В перспективе такие инструментальные средства могут сами 
рассматриваться как основанная на знаниях ИА СППР. которая управляет 
проектными решениями и предлагает возможности их развития. Проанали­
зируем подробнее с этой точки зрения современное представление о том. 
что же является содержанием процесса разработки PiA СППР.

Построение ИА СППР является дорогостоящим видом деятельности и 
предполагает как разработку и построение баз данных, моделей и знаний, 
так и разработку прикладных программ и пользовательских интерфейсов. 
Таким образом, методология проектирования PlA СППР опирается на дос­
тижения в области технологий моделирования, проектирования баз данных, 
знаний и программирования.

Поэтому особое значение приобретает создание методологии, охваты­
вающей все фазы разработки ИА СППР. начиная от накопления и анализа 
требований. Традиционно [5] основой для проектирования подобных сис­
тем считается построение глоссария для каждого проблемно-ориентирован­
ного приложения. Построенные глоссарии (по одному для каждой приклад­
ной задачи) разделяются в дальнейшем на данные, операции и события, и 
для них конструируется концептуальная схема. Так, каждая прикладная за­
дача определяет представление, а все представления должны быть объеди­
нены в единственную (глобальную) концептуальную схему. После компо­
новки концептуальная схема преобразуется в логическую, затем произво­
дится «физическое проектирование». Обычно используется расширенная 
модель типа “сущность-связь” и сети Петри для концептуального и дина­
мического моделирования данных, операций и событий.

Программное обеспечение ИА C llllP  является средством, требующим 
эффективного управления на всех этапах от концепции до ее осуществле­
ния. проверки, эксплуатации и развития. Как и развитие баз данных, моде­
лей и знаний, развитие программных средств является многостадийным 
процессом, который начинается с моделирования требований и продолжа­
ется разработкой, реализацией и тестированием.

41



Большой прогресс достигнут в сфере программирования [8]. Однако дру­
гие стадии процесса развития ИА СППР остаются относительно неисследо­
ванными. Более того, взаимоотношения между различными задачами и 
уровнями представления отражаются в лучшем случае на бумаге, что ус­
ложняет поиск исчерпывающих решений в области проектирования про­
граммного обеспечения ИА СППР.

Метод инженерии знаний рассматривает разработку и эксплуатацию ИА 
СППР как создание и последовательное ведение взаимосвязанных баз зна­
ний. Существует два различных, но взаимосвязанных направления в разви­
тии этого метода. Одно касается вопроса о том, какого рода знания должны 
быть охвачены, как эти знания могли бы быть представлены и какова адек­
ватная методология их инженерии. Другое связано с вопросом о контроле, 
поддержке и документировании пошагового процесса инженерии знаний с 
помощью соответствующей базы знаний.

Процесс проектирования PLA СППР на основе знаний можно предста­
вить в виде некоторой схемы с трехуровневой архитектурой. Для моделиро­
вания требований необходим язык представления знаний, который может 
быть гибко приспособлен к любой из большого разнообразия возможных 
областей применения. Для концептуального проектирования и объектно- 
ориентированной спецификации необходима формальная рабочая среда, в 
которой компоненты и взаимосвязи компонентов ИА СППР могут быть 
единообразно описаны. Для программной реализации компонентов ИА 
СППР требуются средства с мощными моделями данных и абстрактными 
конструкциями предикатно-ориентированного доступа, позволяющие соз­
давать масштабируемые прикладные программы.

Разработка в пределах каждого из этих трех уровней может обеспечи­
ваться средами спецификаций, конструирования и программирования, со­
держащими такие инструментальные средства, как специализированные 
редакторы, средства прототипирования, визуализации и т.д. Преобразова­
ние между уровнями может поддерживаться специальными мастерами ото­
бражения. в качестве которых могут выступать, например, предпроцессоры 
[9]. библиотеки классов [10] или CASE-средства [9, I I , 12].

Разработка ИА СППР представляет собой процесс проб и ошибок с воз­
вратами к предыдущему состоянию и .накоплением опыта. Формализация 
знаний может помочь избежать повторения одних ошибок дважды.

После разработки ИА СППР должна быть пригодна к эксплуатации в 
течение длительного периода времени. Эксплуатация охватывает коррек­
цию ошибок и учет изменяющихся требований, что требует многократного 
использования опыта, накопленного на более ранних стадиях разработки. 
Кроме того, потребители могут уже иметь свои методологии для разработки 
компонентов ИА СППР. Например, разработка программного обеспечения 
подразумевает использование библиотеки многократно применяемых ком­
понентов. которые должны быть описаны с позиций формализации требо­
ваний. проектирования и реализации.

Эти дополнительные условия требуют наличия уровня представления 
знаний об объектах и процессах разработки как таковых. Модель знаний, 
разрабатываемая в процессе создания программного средства, становится 
частью реализации ИА СППР. Это еще один довод в пользу рассмотрения 
разработки программного обеспечения ИА СППР как прикладной системы 
с интенсивным использованием баз моделей, данных и знаний. Анализ 
опубликованных материалов [5. 13] и собственный опыт [10] показывают.
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что в принципе можно на 70% идентифицировать и сохранить те концепты 
и связи, которые, как предполагается, должны многократно использоваться 
в более поздних фазах процесса создания и эксплуатации ИА СППР. К ос­
новным из них можно отнести следующие.

Объекты: фрагменты требований, спецификаций, проектов, реализаций; 
процессы проектирования: проектные решения и их обоснования, результи­
рующие зависимости; роли, которые играют персонал и компоненты ком­
пьютерных систем, их обязанности, задачи и последовательности информа­
ционных обменов.

Механизмы представления используемых при проектировании ИА 
СППР знаний могут рассматриваться как различные варианты представле­
ния некоторой основной формализации. На ранних стадиях процесса раз­
работки они могут быть проблемно ориентированными и подчеркивать по­
следовательное введение ПИР-требований. На более поздних стадиях они 
сосредоточиваются главным образом на решениях, принятых для удовле­
творения этих ограничений в конкретной среде. Таким образом, процесс 
удовлетворения ПИР-требований частично управляется (ограничивается) 
преобразованиями между базовыми представлениями рассматриваемых 
уровней. Следовательно, основным вопросом при разработке (выборе) спо­
соба и языка моделирования требований является его адаптируемость и 
способность к расширению на множество областей применения. К числу 
наиболее важных особенностей, которые необходимо охватить, относятся 
описание объектов, правила и временное изменение процесса конструиро­
вания.

Одним из решений может быть использование в качестве способа моде­
лирования знаний на различных уровнях концепции /б-систем [14], а в ка­
честве средства реализации этого способа моделирования -  концепции GO- 
объектов [14]. используемых для представления знаний. По сравнению с 
многими довольно причудливыми языками моделирования требований ис­
пользование концепции GO-объектов позволяет достичь необходимых 
функциональных возможностей с минимальным количеством базовых кон­
струкций. объединенных с технологиями расширения возможностей. Каж­
дый объект предметной области представляет собой звено в цепи GO, из­
вестное системе в течение одного интервала времени, и считается достовер­
ным в течение другого интервала времени.

Классификационная иерархия образует в формируемой базе знаний 
слои: обозначения, простые классы, классы классов и т. д. Каждый класс 
определяет некоторый подъязык для более низкого класса. Тем самым дос­
тигается ряд желательных свойств благодаря способности к расширению за 
счет неограниченной иерархии классов.

Для практической реализации предложенного подхода среда разработки 
должна обеспечивать взаимосвязанный набор графических инструменталь­
ных средств, которые, сохраняя преимущества формальной модели требо­
ваний. позволят организовать процесс формулирования и верификации 
требований следующим образом.

1. Разработать общую структуру модели, используя хорошо известные 
графические формализации, такие, например, как IDEFO-диаграммы или 
диаграммы “сущность-связь” [9, 15].

2. Тщательно детализировать эту исходную модель, используя одну из 
общепринятых объектно-ориентированных методологий [13, 14] и инстру­
ментальных средств [8, 14, 15, 17].
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3. Проверить достоверность модели, используя прототипирование ком­
понентов ИА СППР и контрольные примеры, выполнить на них дедуктив­
ные запросы и проверки целостности.

4. Расширить модель, путем агрегации/декомпозиции, обобщения/спе­
циализации или классификации/обработки [18].

Конкретные методологические и общие абстрактные модели могут рас­
сматриваться как элементы модели программного процесса типа решение -  
объект-инструментальное средство (РОС) [19].

Модель РОС соответствует уже сложившейся традиции представлять 
программный процесс как хронологическую последовательность проектных 
решений. Объекты проектирования могут иметь семантические описания; 
эти описания состоят из произвольно выбранного комплекса GO-объектов 
114]. Проектные решения соотносят описания объектов проектирования сво­
его входа и выхода с помощью зависимостей. Однако, как показали резуль­
таты проекта DAIDA [5], простая модель “объект-решение” адекватна толь­
ко для представления неавтоматизированных процессов разработки прог­
раммных средств. В эру частично автоматизированных CASE-сред про­
граммный процесс становится историей выполнения проектных решений с 
помощью инструментальных средств.

Каждый объект в модели среды создается не только со своим структур­
ным описанием, но также с дополнительным набором определяемых поль­
зователем правил преобразования и ограничения целостности, причем по­
следним придают значение при обработке модели среды действительными 
проектами программных средств. Поэтому реальные объекты проекта, про­
ектные решения и обращения к инструментальному средству проектирова­
ния записываются как простые классы модели. В этом отношении проект 
направляется (дедуктивные правила) или принуждается (ограничения цело­
стности) к использованию только тех языков, методологий и инструмен­
тальных средств, которые признаются имеющимися в распоряжении в дан­
ный момент времени в среде разработки ИА СППР. Поскольку семантиче­
ское описание любой среды может быть GO-объектом любого класса, то 
дополнительное множество концептов может быть относительно легко при­
способлено для интегрирования новых методов и инструментальных 
средств, а также для того, чтобы снабжать соответствующие новые классы 
объектов, решений и инструментальных средств подходящими правилами и 
ограничениями.

Таким образом, разработка ИА СППР рассматривается как создание и 
постоянная эксплуатация взаимосвязанных баз знаний. Эти базы знаний 
должны охватывать весьма различные аспекты, чтобы экспертам было 
удобно выражать их наиболее понятным для них языком, основанным на 
использовании концепции GO-объектов.
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РАДИУС КВАЗИУСТОЙЧИВОСТИ МНОЖЕСТВА ПАРЕТО 
ВЕКТОРНОЙ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ 

НА МНОЖЕСТВЕ ПОДСТАНОВОК
For a linear vector optimization problem over a subset o f the permutation group, we give a 

formula for the quasistability radius.

Пусть Д=(«,,{„хш и B={bij}„xm -  пара вещественных матриц, n>I, rri>2; Sm 
-  симметрическая группа подстановок, действующая на множестве 
/V,„={ 1,2,...,//7.); 1eSm. На множестве подстановок rUciSmj 17]>I. зададим век­
торную целевую функцию

/ ( 1 л в ) = т л в ш * л в ) , . . . м ( л в ) )
с частными критериями

т
f.(t,A,B)= Y, a ..b —> m in e ’s  У .

I IJ i t ( j )  п
J = 1 ( е Т

В  этом контексте под векторной (л-критериальной) задачей H1(AtB) бу­
дем понимать задачу поиска множества эффективных подстановок (мно­
жества Парето) P(AjB). которое определим традиционным образом [I]:

1° е P(AtB ) ^  T  & 3 t s T  (x(t,t°A,B)<0 &  X(JJ0jAtB) АО),
где X j t I0 jA ,В ) = ( х , , X2, . . . ,х „ ) ,  Xi= X i t J 0А , В ) = № , А , В ) - № 0,А , В ) ,  i& N n, 

0=(0,0,...,0)eR".
Очевидно, что частным случаем нашей задачи (при и= I) является ши­

роко известная задача минимизации линейной формы на множестве под­
становок (см., например, обзор [2]).
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Как обычно [3-6]. под квазиустойчивостью векторной задачи Zt1(ArB) бу­
дем понимать свойство сохранения эффективности всех оптимальных по 
Парето подстановок при “малых” возмущениях параметров векторной целе­
вой функции. В терминах точечно-множественных отображений квазиус­
тойчивость эквивалентна полунепрерывное™ снизу по Хаусдорфу отобра­
жения. характеризующего зависимость множества Парето от исходных дан­
ных [7]. В данном случае будем возмущать лишь элементы матрицы А. По­
этому радиусом квазиустойчивости задачи Zt1(ArB) назовем предел таких 
возмущений, т.е. величину

„ [sup О, если Q Ф 0 ,
Pn ( A rB) = I Р ^

[ 0, если 2  = 0 ,

где 2={£>0: VCe 91(e) (P(ArB)cP(A+C,B))}, 91(e)= (Ce R'"": IICIke),
IlCII=Iiiax{lt:,jl: (/,/)е /V„x/V„,}—чебышевская норма матрицы C= {/;,)■}„хп1 в про­
странстве R""1.

Теорема. Пусть в каждой строке матрицы В  элементы попарно различ­
ны. Тогда для радиуса квазиустойчивости задачи Zt1(ArB), п>I, справедлива 
формула

р "(ArB) = min min maxT)(f,/°, ArB), (I)
C e  P(A,B)t е T\{t°}i. e Nn

г. С, С , Л, В)  ™
где Vl( V 0rArB) = -*---------- - ,  Д,(U0tB)= Z \ b m - b  \.

Ai(U0rB) j =>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отметим, что при выполнении усло­
вия теоремы справедливы неравенства

А,(и°,В)>0 V i e N nV M 0.
Поэтому величина (р, стоящая в правой части формулы (I), всегда опре­

делена. Сначала докажем неравенство р"(Л,5)>ф. Если <р=0, это неравенство 
очевидно.

Пусть (р>0. Тогда для любых двух различных подстановок Ce P(ArB) и 
te T выполняется условие

max {Г,(f, С,Л,Я): ieN„}><p.
Пусть р е argmax{Г,(/,10rArB): ieN,,}. Тогда имеем

ГДг, t°,ArB) >ф>ПСН VCe  91(ф).
Отсюда получаем
x,,(t,f ,A+CrB)=xp(trt°,ArB) + xP(t , f ,CrB) > xP(t,C,ArB)-Ap(trC,R)max(IcwIijeNm}> 
>%r(trtoA B ) - A P(trf,B)\\C\\>0 V C e 91(ф).

Следовательно. P(ArB)c:P(A+CrB) УСе91(ф). т.е. р"(Л,В)>ф.
Далее покажем, что р"(Л,5)<ф. Для этого достаточно убедиться в 

существовании для любого числа £>ф двух различных подстановок 
Ce P(ArB), t e T  и матрицы Ce  91(e) таких, что выполняются соотношения

x(trt°rA+C,B) < 0, %(trt ° M C rB) *  0.
Пусть £>ф. Тогда, согласно определению числа ф, найдутся такие раз­

личные подстановки Ce P(ArB) и te Т. что
Т = тах{Г i(t,t°A,B): i.eN„}<£.
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Поэтому если в качестве возмущающей матрицы Ce 91(e) возьмем мат­
рицу с элементами

CiJ=-C-SignibuoTbif(J)), ie Nn, j e  Nm,
где у<г<£. то получим

%(/, t°A+C,B)=%it, t°A,B)+xit, t0,C,B)=xit, t°A,B)~
-cm t° ,B )< A i(t ,I0M V i t ,  fA ,B ) ~ Y)<0 Vze Nn.

Теорема доказана.
Напомним [I], что множество строго эффективных решений (множество 

Смейла) задачи Zn(AtB) определяется следующим образом:
S(A,B)={teT: Vz°e7\(z) BieNn (%it,t°A,B)<0)).

Очевидно, что S(AtB)CtP(AtB).
Следствие I. При выполнении условия теоремы задача ZT(AtB) квази- 

устойчива (р"(А$)>0) тогда и только тогда, когда
P(AtB)=S(AtB).

Следствие 2. Если все компоненты вектора Ъ=(Ь\,Ьг,...,Ът) попарно раз­
личны. то задача минимизации линейной формы

т
L aA u )  “* rain

t e T

на множестве подстановок T cS mt 17]>1, квазиустойчива при возмущении 
компонент вектора a=(ai,a2,...,am) тогда и только тогда, когда оптимальная 
подстановка единственна.

В заключение отметим, что формула (I) радиуса квазиустойчивости век­
торной задачи минимизации линейных форм на множестве подстановок 
имеет тот же вид. что и формула радиуса квазиустойчивости линейной тра­
екторией задачи векторной оптимизации (следствие 2[5]). Отличие состоит 
лишь в значении величины ДА), в то время как величина TiC) и в том, и в 
другом случаях представляет собой разность значений i-го частного 
критерия двух аргументов.

Работа выполнена при поддержке Фонда фундаментальных исследова­
ний Республики Беларусь (проект №Ф97-266).
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М.A. MA ТАЛЫЦКИЙ

К ВОПРОСУ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ СЕТЕЙ 
ПРИ ЗАВИСИМОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПЕРЕХОДА 

ОТ ИХ СОСТОЯНИЙ
Queueing networks with many servers systems and different classes of customers have been 

considered. Transient probabilities depend on network states.

Рассмотрим открытую сеть массового обслуживания , которая состоит из 
п систем обслуживания (СМО). в г-й CMO для обслуживания формируются 
га, очередей, i — I, п . Состояние очереди а  г-й CMO характеризуется век­
тором & ; «  = 0 U i ’ f c i a 2 .  f c i o r ) *  Г Д С  J k i o t  -  число заявок типа с в (Хгй очереди

УДК 519.872

/-Й СМО. I -  I. п. Ct = I, га,, с = I, г, состояние г-й CMO -  вектором к, = 

= {кп , кп_,...,k ir ),i = I, п . а состояние сети -  вектором к = (/Cl, к 2

Пространство состояний г-й CMO Xi -  некоторое подмножество точек с 
целочисленными неотрицательными координатами га, Xr -  мерного евкли­
дового пространства, пространство состояний сети У QZixX2X...хА,,.

Будем предполагать, что состояние сети k(t) в момент времени t является 
эргодическим неприводимым марковским процессом. Тогда из уравнений 
глобального равновесия следует:

п IHj Mj г
Ё  Ё Ё  E  Pik + 11Ш. -  I ;ps )Х(к + 1iac -  I 3 s ,k)u(k ) +

O=Ip=Iĉ =I J?
n ,n I Г n Mf r

+ E E L ^ +tfis + 1JK ̂ + E  E E P(k -  I3s) x
J=I P=I \=1 J=I P=I V=L

x U k - I 3 s ,k.)u(k3 s ) = P (k )x

X E ЁЁ E X(k,k + I iac - I 3 s ) u(k3 s ) +
7 , ./= 1  C t= I  P = I  C ,5 = 1

77  ̂ 7/ ,fl j t' j
+ L t L H b k  + i  ) + L  I  L U k , k - i 3 s ) u(k3 s )\, (I)

J=IP=Is=I Jf5s J=IP=Is=I

где u(x) = -\ о о  ” ФУНКЦИЯ Хевисайда. 1 аС- ( т 1+гп2+-..+тп)г-вектр  с ну­

левыми компонентами, за исключением компоненты с номером I imiMn1+ 
+ .. .+г/г,--1+0(.-1)+0, которая равна I. X(k,z) -  интенсивность переходов сети из 
состояния к. в состояние z.

Справедлива следующая 
Теорема. Пусть

X iк , к  +  Ziotf. Z jp s ) ~~ £  jpsf'otc (к)* ' j p s (k.3 s ),

Х(к, к I ) — bjps (к)д Ips (к. jр5 )■> Xik., к + 1iac) — Q3s ik),
s u p  g 3sjac(k ) ,Supb3 s (к ) ,Su p a 3 s  (к ) < оо, ( 2 )

г., j  =  I, гг,а  =  I, I t i i ,P =  I , /гг; , с ,  s  = l , r .
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n 'rt, /■
Тогда Р(к)= P(I0) п п п - С.аг (к iac)

1=1 а=1 с=1 Л /а с  ( I )  ' ^ i a c  ( 2 )  ‘ ' 3h ia c  i k i a c )
(3)

где
п Ш: Г

п п п  w  ia c  ( I )  * ^ i a c  ( 2 )  * . . .  * ^ i a c  ( f c /o e )  =  I  П р и  k io ic— O ,
,=( а=1 с=\ 

п Itli г

ZL ZL ZL & fotc/ps Л’ас ^Уру -^ iac  (^rac “1~ I )  "t" ^yp j №  ^ jp s  )
г~1 о=1с=1

X

Х М ( Л ^ )  =
// /и /•

E E E s W * ) + * ^ )
Г=1 O = I  C = I

(4 )

/ = 1,и,Р = 1, т у,,у = 1,г.

/0-(Ш |+ т2+ .. .+т„)г-вектор с нулевыми компонентами.
Стационарное распределение P(к) существует и единственно при усло­

вии эргодичности мартовского процесса k(i), которое выполняется, если 
существует сумма бесконечного ряда

kin

fl = Е П П П

при этом Р(1п

'т с  п  ■ 
Ciac (K jac)

ксХ  /=1 а=1 с=1 ^ ia c  ( I )  ' Jiiac ( 2 )  • •  Jiiac  (fc/ac )

I

в '
В случае замкнутой сети

i3 s (k) = b3 s (k) = 0 ,j = [Jiy = Unj ,s = Cr , Р(10) =

< °о , (5 )

Q(K)

P  W 1 I '

где 0(/0 = £  п п п - Pjttr (k-iac)
к ь \(к г) f=f а _ , f „ j  ^ a c ( I )  * ^ (-а с ( 2 )  * . . .*  ^ , а с  ( f c ia c )

Х ( Ю :
/I. пи г

> О, i = I, п, а  = I, mf, с = I, г, £  £  52 fciac = к  I ■
i= l а = I с=1 J

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3) следует

H k .  I ur -  I jf , ) = р(к> g|“  +„1)В,т  ( t f , !  ■
O P *  (fc,/p.v ^ - a c  (fc .ccc  +

№  + / , , )  = H k - I jt. )  = Р ( к ) ^ ф С
“  J p s '  j'P* ■ O p s  '■ O p s /

Так как X(k + I iac-  I jfis,  к) = g iacjj}s (к -  I iac + I jfis )Z iac (kiac + 1),

X(k + I 3 s ,k) = b jfs (k + I  3s )S 3s (fc Jfs,  + 1),

l ( k  - 1 3 s ,k)  = ajfis( k - I jfis),
то из ( I) имеем

П n i i  >П J P

E E E E  g 3 s i ^ k  + k a c - ^ ^ f i s ( k 3 s )
I J = I  « = 1  P = I  С ,5 = 1

O a c  (fcjotc T  I )

e Jpi  (fc/Ps )
u(k3 s ) +

n m j r n m j r
+  E  E  E  b f i s  ( *  +  7 J p s  ) e  j p s  ( f e J P s  + 1 )  +  E  E  E  a J p s  ( f e  _  7 J P s ) x

J = I  P = I  S = I  J = I  P = I  S = I
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и ( к . . „ Л  'I п н  'И / г

X Z r J k j i u)  - T - - =  E E E E  gjtisiac(k) Z f i s ( k f i s ) x  Ui kfi , )  +
e j p s  K K f i s  )  i , j = I a = l  (3=1 C 1S = I

/I nij f H Ж, /•
+ E E E a ^ w  + Е Е Е ^ ш ^ ^ м с ^ ) .

J = I  P = I  S = I  J = I  P = I  S = I

Используя (4). получим
H »1, /• Г » /и; I-

E E E s  ЛЬ (½ * W * ЛЬ j E  Е Е  Я , a c / p s  <* + ~ )  X
j = i p = l s = l  [ / = I a = I c = I

+1) , OjPs^ jPs - 1)] £  £  ^  „  „  W I 4w
~  .  7 1  3 ~ , ~ ( t  Г  Г  ^  E E ^ y p s  ( к  j  | ь  )M(fc J P s  )  X

J p S   ̂ j ( 3 s  с j | 3 s  S ^ J p S  C J J = I P = I s = I

п ш, /
X

п ш, /'
E m w » + M «/=j (x=l г=1

/; WI1 n i j  г

- E E E E  £  j fis io tc  t w ^ P s  7 p 5  )
/,>=1 «=1 P=I 5=1

«  'B  j  r

+ L L L b  Jts(Ic)Z ̂ (Jcfis)Uikfis).
J = I  P = I s = l

Кроме того, заменив в (4) к на k fis + l и взяв в обеих частях этого
п  M  j  I •

равенства сумму Е Е Е ’ будем иметь
J = I  р = 1  S = I

п  f t l j  I ’ п  M j  I •

+ Е Е  Е /;/г- +1 J f s  V  j p s  Hcfis + D = E E E  a J P s  (fcD
J  =  I P=I S = I  J = I  P=I S = I

т.е. соотношение (6) превращается в тождество.
Для замкнутой сети соответствующие соотношения очевидны, поскольку 

в сети постоянно обслуживается К  заявок.
Покажем, что условие (5) является условием эргодичности случайного 

процесса k(t). Воспользуемся эргодической теоремой Фостера [I], согласно 
которой достаточно проверить, что система уравнений

E x ( z Y = x(k),X(z) > 0,к 6 X, (7)
zeX MZ)

где A-(z) — интенсивность выхода из состояния г. имеет нетривиальное 
решение х(к), кеХ.  такое, что Е И М  < °°- Действительно, беря х(к)=

HeX
=Мк)Р(к), где Р(к) определяется соотношением (3), получим, что (7) удов­
летворяется. так как

YsP(Z)Mz, к) = Р(к)Мк) = P(к) Y sM k ,т),к е  X ,
ze X те X

совпадают с уравнениями глобального равновесия (I), которым, как мы 
проверили, удовлетворяет Р(к). Сходимость ряда

E  И М  = L ^ kI p WHe X He X
следует из сходимости ряда (5), поскольку из (2) вытекает, что sup A, (C) < оо.

к
Значит, при выполнении условия (5) процесс k(t) эргодичен. Поэтому фи­
нальное распределение является единственным стационарным распределе­
нием и. следовательно, совпадает с [Р(к), кеX j , где Р(к) определяется (3).
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Пример. Пусть в сеть поступает простейший поток заявок с параметром 
X. в /-ю CMO каждая заявка типа с входного потока независимо от других 
поступает с вероятностью р 0к (к), зависящей от состояния сети к,

п Г
Y lY ;  Ршс (к) = 1,к:е  X .  После завершения обслуживания в z-й С MO. когда
Г=| г-]

состояние сети равно к. заявка типа с переходит с вероятностью p u:]S (к) в 

/'-ю CMO как заявка типа .у и с вероятностью р к0 (к) уходит из сети,

Y  Y  Piejs (к) + Picn (к) = и  - 1, П,с = I, г,к е  X.
Z=I .'-=1

Заявка, поступающая в /-ю СМО, с вероятностью p f  (к), зависящей от 

состояния сети в момент ее прихода, становится в (3-ю очередь этой СМО,

 т '  (P )(3 = 1,т / , Y p  (к) = l ,k e  X .  Времена обслуживания заявок в очередях име-
' p=i 1

ют показательное распределение и пусть ц  (кUiJ  ~  интенсивность обслу­

живания заявок типа с в а-й  очереди z-й СМО, когда в этой очереди нахо­
дятся Jijac заявок типа с, Z = I,п, а  = I,Inj, с - I ,  г.

В этом случае система уравнений для вероятностей состояний сети при­
нимает вид:

dP(k,t) П P l j  Г

х  + Y 1
7=1 P=I S=I

P(k,t) +
dt

и mj г
+ Y  Y  Y  IPzjO(к + Ifis)ц,-р* (kfis +1)Р(к +  I f i s , О +

Z=I P=I S = I

+ u(kfis) p f  (к - 11 ̂ )[Xpojs (к -  I fis)Р(к  -  I fis , t) +
п Ш, /• -ь

Xl Y j Y i Piejs (к + îae ^ fis )Р гас (^iac îac Jt
J= I a = i  с = 1

поэтому для интенсивностей переходов между состояниями сети справед­
ливы следующие соотношения:

Х(к + I jac — I fis, к) — Plttr (̂ ttttr +1)Picjsik + I jac — I fis) х р . (к ~ I fis),

H k , к + I iac -  I f is ) = р  f i s (k f is ) p Jsic ( k ) p f \ k ) ,

кроме того.

8 ZPsm. (*) = Pjsic (к) p f  (к -  I fis ),3 fis (kfis) = P fis (kfis),

afis (к) = Xpojs (к) p f  (k),b  ̂  (к) = р js0 (к),

и значит, условие (2) выполняется.
Таким образом, в данном случае из теоремы вытекает следующее ут­

верждение.
( 'ледствие. При условии

т г k ia e  , .
Г 1 п  TT CiOie \kiac) . . \
У П П  7П --------------7— -T < “ , 1 = 1 ,  Л,
к / a_1 Mzac \  ' M iac(* • )  ' M iac( к iac)
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марковский процесс Ш) эргодичен. а финальное стационарное распределе­
ние имеет вид:

п т,- г

ВД=0ППП- Ciac (kiac)

i-1 а-1 с-1 Jdfac (I) Bfac (2) • •  (Xf<J(. (kiac) 

где енж{к,т ) удовлетворяет системе уравнений
п  W 1 г

L L L P i c 1S( к  + Iiac - I f i s K ac( k iac + 1) +  'kpojs(к  -  I f i , )
, =  I CX=I Г —I

X

X р  . (к I fis) и (кfis) ; L L L Pjsie(к) р Т ](к -  I fis) +  P js0(к)
i=l а=1с=1

X

х ^ p , (kfis), j  = I ,п, р =  I ,т.j , s = \ , г,
G -  нормировочная константа.

Отметим, что в [2] рассмотрена замкнутая звездообразная экспоненци­
альная сеть с однотипными заявками и однолинейными системами обслу­
живания при зависимости вероятностей перехода от ее состояний; пока­
зано. что стационарные вероятности состояний имеют форму произведения.

1. F o s t e r  F . G . / /  Ann. Math. Statist. 1953. Vol.24. № 2. P.355.
2. И в н и ц к и й В  . А . II Автомат, и вычисл. техн. 1994. № 6. С.29.

!осгутшла в редакцию ON.1)4.98.
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В.В.БОБКОВ, AM .БОРИСЕВИЧ 

М ЕТО Д ПО СЛЕДОВА ТЕЛЬНЫ Х ПОПРАВОК
Propose way of creating one step methods of the recursive type with infinite order of accuracy 

for the initial value problem in the case o f a system of ordinary differential equations. Proposed 
way is convenient for design of numerical algorithms with automatic selection of order o f  
accuracy and step of the grid.

Объектом нашего внимания будет задача построения одношаговых мето­
дов высоких порядков точности для численного решения систем обыкно­
венных дифференциальных уравнений вида

и (t) = (I)

В широко известном научном издании [I,с.203] отмечается, что яв­
ный метод типа Рунге-Кутта десятого порядка точности занесен в Книгу ре­
кордов Гиннеса. “Получение формул еще более высокого порядка превра­
щается в сложную проблему, бросающую вызов математикам. Трудности 
растут быстрее, чем по экспоненте, а методы становятся громадными мон­
страми и делают к тому же управление длиной шага все более и более труд­
ным" [1.С.206].

Особенно актуальной, конечно, является не столько задача построе­
ния конкретных примеров методов более высоких порядков точности, сколь 
проблема разработки вычислительных алгоритмов переменного порядка и 
шага. Далее, в развитие [2| предлагается рекурсивный способ построения 
одношаговых методов общего назначения любого (сколь угодно высокого) 
порядка точности, конструкция которых на практике допускает простые



процедуры оценки локальной погрешности, что легко может быть исполь­
зовано для решения названной проблемы.

Локально на шаге х>0 систему (I) нам будет удобнее записать в форме
M(f +  £) = / ( f  + £,M(f + S ) ) ,0 < £ < T . (2)

Значение //-мерного вектора u(t  + при £, = 0 будем считать извест­
ным (или вычисленным на предыдущем этапе дискретизации):

U(Jt) = у .  (3)

Нахождение u(t + X) эквивалентно, очевидно, вычислению при ^  = X 
значения поправки

A l ( ^ ) = U i t+ ^ ) - у. (4)

Последняя является (см. (2) -  (4)) решением следующей начальной задачи:

A1 ®  = f { t  + 1 У + A1 © ) ,  A1 (0) = 0, 0 < % < х. (5)
В качестве первого приближения к A1 (¾  возьмем вектор S1 (¾  . удовле­

творяющий задаче Коши вида

S1 (¾  = а0, S1 (0 ) = 0 , 0  < ^  < х. (6)

Для выбора а0 перепишем (5) в форме

A1 ©  = а0 +%  ( &  A1 (0) =  0, 0 < \  < х, (7)

и потребуем, чтобы

ф Д о ) = ^  ( 8 )

где = 0 . Тогда будем иметь:

a 0 = f ( t , y )  = f ■ (9)
[2J

Тем самым в качестве приближения у  (t + £,) к и(1; + E,) на отрезке
0 < Ъ, < X с локальной ошибкой порядка T2 можно (см. (4) -  (9)) взять век­
тор

34* + ¾  = ?  + 8!½ ). (1°)
где

8 i ( ¾  =  ¾ )  ( 1 1 )
[ 2 ]

Рекурсивное уточнение у (t + E,) естественно связать с поправкой

A 2 ( £ )  =  A 1 ( £ )  -  S 1 ( £ ) , 0  <  Е; <  X , ( 1 2 )

для которой по аналогии с (5) -  (7) можно записать:

A2 ©  =  ф , ( ¾  -  /  ( f  +  < t  +  £ ) ) ■- O0 =  ■+  Cp2 ( ¾  ,

A2 (0) = 0 , 0  < ^ < х , (13)

а д  = = O1̂ Po (4) > 8г(°) =  о , 0  < ^ < X, Ро(^) S  P 0i0 = I . (14)

По построению имеем:
ф2(0) = 0. (15)

Потребовав дополнительно, чтобы
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где E11G [0,T], E11 ^S o  = 0 ,  получим (см. (13)),что

А = [ /(*  H p m( ^ i) ) - а Ш гАЛУЗ-  (17)

Вместо u,(t +  Si) в (17) естественно использовать известный (см. (10))
[ 2 ]

вектор у (t + S1) . Тогда найдем

<P2( S , ) = 0 ,  (16)

In
Cil I

[ 2 ]

Г + ^1,у(Г + ^|) ■ап (18)

(19)

и взамен (14) будем иметь:
[3] [I]  [I] |3 ]

S2(£) = А S = OlZp0(Zf), S2(O) = O, 0 < ^ < т .
Задача Коши (19) решается точно. Тем самым находим (ср. (10))

[3] [3]

y(r + S) =  ^ S 1 (S)+  S2(S ). 0 < ^ < т . (20)
Новое рекурсивное уточнение по аналогии с (12) свяжем с поправкой

A1(E1) = An (¾ -  S2 (E1) . Подобно (13) -  (15) тогда можно записать:

Дэ (£) = Ф2 ©  = /  (* + 1  и(* + £)) -  яо ~ а& =
= а £ (£ -Ч ,)  + Ф3(£), A3(O) = O, 0 < ^ < т ;

S3(S) = A ^ 4 , ) A > ©  = A ^A © >  S0(O) = O, 0 < S < x ,  (21)

A  (¾) ~~ ^Puo — Ад ’ Plfi ~  I ’ Pu  ~  ^flPofi ~  > (22)

ФзС^о) =  Фз(^1) = 0 -  
По аналогии с (16) дополнительное требование в этом случае принимает 
вид Cp3(Si) = 0 . где E,., G [0, X], E12 У Elj , j= 0 .1. Такое требование позволяет 
найти (ср. (17))

Ci2 — \ f ( t  +  ^ 2 ’ ^ ( l  +  ^ 2 ) )  — А  — A  ̂ 2P o  ( ^ 2  )3/13=2 A ( ^ 2)]
и (ср. (18))

!И
Cln f

[3] \  [2]

I T S2 5 У (/ T ^ 2) — А) — A ^iPo 0э2) 
/

% 2 А ( ^ ) 3 .  (23)

где (см. (18))
121 (3) Л

/  f + ̂ piyfr + S!) * ап ZfeiAi(Si)] (24)

(О
является естественным уточнением а, .

Тем самым по аналогии с (19) будем иметь:
[4] [И [4]
S3(S) = O2^ 1(S), S3(O) =  O, 0 < S < T .  (25)

При этом мы можем Taioice улучшить и приближение из (19) к A9(S) :
141 [2] [4]

S2(S) = O1Sp0(S). S2(O)=O, 0 < s < ? .  (26)
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И. наконец, получаем уточненное приближение к u(t  + (ср. (10),(20)):
[4 )  [4 ]  [4]

У(^ + ^) = У + 81( ^  + 82( ^  + 8зЙ)» 0 < £ < т .  (27)
Заметим, что, при желании, на этой основе процесс уточнения коэффи­

циентов можно повторить.
В общем случае по аналогии с (6), (14), (21) последовательные поправки 

8 ,+1(¾ . 0 < ^ < Т ,  1- 1.2,..., можно задавать посредством начальных задач 
вида

8;+1 (¾ = а,-( S  -  -  S 1 )-(¾-  ̂ 1) = а & Л Ъ ,
Sm (O) = Ol 0 < ^ < т ,  (28)

где Z3j е  [0 ,т], Z30 = 0 ,  Z3j Ф Z3k ЦФк). Чтобы точное решение каждой из за­
дач Коши (28) легко было выписать в случае г » I, перепишем многочлен 
вида p m(Q  =  (Z3-Z31XZ3-Z32)... ( S S m )  по аналогии с (14), (22) в форме

т
Л .©  = £ н >‘ 1 Г ‘ а , , -  (29)

к=0

Так как по построению р т (¾  = (Z, — Z3m) p m_l ( ¾ , т>I. то в развитие (14),
(22) для определения коэффициентов ршк из (29) можно записать следую­
щие рекуррентные формулы:

U  = O,

Pmjt = j Pm-YJe + Pm-IJt-I < М’ (30)
L P m - U - {,к =  т -

Заметим, что вид многочлена (29) не связан с исходной системой (I), а 
зависит только от выбора точек ^ 1, Z31, ... ,¾ .

Переписав на основе (30) многочлен pu (Q  из правой части (28) в форме 
(29). легко выписать точное решение каждой из задач (28) через коэффици­
енты а,:

Sm  ( У  =  « , £ ( - 1)* T 7 7 - 7 A - U  . 0S 5S T ,  2=1.2....
S  1 + 1 - к

Для коэффициентов а, в соответствии с изложенной схемой построений при 
этом справедливы рекурсивные равенства

_ \ j  ( f  T S j ) ) ~  а о ~ a ^ O i P o (¾) — ~ ̂ i - l S i P i - 2 ^ S j ) }  • , 2

S i P i - i p
Коэффициент ао вычисляется точно (см (9)). В соответствии с этим точ-

[2 ]
но находятся также S1 (¾  (см. ( 11)) и y ( t  + 'Z3) (см. (10)). Для остальных же
коэффициентов O1 / (/> I). поправок 8^(¾  и искомых приближений
[1+П ' [1+11 [1+Ц

у  (I + ^) = у +  S1 (¾  + S9 (¾  4-. . . +  8 j  (¾  по аналогии с изложенным (см.
(18) -  (20), (23) -  (27)) строятся очевидные цепочки уточняющих процедур.

В заключение заметим, что заменой переменной ^ =  ОСТ систему (2) 
можно привести к виду

V (a )  =  т /  (t + ОСТ, v(OC))
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для новой неизвестной вектор-функции v ( a )  =  u{t +  а т ) , 0  <  ОС <  I , с на­
чальным значением v(())=y (см. (3)). Непосредственно применяя в этом слу­
чае подробно описанную методику построений, приходим к вычислитель­
ным методам, обладающим рядом дополнительных достоинств, предопре­
деляемых тем обстоятельством, что область изменения новой переменной 
интегрирования ос не-связана (в отличие от £,) с шагом т.

Приведенные результаты могут быть использованы (напр., по аналогии с 
[21) и при конструировании специализированных методов численного ре­
шения жестких систем.

1. X а и р  е р  Э . ,  H е р  с е  т т  С . ,  В а н н  е р  Г.  Решение обыкновенных дифференци­
альных уравнений. Нежесткие задачи: Пер. с англ. М ., 1990.

2 . Б о б к о в  В . В .  / / Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1. 1995. N 2. С.41.

Плслуппла в ред акц и ю  11.06.98

ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ
In this paper the map ol' hyperspases induced by closed map o f topological spases is 

considered. rFhe necessary and sufficient condition for such map to be perfect is established. Also  
it is proved that hyperspases o f compact subsets o f coabsolute Hausdorff spases are coabsolutes.

Начнем с основных понятий и обозначений. Через Xx  и (рд- обозначим со­
ответственно топологию и семейство всех замкнутых подмножеств про­
странства X. Экспоненциальное пространство ехрХ пространства X, эле­
ментами которого являются все не пустые замкнутые подмноясества про­
странства X. рассматривается с топологией Виеториса. базу которой обра­

зуют множества вида (f/|,...,(/„}={FeexpX yFc|J(/(- , FnU,Ф0} ,  где UiSXx,

neN.  Все пространства считаем удовлетворяющими аксиоме Tu а отобра­
жения непрерывными и сюръективными, если иное не оговорено. Отметим 
также, что XcexpX как подпространство (Хэл—э{х}еехрХ). Отображение 
/:Х—> Y называется совершенным, если оно замкнуто (т.е. J(F)е  фу для любого 
Еефл) и компактно (т.е. f l(y) компактно для любого ye У) (см., напр.. [I]). 
Для множества A cX  положим Fl(A)=^Fe ехрХ:ЕпА^0}, 7 ДА J={Fe 
е  схрХ.7'сЛ}. Легко проверяются следующие свойства:

Скажем, что отображение g:expX—эехрТ индуцировано замкнутым отоб­
ражением /:Х—> У, если g(F)-j{F) для любого FeexpX.

Предложение I. Пусть g:expX—эехрУ индуцировано замкнутым отобра­
жением /:Х—-> Y. Тогда

1) g непрерывно и сюръективно;
2 ) g компактно тогда и только тогда, когда /  совершенно и удовлетворяет 

следующему условию:

У  JA " 5 1 3 . 8 3

Г .О .  K b l U iA K

п

ехрХ\7\(А):=Г2(Х\А), 
CxpXYF(A)=F1(XVi), 

u{ T l(As)--SG 5}=F,(u(As:.ye 5}), 
nt( F2(As):,ye S}=T2(n{As:se S}).

0 )
(2)
(3)
(4)
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f  1J(F)VI компактно для любых Fe фх\ ( 0 )  и Ue Zx таких, что Fczll. (*)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверка I) не сложная. Перейдем к 2). Докажем 

необходимость. Так как g компактно. ^ 1({j}):=exp/1(y) компактно, откуда 
следует компактность/’(у) (см.,напр., [I]) и, следовательно, совершенность 
отображения /  Покажем, что выполняется условие (*). Пусть F c1U и 
Ot=I Uexe S} покрытие множества f lf (F)MJ. He теряя общности, можно 
считать, что Usn F = 0  для любого s e S. Рассмотрим покрытие {Т2(Ц)}и  
u { Tl(Us)ZseS) множества g l(f(F)). Пусть {Т2(И)}U (T1 ( U s )]'J1 -  конечное

подпокрытие. Тогда { Us } "=] покрытие для f\f(F)\U. Действительно, пусть
хе !'iJ(F)M I. Обозначим Fjc= T u U ). Ясно, что Fxe g [ (J(F)). но Fx<£ T1(U). 
Значит. Fxe T J  Us ) для некоторого j<n. откуда следует, что хе Us .

Докажем достаточность. Пусть FeexpK  рассмотрим g l(B). Для начала 
заметим, что множества Tt(U) и T2(V) для Ut Vezx образуют предбазу 
пространства ехрХ. Поэтому, в силу теоремы Александера о предбазе, 
достаточно показать, что из любого покрытия множества g'l(B) элементами 
этой предбазы выделяется конечное подпокрытие. Итак, пусть {ТJU,)) 
U (F 2(Vs) ) se5 — покрытие ^ 1(F), и U=u(U,:teI'}. Рассмотрим два случая.

1) Найдется у е В  такой, что f \y ) c z U .  Тогда существует конечный набор
/I

I Ut ,...,U1 ). для которого f ' [(y)cz\JU, . Легко видеть, что {T J U 1 ),
1 " г=1

...,TJ U, )) —  конечное покрытие множества g ](B).
!п

2) Для любого у е В  имеем:/ л (у)п(ХМ1)ф0. Обозначим F=f ' l(B)\U. Ясно, 
что /(F)=F. Поскольку F n ( /= 0 , FczVp для некоторого р е  S. Множество 
./ 1J(F)Wp компактно по предположению и лежит в U, т.е. покрывается 
конечным набором { U1̂ ,..., Ut }. Очевидно, что { T J U t ̂ ), . . . ,TJUt ), T2(Vp)]
— покрытие для g 1 (В). Предложение доказано.

В дальнейшем мы покажем, что из компактности отображения g следует 
его замкнутость. Для этого нам понадобится несколько вспомогательных 
■утверждений. Прежде всего напомним, что замкнутой базой пространства X 
называется такое подсемейство усф*. что любое Fe(J)v представляется в виде 
F=OOC- где а с у . Семейство (Iccpl называется замкнутой предбазой, если 
совокупность всех конечных пересечений элементов а  образуют замкнутую 
базу. Из формул (1)-(4) видно, что совокупность множеств TJF) и T2(F), где 
Fe фД( 0  j образуют замкнутую предбазу, а множества ((F\I'\,...,F,,)) = 
=TJF)yJTJF Ju .. .V jT2(Fn) -  замкнутую базу пространства ехрХ Нам также 
потребуется следующая легко проверяемая

Лемма I. Пусть f'.X—̂ Y компактно, и семейство (;с:ф.Д{0) удовлетворяет 
условию:

для любого конечного подсемейства с ^  найдется F e t i такое, что 
F c n l ; I. U*)

Тогда/(  n£)=  n(/(F ): F e t } .
Рассмотрим теперь произвольное замкнутое ZccxpX  Е=п</ где £, есть 

семейство некоторых множеств вида ((F;Fb...,F„)). Обозначим через Г] се­
мейство. которое получается из E1 путем добавления к нему всех конечных 
пересечений элементов E1. Очевидно, что семейство Г) удовлетворяет усло­
вию (**) и пт|=п(;. Таким образом, если g:expX—»ехрУ, индуцированное со­
вершенным отображением /:Х —>У. компактно, то его замкнутость можно 
легко вывести, опираясь на формулы (I)— (4), определение множеств 
<(F;Fb...,F„)}. лемму I и следующее утверждение.



Лемма 2. Пусть отображение g:expX—̂ expF индуцировано замкнутым 
отображением/X—>F. Тогда

I ) ^(T1(F))=T1 (ДF)),
2) У(Ti(F))=7\{j{F)),
V g i T m ^ n T ^ F ^ T ^ F O ^ n T ^ F , , ) ) ,
4 )g (T l(F ,)n ...n T I(F ^ n T 2(i0)=T1(^ F 1r J 0 ) n . . .n T 1(«Fen F ))n T 2(/(f)) Для

любых F, F1,... F e ехрХ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверка равенств I), 2), 3) достаточно простая. 

Проверим 4). Прежде всего заметим, что T1 (F1)Pi... OT1 (Т„)пТ2(Т)= 
=T1(F1PF)Pi^PiT 1(F nF )P iT 2(F). Поэтому, в силу 1)-3) g (7 'i(F )n ...n 7 \(F )  П 
n T 2(F ))cT l( / F 1P iF )n ...p iT 1̂ F n F ) n T 2(/(F ). Для доказательства обратно­
го включения рассмотрим любое B e T l(j{FlnF))r\. . .r\Ti(j{FnnF))r \T2(j{F))= 
=FTi (F, PiF)Pi. . .PiT1 (F„nF))Piy (T2(F)). Найдутся CbC2SexpX такие, что 
.?(С,)-В при /=1,2, C1nF ,P iF ^0  при любом /<и, a C2CF  Положим 
C=(C1UC2) P F  Легко показать, что Ce 7)(F1n F )n ...n 7 )(F ,n F )n 7 2( F n g  '(S). 
Лемма доказана.

Теорема I. Отображение g:expX—»expF, индуцированное замкнутым 
отображением /:Х—э F. совершенно тогда и только тогда, когда /  совершенно 
и удовлетворяет условию (*).

Пусть теперь ©X -  пространство всех ультрафильтров ^cxx с базой 
[OiUJgzx]. где fF={/‘e ©X :^э(/} [2]. Абсолютом в смысле Шапиро 
называют подпространство г/Хс@ХхХ. состоящее из всех пар (£„х) таких, 
что >х. т.е. Pi{[(/]х: Cs эх, где | IJ\х -  замыкание С в X. Известно [3], что 
пространство ^X экстремально несвязно (т.е. \U\qxexqx для любого Ueiqx)-, а 
отображение проектирования д:^Х—эХ:(^,х)—эх совершенно, неприводимо и 
отделимо (отображение /X —э Y называют неприводимым, если /(F)^F, как 
только Fecpx и F^X: и отделимым, если любые две различные точки х,уеХ,  
для которых Дх)=/(у) имеют дизъюнктные окрестности). Напомним также, 
что пространства X и F соабсолютны (т.е. имеют общий с точностью до 
гомеоморфизма абсолют) тогда и только тогда, когда существуют 
пространство Z и совершенные неприводимые и отделимые отображения 
/ : Z —>Х и / :Z —>F [4,5].

Предложение 2 [6]. Пусть /X —>F совершенное отображение. Тогда экви­
валентны следующие условия:

1) отображение/Х—эF неприводимо,
2) отображение gpexpX—̂ expF неприводимо,
3) отображение #2:ехрД—эехрД неприводимо,

где ехргХ={FeexpX:F компактно} — С-экспонента пространства X, а 
отображения и у2 индуцированы отображением /

('ледствие. П усть/X —>Fсовершенно, неприводимо, отделимо и удовлет­
воряет условию (*). и одно из пространств регулярно. Тогда экспоненты 
этих пространств соабсолютны.

Доказательство очевидно, так как в этом случае оба пространства регу­
лярны. а их экспоненты хаусдорфовы (см., напр., [I]).

Рассмотрим теперь хаусдорфово пространство X. Имеет место
Предложение 3. Отображение g:expcX—эехрсТ, индуцированное непре­

рывным отображением /:Х—> F, совершенно тогда и только тогда, когда 
совершенно/

Этот результат был получен М.М. Чобаном в [6] для вполне регулярных 
пространств. На случай произвольных хаусдорфовых пространств его рас­
суждения не переносятся.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна, так как X  замкнуто в 
ехргХ . Докажем достаточность. Компактность g следует из тех же рас- 
суждений. что и в предложении I и очевидного факта: f  iJ(F)WJ компактно 
для любых компактного F aX  и открытого UaF. Замкнутость g также до­
казывается аналогично предыдущему, так как в силу совершенности /  ком­
пактные подмножества пространства X  и только они отображаются на ком­
пактные подмножества пространства Y.

Следствие, ("'-экспоненты соабсолютных (т.е. имеющих общий с точ­
ностью до гомеоморфизма абсолют) хаусдорфовых пространств соабсо- 
лютны.

Доказательство следует из предложений 2,3, известного факта, что про­
странства X  и Y соабсолютны тогда и только тогда, когда существуют про­
странство Z и совершенные неприводимые и отделимые отображения 
J\:Z—>X и / 2:Z-»F [4.5] и хаусдорфовости С-экспонент хаусдорфовых про­
странств.

1. Э н г е л ь к и н г  Р .  Общая топология. М ., 1980.
2. И л и а д и с  С . Д . .  Ф о м и н  С . В . / /  УМН. 1966. Т.21. ВыпИ. С.77.
3. Ш а п и р о  Л . Б . / / Докл. АН СССР. 1976. Т.226. № .3. С.523.
' ! . П о н о м а р е в  В . И . / /  УМН. 1966. Т .2 1. Вы пЛ . С. 101.
5. П о н о м а р е в  В .  И . .  Ш а п и р о  Л . Б . / /  УМН. 1976. Т.31. Вып.5. С. 121.
6. Ч о б а н M  . M  . / /  Fund. Math. 1971. Т.71. С.27.
7. Ч о б a H M . M . / /  Докл. АН СССР. 1969. Т. 186. С.272.

The local and uniform estimations for deviations o f Gelder class functions of two 
variables from special rational operators with positive kernels have been obtained.

Л.Н. БОКША

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ В РАВНОМЕРНОЙ 

МЕТРИКЕ

2
Пусть функция f(x,y) определена в пространстве R и такая, что су-

ный оператор

defdef J \ fi t ,T :)K{t,x)K{x ,y)d tdx

J \K(t,x)K(r, y)dtdt

где K(t,x) =
sin [Ф„(1)-Ф„(а-)] sin \Фт(т) -  Фт(у)]
----------------   ^  , К ( Т , У )  = ------------- ---------- ----------------

(t — х)~ ( г - у )
-  ядра Фейера,

П

Ф П Л U - х )  ’ k =  а к +  '  Рк > P k  > 0 > к =  1

т
ф ,« -  у)> wk = Fk + ivk, Vk >0,k=l,2,...,rn.

k=l
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+OO

\  К (I, X  )dl = кФ„ (х) (2)
—CO

(см. [I] ). перепишем:
J  + оо  +оо

F 2,,-1.2,,,-1 (Х’У’I)= -  J jf(t,'c)K (t,x)K (T ,y)d td .T  . (I )
я  Ф,, (х )Фт (у) T  -L

Введенный оператор является рациональной функцией порядка 2п-2 от­
носительно переменной х и рациональной функцией порядка 2т-2 относи­
тельно переменной у.

Непосредственно из определения следует, что рациональный оператор 
F1,, i2,„ i{x>y;f) точен для константы, в частности F 2n_2 2т_2 (х,у;1) = I.

Теорема I. Если функция /(х, у) удовлетворяет условию Липшица по 
каждой из переменных х и у  в отдельности, т. е. выполняется неравенство

| / U i , .Vi) -  ./'(X2iV2)I < А|х, -  X21“ + В\У] - у 2\Р,

- о о < X uX 25V 1, у ,  < + 0 0 , 0 < а , / 3 < 1 ,  ( 3 )

то справедлива оценка

Используя равенство

IП х -у) -  И  «>+ +
+  (I +  - ; . 2 В

(4)

JC(I-P) [Фт( у )Т ’
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая свойство точности оператора 

Fln-I ^n,-n(x,y;f ) для константы, соотношение (I ) и условие (3) теоремы I, 
получаем

|/(х , у) -  F2n_22m_2(x, у ; / ) |  <
^  +OO +OO

лгФ„(х )Фт(у)
J }  |/(х, y)-f(t,T)\K(t1x)K(x,y)dtdT<

I  +O O  + C O  Г I

J J [л|х —f|a + в|у —т| yC(t,x)K(T, y)duh =
я~Фп{х)Фт(у)

А T h  la ч , В +‘X- 1\ K(t ,x)dt  + ————  v - т  K(T,y)d.T = I l + I 2 . (5) 

П у с т ь  х  фиксировано. Введем множества E v = {v . \x ~ t \< ------------},
' Фя(х)

CEx = R \  E x. Оценим интеграл Z1:

I. < — ——  [Ix - t \ a K(t,x)dt  + — ——  [ \ x - t \ a К (t,x)d.t <
1 я ф , м ) 1 :  1 ^ T ( X ) T i  1

А I T e,,  w  A r dt <----------------   I K(t,x)dt-\------- I
Г,г. / .. , Ia -ггГТ, /  J тпТ> Г л-\  J\Ф„ (Х )]“  л Ф п (X ) T  я Ф „  (X ) 4  I/ _  А2 “
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- ( I + —  ------- - ) т ----------------■ ( 6)
TT(I-GI) [0n( x ) f

Аналогично, разбивая область интегрирования (-<*>,+оо) на два мно-
j

жества E v =  {т: | у - т | < ----------}, CEv = R \ E  для каждого фиксированно-

го у е R . получим, что

Z2 < ( I + -  2— ) В (7)
я ( 1 - р )  jФт(у)У

Из неравенств (5)-(7) получаем требуемую оценку (4)

Л
Ы[Сс£ +  Pk + 1

Следствие /. Если Iim crn =T-Oo, сг„ = —-— ~ — - ,  (8)

Iim а т = +оо , а т = £ ~  / 2 - ,  (9)

то в условиях теоремы I последовательность рациональных функций 
2т-2 (+7 .У! / )  ПРИ п,т~>+о° равномерно сходится к функции/(х,у) на 

любом ограниченном прямоугольнике.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следствие I немедленно вытекает из оценки (4) и 

соотношений:
(I +  X2 )Фп (х) > CTn , (1+у2 ) Фт (у) > Om. справедливость которых следует из 

очевидного неравенства ( 1+ х 2) ( а 2 + р 2 + 1) > ( а -  х) 2 + Д 2, V a , P e R  .

Через C00 (J?2) будем обозначать класс функций/(х,у) , непрерывных в 

каждой точке (х, у )е  R 2 по совокупности переменных и удовлетворяющих 
условиям Iim / (х, у) -  а ( х ) , Iim / ( х ,  у) = Ь (у) .

у—̂±со д:_>±сс

Теорема 2. Если f(x ,y)e  C00 (R 2) и индуцированная функция
rV  ц у 

<р(м, у) = / ( I g - , Ig - )  удовлетворяет условию

I ^ ( M p V l )  - ф ( м 2 , г 2 ) | <  А Ц  - U 2 1 "  + B \ v x - v 2 \P ,

- х  < u{,u n,v {,v7 < х , 0 < a ,  Д <  I, (10)

то справедливо соотношение

|/ (х , у) -  F2ll_22m_2 (х, у; / ) I = 0 \% (------ 1 —, а )  +
1 1 (1 + х 2)Фп(х)

+ Х (~— , ! ,
(I + у -)Ф „(у)

при п,т  —т +оо. где ^ ( 5 ,а )  = <5““ , 0< а < 1, ^(5,1) = 5 In —.
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства теоремы 2 необходимо видоиз-
U V

менить представление ( I ) .  Прежде всего, полагая x = t g—, t = Cg —, 

получаем:
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ts^ “ PiФ„ it) -  ф„ (X) =  I ф„ (P)Clp =  J £ -  ”  d p  , (12)
i  tgM*=i (а *  ~ р ) "

где у„(0) = | £ ---------- ^ ----------------------, (CM. [I]).
2  A-=I ^   , „ 0 , 2  , O l  2  0

l ( a t  - ¾ - ) 2  +  P k  c o s :

Затем, сделав замену переменных т  = tg-^-, y = t g ~ .  получаем:

tg1.V 2  т  у  <7

ф* (T) -  ф „ (у) = J ф* (ру /р  = J L - --------- z — ^dp  = I  у,,, (0 > /0 , (13)
t k=\(pk - p )  + Vk р
2

I  “  v ,  I
где 7,,,(0)= - L

1(Р* - t g - ) 2 + v C O S

I I "f* "
Из (12) следует, что 7 ,Дм) = ------------Ф„ (tg-^-) = Ф„ (х ) , (14)

~ I и 2 2
2 cos“ —

2

из (13) следует, что 7 ,,,((7) = --------   Фт( ч Ъ  = ̂ ~ - Ф т (у) ■ (15)
2 cos2 * 2 2

2
С учетом ( 12) -  (15) и (2) после замены переменных в ( I ). имеем

^ l n - I tI m - I  (•*■’ 7 ’ / )  — ^ l n - I tI m - I  ( ¾  f  ’ *8 f  ’ . / )  ~  

v  Ч

sin 2 J у„ (в)с1в sin 2 J у т (Q) d.Q

= ---------------     J I  ср(v, р)   -------- -------------- dvdp . ( I )
16 л - у п (и)Гт (q) -{-{ sin 2 V^m gin 2 q - p

2 2

Поскольку оператор ^ 2//-2,2//1-2( ¾ ^  tS - ; / )  точен для константы, будем

иметь с учетом периодичности подынтегральной функции в ( I ) равенство
I

f ( x ,  у )  -  F 2„_2 2m_2 ( x , y j )  =  — —  X
16тгу„ (и )ут (0 )

х  I  J  [(p(u,q)-<p(v,p)]x
\ U - v \ < % \ p - q \ < 1t  

v  Q

sin21 у  „(Q)de sin2 \  Ym(Q)d в
x  а------------------- p------------- dvdp =L (16)

. 2 v -м  . 2 q - ps i n  sin - — —
2 2

Пусть (u,q) & R 2-  фиксированная точка. Введем множества
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E.. =
{ v : Iv -u \<  к], если у„(и) <

Еч =<

2 ’
, , I  л  , . I
{V: у -  и < !,если у„(и) >

2уп(и) 2

{р  : \q -  р| < 7Г}, если ут (q) < ~ ,

7Г I
{ p : \q - p \< - — — },еслиym(q) > - ,  

2Ут(Ч) 2

CEu = {v: |v-w. |<Tr}\£„,  CEq = { р : \ q -  p\ < %} \ E q .

Очевидно, если уn (и) < , ym (q) < . то множества CEu и CEq явля­

ются пустыми множествами. В дальнейшем, не ограничивая общности, 
I I

считаем, что у  „(и) > — , ym(q)> — ■ Из (16) и (10) следует, что при всякой 

фиксированной (n ,q)& R 1

16 л  2 у,, (u)ym(q)

х  J  J |  cp(u,q)-(p(v,p) I

sin2 ] у п(в)сЮ sin2 \ у т{6)(1в
Ivdp <

sm'
v - u

sin 2 q~p

< J J И
sin'

I v - и Г  +
16ж~у„ (и)ут (q ) I I йггIV-HÎ яг

У \ у тт в

\ у пт е

B\ q - p \p \ — 2-------------х
• 2  V - Usin -------

2

sm'

х-
■ I q - рsm - — -

-dvdp <

<
16 K2yn{u)ym{q) EE E

H I + I I + I J + J I }~ h+ h+ h+ U  (17)
,Щ , CEq E11 CEq CE,,

Используя линейность и положительность оператора (I ), условие (10) 
теоремы 2. получим оценку интеграла /,

I г г Г .I I се „I \р
Л =

\ 6 я 2y n(u)ym(q) E1E1
V Я

sin2 J y n(6)de  Sin2 Jy m(9)d.6

J J A|v -  u\a + B\q -  p\*

x-
sm'

v — u
sm 2 q - p  

2

-dvdp <
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<
v 2 ,

+
[г„(м)]“ 12 J \ут ( q ) f

В
(18)

Оценим интеграл I 1. При этом сначала рассмотрим случай, когда
0 < а ф < 1 .

/ = ,
I

167С“У„ (м)у„, {(J) £о С£,
J I  Ajv -  и|а +  B\q -  /?|р ]х

X -

.  T  V - Ц

sm "------- Sm
q - p

-dvdp <

<. V -  и
1« %

16 тг2 (и.) у т (Cj) CE11 (V -  и)
-rfvj

,  sin2JУ . Ф ) М

■ 2 q - psm - — —
- ф  +

B
я siп 2) у п{9)йв х sin2 j y j e ) d 9

16 x y „ (u ) y m(q) I y J q )  sin2 )'-M;
-dv J

sm q - p
-dp <

Л.а-1 А7Г I
4/„(m) се,, |v - м |2_а 2 \ y j q j  2 2(1 -  a )  [ye (u)j“

-  +

S- <19>

Интегралы / ,  и Z3 оцениваются аналогично. В результате оценки ин­
теграла / ,  получим, что

I/  < ( —)“    ----------------
3 2 [уп(„.)]“ 2 2(1 -  /i) Iym(q)\/l

И. наконец, оценим интеграл I 4.

Л *
A k 1

sin2J r m W 0
Г ^  T г
/  I-^ r J   - T - aP +16л--у„(и)уж(д) CE,, |v - нI “ sin2 д - р

2

+ -
Btv

% s in2 I y n (0)rf0

J ------ 2------------dv J
J  .  ^  —  и  J

dp

1 6 л  Y 1, ( M ) Y m ( ¢ )  s i n 2 J z uL CE4 Iq  -  p \

2

= (£)«-i A?r 1 ,  I

P

'2  2(1 - a )  [y„(«.)]“ 2 2(1- 0 ) [ y j q ) f

Из соотношений (17)-(21) получаем следующую оценку

(20)

(21)
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i / i= i

По схеме, приведенной выше для случая ()< Сб, /3 <1, п о л заем  следую­
щие оценки |/ | для остальных случаев:

1И Ля: In 4 . 1пу„(м) Jta А/  < ---------- + Ля: — +  - - ------— +
у  „(и) Yn(M) 2 Iyn(U)T

2 -  В K p  В

+ ^ E W a = h 0 < p < h

} А<2= а ^ Л _ +
I - а  2 «  [r » J >

Вя:1п4 „ In у,„(<7) п р В п л о л  
+ ---------- + B k — + - г г т ------- ^тг,0< а< 1 , B = I . (24)

Y M  Y M  M [ y m{q)}p

I rI Ля: In 4 , Inr., (и) K a  А| / |< --------- + A k — LlL-L + ------  ------- +
Г„(и) Yn(u) 2 [у „(и)]"

+^ ^ + B A ^ M + 4 r i M r . а  = Д = !. (25)
Y M  Y„M) I p [уM f

Учитывая полученные оценки (22)-(25), а также равенства (14) и (15), 
получаем требуемое соотношение ( 11).

('.псдствие 2. Если выполнены условия (8)-(10), то последовательность 
рациональных функций Л „-2,2 -г (+  / )  при п, т. —> +оо равномерно схо­

дится к функции/(х,у) на всей плоскости R 2 .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим для определенности, что 0<а, /3 <1.

Из (22) с учетом (14) и (15). используя неравенства (1+ х 2)Фп(х) > о п , 

( I +у2 ) Фт (у) > о  т . получим

I f ( x ,  у) -  /у „ -2,2т-  2 U  у; л  I <  4Л-С-а ■ -  +
[(1 + а'2)Ф„м Г

2 - / 3  ABk p . 2 - а  А А к а 2 - / 3  45я : /3
+ --------------------------  гг- < -  —  + -

1 P [(1+у2)ф,„(у)Г 1 а  ia nT 1 P b/«F

1. P у с а к В . H . Рациональные функции как аппарат приближения. М н., 1979.
2. T и м а н А . Ф . Теория приближения функций действительного переменного. М., 

1960.

П оступила V. р ед акц и ю  23.1U.98.
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У ЦК 519.712.2

В. А МОЩЕНСКИЙ, Д.В.МОЩБНСШЙ

ВЫ ЧИ С Л ЕН И Е ПРЕДИКАТОВ 
И РЕАЛИЗАЦИЯ БУЛЕВЫ Х  Ф У НКЦ ИЙ

It is proved that boolean functions which are computed by Turing machines with great number 
o f inner states can be computed by a fixed Turing machine.

Подчеркнем связь между вычислением предикатов и реализацией после­
довательности булевых функций (БФ). Об этой связи говорится и в моно­
графии Р.Нигматуллина: «Одним из главных мотивов при изучении слож­
ности БФ является ее связь со сложностью машинных вычислений... Слож­
ность схемы из функциональных элементов хорошо мажорирует время и 
память машинных вычислений» ([I, с.53]). Основной доказываемый здесь 
результат гласит: имеется последовательность БФ. весьма сложная по реа­
лизации машинами Тьюринга (но за линейное время), которая задает вы­
числимый предикат (но с очень большой временной сложностью) и, значит, 
каждая БФ из этой последовательности вычислима и машиной Тьюринга с 
фиксированной сложностью.

I. Перейдем к точным формулировкам. Пусть R(z) есть произвольный 
предикат, определенный в множестве N.  При каждом т., rneN.  можем по­
ложить R(in)=R(am0, a ml,. . . ,alllK), где каждое я,ше B= (О,I }, а,и0=1 и

Пусть каждая х\ (I < i < п) есть переменная над множеством B= ( О, I }. То­
гда R ( \ , x r ...,х„ )еР2п\  если предикат R(z) всюду определен (п > 1).3начит,

{/?/!, лс, , . . . ,хп ) I i > 1} = P2'0у если Ri (I > I) есть все всюду определенные

множество всех частичных БФ от п аргументов (я >1).
Утверждение I. Каждый предикат R(z), определенный в N.  задает по­

следовательность БФ

(всюду определенных или/и частичных); и обратно, каждая такая последо-

определения значений B(O) и B(I)).
Следствие I . He каждая последовательность (I) задает вычислимый пре­

дикат.
В самом деле, существуют невычислимые предикаты. Более точно, 

справедливо
Утверждение 2. He каждая последовательность (I), где Б Ф /„ определя­

ется первым представлением Лупанова \  задает вычислимый предикат.
Действительно, в противном случае по первому представлению БФ мож­

но было бы организовать вычисление и временная сложность вычисления 
каждого предиката была бы асимптотически не больше, чем 2 "Zn.

Перейдем к формулировке и доказательству основного утверждения. Для 
этого воспользуемся следующим результатом.

Теорема ([3 |). Существует последовательность

к

предикаты; в общем случае { Р ( \ , х {,...,х„ ) I i > I) = Р2п) Д,'"1 \  где Р2(/,) -

, / l C ^ - l ) » / з О б ,  X 2) , . . . ,  f j { X \ , . . . ,  X n ) , . . . (I)

вательность (I) задает соответствующий предикат R(z) в множестве N  (без

Cm. 12. с. 68].
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Si(Xl), g2(x,. X2),..; gn(xi,..., Xn),..., (2)
где БФ g„(xI x„) не вычислима (за 2п шагов) ни одной машиной Тью­
ринга с внешним алфавитом мощности К (К > 2) и числом внутренних 
состояний меньшим, чем 2" 1/п(К-1).

В последовательности (2) функции g„ при достаточно большом п могут 
быть разными. Поэтому мы упорядочим множество всех функций из P2'0 
таким образом. Для данной булевой функции / через v(f) обозначим то на­
туральное число, двоичная запись которого есть векторное задание /  . 
Теперь будем считать, что для любых /I и / 2 из множества Р2п) функция f  
предшествует функции/ 2 , если v(J\)< v(f2).

Теорема. Существует вычислимый за 0 (/1¾2" 2 2 ) шагов общерекурсив­
ный предикат, обладающий следующими свойствами:

Г) он задает последовательность (2), каждая функция gn(xy...,xn) из кото­
рой удовлетворяет теореме Кузьмина (при K=2);
■ 2) функция £„(хь..., хп) есть первая такая функция из множества P2'0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Опишем алгоритм нахождения значения предика­
та Ri(z) при произвольном z 2:2, z = Ixi х2 ...х„ (Vx,eB) и докажем, что R2(Z)= 
=g„(Х] ,X 2 ..... X1,), где g „ -  первая функция из P2'0, удовлетворяющая теоре­
ме Кузьмина.

Этот алгоритм будет заключаться в переборе всех булевых функций из 
Р2п) в порядке старшинства и в переборе для каждой из них всех однолен­
точных машин Тьюринга с внешним алфавитом {0, 1} (т. е. тех машин, ко­
торые фигурируют в [3]) и числом внутренних состояний, равным L2я" VnJ+ 
+ 1. и моделировании работы каждой такой машины над всеми двоичными 
словами длины п в течение In  шагов, чтобы убедиться, вычислима ли оче­
редная / ,  из P2 '0 какой-либо требуемой машиной.

Чтобы этот алгоритм реализовать, необходимо располагать процессами 
порождения как всех указанных машин Тьюринга, так и векторного зада­
ния очередной булевой функции. Сначала опишем, как получить все необ­
ходимые для этого величины, ориентируясь на исходное слово z, а затем 
оценим временную сложность вычисления самого трудоемкого процесса.

На первом этапе по исходному двоичному слову z= Ijcl х2 •. .х„ длины п+ 1 
вычислим ш()= IX V nJ +1. Для этого сначала вычислим 2" 1, построив на 
ленте правее слова z (через одну пустую клетку, которой всегда будем 
разделять разные слова на ленте) слово Zi = IOf" V содержащее одну еди­
ницу и и-1 нулей. Затем вычисляем п в двоичной записи, используя алго­
ритм перевода унарной записи в двоичную ([4, с.29]). После этого найдем 
то- применяя школьный алгоритм деления и добавляя единицу. (В конце 
этого этапа на ленте будут слова z, Zi, т0.)

На втором этапе заготовим таблицу всех команд подвижной машины 
(т.е. машины со сдвигами считывающей головки только вправо (П) или 
влево (JI)) с т0 внутренними состояниями и буквами внешнего алфавита 
0. 1. Это будет вектор т  длины 2т0 (3+Llog2 т0\), каждая «компонента» ко­
торого из 3+Llog2 m0J разрядов содержит запись rfaq, (записи а и d занимают 
по одной клетке, а запись q, отождествляется с двоичной записью числа г, а 
она занимает, как известно, Llog2 m0J +1 клеток ленты; мы берем немножко 
больше, полагая, что Llog2 m0J +1 = >> -L log2 п] ), где а е В  , г/е{П,Л}, О < i< 
<}щ. Здесь удобно придерживаться указанного вида Claqi записи правой 
части команды машины Тьюринга, ибо в таком случае она начинается с 
буквы П или JI и после одной двоичной буквы следует двоичная запись
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числа z (которую в дальнейшем обозначаем (z)2), а окончанием ее является 
снова буква П или JI. Значит, возможные значения daqi принадлежат мно­
жеству (OJIgi , OIIgi . IJIgi , IIIgi I 0< i < т 0} и его элементы упорядочены 
следующим образом:

OJIg0 < OJIgi< ...<  OJICjnm < ОПд0< OIIg1 < ...<  ОПдто <
< IJIg0 < .. .< IJI qm0 < 1Пд0 < .. .< 1П q,m. (3)

Все "координаты” вектора т  в первый момент положим равными OJIg0 

и полученный вектор обозначим через т , . ( Заметим, что вектор щ  задает 
машину Тьюринга, вычисляющую булеву функцию-константу нуль). Пра­
вее т ,  запишем вектор р х = (0,...,0) из п нулей. Наконец, правее вектора

P 1 заготовим вектор Ь] длины 2" (сначала со всеми компонентами, равны­
ми нулю, и, значит, такой вектор задает первую функцию из Ргп)) для запи­
си векторного задания булевых функций из рассматриваемого множества 
функций. Итак, все величины для проведения указанного моделирования 
построены.

Пусть БФ /■ , представленная вектором Jzi , оказалась вычислена неко­

торой из указанных машин. Чтобы получить следующую /■+ /. к вектору Jzi 
(как двоичной записи) следует прибавить I . Для проверки того, является ли 
функция f +1 вычислимой, “запускаем” машину щ  сначала над словом 0(п) и 
после 2п шагов (согласно доказательству теоремы Кузьмина 2п шагов дос­
таточно; шаги отсчитываем метками над буквами слова P 1, ибо наша 
машина имеет больше, чем два символа) проверяем, остановилась ли она. 
Если моделируемая машина остановилась и ее результат есть/(0 ,...,0 ) , то к 
вектору P 1 добавляем I.

Если она не остановилась или остановилась, но результат не равен 
/(Of"'1). то строим машину т 2, которая получается из тл путем замены 
первой координаты на OJIg, . В общем случае т ш  получается из Tni за­

меной первой "координаты” а.ц из Ttri на следующую за а,\ согласно (3), 
причем следующей за IHqmo будет OJIg0C переносом “единицы” в следую­
щую "координату”. Другими словами, вектор m i+1 получается и з т ; до­
бавлением согласно (3) “единицы” в 4 (т 0+1)-арной системе счисления. 
(Хранить последовательность (3) на ленте нет необходимости; достаточно 
сравнивать z с т0, и если i< т0 , то к (г)2 добавить I, если же i = гп0, то по а 
и cl определить следующую.) Если, перебрав все указанные машины (что 
будет соответствовать заполнению всех “координат” значением 1П q,m), БФ 
/1+1 окажется хотя бы в одной точке, не вычислимой за время 2п . то она ис­
комая. Поскольку мы взяли тп0 равным половине от асимптотической слож­
ности. то такая БФ найдется, после чего выдается ее значение на наборе
.VIД/)..  < Xfj •

Осталось оценить время самого сложного процесса. Ясно, что им являет­
ся моделирование в течение In  шагов вычисления 2" наборов не более

Ci 2 2 булевых функций, где 0< C'i<l. ибо Т  ’/п есть половина сложности 
по [3] (при /6=2).
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Моделирование одного шага потребует 0(п2") шагов, ибо требуется по- 
буквенно сравнивать два слова длины п . находящиеся на расстоянии 2" . 
Значит, моделирование In  шагов потребует O(H1T )  шагов, а вычисление на 
всех 2" двоичных наборах потребует O(H2I 2jl)v моделирование вычисления
указанного множества булевых функций -  0(п22ъ’ 2 2 ) шагов. Теорема до­
казана.

1. H и г  м а т у  л л и н  Р . Сложность булевых функций. Казань, 1983.
2. Jl у п а н о в О . Б . / /  Проблемы кибернетики. М ., 1963. Вып. 10. С.63.
3. К у з ь м и н  В . А . / / Там же. М ., 1965. Вып.13. С.75.
Т Т р а х т е н б р о т  Б.  А .  Сложность алгоритмов и вычислений. Новосибирск, 1967.

П оступила в р ед акц и ю  06.03.98.



Краткие 
сообщения

У Д К  5 1 9 . 1

И. Э. ЗВЕРОВИ Ч

РАЗБИЕНИЯ ВЕРШИН ГРАФОВ И КОРАСКРАСКИ
l .et P  and Q  be hereditary classes o f graphs. Denote by S(PtQ) the class o f all graphs G  such 

that there exists a partition V G =X uY  satisfying the following conditions: G (X )e P  and G (Y )eQ . A  
class P  is called U-closed if  G u H  in P  for every graphs G, H e P .

Theorem I. If P  is a и -closed hereditary class, which has no finite forbidden induced subgraph 
characterization, and the independence number Ot(G) is bounded above for all graphs G e Q , then 
S(PtQ) has no finite forbidden induced subgraph characterization.

We also consider co-colorings o f graphs.

Будем придерживаться стандартной терминологии [I]. Теоретико-графо­
вое свойство (класс графов) P называется наследственным, если H g  P для 
любого графа Gg P и  любого его порожденного подграфа Н. Одной из ос­
новных проблем исследования наследственных классов является проблема 
выяснения существования конечной характеризации в терминах запрещен­
ных порожденных подграфов. Если наследственный класс графов имеет ко­
нечную характеризацию, то для него легко построить полиномиальный ал­
горитм распознавания. В противном случае существование такого алгорит­
ма не гарантируется.

Здесь мы рассмотрим одну общую модель семейства наследственных 
классов, которые не допускают конечной характеризации, и один частный 
случай, в котором построим полиномиальный алгоритм распознавания.

Пусть P k Q -  два наследственных класса графов. Обозначим через 
S(P,Q) класс всех графов G таких, что существует разбиение VG = AU Y, 
удовлетворяющее условиям G(X) G P и G(Y)G Q.

Класс P называется U -замкнутым., если дизъюнктное объединение 
G U H  содержится в P  для любых двух графов G, Hg Р.

Теорема I. Если P является U -замкнутым наследственным классом, не 
имеющим конечной характеризации в терминах запрещенных порожден­
ных подграфов, а числа независимости a  (G) ограничены сверху констан­
той для всех графов Gg Q, то класс S(P,Q) не имеет конечной характери­
зации в терминах запрещенных порожденных подграфов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем произвольную бесконечную последова­
тельность (Gi'. / > I ) попарно различных минимальных запрещенных порож­
денных подграфов для класса Р. Обозначим с = max{ OC(G): G g Q j . Постро­
им графы Hi = (с + I )Gj, состоящие из с + I дизъюнктных копий графа G,, 
i > I.

Покажем, что IIi G S(PtQ) при любом /' > I. Действительно, в против­
ном случае существует разбиение VHi = X 1 U Yi. По крайней мере одна ко-
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пия графа Gi в Hi не имеет ни одной общей вершины с множеством Yi, так 
как выполняется неравенство ОС (H i(Yi)) < с. Поэтому эта копия целиком 
содержится в множестве X i, что невозможно в силу H i(Xi)G Р. Таким 
образом. Н, действительно является запрещенным порожденным подгра­
фом для класса S(PtQ ) .

Докажем минимальность графа Pli как запрещенного порожденного под­
графа для S(PtQ).  Пусть

Hi = Gn  U G2i U -  U Gwu
и M1 G VHi. Можно считать, что Mi G VGli- Покажем, что H i- U i G S(PtQ).  В 
силу минимальности Gi как запрещенного порожденного подграфа для Pt Gi 
-  Ui G P  для любой вершины щ G VGi.

Удалим из каждой копии Gj i Q = 2, 3,..., с+1) графа Я,одну вершину Mj-. 
Пусть U = {мь M2,... , mc+i}. В силу U -замкнутости класса Р, порожденный

C+I

подграф //Дм = IJ (Gji -  Uj) принадлежит Р. Так как с = max{ a  (G): Gg Q j ,
7=1

то пустой подграф Hi (IA{м.,}) принадлежит Q.  Поэтому H i -  U1G S ( P tQ),  
откуда следует его минимальность как запрещенного порожденного под­
графа для S i Pt Q).

Кораскраской графа G называется разбиение множества вершин на под­
множества. порождающие пустые или полные подграфы (называемые пус­
тыми и полными долями). Если число пустых (соответственно, полных) до­
лей равно к (соответственно I), то кораскраска называется (к,1)-кораскрас- 
кой. Обозначим через Со(к,I) класс всех графов, имеющих (к,/)-кораскраску 
(к > 0 и I > 0).

Теорема 2 ([3]). Граф является расщепляемым тогда и только тогда, 
когда он не содержит порожденных подграфов IK 2, C4 и C5

Предложение 3. Класс Со(к,1) имеет конечную характеризацию в терми­
нах запрещенных порожденных подграфов тогда и только тогда, когда к.< I 
и / < I.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Имеем Co(IjO) = FIS(ZZ2) (пустые 
графы). Co(OjI) = FIS(O2) (полные графы) и Co(Ij I) = FIS(2КЪ C4, C5) 
(теорема 2).

Необходимость. Имеем Со(2,0) = F1S(C2/J+1: п > I) (двудольные графы) и 
Со(0,2) (графы, дополнительные к двудольным).

Пусть теперь к + I > 3. Обозначим Gw= (q + l)Kp+l. Если Gw G Co(Cl), то 
каждый пустой подграф содержит самое большее одну вершину из каждой 
копии графа Ktll . Так как число пустых подграфов равно к, то по крайней 
мере одна вершина из каждого Kpl4 попадает в некоторый полный подграф. 
Поэтому I полных подграфов содержат 1+1  несмежных вершин -  противо­
речие. Таким образом. Gw <£ Со(к,Г).

Далее, граф Gili -  и имеет (С/(-разбиение для любой вершины и е  VG: 
подграфы Kk4l образуют полные доли, а подграф Kk можно разбить на к 
одновершинных подграфов и отнести их в пустые доли.

Теперь приведем алгоритм распознавания класса Со(2,1) (см. также 
Г2]).Для вершины и G VG полагаем N (и) = VG \ N(u).

Алгоритм. РАСПОЗНАВАНИЕ КЛАССА Со(2,1)
ВХОД. Граф G *  K x.
ШАГ 0. Положить I  =0  и К =0.
ШАГ I. Для любой вершины и G VG проделать шаги 2, 3 и 4.
ШАГ 2. Если G(N(u)) не является расщепляемым графом, a G(N (и)) 

является двудольным графом, то положить u. G К,
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если G(N(u)) является расщепляемым графом, a G(N'(u))  не является 
двудольным графом, то положить и £  /;

если G(N(u)) не является расщепляемым графом, a G(N'(u))  не является 
двудольным графом, то выход I.

Ш АГ 3. Если H  = G(N(u)) является расщепляемым графом, a F  = 
=G(N (и)) является двудольным графом, то произвольным образом разбить 
VH на полную долю А и пустую долю В. a VF произвольным образом 
разбить на доли С и D .

Если множество В U С U D  порождает двудольный граф, то положить 
К = A U {м} и выход 2 .

Иначе перейти к шагу 4.
Ш АГ 4. Для любой вершины v е  В проверить, порождает ли множество 

(В IJ С U D) \  (у) двудольный граф.
Если да. то положить К = [и, v} U (А П N(V)) и выход 2 .
Если ни для какой вершины v е  В  указанное условие не выполняется, то 

положить и G I.
Ш АГ 5. Если К  порождает полный граф, а I  порождает двудольный 

граф. то выход 2. Иначе выход I.
ВЫ ХОД I: G €  Со(2,1).
ВЫХОД 2: G G С о (2,1); К, I u I2, где Iu I2 есть произвольное разбиение 

на доли подграфа, порожденного множеством I  -  VG \ К.

1 . X a p a p n  Ф . Теория графов. М ., 1973.
2. B r a n d s t a d t  А . U Discr. Math. 1996. Vol. 152. №  И З. P /17.
3. F о I d е  s S . ,  H a m m e r  P . L . // Proc. 8th Southeastern Conf. on Combin., Graph The­

ory and Computing. Baton Rouge, 1977. P.311.

П оступ и ла в ред акц и ю  01.09 .99 .

O .P .  Г А Б А С О В А

ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧЕ 
ОПТИМИЗАЦИИ ФИРМЫ С ДВУМЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ  

СПОСОБАМИ ПРОИЗВОДСТВА
An optimal control problem with state and mixed constraints is under consideration. Sufficient 

optimality conditions are justified.

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления [I]:

V ( D , I , K l ) = e " ' X ( z )  + j y i‘D(l2)dt-+ max, (I)

X  = r X + S - ( a  + r + w l 2) K +(I2 - I Q w K l - D ,  K =  ^

=  - a K  + I ,X(O)  = O, K(O) = О,

D(I) > 0, X(t)  < K(t) < (I + k)X(t),0 < K 1(I) < K(I), I e T = [0, z l  (3)

Здесь X = X(I), K  = K(I) -  собственный и общий капиталы фирмы к 
моменту I, Ki -  количество капитала, выделенного на первый технологи­
ческий способ (!TC): S = S(Q) -  выручка от реализации продукции Q = 
=q]K ]+q2K2 Iqi -  производительность капитала / TC. / = 1,2); D  = D(I), I  = 1(f) 
-  дивиденды и инвестиции в момент времени I; a, i -  нормы амортизации и 
дисконтирования; г, w -  норма процента по кредиту и ставка заработной 
платы: Ii -  трудоемкость реализации единицы капитала в j  TC: к. -  отно­
шение максимального кредита к собственному капиталу: z -  горизонт пла-
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нирования. Функционал (I) представляет ценность фирмы с точки зрения 
акционеров: система уравнений (2) -  производственно-финансовая модель 
фирмы: X, К -  переменные состояния (фазовые переменные); D, I, K 1 -  
переменные управления. В качестве доступных управлений будем исполь­
зовать функции

D(Z) = D 08(/) + D(Z), I  (Z) =  Z0S(Z) +  /(Z), X, (Z), Z G Т,  (4)
где D0, I0 -  параметры обобщенных управлений, подлежащие вычислению; 
S(Z), ZG Т, -  8-функция Дирака: D(t), /(Z), K1(I), I е 7', -  кусочно-непрерывные 
функции.

Введем следующие константы: Cix=(a+i+wl{)/qi, C\xY=(a+r+wli)/qb
С. [?=(I-}—I[)w/(q2- q I), Kn :dS/dK = Cn , К\Х'd.SjdQ — C\ x , Kxxy-dSj dQ = CixY ; X ix-
=Kix-

Задачу (1)-(4) решим при следующих предположениях: A1) функция 
S(Q), <2>0, непрерывна вместе с первой и второй производными, причем 
.V(O)=O, .V (O)X), S (Q)<0, Q>0: A2) i< r :  A3) d S jdQ  \Q=0 -  достаточно большое
положительное число: A4) X* < Xix < X* < оо, X* -  достаточно малое поло­
жительное число: A5) о(1АХ!) = S(q(K+AK)) -  S(qK)~ АК: A6) 0 < O(Z) < Qa', 
Qr,: d S /d Q  = a/q,  ; QixId S fd Q =  С1Х\ QucfidS/dQ = CW; Qii-d S jd Q  = C12.

Каждой тройке D(z), /(Z),  X 1(Z), Ze Г , доступных управлений соответству­
ет траектория X(Z), X(Z), Ze Т, системы (2),которая в начальный момент вре­
мени Z = O совершает скачок AX(O)=-D0, AK(O)=I0, а далее представляется 
непрерывными функциями X(Z), X(Z), Z е]0,Д . Таким образом, в начальный 
момент имеется возможность изменить объемы собственного и общего ка­
питалов фирмы на конечную величину.

Заменим задачу (1)-(4) на эквивалентную задачу оптимального управ­
ления с подвижным левым концом в классе кусочно-непрерывных управле­
ний:

X 0 -  X (0)  +  (>~’z X ( z )  +  \~ е~ " D ( t ) d t  —> m a x , X  =  rX  +  S - ( a  +  r + w l 2 ) K  +

+  (I2 — I] ) w K x —D , K  — —a X  +  I,  X * < X ( 0 ) <

<  X о , X (O) <  X(O ) <  (I■+  k ) X  (0 ),

D(Z) > 0, X(Z) < X(Z) < (I + Jfc)X(f),0 < X 1 (I) < X(Z)5Ze T = (0, z[.

Совокупность (X(0), X(O)); D(l), 1(/(), Xi(Z), Ze Т. и порождаемую ею тра­
екторию X(z), X(z), I е Т, удовлетворяющие неравенствам задачи (5), будем 
называть допустимыми начальным состоянием и управлениями. Допусти­
мое начальное состояние (X0(O)5 X0(O)) и допустимые управления D0(Z), f( t) ,  
Ky (z), Z е Т, называются оптимальными программными управлениями, если 
на них критерий качества (5) достигает максимального значения: 
V7(D 01Z05X 0) = In a x y (D 1Z5X 1)-HToebi ввести понятие позиционного pe-

D.I Ж,

шения задачи (5). погрузим ее в семейство задач

X 0 - X  (X) +  e~'zX ( z )  + £  e~i!D (t)d t  - + max, X  =

= rX + S  -  (a + r + wl2) K  + (I2 -  ly)wKy -  D , K -  

= - a K  + I,  X* < X (x )< P , X (x )< X (x )<(I + k)X(x) ,  (6)

D(Z) > 0, X(Z) < X(Z) < (I +*), 0 < X 1(Z) < X(Z)5Z e Tt = [x,z],
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зависящее от скаляров т и Р. Пусть (X °(т, Р), К  °(т, P)), D  °(fl т, Р), I  0(jIt, Р), 
К? (Jl т, Р), J g  Ti, -  оптимальные начальное состояние и программные уп­

равления задачи (6) для позиции (т, Р), Z(T) -  множество чисел Р» для ко­
торых задача (6) имеет решение при фиксированном т. В теории опти­
мального управления функции

D °(т, Р) =D °(т I т, Р), I  °(т, Р) =I °(т I т, Р), K10 (т, Р) =
= K10 (т I Т, Р), P  G Z(T), T G Г,

называют оптимальными управлениями типа обратной связи или позицион­
ным решением задачи (5). Их построение называется синтезом оптималь­
ных управлений типа обратной связи. Используя технику работы [2], можно 
для задачи (5) доказать достаточные условия оптимальности.

Теорема. Допустимые начальное состояние (Ar(O), ДО)), управления 
IXr), I(t), K 1(I), I е Т, траектория (Х(1), K(I)), г g  Т, оптимальны в задаче (5), 
если найдутся такие кусочно-непрерывные функции p(j), р.,(О, Да (0 » Vi(J)5 
V2(J), 1 е Т, числа ^ 1. . .^4, на которых выполняются соотношения:

I) сопряженная система X1 = X1( ( - r )  + v1- V 2(I + к), X2 =  (I + а)Х2 -
-  X, X  [ Cj1 (ISjdQ -  ( а  + г + w T )] -  P2 -  V1 + V9; 2) условия трансверсальности
на левом конце траектории -  X1 (+0) = -  I -  ̂ 1 -  +  (I + к) + , -  X2 (+0) =
= ̂ 2 3) условия трансверсальности на правом конце траектории
Xl(Z) = I, X2(Z) = O; 4) условия неотрицательности р.(I) > 0, р.,(I) > 0, 
P 2(J) > 0 , V1(J) > 0 , V2(J) > 0 , J e T ;  > 0 , > 0 , Ia > 0 , >0; 5) ус­
ловия дополняющей нежесткости ^1(X 0 -X (O ))= O , ^ (X (O )-X (O )) = O,

((I + Х)Х(О) -  X(O)) = О, ^4 (X (0) -  X J  = О, P(J)D(J)=O, P1 (J)X1 (J) = о, 
P2 (I)(Kd)  -  X1 (J)) = 0, V 1 (J)(X(J) -  X (J)) = О, V 2 (J)((l + к)X (J) - X(J)) = 0; б) ус­
ловия стационарности I - X 1 (J) + p(J) = O5X1 [-(¾  - q 2)dS/dQ + (l2- l l)w]+

Z

+ р , - р 2 =0; 7) условие вогнутости J A1 (I)O1 (|ДХ (J)], |АХ, (J)|)<7j < 0.
о

Эта теорема в дальнейшем будет использоваться для построения про­
граммного решения задачи (5) и синтеза оптимальной политики фирмы.

Работа частично финансируется Белорусским республиканским фондом 
фундаментальных исследований (Ф98 -  014).

1. V a n  H i l t e n  О . ,  K o r t  P . M . ,  L o o n  P . J . J . M . Dynamic policies o f the Finn. Ber- 
1 i n; Hei delberg, 1993.

2. Г а б а с о в  P . ,  Г а б а с о в а  О . P . ,  Д м и т р у к  H . M .  H Автоматика и телемеханика. 
1998. №9. С. 111.

П п ст\тш ла в ред акц и ю  09.02.99.



Наши юбиляры

ВАЛЕРИЙ ИВАНОВИЧ ПРОКОШИН

Исполнилось 60 лет известному ученому в области физиче­
ского материаловедения, полупроводникового приборостроения 
доктору физико-математических наук, профессору Валерию  
Ивановичу Прокошину.

В.И.Прокошин родился 12 августа 1939 г. в г.Ветка Гомель­
ской области в семье военнослужащего. После окончания сред­
ней школы он в 1956 г. поступает на физический факультет Бе­
лорусского государственного университета. П о завершении уче­
бы был принят в аспирантуру при кафедре физики твердого тела 
БГУ. На этой кафедре после окончания в 1964 г. аспирантуры он 
прошел все преподавательские должности от ассистента до про­
фессора. На становление В.И.Прокошина как ученого и педаго­
га сильное влияние оказали профессор Н.Ф.Кунин и академик 
АН БССР Н.Н.Сирота.

В 1974 г. В.И.Прокошин был переведен в отдел науки и учебных заведений Ц К  КПБ. С 
1990 г. работал ректором Республиканского межотраслевого института повышения квалифи­
кации руководящих работников и специалистов отраслей народного хозяйства, проректором  
по учебной работе Республиканского научно-методического и учебного центра «Алгоритм».

В 1994 г. BfuiqiHfl Иванович перешел на работу в Комитет по науке и технологиям при 
Совете Министров Республики Беларусь (ныне Государственного комитета по науке и тех­
нологиям) на должность начальника управления научно-технической политики, где и рабо­
тает в настоящее время. В 1966 г. В.И.Прокошин защитил кандидатскую диссертацию, а в 
1988 г. спит доктором физико-математических наук, в 1990 г. ему было присвоено ученое 
знание профессора. В.И.Прокошин является автором около 120 научных статей, 6 моногра­
фий и учебных пособий. Среди них «Полуметаллические измерительные преобразователи 
для робототехнических систем», «Устройства автоматики и робототехники на эффекте Хол­
ла», «Наука Беларуси в русле технических инноваций», «Приоритеты развитая науки и тех­
ники в Республике Беларусь» и т.д. В.И.Прокошиным подготовлены четыре кандидата наук, 
причем трое из них (В.М.Анищик, И.С.Ташлыков, В.Г.Ш епелевич) стали докторами наук. 
П од руководством профессора В.И.Прокошина создана научная школа по одному из акту­
альных направлений -  физике гальвано- и тензорезистивных процессов в полуметаллах и 
сплавах на их основе. Им изучены закономерности структурно-кинетических превращений 
в м оно- и поликристаллических материалах, установлены механизмы дефектообразования и 
формирования текстуры влияния примесей и температурных полей, проведено комплексное 
исследование процессов переноса заряда и влияния магнитных полей на них, термической 
стабильности электрофизических свойств.

Крайне BftsarbiM с точки зрения дальнейшего использования явилось исследование осо­
бенностей изменения кинетических свойств в тонкопленочных образцах полуметалличе- 
ских материалов и сплавов в условиях воздействия упругих деформаций, температурных и 
магнитных полей, термостабильности тензорезистивных и гальваномагнитных характери­
стик. На этой основе были разработаны новые конструкции холловских и тензорезистивных 
датчиков, основные принципы технологических процессов их изготовления из тонкопле­
ночных материалов, выработаны рекомендации по практическому использованию изготов­
ленных измерительных преобразователей, внедрению их в производство.

Созданы по гибридной технологии преобразователи Холла на основе миниатюрных пле­
ночных дютчиков. Н есомненную практическую значимость представляют проводимые в на­
стоящее время В.И.Прокошиным и его учениками работы по созданию и серийному произ-
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водству самонастраиваемых вентильных электродвигателей с магнитопроцессорной систе­
мой управления. Для развития этих актуальных научно-прикладных исследований и разра­
боток в БГУ при активном участии В.И.Прокош ина была открыта проблемная лаборатория 
твердотельных преобразователей робототехнических систем.

Как ученый и практик: многие годы занимается также проблемами совершенствования 
государственно-правовых и политических методов управления научно-технической деятель­
ностно в Республике Беларусь. Он имеет ряд публикаций по вопросам кадрового обеспече­
ния обновления научных направлений, научно-технических инноваций в Беларуси, опыта 
управления научно-исследовательской сферой, определения приоритетов развития науки и 
техники, принципов формирования и реализации научно-технической политики и т.д.

В.И.Прокопшн активно участвует в научно-организационной работе: является действи­
тельным членом (академиком) Белорусской инженерной академии, М еждународной акаде­
мии организационных и управленческих наук.

Большое внимание уделяет работе в совете Специального фонда П резидента Республики 
Беларусь по с о ц и а л ь н о й  пода^эжке одаренных учащихся и студентов. М ного сил отдает 
Межправительственной белорусско-украинской комиссии по сотрудничеству в области нау­
ки и технологий, в которой является секретарем. Плодотворно работает в составе Наблюда­
тельного совета за деятельностно Белорусского республиканского фонда фундаментальных 
исследований. Является членом Национального совета по физике частиц высоких энергий  
при Полномочном представителе Совета Министров Республики Беларусь в Объединенном  
институте ядерных исследований в Дубне. Активно работает в составе Координационного 
совета ГКНТ по приоритетному направлению научно-технической деятельности «Энергети­
ка и транспорт». Вносит большой вклад в деятельность Экспертного совета по развитию ма­
териально-технической базы науки, созданного ГКНТ и HAH Беларуси.

В.И.Прокопшн награжден медалью «За доблестный труд. В ознаменование 100-летия со 
дня рождения Владимира Ильича Ленина», двумя Почетными грамотами Верховного Совета 
БССР.

Искренне поздравляя Валерия Ивановича со славным юбилеем, желаем ему крепкого 
здоровья и дальнейших успехов в его многогранной деятельности.

Э.М.Шпилевский, В.Г.Шепелевич, В.Ф.Стельмах

Ю РИ Й  СЕМ ЕНОВИЧ ХАРИН

Исполнилось 50 лет заведующему кафедрой математическо­
го моделирования и анализа данных БГУ, доктору физико-мате­
матических наук, профессору Юрию Семеновичу Харину.

Ю .С.Харин родился 17 сентября 1949 г. в с.Зырянское Том­
ской области в семье служащих. После окончания с отличием в 
1971 г. Томского госуниверситета поступил в аспирантуру на ка­
федру прикладной математики. П осле защиты кандидатской 
диссертации (1974 г.) работал на кафедре старшим преподавате­
лем, а затем доцентом. С 1976 г. Ю.С.Харин работает в БГУ д о ­
центом незадолго до этого созданной кафедры теории вероятно­
стей и математической статистики. В 1986 г. он защищает док­
торскую диссертацию, а в 1988 г. ему присваивается ученое зва­
ние профессора. В этом же году по его инициативе организовы­
вается новая кафедра математического моделирования и анализа 
данных, которую Ю.С.Харин возглавляет со дня основания.

Научные интересы Ю .С.Харина сосредоточены в области математической и  прикладной 
статистики. Им создана белорусская школа по робастному (устойчивому) статистическому 
анализу данных. Профессор Ю.С.Харин разработал основы теории робастного статистиче­
ского распознавания образов. Им предложены и исследованы эффективные статистические 
методы исследования неоднородностей («разладок») в многомерных выборках и временных 
рядах. П од его руководством разработана система статистического программного обеспече­
ния для ПЭВМ , состоящая из восьми пакетов прикладных программ (СТАН, МУЛЬТИ­
СТАН, ДИНСГАТ, СТАТМОД, САРКК, РОСТАН, СТАТПРО, ЭКОНОМ ЕТРИКА) и вне­
дренная более чем в 30 организациях Беларуси и России. Лицензию на англоязычную вер­
сию П ПП  РОСТАН по робастному статистическому анализу приобрел в 1995 г. М ю нхен­
ский университет (Германия). В настоящее время Ю.С.Харин вместе со своими у ч ен и к а м  
активно работает над решением задач робастного статистического прогнозирования.

76



Большое внимание Ю .С.Харин уделяет практическому применению полученных науч­
ных результатов. С 1988 г. он возглавляет НИЛ статистического анализа и моделирования, 
где под его руководством и при активном участии выполнено более 20 научно-исследова­
тельских работ. Полученные теоретические результаты использованы при эконометриче­
ском моделировании и прогнозировании динамики важнейших макроэкономических пара­
метров, компьютерном медицинском диагностировании, решении задач зашиты информа­
ции, статистическом моделировании и регулировании технологических процессов в микро­
электронике.

В списке научных работ Ю.С.Харина более 200 публикаций, в том числе три моногра­
фии, одна из которых опубликована в издательстве Kluwer Akademic Publisliers (Dordrecht— 
B oston-L oudon), четыре учебных пособия. Статьи ученого публиковались в таких престиж­
ных научных журналах, как “Lecture N otes in Statistics”, “Lecture N otes in Computer Science”, 
“Cybernetics and Control” , “Mathematical Methods o f Statistics” , “Теория вероятностей и ее 
применения”, “Проблемы передачи информации”, “Автоматика и телемеханика” и др. П од 
его руководством защищены одна докторская и одиннадцать кандидатских диссертаций. В 
1997 г. за цикл научных работ Ю .С.Харину была присуждена премия А.Н.Севченко.

П рофессор Ю .С.Харин ведет интенсивную педагогическую работу, он является органи­
затором новой для нашей страны специальности “Экономическая кибернетика” и двух спе­
циализаций, основателем СНИЛ при кафедре математического моделирования и анализа 
данных (1988 г.).

Ю.С.Харин много времени уделяет научно-организационной работе, являясь членом 
трех специализированных советов по защите диссертаций, зам.главного редактора научного 
сборника “Проблемы защиты информации”, президентом Белорусской статистической 
ассоциации, организатором пяти международных конференций “Компьютерный анализ 
данных и моделирование”, членом Белорусского математического общества, Белорусской 
ассоциации распознавания образов, Американского математического общества, М еждуна­
родного института математической статистики, Международного общества Бернулли по ма­
тематической статистике. М еждународный биографический центр в Кембридже в 1998 г. 
присвоил профессору Ю .С.Харину почетное звание “Человек года” . В этом же году 
Ю .С.Харин был избран действительным членом М еждународной академии наук высшей 
школы.

Преподаватели, сотрудники и студенты факультета прикладной математики и информа­
тики, редколлегия журнала “Вестник БГУ” (серия I) сердечно поздравляют Ю рия Семено­
вича с пятидесятилетием и желают ему крепкого здоровья, счастья, новых творческих успе­
хов в научной, педагогической и общественной деятельности.



Хроника

МЕЖДУНАРОДНАЯ НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ CAS-99

С 20 по 24 сентября 1999 г. в БГУ на базе Центра информационных технологий состоя­
лась вторая международная научная конференция «Компьютерная алгебра в фундаменталь­
ных и прикладных исследованиях и образовании» -  CAS-99.

Тезисы докладов прислали 92 автора из Беларуси (были представлены вузы и научно- 
исследовательские институты Минска, Бреста, Гомеля, Гродно и Витебска), России, Украи­
ны. Эстонии. Германии, Великобритании и США. Доклады, включенные в научную про­
грамму конференции, были разделены на четыре секции: «Теория современных систем ком­
пьютерной алгебры (СКА) и пакеты прикладных программ на их основе», «Применение 
CbCA в математике и механике», «Применение CKA в физике» и «СКА в образовании».

Заседания конференции проходили 2 1 -2 3  сентября. С пленарными докладами выступили 
профессор В.П.Гердг (Дубна, Россия), который затронул широкий круг вопросов, связанных 
с историей развития и применения систем и алгоритмов компьютерной алгебры, сделал об­
зор истории развития методов и инструментов компьютерной алгебры в науке и инженерно- 
технической практике, а также профессор О.И.Маричев (Шампейн, США), который расска­
зал о возможностях системы Mathematica 4, сравнив ее с другой популярной CKA M aple V.

Еще один участник конференции -  профессор Роберт Kptiraep (Вайнгарген, Германия) 
прочитал серию лекций на английском языке для студентов, аспирантов и сотрудников БГУ.

В отличие от первой конференции (декабрь 1997 г.) в этот раз организаторы составили 
программу таким образом, чтобы секционные заседания не пересекались по времени, что 
дало возможность каждому участнику конференции послушать все сообщения. Особенно 
активно обсуждались доклады, посвященные использованию систем компьютерной алгебры 
в образовании.

Параллельно с работой конференции прошла выставка “Информационные технологии в 
образовании’', на которой, в частности, была представлена литература, посвященная систе­
мам компьютерной математики. Более десятка своих книг представил участник конферен­
ции из Смоленска профессор В.П.Дьяконов -  автор большинства описаний различных CKA 
на русском языке. Ряд материалов был доставлен при содействии О.И.Маричева из амери­
канской компании Wolfram Research, Inc. (WRI) -  разработчика системы Mathematica.

Итоговое заседание конференции проходило 24 сентября. Зарубежные участники отме­
тили значительную работу, проделанную за последние два года Центром информационных 
технологий БГУ по внедрению CKA в различных областях науки и образования. В  этот пе­
риод БГУ были сделаны конкретные шаги для ориентации белорусских ученых на использо­
вание лицензионного программного обеспечения: достигнута договоренность с WRI о льгот­
ных ценах на Mathematica для учебных заведений Беларуси, закуплены 30 лицензий системы  
Mathematica "1.0.1 для БГУ. Центр информационных технологий БГУ получил права дистри­
бьютора продукции WRI на территории Беларуси.

Участниками была отмечена очень хорошая техническая оснащенность конференции. 
Были высказаны пожелания продолжить регулярные встречи специалистов в области CKA 
на белорусской земле.

А.ЛКурбацкий, Ю.И.Воротницкий
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

УДК 535.34
Г у б а р ь  H E . ,  У р б а н о в и ч  А . И .  Ш естиволновое смеш ение ультракоротких им ­
пульсов в кубических средах //В естн . Белорус, ун-та. Сер.I. 1999. №3.

Рассматривается процесс нестационарного шестиволнового смешения (Ш ВС) ультрако­
ротких импульсов при произвольном отношении их интенсивностей. Получены уравнения, 
описывающие процесс ШВС, и проведено численное моделирование процесса TTTBC для га­
уссовы х импульсов.

Библиогр. 13 назв., ил.4.

УДК 535.37
В о р о п а й  Е . С . ,  С а м ц о в  М . П . ,  Ч а л о в  В . H . ,  А л е к с а н д р о в а  Е . Н . , Ж а в -  
р и д  Э . А . ,  Ж у р а в к и н  И . H . ,  И с т о м и н  Ю . П .  Закономерности флуоресценции  
сим м етричны х трикарбоцианиновы х красителей в биологических тканях //  Вестн. Бе­
лорус. ун-та. С ер .I. 1999. №3.

Полиметиновые красители, фотосенсибилизаторы с поглощением и флуоресценцией в 
спектральной области прозрачности биологических тканей можно регистрировать на глуби­
не до 1.5 см от поверхности тела животных. Интенсивность зарегистрированной с поверхно­
сти тела животных флуоресценции исследованных полиметиновых красителей при введении 
в диапазоне 1т-2 мг/кг прямо пропорциональна их концентрации в опухолевых узлах и мыш­
цах. По изменению интенсивности флуоресценции при сканировании по поверхности опу­
холевых узлов возможно определять наличие в них областей с неоднородным распределени­
ем красителей.

Библиогр. 9 назв., табл. 2, ил.2.

3Д К  535.37
П о к а т а ш к и н  В . И . ,  С ы т ь к о  В . В . ,  К р а с о в с к и й  A . H . ,  У м р е й к о  С . Д .  М и­
грация энергии электронного возбуж дения в кристаллах Rb3UO2F j при селективном  
лазерном  возбуж дении //В ести . Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. №3.

При температуре 6 К исследована люминесценция кристаллов пентафторуранилатов ру­
бидия RbiUOjFs при резонансном селективном лазерном возбуждении в пределах неодно­
родно уширенной полосы первого электронного перехода. Обнаружен неселективный спек­
тральный перенос энергии электронного возбуждения по системе уранилфторидных ком­
плексов, обусловленный взаимодействием нижних возбужденных энергетических уровней и 
учас тием рамановских фононов кристалла.

Библиогр. 9 назв., ил.2.

УДК 537 .3U
К о м а р о в  Ф . Ф . ,  Л е о н т ь е в  А . В . ,  Г р а н ь к о  С . В . ,  Г р и г о р ь е в  В . В . ,  K a -  
м ы ш а н  А . С . О птические свойства пленок П М М А , облученны х легким и ионами //  
Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. №3.

Представлены результаты исследования изменения оптических констант пленок полиме- 
тилметакрилата, облученных легкими ионами. Показано, что ионная имплантация является 
эффективным способом модификации оптических свойств полимеров, и подход, основанный 
на изменении молекулярной рефракции, позволяет прогнозировать значения коэффициента 
преломления.

Библиогр. 8 назв., табл. I, ил.2.

УДК 621.315.592.2:546.289:537.533.35
Т и ш к о в  B . C . ,  Г а й д у к  П . И . ,  Ш и р я е в  C M O ., Л а р с е н  А . Н .  М орф ология по­
верхности кристаллов германия, облученны х тяж елы м и ионами средних энергий
//Вести. Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. №3.

Методами профилометрии, просвечивающей электронной микроскопии и электроногра­
фии исследованы процессы формирования на поверхности кристаллов германия, облучен­
ных тяжелыми ионами средних энергий, аморфного слоя с аномальной морфологией по­
верхности. Рассмотрены возможные механизмы формирования сотообразной структуры. 

Библиогр. 5 назв., ил. 2.
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УДК 6 21..191:53 7.86:539.182
С и д о р е н к о  А . В . М етод нелинейной динам ики для анализа биоэлектрической ак­
тивности мозга при изменении функционального состояния центральной нервной  
си стем ы / / Вести. Белорус, ун-та. С ер.I. 1999. №3.

Анализ биоэлектрической активности мозга с использованием метода нелинейной дина­
мики позволяет получить дополнительные сведения о функциональном состоянии централь­
ной нервной системы. Taime параметры, как корреляционная размерность и нормированная 
энтропия Колмогорова, могут быть использованы в качестве критерия для характеристики 
сложных режимов функционирования автоволновых биологических систем, в частности для 
дифференциации выраженности процессов возбуждения и торможения в мозге.

Библиогр. 9 назв., табл.I, ил.З.

УДК 537.87
М а л ы й  С . В .. K y x a p ч и к  П . Д . Р асчет эф ф ективны х электродинам ических пара­
метров композиционны х материалов методом м иним альны х автоном ны х блоков //
Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1999. №  3.

Предлагается новая методика расчета эффективных электродинамических параметров 
композиционных материалов, представляющих собой диэлектрическую матрицу с диспер­
гированными в ней частицами. Методика базируется на методе минимальных автономных 
блоков. Приводятся результаты расчета диэлектрической проницаемости материала с двух­
слойными сферическими частицами.

Библиогр. 7 назв., ил.2.

УДК 621.372: 537.86
И л ь и н  к о в  В . А . ,  И л ь и н к о в а  Н . И .  М етод расчета реакции линейной системы  на  
периодическое и непериодическое воздействие H Вестн. Белорус.ун-та. Сер.1. 1999. №3.

Предложен пригодный для широкого применения метод расчета реакции линейной дис­
сипативной системы на произвольное периодическое и непериодическое воздействие, осно­
ванный на представлении реакции в замкнутом виде.

Библиогр.8 назв., ил.2.

УДК 612.821:007
М о р о з е в и ч  A . H . ,  Ж е л е з к о  Б . А . ,  С а м а л ь  С.  А.  О собенности проектирования  
информационно-аналитических систем поддерж ки принятия реш ений в социально- 
экономических объектах //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. №3.

Рассматриваются общие принципы моделирования процесса проектирования адаптив­
ных развивающихся информационно-аналитических систем поддержки принятия решений 
(ИА СППР). В качестве методологической основы моделирования используется концепция 
ПИР-требований. При этом разработка ИА СППР рассматривается как процесс трансфор­
мации моделей знаний о предметной области и удовлетворения соподчиненному измене­
нию требований Потребителя, Изготовителя и Разработчика. В  качестве универсального спо­
соба моделирования знаний предлагается использовать концепцию обобщ енных объектов. 

Библиогр.20 назв., ил. I .

УДК 519.10
Е м е л и ч е в  B A . .  П о х и л  ьк о В .  Г.  Радиус квазиустойчивости м нож ества П арето  
векторной задачи миним изации линейны х форм на м нож естве подстановок // Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. 1. 1999. №3.

Получена формула радиуса квазиустойчивости множества Парето в векторной задаче оп­
тимизации линейных форм на множестве подстановок симметрической группы.

Библиогр. 7 назв.

УДК 519.872
M а т а л м ц к и й M  . А . К  вопросу исследования экспоненциальны х сетей при зависи­
м ости вероятностей перехода от их состояний //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1999. №3.

Исследуется экспоненциальная сеть с разнотипными заявками и системами со многими 
очередями. Вероятности переходов заявок между системами сети зависят от ее  состояния. 
Показано, что стационарные вероятности состояний имеют форму произведения.

Библиогр. 2 назв.

УДК 519.62
Б о б к о в  В . В . ,  Б о р и с е в и ч  А . М .  М етод последовательны х поправок / /  Вести. Бе­
лорус. ун-та. Сер.1. 1999. №3.

Для начальной задачи в случае системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
нормального вида предлагается способ построения рекурсивного типа одношаговых методов 
сколь угодно высоких порядков точности. Способ удобен для конструирования вычисли­
тельных алгоритмов с автоматическим выбором не только шага сетки, но и порядка точно­
сти метода.

Библиогр.2 назв.
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УДК 513.83
К у к р а к Г . О . О б отображ ениях экспоненциальны х пространств // Вестн. Белорус, ун­
та. С ер.I.'1999. № 3.

Рассматривается отображение гиперпространств замкнутых подмножеств топологиче­
ских пространств X и Y1 индуцированное замкнутым отображ ением /: X  —>Т. Найдено усло­
вие, необходимое и достаточное для того, чтобы это отображение было совершенным. Дока­
зано, что гиперпространства компактных подмножеств соабсолютных хаусдорфовых про­
странств соабсолютны.

Библиогр. 7  назв.

УДК 517.5
Б о к ш а  А . Н .  П ри ближ ен ие функций двух перем енны х рацрональны м и операторам и  
в равном ерной м етрике / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. №:3.

В ютассе гельдерорских функций двух переменных найдены локальные и  равномерные 
оценки для их уклонений от специальных рациональных операторов с положительными яд­
рами.

Библиогр. 2 назв.

УДК 519.712.2
М о щ е н с к и й  В .  А . ,  М о щ е н с к и й  Д . В .  В ы числение предикатов и реализация бу­
левы х ф ункций / /  Вестн. Белорус.ун-та. Сер.I. 1999. №3.

Подчеркивается связь между вычислением предикатов и реализацией последовательно­
сти булевых функций (БФ). Строится последовательность БФ, весьма сложная по реализа­
ции машинами Тьюринга (но за линейное время), которая задает вычислимый предикат (но с 
очень большой временной сложностью). Следовательно, каждая БФ из этой последователь­
ности вычислима и  машиной Тьюринга с фиксированной сложностью.

Библиогр. 4  назв.

УДК 519.1
З в е р о в и ч  И . Э .  Разбиения верш ин графов и кораскраски // Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер.1. 1999. №3.

Пусть P h Q -  два наследственных класса графов. Обозначим через S(P,Q) класс всех 
графов G  таких, что существует разбиение VG=XuY, удовлетворяющее условиям G(X) е Р  и 
G(T) e Q . Класс P  называется и-замкнутым, если дизъюнктное объединение G u H  содержит­
ся в P  для любых двух графов G, H  е Р .

Доказано, что если P  является и-замкнутым наследственным классом, не имеющим ко­
нечной характеризации в терминах запрещенных порожденных подграфов, а числа незави­
симости a (G) ограничены сверху константой для всех графов G e Q, то класс S(P1O) не имеет 
конечной характеризации в терминах запрещенных порожденных подграфов.

Обозначим через Со(к,1) класс всех графов, имеющих (М)-кораскраску, где к  >0 и I >0. 
Доказано, что класс Со(к,1) имеет конечную характеризацию в терминах запрещенных 

порожденных подграфов тогда и только тогда, когда к<\ и /< I. Приведен алгоритм распо­
знавания класса CoQ., I).

Библиогр.3 назв.

УДК 517. 977
Г а б а с о в а  О . Р .  Достаточны е условия оптим альности в задаче оптимизации фирм ы  с 
двум я технологическим и способами производства //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1999. 
№3.

В статье рассматривается задача оптимального управления с фазовыми и смешанными 
ограничениями и приводятся достаточные условия оптимальности.

Библиогр. 2 назв.



100000 р.
C O N T E N T S

Индекс 74851

PtrYSICS

GubarN.B., Urbanovich A.I. Six-wave mixing o f  ultrashort pulses in cubic m edia... 3 
Voropay E S ., Samtsov M .P., Tchalm’ VN., Zhavrid E A ., Aleksandrova E.N., 

Zliuravkin IN .  Fluorescence M echanisms o f  Symmetric Tricarbocyanine D yes in
B iologicalT issues.................................................................................................................................. 8

Pokatashkin VI., Syt 'ko VV., Krasovski A .N., Umreiko S.D. Migration o f  the 
Electronic Excitation Energy in Rb3UO 2F5 Crystals upon Selective Laser E xcitation... 13 

Komarov F.F., Leont'ev A. V , Gran’ko S.V., Grigor'ev V.V., Kamyshan A.S. Optical
properties o f  PM M A films irradiated by light io n s ......................................................................  16

Tishkov V.S., Gaiduk P.I., Shiryaev S.Ytt., Larsen A.N. Surface morphology of
germanium crystals irradiated with heavy ions o f  average energy..........................................  20

Sidorenko A. V. The nonlinear dynamics method for analysis o f  various functional
states o f  ceutralnervous system ......................................................................   22

Maiy S. V , Kuharchik P.D. Calculation o f  the effective electrodynamic parameters
o f  composite materials by the m ethod o f  minimal autonomous b locks.................................  27

Iljinkov VA., Iljinkova N.I. A  Calculation m ethod for the linear' system response to 
periodic and aperiodic ac tio n ............................................................................................   33

MATHEMATICS AND INFORMATICS

Morozevich A.N., Zhelezko B A ., Samal S.A. The ways o f  the developing of  
information analytical systems to support decision making process in social economic
objects.....................................................    39

Emelichev V., Pakhilka V. The quasistabilty radius o f  the Pareto set for a  vector
problem o f lmear forms m inim ization........................................     45

Matalyiski M.A. Invesligatibn o f  exponential queueing networks with dependent
on network states transient probabilities.........................................................................................  48

Bobkov V. V , Borisevich A.M. Consistent improvement method.......................................  52
Kukrak G. 0 .  On the maps o f  hyperspases.............................................................   56
Boksha A.N. Approxhnation o f  functions o f  two variables by rational operators in

uniform m etr ic .......................................................................................................................................  5.9
Moshchenskii VA.. Moshchenskii I). V. Predicate computation and realization of  

boolean fun ctions.................................................................................................................................. 66

BRIEF COMMUNICATIONS

Zverovich I.E. Vertex partitions o f  graphs and co-colorings.............................................  70
Gabasova O.K. Sufficient optimality conditions to the optimization problem o f  the 

firm with two production activities.......................................................................    72

OIJR EJBILEE

Valery I vano vich Prokoshin....................................................................................................... 76
Yury Semeuovich Kharm............................................................................................................  77

CHRONICLE

Kurbatzky A .N ., Vorotnitzky Yu.l. International scientific conference C A S-99   78

IS
SN

 
03

21
-0

36
7.

 В
ес

тн
.Б

ел
ор

ус
.у

н-
та

. 
C

ep
.1

: 
Ф

из
. 

М
ат

. 
И

нф
ор

м
. 

19
99

.№
 

3. 
1-

80


