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Физика

УДК 54X422. 541.65
Н.Л.АЛЕКСЕЕНКО, А.П.ЗАЖОГИН

ЭЛЕКТРОННО-КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СПЕКТРЫ ПОГЛОЩЕНИЯ 
И СТРОЕНИЕ КОМПЛЕКСОВ УРЛНИЛХЛОРИДА В РАСТВОРАХ
The main results obtained when investigating the electron absorption spectra of uranyl chloride 

solvit ions in water and some organic solvents are presented. The composition of the first coordination 
sphere of uranyl complexes in solutions has been studied. The correlation dependence between 
state of the first pure electron transfer baud and solvent properties has been received.

Известно, что большинство реакций в водных и неводных растворах 
уранила протекает по донорно-акцепторному механизму и обусловлено 
переносом электронной плотности от молекулы донора (растворителя) к 
молекулам акцептора (ионам уранила), т.е. растворитель является не только 
средой, но и реагентом. В общем случае довольно трудно определить те 
свойства растворителя, которые оказывают главенствующее влияние на 
данную реакцию взаимодействия между растворителем и соединением уранила 
(координацию, образование водородных связей и т. д.) и которые определяют 
характер его влияния на всю систему. Попытки установить взаимосвязь 
параметров спектров поглощения иона уранила с физическими свойствами 
растворителей предпринимались неоднократно [I], но, к сожалению, до насто­
ящего времени еще нет достаточно удовлетворительной общей теории для 
описания процессов комплексообразования в водных и неводных растворах 
и электронного строения иона уранила в этих растворах.

В данной статье на основе изучения спектров электронного поглощения 
растворов IJO2Cl2 -ЗН20  в различных растворителях (воде, ДМФА, ДЭАА, 
ДМСО, ГМФТА, ТБФ) исследовано влияние физико-химических свойств 
молекул растворителей на положение и интенсивность полос в спектре и 
применимость эмпирических параметров растворителей [2] для описания 
механизмов сольватации и комплексообразования иона уранила.

Спектры электронного поглоще-

Спекгры поглощения растворов UO2Cl2-ЗН20  в:

ния ряда растворов UO2Cl2 • ЗН20  при 
комнатной температуре приведены 
на рисунке. Как видно, спектры по­
глощения имеют характерную поло­
сатую структуру, насчитывающую 
в видимой области до десяти-две- 
надцати полос. Следует отметить, 
что замена растворителей оказывает 
влияние на интенсивность и ширину 
полос поглощения в гораздо боль­
шей степени, чем на их смещение. 
Кроме этого, растворитель оказывает 
влияние и на общий вид спектра: 
часть спектров достаточно хорошо 
детализирована (например, спектры/  ГМ Ф ТА ;’ -Д Э А А ;.? -в о д е ;4 -Т Б Ф ;5 -Д М Ф А ;б '-Д М 0 0 .

UO2Cl2-JH2O в ДМСО, в ДМФА, в ТБФ), а остальные имеют довольно 
широкие, трудноразрешимые полосы. В спектрах также можно наблюдать
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и закономерность изменения коэффициента поглощения: самым малым 
обладают наиболее длинноволновые полосы, а в коротковолновой части 
спектров наблюдается значительное его увеличение.

В таблице приведены частоты максимумов полос поглощения и величины 
разностей Av между ними для растворов IJO2Cl2- 3H2O в различных раство­
рителях, а также донорные числа растворителей (DN). Донорное число, по 
Гутману [31, является термодинамической характеристикой растворителя и 
отражает его способность к ионной сольватации.

Положепие максимумов абсорбционных полос и частотные интервалы 
в спектре поглощения раствора UO2Cl2-SII2O

Чистоты максиму­
мов полос спектра 
поглощения, ем’1

Частотный 
интервал, см

Частоты максиму­
мов полос спектра 
поглощения, см’

Частотный 
интервал, см'

Частоты максиму­
мов полос спектра 
поглощения, см'1

Частотный 
интервал, см'1

в воде (DN=  IR) вТБФ(Л№ =23,7) в ДМФА (TW=26,6)

20 580 20 200 20 280
21 280 700 20 880 680 21 000 700
23 960 3 X 636 21 580 700 21 750 750
26 800 4 X  730 22 320 740 22 600 850

22 900 580 23 280 680
23 460 560 23 980 700
24 140 680 24 700 720
24 740 600 25 380 680
25 500 760 27 480 3 х  700
26 450 950
27 200 750
28 140 940

и ДМСО (DN=29,S ) в ДЭАА (TW=32,2) в ГМ Ф Т А (Ш =38,8)

20 050 20 060 20 370
20 750 700 20 350 270 21 100 730
22 700 3 X 650 21 050 700 21 850 750
23 320 620 21 800 750 25 000 4 х  787
23 950 630 22 700 900 27 500 3 х  830
24 720 770 23 400 700
25 400 780 24 150 750
26 380 980

Сопоставление частот максимумов самых длинноволновых полос для каж­
дого образца, которые соответствуют первому чисто электронному переходу 
иона уратгила, позволяет установить определенную корреляционную зави­
симость между их значением и донорной способностью для ряда раствори­
телей (H2D, ДМФА, ДМСО, ДЭАА). Эту корреляционную зависимость, 
полученную методом наименьших квадратов (МНК), можно представить 
в виде уравнения:

v m(DN)=vw{DN=Q) — /с- ZW=(21404—•44-DN)  см"1, (I)
где Vo0(ZJTV=O) — частота чисто электронного перехода в комплексе уранил- 
хлорида с нейтральными лигандами при значении донорного числа DN, 
равном нулю.

Кроме этого, данные таблицы показывают, что частотный интервал между 
первыми тремя полосами поглощения для спектров 1—6 равен примерно 
700—770 см'1, что практически соответствует средней величине частоты 
полносимметричного валентного колебания у ранила в возбужденном со­
стоянии для соединений уранилхлорида. Нарушение частотного интервала 
между максимумами полос поглощения в области частот 21800—22300 см"1 
свидетельствует о возможном переходе в следующее возбужденное элек­
тронное состояние, причем частотный интервал между третей и четвертой 
полосами увеличивается до 750—900 см"1, а между последующими уменьша­
ется до 560—700 см"1 (частотные интервалы для каждого спектра примерно 
равны между собой). Подобное поведение полос в спектрах можно объяс­
нить перекрыванием двух возбужденных электронных состояний. Поэтому
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можно предположить, что четвертая полоса является началом нового элек­
тронного перехода. Очередное нарушение частотных интервалов наблюдается 
в области 25500—26500 см"1 (в этой и более длинноволновой области полосы 
становятся трудноразрешимыми из-за перекрывания нескольких электронных 
состояний).

Кроме того, следует обратить внимание на спектр UO5CI2-.IH3O в ДЭАА. 
В этом спектре наблюдаются две серии полос, сдвинутые относительно 
друг друга примерно на 270 см"1. В области первого чисто электронного 
nepexoiia имеются две достаточно разрешимые полосы, причем более длинно­
волновая полоса несколько выше по интенсивности, а для последующих 
полос вторая серия наблюдается как небольшое плечо на коротковолновом 
крыле этих полос. Можно предположить, что в растворе UO2Cl2UH 2O с 
ДЭАА в процессе комплексообразования образуются два вида комплексов: 
в одном происходит вытеснение молекулами растворителя из внутренней 
сферы иона уранила и хлора и воды за счет высокой донорной способности 
ДЭАА, а в другом — во внутренней сфере частично остаются молекулы воды.

Согласно 12,31, вода обладает донорным числом, равным 18, но донорная 
способность молекул воды может значительно увеличиться за счет образова­
ния сильных водородных связей [2]. За счет этих изменений увеличивается 
так называемое суммарное донорное число, а следовательно, и среднее доиор- 
ное число. Значение этого среднего донорного числа определяется как средне­
арифметическое значений донорных чисел всех (в случае пентагональной 
координации — пяти) входящих во внутреннюю сферу иона уранила ней­
тральных лигандов. С использованием уравнения для зависимости положения 
первого чисто электронного перехода V 00 от донорного числа растворигеля
(I ) и понятия среднего и суммарного донорных чисел, было проведено вы­
числение значения величин V uo для наиболее возможного комплекса уранила, в 
первую координационную сферу которого входят молекулы воды и молекулы 
ДЭАА. Вычисленное значение для состава координационной сферы иона 
уранила, состоящей из трех молекул H2O и двух молекул ДЭАА, равно 
20360 см"1, что довольно близко к экспериментальному значению (см. таблицу). 
Это может служить подтверждением того, что в растворе I JO2Cl2UH 2O в 
ДЭАА образуются два сорта комплексов.

В спектре раствора UO2Cl2 *3H2O в ГМФТА полосы смешены в длинно­
волновую область по сравнению с ожидаемыми (v0()=20400 см"1 и 19700см"1 
соответственно). Так как растворитель имеет достаточно большое значение 
донорного числа (38,8), то, следовательно, понижение суммарного донорно­
го числа можно объяснить лишь тем, что помимо молекул ГМФТА в коор­
динационную сферу иона уранила входят и молекулы воды. Это тем более 
вероятно, гак как молекулы ГМФТА имеют относительно большие размеры 
и поэтому, в силу стерических факторов, в процессе комплексообразования 
во внутренней сфере иона уранила остаются молекулы воды. Из вычислений, 
аналогичных приведенным ранее, можно сделать вывод, что образуемые 
комплексы в первой координационной сфере имеют две молекулы ГМФТА 
и гри молекулы воды.

Особое внимание следует обратить на поведение полос в спектре раствора 
UO2CT2--IH2O в ТБФ. Весь спектр (по сравнению с ожидаемым) сдвинут в 
коротковолновую область как при полной замене прежней координационной 
сферы на молекулы ТБФ, так и со спектром комплексов типа IJO2Cl2 • 2ТБФ 
или IJO2Cl2 иТБФ, которые, как предполагается в ряде работ [4,5], образуются 
при экстракции уранилхлорида. Этот сдвиг, по всей -вероятности, можно 
объяснить увеличением суммарного донорного числа окружения уранила. 
Использование экспериментальных данных по положению полосы первого 
чисто электронного перехода (vo„=20200 см"1) и уравнения (I) позволило 
сделать предварительную оценку значения среднего донорного числа. Оно,

5



как оказалось, должно быть порядка 27. Уже отмечалось, что донорная 
способность воды может значительно увеличиваться при образовании 
сильных водородных связей в комплексах, при этом донорное число может 
возрасти до 25 [6]. ТБФ имеет донорное число, равное 23,7, которое незначи­
тельно отличается от донорного числа воды. Поэтому увеличение среднего 
донорного числа до 27 маловероятно. Кроме того, ТБФ обладает низким 
значением диэлектрической проницаемости е, что оказывает влияние на 
вытеснительную способность этого растворителя. Из сказанного следует, что, 
рассматривая только электронные спектры поглощения, нельзя с достаточной 
степенью уверенности утверждать, какие именно комплексы образуются в 
данном растворе. Необходимы дополнительные исследования.

Несмотря на то, что выполненный на основе абсорбционных спектров 
анализ носит во многом предположительный и интуитивный характер, он, 
тем не менее, позволяет с достаточной определенностью судить как об элек­
тронном строении, так и о составе координационного окружения уранила в 
комплексах, образующихся в растворах, в зависимости от эмпирических 
характеристик молекул растворителя.
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УДК 621.378.34
В.В.ГРУЗИНСКИЙ, А.В.КУХТП, В.В.ГАЛЬКИН

ЗАВИСИМОСТЬ ЭФФЕКТИВНОСТИ ГЕНЕРАЦИИ 
ОТ ЧАСТОТЫ ИЗЛУЧЕНИЯ НАКАЧКИ В ЛАЗЕРАХ 
IiA СЛОЖНЫХ ОРГАНИЧЕСКИХ СОЕДИНЕНИЯХ 

В КВАЗИСТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ
The dependence of lasing efficiency of dye lasers on the pumping wavelength is investigated theo­

retically in quasi-steady state. It is shown that for some cases the generation efficiency maximal value 
is reached not in a maximum of absorption spectrum, but in the longwave region of this spectrum.

Исследования зависимости эффективности генерации от длины волны 
накачки, проведенные для некоторых сложных органических соединений 
[1,2], показали, что в ряде случаев максимальное значение эффективности 
генерации достигается при накачке не в максимуме спектра поглощения, а 
на длинноволновом крыле этого спектра. Такое положение отличается от 
общепринятых представлений и поэтому требует более детального изучения. 
Анализ спектров поглощения из возбужденных синглетных и триплетных 
уровней для растворов 1,4-ди[2-(5-фенилоксазолил)]бензола (ПОПОП) |1| 
позволил предположить, что такое поведение эффективности генерации 
обусловлено наведенным поглощением излучения накачки в системе возбуж­
денных синглетных состояний. Для проверки этого предположения было 
проведено исследование зависимости эффективности генерации от длины 
волны накачки методом математического моделирования. Расчета проведены 
для хорошо изученного и используемого в промышленных лазерах соедине­
ния — ПОПОП в условиях квазисташюнарного режима и поперечной накачки. 
Экспериментальная зависимость эффективности генерации от длины волны 
накачки ПОПОП известна из [I], спектры наведенного синглет-сишлетного 
(S-S)  и триплег-триплетного (T-T)  поглощения в области усиления и 
поглощения из основного состояния взяты из [3] и представлены на рис.I.
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1.6, O18(X )/IO h 6CM= 

ff3i(A)/10"l6CM2 

-A- O3n (А .)/Ю - | 6см 2

П2л(А,)/10~|6см2
Tl(Xp) отн.ед.

ч

0,0______I______I ^  I_______  1--------- 1—
320 340 360 380 400 420 440 460 Х.нм

Рис. I. Сечения переходов .S',r .S',, Sr S0, S1-S1,, Tr  Т,, и экспериментальная кривая зависимо­
сти эффективности генерации ПОПОП в диоксане or длины волны излучении накачки.
Для кинетического анализа генерации лазеров на сложных органических 

соединениях используем общепринятую пятиуровневую модель, в которой 
схема электронно-колебательно-вращательных энергетических уровней моле­
кулы состоит из основного состояния, двух синглетных и двух триплетных 
возбужденных состояний [4,5]. Кроме того, ограничимся рассмотрением 
частного случая квазистационарной генерации. Этот режим достаточно 
подробно описан в литературе, однако, как правило, расчеты были выполнены 
либо для тонкого слоя [6,7], либо с использовавшем условия стационарности 
IК,91. В первом случае оказывается, что максимальная эффективность 
генерации должна достигаться при накачке в область максимума спектра 
поглощения, условие же стационарности вообще может быть не применимо 
при рассмотревши лазеров на средах с относительно большим временем 
жизни молекул в триплетвюм состоявши [4]. Напротив, для того чтобы опре­
делить эффективность накачки для реальвшх условий, будем рассматривать 
конечные размеры генерирующей области и в общем случае He ограничи­
ваться стационарной генерацией.

Скоростные уравнения для населевшостей энергетических уровней в 
общем случае имееют вид [6—11[:

где./J11, д12 — вероятности спонтаввных переходов с уровня ,S11 в основное — Л'(1 
и гриплетное — T1 состояния соответственно; р21 — вероятность перехода с 
уровня 7", в основное состояние; 0^ ,0^,0^ ,0  ̂ — сечения вынужденного 
излучения и поглощения на частоте накачки р и генерации g соответственно; 
Ip и F=T+ I  —плотность потока фотонов на частоте накачки и суммарная 
цло'пюсть потока фотонов на частоте генерации соответственно; п — кон­
центрация частиц активного вещества, a B1 и л, — концентрация населенности 
уровней S 1 и Ti соответственно.

В общем случае населенности B1 и п2 зависит как от координат х  и z, так 
и от времени. Однако, как показывают расчеты на ЭВМ, в условиях попе­
речной накачки при плотностях мощности, значительно превышающих 
пороговую, после установления квазистационарного режима генерации 
указанные величины можно считать функциями только времени. Кроме 
того, в этом случае коэффициенты усиления и потерь равны и поэтому B 1 и 
л2 удовлетворяют соотношению:

где L — длина активной зоны в поперечном относительно распространения 
накачки направлении, а г, и г2 — коэффициенты отражения зеркал резонатора;

(3)
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о J4' — сечение поглощения с первого триплетного состояния на частоте 
генерации.

Из (3) для зависимости и, от л, имеем
H2= C l H1J c 2, (4)

Aioj3 +  /с,.

Qr- +  о1, — о ~ о + о  — о
31 13 35 31 13 35

Ич - - - = C 1W,+ с (5)
dt

где C2=PnCl-P ll, C4=C2P22, находим изменение концентрации молекул в три­
плетом  состоянии:

л2=с5ехр(с,()+с6, (6)
HpC2J  C4 P21C1 о ч'где C4- - = ----- ,  Cf = --------- — , п2 — населенность уровня Z1 к моменту

с, р2| - P 12C1
начала киачистащюнарного режима генерации.

Концентрация синглетно-возбужденных молекул изменяется со време­
нем следующим образом:

л,=с7ехр(с,Т)+с8, (7)
I д е  C2 Cj с 2, Cjt с ] Cll+ C1.

Так как здесь используется приближение, при котором населенности 
уровней б’, и 7’, одинаковы во всем генерирующем объеме, то зависимость 
потока излучения накачки от глубины проникновения в среду г и времени т 
будет выражена:

I p(ZJ) = I 0p сх р ( 8 )f  к ( I  - )dz
-О с

где = я ,( П ( о '+ о '—ofs) —л2(/)(о£4.—of,) — я о ' ; /°  — величина потока 
фотонов накачки при г =  0 .

Пренебрегая изменением Icp(I) в течение времени прохода расстояния z 
фотоном накачки, ( 8 ) можно записать в виде:

I p(ZJ)= 1°, CXp[zkp (I )] =  /" ехр[ Z( C2 ехр( с,/) + с, 0) ], (9)

где с, =  с ,(o ' + о ' - о '  ) - с , К  - о ' ), с]0 =  сДо' + о ' - о '  )-<ь(с£ -o f ,  )-/raf, .
Зная функпиошшьные зависимости п2(1), n2(t) и Ip(zJ), по (I) легко опре­

делить F как функцию z и /:
n2( t ) J n 2(l) Ip J p v J l  (zJ)(  o', + о';,)} + 1 (ZJ)O1n ( H j l ) -  п)

F(zJ)  = - -------- ■— — ------ - — -------------------- -— -  — ---------- , (10)
о", (л -  л2 ( /)) -  л, (0 (Q11 +  of,)

где л,'(О ~  производная функции л,(О по времени.
Выделяя зависимость F от z и t явно, (10) можно переписать в виде:

г,  ,, со + с14 ехр(Сз/) + /"(С|5ехр(С1/) + С|6)ехр[г(с„expfc,/) +  с|0)]
I J z J )  = ----------   ----------------------------- (11)

cH C12 ехр(с,0
где C1, =  O f ,(Л -  Ch ) -  Cs I o f l + Of1 ) , C12 =  CsOf1 + C7 (of, + Of1 ), C13 = Cs ( P 11 + P 12),
cH =  И  + P m + P 21) ,  C15 =  C7( o '  + о , ' ) + C 5O 1' , C16= C , ( о , '  + о ' )  +  ( с 5 - л ) о ' . 

Предполагая, что
(l'p (z,x, t) + I a (z,x, l ))x= F ( z J ) , (12)

и пренебрегая изменением потоков за время прохождения ими активной 
области, для потоков Fa и F , приближенно равных потокам F  и I  соот­
ветственно, получим:

F( z , x )  = 7-------------------- ^  г-ехр(/сх), (13)
(exp(/c;.I )  -  l)(r2 exp(/c.Z) +  l)
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/  U .x) =  -
krLF(z ) -r2 exp(Xr| 2 / , — * 1 ) . (14)

(exp(ArrZ) -  1)(/; exp(X1X ) +  l)
T oijui эф ф ективность  генерации лазера в рамках датш ого приближ ения  

м ож но определить по формуле:
Xг, =  _ '

0  I к I'>
f  f  F  ( z J ) d z d t  ,

X Г г  „ оJ. р р О и
(15)

где B  =
кг ехр(/с ./т (б (  I -  'I) KXp(XrZ)) +  I — /%)

, a l̂t(Z) ~  максимальное значение
( CXp(XiX ) — ехр(/с./,) +  I)

координаты  при котором в м ом ент Z сущ ествует генерация:

Z1AO-
I

с9 exp(c}t) + Cn
-In

Cu  exp (с,/) +  C13 
/ “(с|5ехр(а,0 +  с|4)

где лл. — продолжительность времени существования генерации:

I, =  m i n i  I ,к I P
I
-In

C11 +  C1J 0} 3___ 16 )>
I T (IcU +  cH7,,

( 16 )

(17)

где /„ — длительность накалки.
Интегрирование ( I l )  по г от нуля до Zk дает

ZtUl
J  F(ZF)Ctz =

I
(С|1 +C14 Cxp(C1Z)) г, (Z) — +

/°(с |5ехр(с/) +  с-(
( I S )

C11 - C 12 CXp(C1Z) C4+CloCXp(C1Z)/ C9+C10 CXp(C1Z)
Дальнейшее интегрирование (18) в общ ем случае затруднительно, однако 

при относительно небольших потерях и высоких концентрациях для  zk(t) иг) 
е( к ггветствснно имеем:

cI
ZM) = -+ Z + — In 

С,

/

/ с ,
(19)

В
Л =  ~  cxP l - cA  e x p ( - 2 c 3zt )) -  C19Z; -  C20Zt ] , (20)

X / 0Z/> P

HU1 C7- cO

го
P с\ 6 — cXh с =  ■- !i  ■20

СН)СГ2

In
/V-(I 16 /

Из ( 19) и (20) видно, что значения у  и г) уменьшаются с течением времени. 
В случае, когда влиянием триилетггых уровней можно пренебречь, для 

оценки кпд аналогично получим:

Лп = h . ® -
X г

Ip (I +  пу a '  /  X0" ) ( 1 -  ехр(Х0 Zk) -  X  j>3,gt 

Xr +
( 21 )

где я,’ .= (н су I1 +  Xr ) /  (о(; +  а;’, -  о*5) ; X0' =  я , ( o '  +  o ' ,  -  а ' 5) -  л o f , :

X =  —  In 
X'

о
Яд P b

О Х '+ л ,а ')
Ит и'итоженного очевидно, иго (15), (20) и (21) дают значение кпд гене­

рации только после установления ква.зистационариого режима. Полный же 
кпд можно представить в виде:

Ti T +  Г) T  I sp SJ) *
Л,. =

К  + Т
(22)
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где rj и Т — эффективность и продолжительность стационарной и нестацио­
нарной (индекс sp) генерации соответственно.

Как а ид но из (19), в общем случае при Tjsp̂ r) полученные выражения 
позволяют оценивать общий кпд тем точнее, чем строже выполняется условие 
T »  Tsp. Поскольку типичная длительность установления квазистационарного 
режима генерации в условиях небольших потерь и интенсивного возбуждения 
составляет 0,1—3 не, то для реальных сисгем дост аточно Г>15—30 не. Отметим, 
что все приведенные выше выражения были получены без использования 
приближения Питерсона [8] и поэтому имеют более широкую область при­
менения.

Результаты расчетов эффективности преобразования энергии накачки в 
энергию генерации для раствора ПОПОП в диоксане при полном отсутствии 
наведенного поглощения на частоте накачки и при наличии S-S, T-T  и 
обоих видов поглощения при различных значениях концентрации раствора 
и интенсивности накачки графически представлены на рис.2 и 3. На рисунках 
показаны значения варьируемых параметров. Значения остальных параметров 
были равны: /.=0,5 см; /',=7-,=0,9; /„=10,0; л=1,0; ^=420 нм. В случае учета 
влияния триплетов (см. рис.2) кпд генерации рассчитывался по (18) при 
достаточно типичном значении я“ = 0,01 и и длител ьности накачки /„=10 не. 
Длина волны генерации во всех случаях была равна Х.„=420 нм.

355 365 375 385 395 А.,нм 3 5 5  365 375 385 395 Х.нм

Рис.2. Зависимость кпд ктгзистапионарной генерации от длины волны излучения 
накачки в отсутствие наведенного поглощения на чистоте накачки (Iа,б) и при сю 
наличии (2а,б) при различных значениях плотности мощности накачки, МВт/см2 

(1а,2а)  и концентрациях раствора, IO 17C M j  (16,26).

Анализ полученных зависимостей показывает, что даже в условиях квази- 
сгационарной генерации ее максимальный кпд в большинстве случаен 
достигается при накачке не в максимуме полосы поглощения, а в более 
длинноволновой области, причем характер кривых не зависит от наличия 
наведенного в системе возбужденных состояний поглощения, особенно 
при довольно большой интенсивности накачки, концентрации раствора и 
высокодобротных резонаторах. Напротив, при /,,<I МВт/см2, /KlOlhCM' 1 или 
в низкодобротных резонаторах зависимость г|(А.„) слегка напоминает контур 
гюлост,I поглощения. В данном приближении наблюдаемая зависимость 
объясняется, в первую очередь, стоксовыми потерями и эффективностью 
поглощения излучения на частоте накачки молекулами в основном состоянии. 
Влияние же наведенного поглощения с уровня A1 приводит к уменьшению 
кпд только на несколько процентов. (Исключение составляет случай малых
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концентраций, когда относительная населенность уровня S1 достаточно вы­
сока.) Напротив, снижение кпд, вызываемое поглощением из триплетных 
состояний, составляет десятки процентов. Кроме того, в этом случае кпд 
генерации повышается с увеличением концентрации раствора только в обла­
сти невысоких концентраций. В остальной области с ростом концентрации 
раствора кпд уменьшается, что указывает на существование оптимальной 
концентрации раствора в лазерах на средах, для которых рЪ2»Р->\- 

кпд
0 ,6 0 § = 3 р = $

О ,40-

0,20

— 1р=0,5 0,60s — s — Ь—i C '''* s —-1р=0,5

- Ip = I1O -Ip M 1O
— 1р=5,0

0.40 :— .  \\\ ■*Чр-5,0
— 1р=10.0 -Ip=IO1O

-х-!р=Т00,0
0.20

-X-Ip=IOO1O

355 ЗБ5 375 385 395 'Я-.нм 355 385 375 385 395 Х.нм

Рис.З. Зависимость кпд квазистационарной генерации от длины полны излучения на­
качки при наличии У-Дпоглощения (1а,б), T -T и ,V-A1 поглощения (2а,б) при различных 
значениях плотности мощности накачки в МВт/см2 (1а,2а) и концентрациях раствора 

в IO17CM'~3 (16,26). Длительность накачки /„=10 не.
Как указывалось ранее, суммарный по всей длительности накачки кпд 

определяется по (22). В свою очередь, анализ показывает, что в условиях 
импульсной накачки значительную роль играет процесс наведенного погло­
щения с первого возбужденного синглетного уровня [12,13], что, очевидно, 
приводит к дополнительному уменьшению эффективности возбуждения в 
области максимума полосы поглощения по сравнению с накачкой в более 
длинноволновой области в лазерах на ПОПОП.

Таким образом, анализ зависимости кпд генерации от длины волны накач­
ки в квазистаниопарном режиме показал, что ее поведение при достаточно 
высоких интенсивностях накачки, концентрациях растворов и добротностях 
резонаторов ггосит универсальный характер, ее поведение практически не 
зависит от формы спектров S-S  и T - T поглощения излучения накачки.
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УДК 53.072:621.397.132
О.Э.КАРАПЕТЯН. Л.В.КУХАРЧИК, Д.И. САГАЙДАК, Г.И.ТИМОФЕЕВА 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ЦВЕТОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ЖК ЭКРАНОВ

Computer modeling of the process of color formation in the LCD has been developed. Ou the 
basis of developed model the optical designing of RGB matrices of LCD has been performed. 
The optimum design of LCD and RGB of filters has been determined.

Совершенствование жидкокристаллических (ЖК) материалов позволило 
создавать экраны больших размеров, которые в последнее время нашли 
широкое применение в переносных компьютерах, телевизионных приемниках 
и проекционном телевидении. Полноцветные широформатные ЖК экраны 
требуют дополнительного усовершенствования технологии их изготовления. 
Сложность современных полноцветных ЖК экранов (активная матрица 
цветных фильтров, состоящая из сотен тысяч пикселей) отрицает потребление 
малой мощности, свойственное начальной технологии ЖК экранов. Яркая 
подсветка, требуемая для освещения и эксплуатации активной матрицы, 
уменьшает сроки эксплуатации источников питания в переносных устройствах 
с ЖК экранами.

Современные ЖК экраны с хорошими технико-экономическими показа­
телями должны иметь RCB фильтры с высоким коэффициентом пропускания, 
высокой чистотой (насыщенностью) цвета, хорошей воспроизводимостью, 
должны быть стойкими к высоким температурам в процессе изготовления 
экрана, обладать высокой цветостабилытостыо в процессе эксплуатации, 
хорошей воспроизводимостью.

Высокие требования, предъявляемые к качеству цветопередающих систем, 
делают необходимым оптимизацию технологического процесса их изготов­
ления. На практике оптимизация технологического процесса влечет большие 
материальные затраты. Поэтому для проектирования эффективных цвето- 
передаюших систем важно прогнозирование их оптимальных характеристик 
на модельных прототипах этих систем [ 11.

Авторами данной статьи было проведено компьютерное моделирование 
процесса формирования цвета в структурных элементах ЖК.экрана. На 
основании разработанной модели осуществлено оптическое проектирование 
RClB матриц ЖК экрана, исследовано влияние параметров функциональных 
слое!! и конструктивных особенностей ЖК экрана на его цветовые характерис­
тики. Рассчитаны пределы Мак-Адама для источника подсветки ЖК экрана, 
определены оптимальные R, Cl и В фильтры для NTSC и ES стандартов.

Моделирование процесса получения цветных абсорбционных фильтров
Окраска прозрачных слоев характеризуется спектральным коэффициентом 

поглощения, который определяется по следующей формуле
!Ci= -IaT l/Cl, (I)

вытекающей из закона Вера, где Ti — внутренний коэффициент пропуска­
ния несветорассеивающего слоя, I — геометрическая толщина слоя, С — 
концентрация красителя или пигмента. Для растворов красящих веществ, 
подчиняющихся закону Вера, величина Icx не зависит от толщины слоя и 
концентрации красящего вещества, а зависит от длины волны падающего 
излучения и свойств красящего вещества. Коэффициент поглощения крася­
щего вещества, состоящего из нескольких компонент, является суммой ко­
эффициентов всех составляющих.

Уравнение ( I) использовалось для компьютерного моделирования процесса 
окрашивания рельефов фоторезиста. Коэффициент поглощения красителей 
и коэффициент поглощения фоторезиста определялись по формуле (I) и 
экспериментальным спектрофотометрическим данным.

Была создана база данных коэффициентов поглощения цветных материешов 
(красители, пигменты), которая использовалась для подбора материалов, не­
обходимых для получения цветных фильтров (ЦФ) основных R, G, В цветов.
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Для численного проектирования фильтров с заданными координатами 
цветности были разработаны пакеты программ для ПЭВМ. Концентрации 
цветных материалов фильтра и толщина фильтра с заданными координатами 
цветности определялись путем минимизации целевой функции

F (C ,t)  = [ ( x ( C , t ) - x s)2 + ( y ( C , t ) - y s)2]1/2 / 2  + H (C ,t) ,  (2)

где Xs Wyi -  заданные координаты цветности; х(С,1) и у (С, I) — расчетные 
координаты цветности, C =  (с,,,..,ея) — вектор с координатами концентраций 
красящих веществ; / / ( C 5T) — функция штрафов, учитывающая технологи­
ческие ограничения на концентрации красящих веществ и толщину фильтра.

Координаты цветности фильтра определялись следующими выражениями [2]: 
x = X f  (X+ Y+Z), у  =  Y / (X+ YYZ), (3)

где X, Y , Z — координаты цвета фильтра, которые рассчитывались с исполь­
зованием метода взвешенных ординат по формулам:

780 780 780

X =  К  2 ф(Х)*(Х)АХ, Y =  x]?<p(X)y(X)AX, Z  =  x]?ip(X)z(X)Ak, (4)
Х=380 Х=380 Х=380

где Z  =  IOO/
780

^ 1SXXXy(X)AX, V(X) =  S(X)T(X), S(X) — относительное
U = 3 8 0  /

спектральное распределение энергии излучения подсветки; X и AX ~  длина 
волны и интервал длин волн; x ( l) , у(Х), z(X) -  удельные координаты цвета 
в колориметрической системе MKO 1931 г., T(X) — спектральный коэффициент 
пропускания фильтра. В программе AX ==5 нм, что обеспечивало достаточную 
точность расчетов. Если спектр Tp(X) сильно меняется по длинам волн, то 
величина интервала длин волн AX должна быть уменьшена.

Рис.I. Спектральные характеристики выбранных красителей и их смеси в фоторезисте (а):
I — активный ярко-голубой 53Щ; 2 — кислотный желтый светопрочный; 3 — смесь красителей в соотношении 1,0:2,1 в 
фоторезисте (толшина 1,50 мм) и координаты цветности (х =  0,286, у  =  0,600) полученной смеси на диаграмме 

цветностей MKO 1931 г. с треугольником основных цветов ЕС (б); область допуска ЕС для зеленого цвета (в)
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Минимизация целевой функции проводилась с использованием метода 
нелинейной минимизации Нелдера-Мида [3].

На рис. I приведены примеры численного моделирования фильтра зеленого 
цвета. Для получения фильтра зеленого цвета выбраны красители: активный 
ярко-голубой 53Ш и кислотный желтый светопрочный. Спектральные ха­
рактеристики выбранных красителей и спектральная характеристика их 
смеси в фоторезисте показаны на рис. I а. Координаты цветности полученной 
смеси удовлетворяют ЕС стандарту для телевизионных приемников (рис. 16).

Разработанные пакеты программ позволяют решать также обратную задачу, 
г.е. определять концентрации красящих веществ в окрашиваемом рельефе с 
целью дальнейшей коррекции процесса окрашивания.

Компьютерное моделирование позволяет проводить прогноз возможных 
вариантов получения из заданного набора красящих веществ фильтров ос­
новных цветов с требуемыми цветовыми и спектральными характеристиками, 
проводить быструю и эффективную замену красящих веществ при изменении 
технических требований к фильтрам.

Оптимальные RGB фильтры
Для хорошей цветопередачи телевизионного приемника (ТП) цветовой 

треугольник основных RCB цветов должен охватывать наибольшую гамму 
цветов. В то же время ТП должен обеспечивать получение высокой яркости 
изображения при сравнительно небольшой затрате мощности на получение 
основных цветов. С расширением треугольника RGB при данной мощности 
излучения ТП становится труднее получить достаточную яркость изображения, 
гак как основные его цвета приближаются к цветам спектрального локуса, 
становятся более насыщенными, а спектр их излучения становится менее 
широким. Повысить яркость в этом случае можно только увеличением 
мощности излучения подсветки ЖК экрана.

Согласно Д.Мак-Адаму, максимально достижимую насыщенность цвета 
для данного спектрального интервала и соответствующее ему значение 
максимальной светлоты (3„ид. ($max=Y/Y0, гДе E и Yt] — координаты цвета све­
товых потоков, прошедшего через фильтр и падающего на его) создают оп­
тимальные фильтры, т.е. фильтры, спектральные коэффициенты пропус­
кания которых имеют нулевые значения в некоторых участках спектра и 
равняются единице в остальных при наличии не более двух переходов от 
нуля к единице. Спектры пропускания оптимальных R, С, В фильтров для 
стандартов NTSC и ЕС при освещении источником подсветки ЖК экрана 
представлены на рис.2. Реальные фильтры создают меньшую насыщенность 
цвета и меньшую светлоту (соответственно, яркость), чем оптимальные. На 
рис..I представлены диаграмма цветности х, у  MKO 1931 г. с треугольником 
цветностей ЕС, цветностями основных цветов R, С, В и контурами постоянных 
значений (Iтах (пределы Мак-Адама) при освещении стандартным излучением 
П65 (источник дневного света) и источником подсветки ЖК экрана. Из 
анализа рисунков следует, что реальные О и В фильтры имеют наибольшее 
отличие яркостей от оптимальных фильтров, так как реальные синие и зеленые 
красители при большой яркости имеют малую насыщенность цвета.

RGB фильтры в структуре ЖК экрана
ЖК экран для оптического проектирования представляет собой тонко­

слойную систему, включающую проводящий слой индий-олова оксида 
(НТО), ориентирующий слой полиимидной кислоты (ПАК), жидкий кристалл 
и абсорбционные цветные фильтры (ЦФ). Следовательно, на процесс фор­
мирования цвета RGB фильтрами в ЖК экране оказывают влияние много­
кратные отражения от всех слоев, входящих в его структуру. С целью ис­
следования влияния интерференционных явлений в тонких слоях струк­
турных элементов ЖК экрана на его спектральные и цветовые характеристики 
проведено компьютерное моделирование процесса формирования цвета в
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400 460 540 620 700 780 I. нм
Рис.2. Зависимость коэффициента пропускания от длины волны оптимальных R (a), G (б), 
В (и) фильтров для I -NTSC  и 2 -  ЕС стандартов при освещении источником подсветки

ЖК экрана

0,2 0,4 0,6 0,8 х

Рис.З. Диаграмма цветности х, у  MKO J 93 J г. с треугольником цветностей ЕС, координатами 
цветности х, у реальных основных цветов соответственно на рис. а и б:

K tx  11.62 In), 11,6.1 HO: у~п,63 (о ). 11,35 (6): |5,„,,=0,190 (я ), В,2П5 (»)); О(х=1),30 (я), 0,23W ); у=Ч1,63 (я), 0,54 (,Ti; 
Г>,.,,,^п,138 I и ), 1),502 (#*>): 1.4<л—O1IK ( а ), 11,16 (о); у--0,17 (а ) ,  0,15 (о ) ;  ()„Я,=0,13К («), 0,178 ( в )) и контурами постоянных 

значений |3ПМХ при осиешении (« ) источником полсветки Ж К  экрана, (а ) стандартным источником D65 MKC)

структурных элементах ЖК экрана [5,6|. Параметр цветовых различий двух 
спектральных характеристик AE j  определяется следующими выражениями |2]: 

A E J  =  |(Д Г )2+(Дп")2+(Л/>')211/2;
Г  =  1 1 6 ( 7 / ¾ 173-  16 ( 1 < 7 < 1 0 0 ) ,

V  = 500К В Д )1/3- ( У /7 0) |/31,
А' -  200((¾ ¾ )^3 -
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Практически неотличимыми считаются два цвета, если их параметр пве- 
TOBiiix рналичии Д/',',Л<3. Программа использует заданные эксперимен­
тальные зависимости коэффициентов поглощения от длины волны для НТО 
и ПАКа, для абсорбционных фильтров эти зависимости моделируются в 
программе моделирования абсорбционных фильтров.

Были исследованы влияния изменения толщины конструктивных элементов 
RClH матрицы на ее цветовые характеристики. Исследования показывают, 
что изменение толщины любого из конструктивных слоев RGB фильтров 
может приводить к существенным цветовым различиям. Так, для зеленого 
фильтра, конструкция которого следующая: G фильтр формируется на 
стеклянной подложке, при этом абсорбционный фильтр наносится на за­
щитный слой ПАКа и проводящий слой ИТО, покрытый двумя слоями 
ПАКа. Геометрическая толщина слоев следующая: ИТО — /=0,067 мкм, 
абсорбционного фильтра — 1,5 мкм, слоя ПАКа — 0,067 мкм; параметр цве­
тов], IX различий следующий: при изменении толщины абсорбционнго фильтра 
на (), I мкм параметр А/;,,=3,65; при изменении толщины слоя ИТО на /=0,1 мкм 
A L11 ,= 6 ,22, при изменении толщины слоя ПАКа на 0,02 мкм AEob=2,04.

Рис.4. Спектральная зависимость коэффициента отражения внешнего излучения от ЖК экрана 
для G фильтра. Конструкция ЖК экрана:

Ui) с текло НТО П Л К Ж К -П А К - Ц Ф -И Т О —стекло-подсвстка, (п ) -■ стекло-Ц Ф —ИTO -JIA IC -Ж Х -П А К -
И I () стекло полепс-тко. Геометрические тотиимы слоев равны: ЦФ — /= 1 ,5  мкм, ИТО -- /=0,067 мкм, I IAIC -  /=0,(.)3 мкм,

ЖК -  /=S мкм

Последовательность расположения структурных элементов в ЖК экране 
влияет на спектральное отражение падающего на экран внешнего излуче­
ния. При расположении R, G, В фильтров на передней подложке ЖК эк­
рана конструкция матрицы следующая: стекло—ЦФ—НТО—ПАК-ЖК— 
ПАК—ИТО—стекло—подсветка; отражение внешней радиации от передней 
плоскости экрана селективно из-за поглощения части падающего излучения 
абсорбционными R, G, В фильтрами, т.е. R фильтр отражает падающее на 
его внешнее излучение только в красной области спектра, G фильтр — в 
зеленой, В фильтр — в синей области спектра. При расположении R, G, В 
фильтров на задней подложке конструкция матрицы: стекло—ИТО—ПАК- 
ЖК—ПАК—ЦФ—НТО—стекло—подсветка, отражение падающего на экран 
внешнего излучения равномерно по спектру. Результаты расчета коэффициента 
отражения падающего на экран внешнего излучения для G фильтра пред-
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ставлены на рис.4. Из анализа результатов, представленных на рисунке, 
следует, что конструкция ЖК экрана с расположением RGB фильтров пе­
ред ИТО и ЖК будет иметь более высокий контраст изображения. Эти 
свойства абсорбционных фильтров были использованы для улучшения 
контраста фосфорного экрана [5].

Таким образом, разработанный комплекс программ позволяет численно 
оптимизировать реальный процесс получения RGB матрицы, прогнозировать 
цветовые характеристики ЖК экрана.

I L a r i c m e r  J. ,  Be r r e mau  D . ,  den Boer  W. et al. / /  SID’ 94 Digest. 1994. P. 197.
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УДК 539.292
С.В.СУХВАЛО, В.В.ВЛАСОВ, В.Т.РУДЬ

ГЛОБАЛЬНАЯ И ЛОКАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ МАГНИТНЫХ ФАЗ 
В МАГНЕТИКАХ КУБИЧЕСКОЙ СИНГОНИИ

A mathematical analysis of global and local stability of the spin-orientational structure in 
uuigneties of cubic symmetry is conducted. With consideration of energy crystallograpliic magnetic 
anisotropy five anisotropy constants. The results received have enabled one to establish a set of 
possible phases, their stability type and scheme of possible phase conversions.

Для выявления всех сторон фазовых сгши-ориентационных изменений в 
магнитных материалах необходимо дальнейшее уточнение гамильтониана 
энергии магнитной анизотропии путем учета членов полиномиального раз­
ложения высокой степени И констант анизотропии не ниже пятой.

В качестве первого приближения такого рассмотрения можно использовать 
запись полного потенциала однородно намагниченного ферромагнетика 
кубической симметрии (Eor=O) в нулевом магнитном поле при отсутствии 
внешних напряжений [1|:

1\:= К ^ о - ^ ^ + а ^ а ^ + а ^ а ^ ) + К ^ а ^ а ^ + а ^ а ^ + а у а , 2)2+
+ K4(ax\ t , : + a / a f H t r\ i { Y i xh t f a z2+KfL*afa*  +..., 

где K1 ( i= 1,2,...) — константы магнитной анизотропии с учетом влияния 
упругой и магнитоупругой составляющих [2], а,. (i~x,y,z) — направляющие 
косинусы IteKropa спонтанной намагниченности (компоненты параметра 
порядка).

Учитывая условие нормировки (ax2+ttv2+a,2= l), введем новые обобщенные 
координаты: T •>■>, T T 1 T T T  T T  Tх* =(хт“(х/+аг'а,“+ а 1;“а , \  у  = а / а 1,:аг".

Согласно 13), эг и у  являются инвариантами второй и третьей степени 
энергии магнитной анизотропии ферромагнетика с кубической симметрией, 
которую можно записать в виде степенного ряда по этим инвариантам:

Fmr =K1 г + + К , л 4+^ / + K 5/+ . . .  (I)
Уравнение ( I) представляет собой инвариантный полином с коэффициен­

тами в виде констант кристаллографической анизотропии, необходимый для 
дальнейшего анализа фазовой равновесности и устойчивости. Важные аспекты 
устойчивости спиновой конфигурации магнитных систем с куб шнекой 
симметрией выявляются при минимизации инвариантного полинома как по 
параметру порядка, так и по инвариантам кубической симметрии [4,5).

Минимизация полинома энергии системы по компонентам параметра 
порядка дает набор решений, характеризующих отдельные составляющие 
конфигурации магнитной системы в целом, т.е. позволяет оценить устойчи­
вость спин-ориентацио иного состояния на локальном уровне.

2 Зак. 1194 17



Минимизация энергии магнитной анизотропии по инвариантам соот­
ветствует рассмотрению устойчивости на уровне спиновой конфигурации 
магнитной системы в целом, поскольку ей должна соответствовать группа 
симметрии, инвариантная группе симметрии парамагнитной фазы. Такой 
уровень устойчивости можно классифицировать как глобальный.

В обоих случаях, поскольку при анализе устойчивости магнитной системы 
существует необходимость рассмотрения второй производной по минимизи­
рующим параметрам, требуется учет не менее пяти членов полиномиального 
разложения.

При минимизации инвариантного полинома, как показали расчеты, 
характеристическое уравнение матрицы устойчивости всегда имеет действи­
тельные решения, так как (K3- K 5)7+K41 >0. Границы областей устойчивости 
в фазовом пространстве управляющих параметров задаются поверхностями 
AK3K5- K 41 = Q и K3+K5=Q. Диаграмма фазового состояния на глобальном 
уровне приведена на рисунке:

4К3К, Щ * й

K3 0 0
А Cl

-•1.0 • ‘  5
Диаграмма глобальной устойчивости спиновой конфигурации магнитной системы

Можно выделить ряд областей, характеризующихся определенным типом 
устойчивости спиновой конфигурации на глобальном уровне:

1) Для области 4К3К5—К47>0, K3+К5<() оба корня характеристического
уравнения матрицы устойчивости А.12 = K3 + K 5+ ̂ ( K 3 -  K5)2 + K4 отрица­
тельны, потенциальная функция имеет изолированный максимум, что соответ­
ствует неустойчивому состоянию магнитной системы.

2) Для AK3K5- K 42X), K3+K5<Q и  AK3K5- K 4 X), K3+K5X) корни имеют раз­
ные знаки, следовательно, потенциальная функция имеет седловую точку.

3) Для AK3K5- K 7 >0, K3+K5X) оба корня положительны и потенциальная 
функция имеет изолированный минимум, что соответствует устойчивости 
глобального состояния.

Минимизация энергии магнитной системы по компонентам параметра 
порядка равносильна минимизации по переменным х и у. Система уравнений 
для нахождения равновесных решений при этом запишется так:

\d.Fa /  dx = 2х(К3 + IK 3X2 + K4у 2) = 0,

\dFa J  dy = 2у(Кг +  Щ у 2 + K4X2 ) = 0.
Матрица локальной устойчивости имеет вид:

' K ^ K K 3X2+ К4у 2 2К4ху '
(1К4ху К2 + 6 К 5у 2 + K 4X21

Система (2) может иметь девягь решений типа (0,0), (х,0), (0,у), (х,у).

(2)
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l . x  = 0
j = 0

к, = K 3
о к .

Потенциальная функция имеет изолированный минимум, если K1X) и К2>0.
2,3. K 1 +  2К3 X2 =  0 ( - I K 1 

0

0 ' 

K 2 +  K aX2iу  =  0
Потенциал имеет изолированный минимум, если <0 и 

(IK1K1-K tK x)ZlK1X). Равновесная фаза X 2= - K J lK 3, у  = 0 устойчива, если 
K1X), K3X) и  IK1K1- K aKxX). Е сли К3<0, то равновесной фазы (хя 0) нет (AT1CO) 
либо она неустойчива (^>0). При этом может существовать неравновесная 
устойчивая фаза (хя,0 ), если K1+K4̂ y 0 и AT1C0.

4,5. х  =  0 (

AT,+2AT5j 2 =  0
V11 =

K 1+ К4у 2 
0

о
- 2  К.2 /

Потенциальная функция имеет изолированный минимум, если К2<0 и 
(IK3K1-K tK 1)ZlKsX). Равновесная фаза у 2=—K1ZlKi, хр —0 устойчива, если 
K1X), KiX) и IK iK1- K 1K1X). Если К5<0, то равновесной фазы (0,ур) не наблю­
дается (K1X)) либо она неустойчива (K1X)). При этом может существовать 
неравновесная устойчивая фаза (0,уя), если Кх+КАу Х )  и К2<0.

6—9. Решения типа (x,j) определяются системой уравнений
0, (За)AT1 +  2 AT3X2 +  AT4J2

IK 1 +  2 AT5J2 +AT4X2 — 0 (36)

и матрицей устойчивости

V.. =
V

4  AT3X2 2 AT4X j

\1 К 4ху 4AT5j

Множество подобных решений существует, если квадратные уравнения 
системы (3) соответствуют взаимно пересекающимся вещественным кривым 
второго порядка (эллипсам и/или гиперболам).

Уравнения (3) описывают гиперболу в случае выполнения условий 
ATiAT4<0 и AT5AT1CO или действительный эллипс, если KiK4X), АТ1/(2А ,̂+АТ,)<0 
для (За), AT5AT1X), АТ2/(2А5+А4)<0 для (36).

Условие взаимного пересечения равносильно существованию общих 
корней уравнений системы, что дает следующие возможные решения:

X 2=(IKiK1- K 4K1)Z(Kt2-AK 3Ki), 
V 2=(IK3K1- K 4K1)Z(K2-AK3Ki), 

которые будут соответствовать минимуму потенциальной функции, если -

K 3X2p + AT5J 2 +  д/(AT3X2 -  AT5J 2)2 +  AT42X2J 2 > 0, ^

K3X2p + AT5J2 -  (̂AT3X2 -  AT5J2 )2 +  AT42X2J2 >  0.
Неравенства (4) равносильны выполнению условий:

AT3X2 +  AT5J2 > 0  и AK3K5 -  K 2 >  0.
Полученные решения дают набор устойчивых локальных фаз, которые 

обозначим по типу определяющих их инвариантов: (0,0), (х,0), (0,j), (x,j). 
Из приведенных соотношений следует, что наряду с равновесными фазами 
(0 ,0 ), (х„,0 ), (0,ур), (хр,ур) возможно существование ряда неравновесных 
устойчивых локальных фаз типа (хя,0), (0,j /7), (xff,yff), а условия устойчивости 
равновесной фазы (XptVp) тождественны условиям устойчивости спиновой 
конфигурации магнитной системы или условиям глобальной устойчивости 
(при условии х 2Х), у 2>0). В отличие от этого устойчивость равновесных 
фаз (х/;,0), (O1Jitl) связана с устойчивостью конфигурации магнитной системы
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Равновесность, устойчивость и соотношение энергий составляющих спиновой конфигурации 
при различных значениях и соотношениях констант анизотропии.

IC1 IC2 IC3 IC4 IC5 56 5г
FaJ spK F N spKFa J-pKFx 
F J spK F J pKFxJ pKFa;  
F0N pK F J spK F J pK F J p 
F J spKFJ-pK F J pKF0J - p

• P <  P  с.нр 
x xy
FoJ

>0  >0 
>0  >0 
>0  >0 
>0  >0  
>0 >0 
>0  >0 
>0  >0 
>0 >0 
>0  <0 
>0  <0 
>0  <0 
>0 <0 
>0  <0 
>0 <0 
>0  <0 
>0 <0 
<0  >0 
<0  >0 
<0  >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0  <0 
<0 <0 
<0 <0 
<0 <0 
<0  <0 
<0  <0 
<0  <0 
<0  <0

>0  >0  >0 
>0 >0 <0 
>0  <0  >0 
>0  <0  <0 
<0 >0 >0 
<0 > 0. <0 
<0  <0  >0 
<0  <0 <0 
>0  >0 >0 
>0  >0  <0 
>0  <0 >0 
>0  <0 <0 
<0 >0 >0 
<0 >0 <0 
<0  <0  >0 
<0 <0 <0 
>0 >0 >0 
>0 >0 <0 
>0 <0 >0 
>0 <0 <0 
<0 >0 >0 
<0 >0 <0 
<0 <0 >0 
<0 <0 <0 
>0 >0 >0 
>0 >0 <0 
>0 <0 >0 
>0 <0 <0 
<0  >0  >0 
<0 >0 <0 
<0 <0 >0 
<0 <0 <0

p  у.нр< P J ' i ' llp< p J ' Ep< . p J - p

F J PK F J « P<F0J PK F J P

FxN kF J spKFJpKFJp

F J spKFJ-p<F0J - spK F J p

FxN K F J pKF0J - spK F J p

FJ-pKFJ-pKF0}N<F0J - p 

F J pKFJ-pKF0N K F0 J *

FJ-spKF0J - spKFJ-spKFJ-p

FJ:pKF0J pKFJ-spKFJ-p

FXJ< F J*< F ^< F ^>

FJ-spKF0J spKFJ-pK F J p

FJ-pKF0N pKFJ-pK F J p

FJ-pKF0N K F J - pKF0 oh w  

FJ-pK F J pKFJ-pKF0J - p

F J spK F J spKFJ-p<FJ-p

F0N pKFJ-pK F J spN F J p

F0N pKFJ-pKFJ-pKFJyp
p  У-Р<  p  c .P <  p  н у . р /  p  ну,p 
-r OO r xy -O5O 4 -r Oу 
P  я у . н р /  р  у . р /  р  C1P k - р  Q1Hp 
1 yS> ^ r O у -r OO ^ r Xy

FJ-npKFJ-pKFJ-pK F J p

■ FoJ<Fooc-v<FJv<FJv 
F0N K F J pKFJ-p< F J sp 
FoJ<Fm̂ <FxJ < F J ^

FJ-pKF0J spK F J pK F J sp

F J pKF0J - sp< F J pK F J p

F0J - spK F J pKFJ-spKFJ-' 
F J pKFJ-pK F J spKF0J  

FJ-spK F J pKJpxN pKFJ-

FJ-pKF0

.Hp

.Hp

7oNKF0J pK F J p

FJ-pKFJpKF0J-pKFJyp 
' -To/'p<FJy-spKFaJ <FxJ sp 
FJy-spKFJpKFJspKFJsp 
F j pKFjy-spK F jpKFjp 

F jy - spK F J pK F J spKF0N p

f j pk f j pk f j spk f j p

F0J -spKFJ-pK F J pK F J spOy * xv -  i,

f j - p< f0N k f xn < f j - p
FJ - spKFJ-pK F J pKFxJ
F J - pK F J pK F J pKF0J p

F J -pKFrN K F J pK F J sp

FaN pKFrN pKFaN pKFNsp



Продолж ение таблицы

K1 IC IC IC IC 5д
>0  >0 
> 0  >0 
>0 >0 
>0 >0 
> 0  >0 
>0 >0 
>0 >0 
>0>0 
>0 <0 
>0 <0 
>0  <0 
> 0  <0 
>0 <0 
>0 <0 
> 0  <0 
>0 <0 
< 0  >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 >0 
<0 <0 
<0 <0 
<0 <0 
<0 <0 
<0 <0 
<0  <0 
<0 <0 
<0 <0

>0 >0 >0 
>0 >0 <0 
> 0  <0  >0 
>0 <0 <0 
< 0  >0  >0 
<0 >0 <0 
< 0  <0  >0 
<0 <0 <0 
>0 >0 >0 
>0 >0 <0 
>0 <0 >0 
>0 <0 <0 
<0 >0 >0 
<0 >0 <0 
<0 <0 >0 
<0 <0 <0 
>0 >0 >0 
>0 >0 <0 
>0 <0 >0 
>0 <0 <0 
<0 >0 >0 
<0 >0 <0 
<0 <0 >0 
<0 <0 <0 
>0  >0 >0 
>0 >0 <0 
>0 < 0> 0  
> 0  <0 <0 
<0 >0 >0 
<0 >0 <0 
<0 <0 >0 
<0 <0 <0

Fm̂ < F ^ < F ^ < F x>̂

Pn™<Ff*<F^*<F**

F ^ < F 0™ <F^<FX™

F ^ < F ^ < F ^ < F ^

FŴ < F ^ < F ^ < F ^

F ^ < F ^ < F J ^ < F ^
FJ*<F*?*<FW™<F™

F ,r v< F ^ < F ^ v< F ^

F ^ < F ^ < F ^ < F J ^

F ^ < F a^ < F ^ < F J J

Fwy-P<FQ̂ < F ^ < F ^

FM™<F0;? < F ^ < F x™

F ^ < F ^ < F B̂ < F X̂

p  c-P< P  У’Нр/ P  ну.р/ P  яу.р -rOO xrO у чгх0 srXy

Е00с-р< Д / у̂ < Д /-ир<Догу’р

FB;™<FJ*<Fm°*<F™

F0̂ < F 0; ^ < F ^ < F ^

F ^ F ^ K F ^ F J ^
F,™<F^<Fw*™<FJ->

7Гоону'Р<7;оуЧнр<'̂ С1С'яр<-̂ п'ВУ'Ер

F c.n,<F ^ < Fj ^ < F y-p

V y’:
F
F0

r’.Hp/ p  c.sp/ P  y.p< P  c,p Oy ч/ху xrOO -̂rXO
FX̂ < F W™ <F^<F0-*
F0; - ^ < F ^ < F ^ < F ^
Fx; p<Fw» < F ^ < F b^

F ^ < F ^ < F ^ < F ^

F0™<FX 
' '"^F0

V P< V p<^>Hy-p
pooc'p< V ’p -------FJ*<F„?><FJ>*<F^

F ^ < F ^ * < F ^ < F ^
Fx̂ < F №̂ < F ^ < F 0/^ '

P  sy.ap/p C-P<P C-P<F C-P rOy -r Ô X/xy -̂rOO

V y'EP< ^ EP< ôoc’P<^oy-Bp
F J p<F^<FJ-*?<Fa;*

F ^ < F ^ < F m̂ < F J ^
Fx;^<Fm̂ < F J ^ < F ^
For<FJ*<Fx;*<Fm*™

F ^ F ^ K F ^ K F ^
F ^ < F x;^<F,J-?<F0;r

Fx̂ < F m̂ < F ^ < F ^

F ^ < F X; ^ < F ^ < F ^
F ^ < F ^ < F x;*<Fm<*
F ^ < F X̂ < F ^ < F ^

FX>̂ F ^ < F ^ < F ^

F ^ < F Ŵ < F ^ < F ^

FJ'KFX;*<F^<FB;™ 
FJ*<FB;-*r<FJ*<F00̂  
F J ^ F J ^ F ^ F , ™

P  c.P< P  C.p<* p  ну.р/ P  с,Hp rxy 4 ÔO 4rOy srXO

P ^ < F ^ < F ^ < F J ^
F ^ < F ^ < F X̂ < F ^
F ^ < F ^ < F ^ < F ^

f^ < fx; ^ < fŵ < f0;**

F ^ < F ^ < F a}̂ < F ^

Г р<Л»,м < ^ ,р< ^



лишь по одной обобщенной координате. Наконец, устойчивость фазы (0,0) 
не связана с устойчивостью конфигурации магнитной системы.

Выражение найденных равновесных решений через направляющие 
косинусы показывает, что им соответствуют только определенные кристалло­
графические направления типа [100], [110] и [111]. Подобный результат 
является хорошо известным фактом.

Сопоставление термодинамических потенциалов составляющих спиновой 
конфигурации позволило разбить пространство изменения констант анизо­
тропии на ряд областей и построить таблицу, содержащую сведения о воз­
можных спиновых конфигурациях кубических магнетиков. В таблице через 
Fxyi Fx0, F0у, F00, O-F00 обозначены термодинамические потенциалы фаз (х,у), 
(х,0), (0 ,у), (0,0) соответственно.

Устойчивость и равновесность локальных фаз в различных областях изме­
нения констант анизотропии показана в верхнем индексе термодинамических 
потенциалов с учетом следующих обозначений: у -  устойчивое состояние, 
ну — неустойчивое состояние, с — состояние, соответствующее седловой 
точке, нр — неравновесное решение, р — равновесное решение.

Колонки в таблице соответствуют следующим областям изменения кон­
стант анизотропии:

K5K12FK3K 2- K K K ^ O ;  К 2~ ^ К К < 0  и К 2К3- К 2К5<0 (5а)
K5K 2+ K3K22- K 4K1K2X ); К,2-4 К 3К5<0 и K 2K3- K 2K5X) (56)
K5K12+K3K22- K 4K1K2X); K4 -AK3K5X  и K 2K3- K 12K5X  (5в)
K5K 2FK3K 2- K 4K1K2X ; K4 -AK3K5X)  и K22K3- K 2K5X  (5г)
K5K 2+K3K22- K 4K1K2X ;  Ki2-AK3K5X  и K22K3- K 12K5X  (5д)
K5K 2FK3K 2- K 4K1K2X); K 2-AK3K5X)  и K22K3- K 12K5X  (5е)
K5K 2FK3K 2- K 4K1K2X ;  K 2-AK3K5X  и K22K3- K 12K5X  (5ж)
K5K 2FK3K 2- K 4K1K2X); K 2-AK3K5X)  и K22K3- K 2K5X .  (5з)

Проведенный анализ спин-ориентационного состояния магнитной системы 
на основе полученных критериев фазовой устойчивости и сопоставления 
термодинамических потенциалов составляющих магнитной конфигурации 
позволил выявить в фазовом пространстве изменения констант анизотропии 
24 глобально устойчивых состояния (устойчивых спиновых конфигураций). 
Из них 6 конфигураций имеют один минимум энергии и соответственно 
характеризуются однородной ориентацией спинов вдоль пространственной 
диагонали кубической решетки [111]. Такой результат согласуется с теорети­
ческими понятиями о магнитных группах в кубических магнитных кристаллах.

Однородные высокосимметричные состояния реализуются в следующих 
областях фазового изменения констант анизотропии:

K X ,  K2X ,  K3X ,  К < 0, К>0, K4 -AK3K5X  и K22K3- K 12K5X ,
K1X ,  K2X ,  K3X ,  К < 0, ^5>0, K 2-AK3K5X  и K22K3- K 12K5X ,
K1X ,  к2х ,  к3х ,  к < о, ^5>о, к к 2+ к к 2- к к к > 0  и K 2-AK 3K5X .

Остальные глобально устойчивые конфигурации характеризуются нали­
чием нескольких минимумов энергии, т.е. определенной неоднородностью 
спиновой конфигурации, свидетельствующей о понижении симметрии сис­
темы. Согласно [4,5], такие состояния являются промежуточными этапами 
при переходе от одной однородной высокосимметричной спиновой конфи­
гурации к другой.

Проведенный термодинамический анализ спиновой структуры кубических 
магнетиков в отсутствие внешнего поля позволяет сделать следующие выводы.

При рассмотрении устойчивости и равновесности спиновой конфигурации 
магнитной системы в целом необходим учет не менее пяти констант анизо­
тропии. Для анализа фазовой устойчивости имеет принципиальное значение 
проведение комплексной минимизации инвариантного полинома. Термодина­
мическая устойчивость спин-ориентационной структуры кубических магне­
тиков характеризуется двумя уровнями — устойчивостью спиновой конфи­
гурации магнитной системы в целом (глобальный уровень, определяемый 
минимизацией инвариантного полинома по инвариантам) и устойчивостью

22



отдельных составляющих спиновой конфигурации (локальный уровень, 
определяемый минимизацией инвариантного полинома по компонентам 
параметра порядка).

Особо выделяются спиновые конфигурации с одним минимумом энергии. 
Такие состояния обладают наиболее высокой симметрией для кубической 
сингонии и однородной ориентацией всех спинов вдоль пространственных 
осей типа [111] кубической магнитной решетки.

Термодинамически возможно существование спиновых конфигураций с 
нарушением симметрии, которым соответствует более одного минимума 
энергии и более сложное распределение областей намагниченности с ориен­
тацией спинов вдоль различных кристаллографических направлений. В таких 
спиновых конфигурациях характерно наличие локально устойчивых состояний 
вдоль осей типа [110] и [100].

Количество возможных устойчивых спиновых конфигураций как с одно­
родной, так и более сложной спиновой структурой определяется симметрией 
магнитной решетки.

При протекании в рассматриваемых магнетиках процессов спонтанной 
спиновой переориентации возможны фазовые переходы двух типов: а) между 
состояниями с наиболее симметричными спиновыми конфигурациями, 
обладающими одним минимумом энергии; б) между устойчивыми локальными 
состояниями. С точки зрения термодинамики, основными являются переходы 
первого типа. Переходы между локальными фазами играют чаше всего вспомо­
гательную роль и управляются закономерностями фазовых изменений на 
глобальном уровне.

1. Ак у л о в  H . С . Ферромагнетизм. М.; JI. 1939.
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4. Гу ф а н  Ю . М . ,  Т о р г а ш е в  В . И. / / ФТ Т .  1980. Т.22. Вып.6. С. 1629.
5. Г у ф а н  Ю. М.  //Ж ЭТФ. 1971. Вып.4. С.1537:
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УДК 621.382.323-416
А.Д.АНДРЕЕВ, Ф.Ф.КОМАРОВ, В.Н.МИХЕЙ

ЭМИССИЯ ГОРЯЧИХ ЭЛЕКТРОНОВ 
В ПОДЗАТВОРНЫЙ ДИЭЛЕКТРИК МОП-ПТ 
С ВЫСОКОЛЕГИРОВАННОЙ п о д л о ж к о й

Substrate ionization currents are measured and electron mean free path and energy are defined 
for dopant level substrate 7 -1023 m'3 MOSFET. The potential barrier across Si-SiO2 division and 
emission electron currents are calculated in the range date voltage. Substrate and emission current gradi­
ents have eontrarious signes. These peculirities may be caused by strengthening of impact ionization.

С уменьшением длины канала [1—3] и увеличением уровня легирования 
подложки [4] МОП-ПТ напряжение на стоке, при котором ток насыщается, 
становится меньше эффективного напряжения затвора и проводящий канал 
может не перекрываться. Электроны перемешаются по непрерывному пути 
от истока до стока, приобретают энергию, которая достаточна для преодоления 
потенциального барьера на границе диоксид кремния-кремний, могут 
эмитировать в окисел. Зависимость тока эмиссии от уровня легирования 
подложки приведена в [5]. В данной работе рассмотрено влияние напряжения, 
приложенного к затвору, на высоту потенциального барьера, среднюю длину 
свободного пробега и энергию электронов, а также эмиссионный ток в тран­
зисторе с концентрацией примесей в кремниевой подложке Na- I  - IO23 м-3. 
Длина L  и ширина W  канала равны 4 и 12 мкм соответственно, глубина 
областей истока и стока х/=0,8 мкм, толщина окисла кремния под алюми­
ниевым затвором Xox= 0,3 мкм.

Для расчета эмиссионного тока применялась формула, полученная в [5]:
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JVA/ I
C0(Vg - V r - V s )

A E m

2jt m ’ exp lPe
ekE„

1- ( I )

средняя длина
Vc —

где A L  — размер области ионизации вдоль канала, к 
свободного пробега электронов, C0 — удельная емкость окисла, Vg, VT, rs 
напряжение на затворе, пороговое и среднее напряжение на участке ионизации, 
фв — высота потенциального барьера на границе Si-SiO 2.

В структуре с заданной концентрацией примесей умножение носителей 
заряда осуществляется в канале, который непрерывен, или (Vg—VT) » V S [4], 
поэтому плотность электронов около стока и величина тока Ig (I) определя­
лись только эффективным напряжением затвора Vg-V 7, При повышенном уровне 
легирования подложки возрастает приложенное к затвору напряжение, состав­
ляющая напряженности электрического поля в окисле и компонент туннель­
ного тока, который учитывается дополнительным понижением барьера [3,6]:

cpe = 3,2.9 В -а Е Ц 2- Ь Е 20/ \

где а =2,59- 10-4е (В-см)1/2, /; = IO-5C (см2В)1/3, Em — напряженность электри­
ческого поля в окисле, равная отношению падения напряжения на окисле 
V0 = V  -  I-Pms — i-ps к его толщине, ф„„ — контактная разность потенциалов 
в МОП-конденсаторе, <ps= 2 f f  -  потенциал на границе Si-SiO 2 в режиме 
сильной инверсии, фу =  (кТ  /  e)\n(N л /  я.), щ — собственная концентрация
носителей заряда. Для концентрации примесей Na=I • 10 м 
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ф у -О,
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Рис.1. Зависимости средней длины свобод­
ного пробега?!. (I) и тепловой энергии элек­
тронов (2) от напряжения затвора Vg в режи- = J e N (VD — V1 
ме умножения носителей заряда, Kfl =4 В.

Электроны проходят без соударений 
расстояние X=Xj из глубины подложки 
к границе раздела, если Xj  ~к.  Глубину 
стока как технологический параметр 
уменьшают Ц ~ 0,2 мкм), чтобы снизить 
тепловой ток утечки. В интервале изме­
нения уровня легирования Na= IO22=  IO24 
м-3 величина к = (3000=300) нм [5] и в (I) 
ехр(— X j / k ) « l ,  поэтому основной вклад 
в эмиссионный ток вносят параметры: 
AL, к Em, Vs, ф„ при заданных значениях 
Xj, W, Vr. На рис. I. даны зависимости 
среднего арифметического значения к 
от Vg, полученные по трехпараметри­
ческой модели и току подложки в 
режиме умножения носителей заряда 
в поле, напряженность которого рас­
считывалась по известной формуле

и к Е  от К.m у -  - у  и  - D S  / 2 s ) ,

Как видно из рисунка, градиенты 
dk/dVg, d(kEm)Л/]Г и м е ю т  отрицательный знак (разность между напряжением 
на стоке F0 и напряжением насыщения тока F05 уменьшается с увеличением 
Vg), что приводит к уменьшению тока Is (I).

На рис.2. даны зависимости измеренного тока подложки Ix и рассчитанного 
по формуле (I) компонента эмиссионного тока Ig от напряжения затвора. 
Из рисунка видно, что ток Ix возрастает с увеличением напряжения Vg. Это 
увеличение можно объяснить тем, что для заданного напряжения на стоке, 
выбранного в интервале используемых уровней умножения носителей заряда, 
возрастает плотность инверсионных электронов, а также их число с энергией, 
равной или большей порога ионизации. Пропорционально возрастает также
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число электронов с энергией, равной или большей высоты потенциального 
барьера. Эти электроны могут эмитировать в окисел и создавать ток затвора, 
величина которого будет зависеть от интенсивности рассеяния электронов 
или соотношения между толщиной окисла Xox и средней длиной свободного 
пробега электронов Xox при перемещении от границы раздела Si-SiO 2 к 
затвору. Если Xox- X ox, ток Ig может быть сравним с током, протекающим через 
подзатворный диэлектрик [7]. Так как стоковое напряжение меньше эф­
фективного напряжения затвора, то проводящий канал не перекрывается и 
электроны перемещаются от истока до стока по непрерывному пути [8]. 
В этом случае не следует учитывать эффект обратного поля вблизи перехода 
стока [9] и вероятность того, что электрон преодолевает существующее на 
окисле падение напряжения [7]. Уменьшение тока вызвано в основном сильной 
зависимостью показателя экспонентыtp JeXEm в (I) от напряжения Vg (рис.З).

Рис.2. Зависимости измеренного тока подлож- Рис.З. Зависимость показателя экспоненты 
ш  Ix и рассчитанного по (I )  тока эмиссии (р JekEm в (Г) от напряжения затвора Vg 
Ig от напряжения затвора Vg в режиме 

умножения носителей заряда, V0 =  4 В.

Полученные экспериментальные и расчетные данные показывают, что при 
повышении уровня легирования подложки МОП-ПТ до 7- IO23 м_3, толщине 
подзатворного диэлектрика —0,3 мкм, глубине п+-р -перехода стока —0,8 мкм 
увеличение приложенного к затвору напряжения приводит к увеличению тока 
подложки, который формально используют для оценки деградации порогового 
напряжения и крутизны вольтамперной характеристики. В данном случае эта 
оценка не будет адекватной, так как ответственный за деградацию ток эмиссии 
имеет противоположную зависимость от напряжения затвора. В структурах типа 
МОП-ПТ КНД подбором глубины «+-р-перехода стока [5] возможна оптими­
зация токов утечки тепловой генерации и эмиссии горячих электронов, чтобы 
снизить их значения до сравнимых величин и, следовательно, определить необ­
ходимую толщину слоя полупроводника, в котором изготавливается транзистор.
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УДК 621.315
В.Н.ПОНОМАРЬ, В.А.ПИЛИПЕНКО, В.А.ГОРУШКО, М.И. ТАРАСИК

ПЛАНЛРИЗАЦИЯ ПОВЕРХНОСТИ ИЗОЛИРУЮЩЕГО ДИЭЛЕКТРИКА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БЫСТРОЙ ТЕРМИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ

Fusing processes'in boron- and phosplior-silicate glasses using rapid thermal processing were 
investigated. It is shown that this method leads to improvement of electrical characteristics of the 
elements in integrated circuits.

В настоящее время при производстве интегральных микросхем (ИМС) 
повышенное внимание уделяется многослойным металлизированным струк­
турам. В связи с этим особую важность приобретает снижение рельефа 
поверхности подложки перед металлизацией для исключения дефектов меж­
соединений, вызванных чрезмерной крутизной ступеней изолирующего 
диэлектрика, которые формируются в процессе создания контактов к активным 
областям микросхем в изолирующем диэлектрике. Среди существующих 
методов планаризации рельефа поверхности самое широкое применение в 
технологии ИМС находят методы оплавления легкоплавких стекол, сопро­
вождающиеся применением высокотемпературных процессов.

Рост степени интеграции ИМС и переход к субмикронной технологии 
предъявляют жесткие требования к процессу планаризации изолирующего 
диэлектрика, так как данная операция является, как правило, последней 
высокотемпературной обработкой пластины, в которой уже сформированы 
активные и пассивные элементы ИМС. Использование при этом высоких 
температур приводит к перераспределению примеси в активных областях, 
ухудшая характеристики формируемых приборов. Поэтому наибольший 
интерес вызывает использование для этих целей быстрой термической 
обработки (БТО) [I].

В настоящей работе приведены результаты исследований процесса оплав­
ления легкоплавких фосфоросиликатного (ФСС) и борофосфоросиликатного 
(БФСС) стекол с применением БТО. Изучены степень оплавления и электро­
физические параметры пленок в зависимости от основных параметров БТО -  
температуры и скорости ее набора (длительности процесса). Проведены 
исследования влияния БТО в режимах оплавления на перераспределение 
примеси в иогшо-легированных слоях (ИЛС).

Для исследования процесса оплавления пленок ФСС и БФСС в зависимости 
от режимов БТО изготавливались тестовые структуры по следующему техно­
логическому маршруту. Исходные кремниевые пластины КЭФ-4,5 диаметром 
100 мм подвергались химической обработке и термическому окислению до 

.•толщины окисла 0,1 мкм. Для создания рельефа на поверхности пластины с 
использованием фотолитографии и последующего плазмохимического 
травления формировались ступеньки поликремния высотой 1,0 мкм, на 
которые осаждались пленки ФСС с содержанием фосфора 10—12% и БФСС 
с содержанием фосфора 5,9±0,2 вес.% и бора 2 ,9± 0 ,1 вес.% толщиной 
0 ,8-0 ,9  мкм. Оплавление пленок ФСС и БФСС проводилось на установке 
БТО в диапазоне температур 1073-1373 К при скорости набора температуры 
75, 100, 125 К/с. Контроль температуры осуществлялся с помощью термопары, 
являющейся одной из опорных точек, на которых располагалась пластина [2]. 
Часть пластин с пленками ФСС оплавлялась в диффузионной печи при 
температуре 1273 К в течение 20 мин и при 1123 К в течение 45 мин для 
БФСС и использовалась в качестве контрольных.

Рельеф поверхности пластин после БТО и оплавления в диффузионной 
печи исследовался методом растровой электронной микроскопии. Характерис­
тикой степени оплавления поверхности ИМС служила величина угла наклона 
ступеньки рельефа, образованного различными методами оплавления, которая 
определялась по микрофотографии путем построения касательных к боковой 
поверхности ступеньки. Точность определения угла оплавления составляла ±30°.

На рис. I показана зависимость угла оплавления пленок ФСС и БФСС 
от температуры и скорости набора температуры при БТО. Полученные
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данные свидетельствуют о том, что наилучшие характеристики оплавления 
наблюдаются при скорости набора температуры Vc< 100 К/с, что обусловлено 
достаточной длительностью процесса термообработки при таких скоростях 
нагрева. Кроме того, обеспечивающий надежное запыление поверхности 
угол оплавления (45±5°) при БТО достигается при температурах >1273 К 
для ФСС и >  1173 К для БФСС. Время оплавления не превышало 10 с.

Рис. I. Зависимость угла оплавления ступеньки ФСС (<з) и БФСС (б) от температуры БТО:
скорость набора температуры 7 — 75 К/с; 2 — 100; 3 — 125 К/с; 4 ~  длительная термообработка при T =1273 К; 5 — при Т=И 23 IC

В связи с тем, что оплавление пленок ФСС и БФСС происходит при 
высоких температурах, проводилось исследование влияния импульсной 
термообработки на активацию и перераспределение легирующих примесей 
в ранее сформированных ИЛС.

Исследование проводилось на образцах, легированных бором (Д=300 
мкКл/см2; £=30 кэВ) и фосфором (Д=1000 мкКл/см2; £=40 кэВ) в режимах 
формирования сток-истоковых областей КМОП ИМС. Импульсная обработка 
осуществлялась при £ —100 К/с в диапазоне температур 1123—1323 К. Для 
сравнения часть пластин подвергалась термической обработке в диффузионной 
печи в стационарных режимах оплавления ФСС и БФСС.

Изучение влияния импульсного оплавления ФСС и БФСС на поверхностное 
сопротивление ионно-легированных слоев (рис.2) показало, что как для бора, 
так и для фосфора значение поверхностного сопротивления с увеличением 
температуры уменьшается. Однако его величина после БТО в исследованных 
режимах ниже, чем после длительной термической обработки при 1123 К 
и сравнима со значением, получаемым при 1273 К. Меньшие значения 
поверхностного сопротивления после БТО свидетельствуют о деактивации 
примеси в ионно-легированных слоях при такой обработке.

Rs, 0 м/ П ,
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Рис.2. Зависимость поверхностного сопротивления слоев, легированных бором B+ (300 мкКл/см2, 
3Q кэВ) и фосфором P+ (1000 мкКл/см2, 40 кэВ), от температуры (а) и скорости нагрева (б):
I — Rf B+после БТО при скорости нагрева 100 К/с; 2 — Rs Р+после БТО при скорости нагрева 100 К /с; 3 — R4 B+после ТО 
при T =I 123 К и *=45 мин; 4 — Ri В+после ТО при Т=1273 К и *=20 мин; S -  Rt Р+послеТО  при Т=1123 К и /=45 мни; 

6 — Rs P+после ТО при T = I 273 К и /= 2 0  мин; 7 — Rf P+после БТО при T = I  173 К; 8 — R8 B+ после БТО при T = I 173 К
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Анализ глубин залегания переходов после планаризации (рис.З) показал, 
что с увеличением температуры БТО от 1123 К до 1323 К Xj  увеличивается 
от 0,26 мкм до 0,35 мкм (для фосфора) и от 0,27 мкм до 0,38 мкм (для бора). 
Глубина p-я-перехода до оплавления составляла 0,23 мкм для фосфора 
и 0,25 мкм для бора. После оплавления в стандартном режиме при 1123 К и 
времени 45 мин в среде азота глубина залегания перехода в 1,3 раза больше, 
чем после БТО, а после обработки при 1273 К и 20 мин — в 1,8 раза. Столь 
значительное уменьшение перераспределения примеси при БТО обусловлено 
меньшим временем диффузии. Однако перераспределение примеси при им­
пульсном оплавлении ФСС, БФСС в рамках обычных процессов диффузии 
должно составлять тысячные доли микрона. Полученные данные об изменении 
Xj на 0,02—0,03 мкм свидетельствуют о дополнительном воздействии фотонного 
потока на процесс диффузии. Рассмотрим вклад мощного фотонного потока 
в процесс диффузии примесей.

Рис.З. Зависимость глубины залегания д-и-перехода, сформированного имплантацией 
бора B+ (300 мкКл/см2, 30 кэВ) и фосфора P+ (1000 мкКл/см2, 40 кэВ) от температуры (а)

и скорости нагрева {б):
I - X j B+после БТО при скорости нагрева 100 К /с; 2 — Xj  P+после БТО при скорости нагрева 100 К/с; 3  — Xj  В+после ТО 
при T = I 123 К и /=45 мин; 4 -  Xj  B+после ТО при Т=1273 К и /=20 мин; 5 -  Xj  P+после ТО при Т=1123 К и /=45 мин; 

6 — Xj  P+ после ТО при Т=1273 IC и /= 20  мин; 7 — Xj  P+после БТО при T = I 173 IC; 8  — Xj  B+ после БТО при T =I 173 К

Перераспределение примеси в процессе нагрева описывается следую­
щим выражением

^ = W ( D , W N ,  + Z M,N,E), (I)

где Д  — коэффициент диффузии /-ой примеси; Iii- D J k T -  подвижность /-ой 
примеси; Zi= I для акцепторов; Zi= - 1 для доноров; E -  вектор напряженности 
электрического поля во время обработки ионно-легированного слоя.

Поскольку коэффициент диффузии в выражении (I) зависит от температуры, 
то ее изменение в процессе обработки учитывалось путем решения уравнения 
теплопроводности [3]. Если предположить, что фотонный поток генерирует 
электронно-дырочные пары равномерно в области ИЛС, то получаем в ней 
следующую разность потенциалов

р  = k T l n n /  N i. (2)
Учитывая, что

E = -IcTW N i /  N i, (3)
для доноров получаем

DdWNd - VdN dE = DdWNd - ^ N d
k T W N L

N n
2 D0WN0. (4)

Аналогично для акцепторов получаем
DaWNa ^ v aN aK = I D aWNa. (5)

Выражения (4,5) показывают, что совместная диффузия подвижных 
носителей и примеси приводит к появлению электрического поля, которое 
фактически удваивает коэффициент диффузии. Это явление аналогично
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эффекту Дембера. Для обычного термического отжига такое удвоение 
коэффициента диффузии имеет место только в первоначальный момент 
времени, так как, обладая высокой подвижностью, электроны и дырки 
быстро рассасываются и затем идет диффузия только внедренной примеси. 
При БТО фотонный поток постоянно "подкачивает" электроны и дырки, 
что приводит к ускоренной диффузии примеси по сравнению с длительной 
термической обработкой.

Таким образом, БТО при скорости набора температуры 100 К/с позволяет 
получать угол оплавления 45±5° для БФСС при Т>1173 К и для ФСС 
при Т>1273 К за время не более 10 с, что в 1,3-1,8 раза уменьшает пере­
распределение примеси в уже сформированных ионно-легированных слоях по 
сравнению со стандартными методами оплавления. Наличие наблюдаемого 
перераспределения обусловлено как термодиффузионными процессами, так и 
возникновением электрического поля под воздействием фотонного потока, 
приводящего к удвоению коэффициента диффузии легирующих примесей. 
Установлено, что разработанный метод оплавления ФСС и БФСС позволяет 
доактивировать примесь в уже сформированных ИЛС, тем самым улучшая 
электрические характеристики активных элементов ИМС.
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СВОБОДНЫЕ РАДИКАЛЫ: ФОТОДИССОЦИАЦИЯ 
ОДИНАРНЫХ СВЯЗЕЙ В ОРГАНИЧЕСКИХ МОЛЕКУЛАХ 

И СОПУТСТВУЮЩИЕ РЕЛАКСАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ
Experimental results are presented on the dynamics and mechanisms of aromatic sulfide molecules 

photodissociatiou as well as photoreduction processes of ketons. Charge transfer reactions and 
structural transformations which take place in free radicals just after their formation are analyzed.

I. Введение
Органические свободные радикалы — это промежуточные частицы раз­

личных структурных превращений молекул, быстрообразующиеся (фемто- 
и пикосекундный диапазон) и обычно короткоживущие (—IO'3 с). Из-за 
наличия неспаренного электрона их электронные уровни имеют дублетную 
и квартетную природу в отличие от обычных органических молекул, 
которым свойственны синглетные и триплетные уровни. Радикалы играют 
важную, а часто определяющую роль в многочисленных фотохимических 
превращениях молекул. На протяжении длительного времени они являлись 
предметом всесторонних исследований в физике, химии, биологии [1—3]. 
Однако только сравнительно недавно современный уровень развития 
техники лазерной спектроскопии высокого и сверхвысокого временного 
разрешения позволил получать качественно новую информацию и корректно 
решать проблемы, связанные с выяснением детальных механизмов быстро- 
протекающих фотопроцессов в таких системах, что можно считать началом 
нового периода в изучении свободных радикалов.

Далее приводятся данные о динамике и механизмах образования 
свободных радикалов при фотовосстановлении (присоединение водорода 
диссоциирующего донора) ароматических кетонов и гемолитической фото­
диссоциации одинарной S-S  связи в молекулах дисульфидов.
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II. Экспериментальная техника
Кинетические измерения проводились с использованием автоматизи­

рованного пикосекундного спектрометра [4]. Для возбуждения молекул 
исследуемого вещества использовались импульсы второй, третьей, либо 
четвертой гармоник (Л.в03б =528, 352, 264 нм) 'Основной частоты неодимового 
лазера, генерируемые в кристаллах КДР. Излучение гармоник после 
фильтрации и прохождения регулируемой оптической линии задержки 
фокусируется в кювету с исследуемым веществом. Неиреобразованное 
излучение основной частоты служит для формирования широкополосного 
пико секундного континуума, используемого в качестве зондирующего 
импульса.

В спектрометре реализована двухлучевая схема измерений. Излучение 
пикосекундного континуума, генерируемого в кювете с Д20 , полупрозрачным 
зеркалом делится на два одинаковых по интенсивности импульса, один из 
которых проходит через кювету с исследуемым веществом до импульса 
возбуждения и является опорным сигналом. Второй импульс задерживается 
и проходит через возбужденный объем в кювете с исследуемым веществом 
с регулируемой временной задержкой относительно импульса возбуждения. 
Оба луча с помощью сферической и цилиндрической линз фокусируются 
на разные по высоте участки входной щели полихроматора. В результате 
этого в фокальной плоскости полихроматора формируется два параллельных 
спектра: один из них представляет собой спектр континуума, прошедшего 
через возбужденный объем в кювете с исследуемым веществом, другой — 
через невозбужденный. Спектры для каждой лазерной вспышки регистри­
руются и обрабатываются системой на основе видикона, оптического 
многоканального анализатора и микроЭВМ. Для исследования временной 
кинетики изменения оптической плотности в узком спектральном интервале 
зондирующего излучения используется двухканальный измеритель энергии 
лазерных импульсов. Анализируемый спектральный диапазон выделяется 
из пикосекундного континуума с помощью интерференционных фильтров.

Спектрометр обеспечивает временное разрешение ±3 пс при точности 
измерения абсорбционных изменений (2—5) • IO"3 опт.ед. Использование 
математического моделирования, учитывающего конечную длительность 
импульсов, позволяет повысить временное разрешение вплоть до I пс.

Ш.Фотовосстановление ароматических кетонов
Фотовосстановление бензофенона (БФ), т.е. отрыв атома водорода от 

донорной молекулы H-R и присоединение его к БФ с образованием 
кетильного свободного радикала • БФ-Н, относится к числу классических 
примеров фотохимической реакции, протекающей в триплетном состоянии 
молекулы

0 t 0 +h~rM* 0 t 0 +'r
Механизм этого процесса ранее изучался различными фотохимическими 

и спектроскопическими методами. Общепринятой стала считаться двухэтапная 
схема образования кетильного радикала [5]:

3БФ*+ H-R -> (3B®‘...H-R) 3[БФ"» • *H -R T-> «БФ-Н + -R , (I)

где (3БФ *...Н^) — столкновительный комплекс, 3[БФ~» • *H-R']* — 
комплекс переноса заряда (эксиплекс), • БФ-Н — кетильный радикал.

В принципе возможен и одноступенчатый процесс образования кетильного 
радикала [6,7] непосредственно в столкновительном комплексе:
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W +  H-R -» (3БФ’...Н-Д) -*■ 'БФ -Н + *R. (2)
Квантовый выход образования кетипьного радикала при использовании 

в качестве донора водорода алифатического амина триэтиламина (ТЭА) не 
зависит от полярности растворителя, а в случае ароматического амина N,N- 
диэтшганилина (ДЭА) существенно падает с увеличением полярности среды [8]. 
Это естественно связать с различием механизмов фотовосстановления БФ 
указанными соединениями. Известно также [9], что при фотопереносе 
электрона в полярных растворителях обычно наблюдается быстрое образо­
вание сольватированных ион-радикалов, а в высокополярном растворителе 
ацетонитриле (в =37) распад на ион-радикалы происходит с выходом, 
близким к единице [10]. Это означает, что в случае двухступенчатого меха­
низма образования кетильного радикала в полярном ацетонитриле должны 
регистрироваться полосы поглощения ион-радикалов.

На рис. I (кривые I, 2, 3 )  пред­
ставлены спектры нестационарного 
поглощения для БФ (концентрация 
С=2- IO"2 M)+ ТЭА (C=IM) в ацето­
нитриле при различных задержках 
между возбуждающим и зондирующим 
импульсами. При задержке Al =20 пс 
спектр поглощения двухкомпонентной 
системы имеет максимум А.макс=530 
нм и совпадает со спектром T,*-*T*- 
поглощения чистого БФ, поскольку 
при используемых концентрациях БФ 
и ТЭА время между столкновениями 
больше 20 пс. С ростом A t  наблю­
дается длинноволновое смещение 
спектра и изменение его формы. Для 
A t=500 пс длина волны максимума 
спектра поглощения двухкомпонентной 
системы равна Хмакс=550 нм и соответ­
ствует спектру дублетного поглощения 
кетильного радикала. При изменении 
A t  от 20 до 500 пс не наблюдалось 
появления новых полос поглощения 

в области спектра 660—740 нм, где поглощают анион-радикалы БФ”. Таким 
образом, отсутствие полос поглощения, свойственных состояниям с переносом 
заряда при фотовосстановлении БФ алифатическим амином ТЭА в высоко- 
полярном растворителе ацетонитриле, высокий (0 ,9- 1,0) квантовый выход 
образования кетильного радикала в растворителях разной полярности [8] 
свидетельствуют о том, что в данном случае фотоперенос водорода происхо­
дит по одноступенчатому механизму (2).

Существенно иная картина наблюдается [11] в процессе образования 
кетильного радикала для системы БФ (С=2Т0'2М) + ДЭА (C=IM) (рис.I, 
кривые 4,5,6). Оказалось, что спектр нестационарного поглощения этой 
бинарной системы в ацетонитриле при малых Al=20 пс является суммой 
спектров анион-радикала БФ (1„ж =710 нм), катион-радикала ДЭА+ 
(Хмякс=480нм) и Ti-*  ̂ ,‘-поглощения БФ ( \ макс=530нм). При Al=IOO пс спектр 
поглощения состоит практически из полос Хмакс=480 и 710 нм. Образование 
кетильного радикала в дашгом случае (Хшкс=550нм) происходит за время 
порядка 1600 пс при столкновении анион-радикала БФ' и катион-радикала 
ДЭА+. К этому времени в растворе устанавливается динамическое равновесие.

/Щоти.ед.

Рис.1. Нестационарные спектры поглощения 
бинарных систем (БФ + ТЭА, кривые I, 2, 3 
и БФ + ДЭА, кривые 4,5,6) в ацетонитриле 
при различных временных задержках между 
возбуждающим и зондирующим импульсом:

A t — 20 пс [1,4),  100 (2,5), 500 (3) и 1600 пс (б)
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Суммарный спектр представляет собой суперпозицию полос поглощения 
ион-радикалов БФ“, ДЭА+ и кетильного радикалов.

Для системы БФ+ДЭА в ацетонитриле экспериментально изучено 
изменение с телепнем времени оптической плотности нестационарного 
поглощения БФ и ион-радикалышх пар. Из сопоставления этих данных с 
модельными расчетами при учете конечной длительности возбуждающего и 
зондирующего импульсов ти=3 пс с гауссовым профилем найдено, что 
характеристическое время образования триплетных молекул БФ в ацето- 
нитриле равно 18 пс, а время образования ион-радикальных пар короче I пс. 
Такой результат является неожиданным с точки зрения общепринятых 
представлений об участии триплетных молекул БФ в первой стадии (перенос 
электрона) присоединения водорода по механизму (I). Зарегистрированное 
короткое время возникновения ион-радикалов указывает на существование 
слабосвязанного комплекса между ДЭА и молекулами БФ уже в основном 
состоянии. Это говорит о том, что при используемых концентрациях ДЭА 
(C=IM ) большая часть невозбужденных молекул БФ находится в связанном 
состоянии. Образование кетильного радикала в этом случае можно представить 
схемой

(B®...H-R)^(B®C..H-R+)*-> БФ~ + H- R+ «БФ- Н + »R. (3)

Для пары БФ+ДЭА в неполярном гексане реализуется двухступенчатый 
механизм образования кетильного радикала, т.е. через промежуточный 
эксиплекс. Вначале наблюдается быстрый фотоперенос электрона, о чем 
свидетельствует появление в нестационарном спектре полос поглощения с 
\ макс=480 и 710 нм. Поскольку полярность растворителя мала, диссоциация 
комплекса на сольватированные ион-радикалы малоэффективна. В этом 
случае происходит образование устойчивого возбужденного комплекса с 
переносом заряда (эксиплекса), спектр поглощения которого практически 
совпадает со спектром ион-радикальной пары. С течением времени погло­
щение, за которое ответственны состояния с переносом заряда, исчезает и 
при A t =1600 пс в спектре нестационарного поглощения наблюдается 
полоса с А.макс=550 нм, соответствующая кетильному радикалу. Предполагая, 
что перенос протона является основным каналом дезактивации эксиплекса, 
скорость этого процесса можно оценить, изучив кинетику затухания 
нестационарного поглощения в полосе анион-радикала БФ". Для системы 
БФ+ДЭА скорость переноса протона оказалась равной 2,9- IO9 с-1.

Известно, что введение в молекулу БФ электродонорных заместителей 
(например аминогруппы) подавляет процесс фотовосстановления в протоно- 
донорных растворителях. Предполагалось, что это происходит вследствие 
образования состояния с внутримолекулярным переносом заряда. Природа 
таких состояний в молекулах типа донор электрона — акцептор электрона, 
соединенных одинарной связью, активно исследуется разными методами в 
течение достаточно длительного времени, начиная с обнаружения Липпергом [12] 
аномальной флуоресценции бензонитрила в полярных средах. Наблюдаемые 
эффекты нашли интерпретацию в рамках модели состояний с внутри­
молекулярным переносом заряда и скрученной конфигурацией (TICT- 
состояния).

Понятие о TICT-состояниях впервые было введено Грабовским и др. [13] 
для объяснения аномальной двухкомпонентной флуоресценции диметил- 
аминобензонитрила, наблюдавшейся в полярных растворителях. Согласно 
этой модели TICT-состояния могут реализовываться в мультихромофорных 
системах, в которых имеются элекгронодонорная Д и электроноакцепторная 
А группы. При этом группы А и Д должны быть слабо связаны. В таких 
системах, которые обладают вращательной относительно одинарной связи 
степенью свободы, но плоские в основном состоянии, образование TICT-
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состояния включает поворот в возбужденном состоянии плоскости донора 
Д относительно плоскости акцептора А. В своем классическом виде данная 
модель предполагает, что за испускание в коротковолновой области 
ответственны молекулы, имеющие плоскую конфигурацию (донорная и 
акцепторная части молекулы лежат в одной плоскости) в основном 
состоянии и сохраняющие ее при переходе в возбужденное состояние. 
Такая ситуация реализуется в неполярных средах. В полярных растворителях 
после поглощения кванта света происходит разворот плоскостей донорной 
и акцепторной частей молекулы во взаимно ортогональное положение, что 
приводит к стабилизации состояния с внутримолекулярным переносом заряда. 
Это состояние ответственно за испускание в длинноволновой области. 
Таким образом, при определенных условиях может возникать аномальная 
двухполосная (дуальная) люминесценция, причем соотношение интенсив­
ностей коротковолновой и длинноволновой полос в значительной степени 
определяется скоростью образования и стабилизации ТЮТ-состояния.

Модель ТЮТ-состояния считается в настоящее время наиболее разрабо­
танной и широко используемой, хотя в своем классическом виде (растворитель 
рассматривается как континуальная среда с использованием таких параметров, 
как полярность, диэлектрическая проницаемость, показатель преломления) 
она оказалась не в состоянии объяснить целый ряд экспериментальных 
фактов, например: резкое увеличение отношения интенсивностей длинновол­
новой и коротковолновой флуоресценции при добавлении следов специфи­
ческих растворителей к полярным алротонным растворам, практически полное 
отсутствие аномального длинноволнового свечения даже в высокополярных, 
но тщательно осушенных растворителях при выполнении экспериментов в 
инертной атмосфере [14]. Анализ накопленного экспериментального 
материала позволяет говорить о существенной роли в процессе внутри­
молекулярного перераспределения заряда при фотовозбуждении рассматрива­
емых объектов специфической сольватации, приводящей к образованию 
уже в основном состоянии комплексов определенной конфигурации. 
В работах [15,16] на основе использования методов сверхскоростной 
спектроскопии показано, что необходимым условием полного разделения 
зарядов в возбужденном состоянии молекулы является существование уже 
в основном состоянии комплексов определенной конфигурации с молекулами 
растворителя, а решающим фактором является не столько полярность среды, 
сколько присутствие в среде молекул с протонодонорными группировками.

Кинетика оптической плотности 
наведенного поглощения DMA-BP в 
растворителях различной природы по­
казана на рис. 2. Считая, что состояния 
с переносом заряда в пентане не 
образуются, наблюдаемый для этого 
растворителя рост оптической плотности 
(в зависимости от времени, кривая I)  
следует связать с заселением триплетного 
состояния за счет интерконверсии с 
характеристическим временем 95 пс. 
В дальнейшем данное состояние 
может участвовать в процессах фото­
восстановления по уже рассмотренным 
нами соответствующим механизмам.

Кинетика оптической плотности в случае полярных растворителей имеет 
совершенно иной характер. Taic, кривая 2, отражающая изменение оптической 
плотности в максимуме коротковолновой полосы, для ацетонового раствора 
имеет сложный вид и в ней можно выделить четыре временных интервала:

ДО.отн.ед.

Рис.2. Кинетики оптической плотности 
ДМАБФ в растворителях различной природы:
J -  пентан (X,CIW=520 нм); 2~~ ацетон, 3 — ацетон +  0,1%
H7O. 4 -  ацетон +  0,7% H7O, 5 — аиетон+30% H3O1 

(̂ ;снд=470 нм)

3 Зак. 1194 зз



быстрое нарастание сигнала, практически совпадающее с аппаратной функцией 
спектрометра, далее незначительный рост в диапазоне нескольких десятков 
пикосекунд, затем затухание и выход на стационарное значение. Изменение 
количества содержания примесной воды в растворителе существенно 
сказывается на релаксационных процессах (кривые 3—5). Видно, что время 
затухания коротковолновой полосы в спектре наведенного поглощения 
сокращается при добавлении воды к ацетоновому раствору, относительный 
вклад долгоживущей компоненты уменьшается. Время жизни TICT-состояния, 
оцененное по кривым 2—5, равно соответственно 390, 310, 160, 35 пс. 
Величина сигнала на плато, обусловленного T1-^Th поглощением молекул 
DMA-BP, отражает долю молекул, сохранивших плоскую конфигурацию и 
не испытавших внутримолекулярный перенос заряда. С ростом концентрации 
примесной воды эта доля уменьшается в соответствии со смещением 
константы равновесия в сторону комплексообразования. В дифференциальных 
спектрах сигналу на плато кинетической зависимости соответствует широко­
полосное бесструктурное поглощение практически во всей спектральной 
области регистрации.

Совокупность наблюдаемых спектрально-кинетических особенностей 
можно объяснить в рамках мод ели. частично скрученной уже в основном 
состоянии структуры. Этот взаимный разворот плоскостей аминогруппы и 
ароматического фрагмента, обусловленный возмущающим воздействием 
водородных связей либо с примесными молекулами воды в полярных 
гидрофильных растворителях, либо с молекулами самих протонодонорных 
растворителей (спирты), является необходимым условием образования 
TICT-состояния при возбуждении молекул DMA-BP. Быстрое, практически 
совпадающее с аппаратной функцией спектрометра, возникновение наведен­
ного поглощения для TICT-состояний данной молекулы в относительно 
маловязких растворителях (ацетон, ацетонитрил, этанол) трудно объяснить 
в рамках классической концепции, предполагающей в основном состоянии 
плоскую конфигурацию молекул, а в возбужденном ортогональную. Поворот 
на такой большой угол занимал бы определенное время даже в сравнительно 
маловязких растворителях, что проявилось бы в кинетических экспериментах. 
Существование же комплекса в основном состоянии с уже частично скру­
ченной на определенный угол (по оценкам [14], он может составлять до 60°) 
конфигурацией приводит к тому, что необходимый доворот до ортогонального 
состояния может проявиться в пикосекундном временном диапазоне тольхо 
в достаточно вязких растворителях. Действительно, в вязком протонодонорном 
растворителе пропаноле время стабилизации TICT-состояния диметиламино- 
бензофенона оказалось равным 15 пс.

П р е д л о ж е н н а я  модель, в рамках которой находят объяснения спектрально- 
кинетические особенности поведения аминопроизводных кетонов в протоно­
донорных растворителях, подтверждается данными по исследованию п- 
диметиламино-2,5-дифенилоксадиазола-1,-3,-4 (DMA-POPDOP), способного, 
исходя из структурной формулы, к образованию TICT-состояний:

/ 0 ¾
N  

4CH3
В спектрах люминесценции данного соединения ранее уже наблюдались 

[17] особенности, типичные для TICT-образующих систем. В спиртовых 
растворах при комнатных температурах появляется длинноволновая полоса 
(А.макс=565 нм), смещенная более чем на 100 нм по отношению к спектру в 
толуольном растворе. В целом же флуоресценция сильно потушена. Квантовый 
выход не превышает IO'3 по сравнению с 0,58 в толуольном растворе. В то 
же время при понижении температуры или увеличении вязкости в спиртовом
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ряду величина смешения плавно уменьшается, возрастает квантовый выход 
флуоресценции. Эти и ряд других спектральных особенностей в поведении 
данных систем требуют дополнительных исследований с использованием 
методов пикосекундной кинетической спектроскопии.

На рис.За приведены дифференциальные спектры при двух временных 
задержках A t  относительно импульса возбуждения для DMA-POPDOP в 
толуоле. Непосредственно после поглощения кванта света возникает полоса 
усиления с \ мах=450 нм, соответствующая полосе флуоресценции, и широко­
полосное бесструктурное наведенное поглощение во всей остальной 
спектральной области регистрации. С течением времени форма спектра 
практически не изменяется. Как показывают измерения кинетики оптической 
плотности в соответствующих спектральных областях, наведенное поглощение 
релаксирует по экспоненциальному закону с характеристическим временем 
1800 пс, а в затухании усиления регистрируется двухэкспоненциальная 
зависимость с характеристическими временами 400 и 1800 пс. Данное обстоя­
тельство представляется достаточно необычным фактом и может быть связано 
с нежесткой структурой цепочечного молекулярного остова и возможностью 
существования в неполярном растворителе по крайней мере двух устойчивых 
конформеров исследуемой молекулы. Оцененное время релаксации коррели­
рует с. временем затухания флуоресценции, измеренным на флуориметре.

AD.OTH.efl.

Рис.4. Кинетика изменения опти­
ческой плотности для раствора ди- 
фенилдисульфида в додекане

ДО.отн.ед.

Рис.З. Нестационарные спектры поглощения 
DMA-POPDOP при различных временных 
задержках At между возбуждающим и 

зондирующим импульсами:
в толуоле (я): I  -  300 пс, 2  — 10; этаноле (б): 3 — 5, 

4 — 30; октаноле (а): 5 — 10, 6 — 700 пс

Рис.5. Спектры нестационарного погло­
щения аминофенилтиильного рддикала 
в гексане (I),  диэтиловом эфире (2) 
и этаноле (3,4); Аг=5 (3 ), 100 (1,2), 

120 пс (4)

При переходе к спиртовым растворам картина меняется существенным 
образом (рис.З б,в). Для этанольного раствора регистрируется только наведен­
ное поглощение, причем его спектр быстро трансформируется с течением 
времени. Кинетика оптической плотности, измеренная в длинноволновой 
части спектра (А.рс1=650 нм), дает одноэкспоненциальное затухание с характе­
ристическим временем 15 пс. В коротковолновой части спектра ( \ рег=500 нм) 
наблюдается разгорание оптической плотности с таким же временем 15 пс. 
Следует считать, что в данном случае происходит образование и стабилизация
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состояния с внутримолекулярным переносом заряда и скрученной конфигура­
цией. Этот процесс должен контролироваться вязкостью, что и наблюдается 
в эксперименте с более вязким спиртовым растворителем — октанолом.

На рис.Зе приведены разрешенные во времени дифференциальные спектры 
исследуемой молекулы в октаноле. Трансформация спектров' носит более 
сложный характер. В отличие от этанольного раствора наблюдается быстро 
релаксирующее усиление в коротковолновой области спектра, причем 
усиление достаточно быстро сменяется наведенным поглощением. Кинетика 
оптической плотности наведенного поглощения в длинноволновой области 
спектра дает характеристическое время затухания порядка 70 пс, которое 
соответствует времени релаксации усиления в коротковолновой области спектра 
(Xpe =475 нм). По аналогии с этанольным раствором время 70 пс следует 
связать с процессом стабилизации TICT-состояния, при этом оказывается, 
что соотношение времен для этанольного и окганольного растворов (15 и 
70 пс) согласуется с соотношением вязкостей данных растворителей.

Регистрацию полосы усиления для более вязкого спиртового растворителя, 
равно как и возрастание в этом случае квантового выхода флуоресценции, 
о чем говорилось ранее, можно связать с двумя факторами. Во-первых, с 
увеличением “временного окна” для наблюдения флуоресценции в коротко­
волновой области спектра, что связано с уменьшением скорости образования 
слабофлуоресцирующего состояния с переносом заряда. Поскольку для 
конечного состояния с полным переносом заряда характерно наведенное 
поглощение в широкой спектральной области (в том числе и коротковолновой), 
мы наблюдаем уменьшение усиления и переход к наведенному поглощению 
в коротковолновой области спектра с характеристическим временем, соответ­
ствующим времени затухания длинноволнового поглощения, т.е. образования 
и стабилизации TICT-состояния. Во-вторых, как отмечалось ранее, необходи­
мым условием формирования TICT-состояния является существование уже 
в основном состоянии комплексов определенной конфигурации с молекулами 
растворителя. Переход к более вязкому октанолу возможно уменьшает 
константу равновесия комплексообразования, при этом число молекул 
DMA-POPDOP, сохраняющих в основном состоянии плоскую конфигурацию 
и не участвующих в образовании TICT-состояний, увеличивается. Такие 
молекулы должны давать полосы усиления в коротковолновой области спектра 
аналогично толуольному раствору, что и наблюдается на эксперименте.

Таким образом, характер трансформации нестационарных дифференциаль­
ных спектров исследованных систем в полярных растворителях определяется 
существованием в основном состоянии как молекул, не участвующих в 
образовании комплексов с протонодонорными молекулами среды и сохраня­
ющих плоскую конфигурацию в основном и в возбужденном электронном 
состоянии, так и комплексов определенной конфигурации, при возбуждении 
которых происходит образование TICT-состояний. Константа равновесия 
данной двухцентровой системы контролируется вязкостью среды.

IV. Фотодиссоциация органических сульфидов
Образование свободных радикалов органических соединений может 

быть результатом фотодиссоциации одинарных связей в многоатомных 
молекулах. В этом плане исследовались симметричные и несимметричные 
серосодержащие ароматические соединения: дифенилдисульфид, амино- 
фенилтиол, диметиламинофенилдисульфид, диэтиламинофенилдисульфид, 
4-аминофенил-4-ацетофенилдисульфид, 4-аминофенил-4-ацетофенил-1 - 
метоксидисульфид.

Характеристическое время фотодиссоциациитй определялось по нарастанию 
оптической плотности в максимумах полос поглощения образующихся 
свободных радикалов [18]. Эксперименты показали, что для всех исследо­
ванных серосодержащих молекул x D< I пс.
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Важной характеристикой процессов фотодиссоциации является квантовый - 
выход разрыва молекулярных связей. Исследована зависимость квантового 
выхода ip4.H распада S-H связи в аминофенилтиоле от энергии возбужда­
ющего кванта. Методика определения абсолютного квантового выхода 
фотодиссоциации основывалась на регистрации количества выделившегося 
водорода при облучении аминофенилтиола в гептане [19,20]. Оказалось, 
что выход фотодиссоциации существенно зависит от энерпш возбуждающего 
кванта: при А.в03б=2б4, 300 и 337 нм ф5.н=0,36; 0,25 и 0,075 соответственно.

Знание абсолютного значения ips_H позволило определить коэффициент 
экстинкции Sr аминофенилтиильного радикала, который составляет s r=9077 
моль-1 • см'1.

Измеренный (по отношению к аминофенилтиолу) квантовый выход 
фотодиссоциации S-S связи в аминофенилдисульфиде также увеличивается 
с ростом энергии возбуждающего кванта (ф5.5=0,57 и 0,048 для Хвозб=264 и 
337 нм соответственно). Причина наблюдаемых зависимостей может быть 
связана с наличием потенциального барьера для протекания процесса 
фотодиссоциации.

Относительно высокое значение коэффициента экстинкции Sj 
{•— IO4 моль 1 • с м 1) при переходе в возбужденное электронное состояние 
сульфидов указывает на то, что поглощение кванта света не может вести к 
прямому переходу на диссоциативный терм, т. е. диссоциация происходит 
при переходе системы со связывающего возбужденного уровня на несвязыва- 
юший диссоциативный. В целом, полученная совокупность экспериментальных 
данных для всех исследованных серосодержащих соединений (тв< 1пс, 
зависимость выхода диссоциации от Xncn6, высокое значение г,) позволяет 
считать [21], что наиболее вероятным механизмом фотодиссоциации 
серосодержащих ароматических соединений является предяиссоциация.

Конкуренция между разделением свободных радикалов и их геминальной 
рекомбинацией регулируется эффектом “клетки”. Проявление этого эффекта 
для дифенилдисульфида и аминопроизводных фенилтиола и дифенилдисулъ- 
фида оказалось принципиально различным. Кривая кинетики оптической 
плотности финилтиильного радикала в додекане (рис.4) имеет ярко 
выраженный максимум [22]. Такое поведение кинетической зависимости 
характерно для протекания процесса геминальной рекомбинации радикалов, 
когда “ клетка ” растворителя препятствует выходу радикалов в объем. 
Оцененное BpeMHts быстрой первичной геминальной рекомбинации оказалось 
равным 10 пс. На кинетической кривой поглощения аминофенилтиильного 
радикала при диссоциации аминофенилтиола пичок геминальной рекомби­
нации не регистрируется. He наблюдается и заметной зависимости квантового 
выхода диссоциации от вязкости среды. В данном случае это можно 
объяснить тем, что эффект “клетки” для атома водорода отсутствует. 
Характерного вида кинетической зависимости также не наблюдается и для 
аминопроизводных дифенилдисульфидов, хотя увеличение вязкости среды 
ведет к уменьшению квантового выхода фотодиссоциации, что свидетельствует 
в пользу наличия эффекта “клетки”. Видимо, в данном случае на характере 
протекания процессов геминальной рекомбинации существенным образом 
начинает сказываться быстрый внутримолекулярный перенос заряда во 
вновь образующихся аминофенилтиильных радикалах.

В работе [23] изучалась фотодиссоциация и геминальная рекомбинация 
радикалов при фотолизе тетрафенилгидразина (N-N связь). Обнаружено, 
что магнитное поле ослабляет эффект геминальной рекомбинации. Это 
связывалось с тем, что конечным уровнем в процессе преддиссоциации 
является триплетный. Для случая ароматических дисульфидов магнитное 
поле не оказывает сколько-нибудь заметного влияния на кинетику геминальной
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рекомбинации. По-видимому, это связано с тем, что в серосодержащих 
молекулах преддиссоциация происходит в системе синглетных уровней.

Как уже отмечалось, отсутствие характерного пичка геминальной реком­
бинации для аминоф енильных радикалов можно связать с развитием быстрых 
процессов внутримолекулярного перераспределения заряда во вновь образуемых 
при фотодиссоциации S-S-связи радикалах:

-S '+ S‘

Представлялось интересным исследовать механизмы данных процессов 
и природу образующихся в результате их протекания состояний.

На рис. 5 представлены нестационарные спектры поглощения амино- 
фенилтиильного радикала в различных растворителях. В нейтральном 
гексане (диэлектрическая проницаемость £=1,9) наблюдается узкая по 
сравнению с другими растворителями полоса нестационарного поглощения 
радикала (кривая I, Ямакс=540 нм). При этом форма и положение максимума 
спектра не изменяется при увеличении At  вплоть до 1000 пс. В диэтиловом 
эфире (£=4,22) спектр поглощения радикала (кривая 2, Хмакс=565 нм) 
уширен за счет увеличения интенсивности длинноволнового крыла. Форма 
и положение спектра в диапазоне времени от I до 1000 пс также практически 
не зависят от At. Переход к протонодонорным полярным растворителям 
приводит к новым эффектам: появлению в спектре поглощения амино- 
фенилтильного радикала двух разделенных полос и заметным трансформациям 
спектров во времени. Так, для этанола (£=25,2) при малых At нестационарный 
спектр поглощения (рис. 5, кривая 3) расположен в области длин волн, 
характерной для поглощения радикала в слабополярных растворителях. 
С ростом A t  появляется длинноволновая полоса, имеющая максимум 
Хм;жс=610 нм (кривая 4), а коротковолновая полоса испытывает незначитель­
ное длинноволновое смещение (вероятно, вследствие вклада длинноволновой 
полосы). При использовании в качестве растворителя метанола (£=32,6) 
наблюдалась аналогичная картина.

Изменение оптической плотности D нестационарного поглощения радикала 
от времени задержки At  между возбуждающим и зондирующим импульсами 
изучалось для длин волн ХЗОНД=560 и)цонд=610 нм. Рассчитанные кинетические 
кривые сравнивались с экспериментальными зависимостями и определялось 
соответствующее характеристическое время. Оказалось, что время образования 
коротковолновой полосы в различных растворителях х л< Inc. Время 
образования полосы с ХМШ!С=610 нм равно 20 и 25 пс соответственно для 
растворов в метаноле и этаноле.

Наблюдаемые спектральные особенности могут быть объяснены существо­
ванием нейтральной и ионной форм аминофенилтиильного радикала. 
Возможность существования ионной формы ранее уже предполагалась для 
объяснения значительного дипольного момента аминофенилтиильного 
радикала [24] и наблюдаемого уменьшения его реакционной способности 
при взаимодействии со стиролом в полярных растворителях [25].

Для выяснения геометрической структуры «ионной» формы была изучена 
зависимость скорости ее формирования от объема замещающей аминогруппы 
и свойств среды. С этой целью для растворителей различной природы была 
исследована кинетика изменения во времени оптической плотности в 
полосе, соответствующей ионной форме радикалов, образующихся при 
фотолизе диэтиламинодифенилдисульфида. Длины волн максимумов полос 
поглощения А.мжс составляли 620 и 680 нм соответственно. Анализ экспери­
ментальных результатов показал, что для растворителей относительно 
малой вязкости характеристическое время образования ионной формы
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является линейной функцией вязкости. Отклонение от линейной зависимости 
наблюдается для более вязкого бутанола, что, вероятно, объясняется допол­
нительным влиянием микроструктуры растворителя. При этом увеличение 
вязкости среды от 0,35 сР для ацетонитрила до 2,25 сР для бутанола 
приводит к увеличению характеристического времени образования ионной 
формы от 10 пс до 200 пс. Сравнение полученных данных для растворов 
амино- и диэтиламинозамещенных фенилтиильных радикалов показывает, 
что увеличение объема замещающих групп на атоме азота приводит к 
соответствующему увеличению времени образования ионной формы. Харак­
теристическое время формирования данной структуры для диэтиламино- 
фенилтиильного радикала в этаноле примерно 1,6 раз больше, чем для 
аминофенилтиильного радикала. Эти результаты дают возможность пред­
положить, что разделение зарядов и стабилизация ионной формы амино­
замещенных радикалов сопровождается вращением аминогруппы. Такой 
процесс в радикалах аналогичен образованию TI CT-состояний, имеющих 
место для органических молекул, о чем уже говорилось.

Аминозамещенные фенилтиильные радикалы представляют собой молеку­
лярную систему, в которой донор электрона (аминогруппа) отделена от 
акцептора электрона (атома серы .S’) я-системой фенильного кольца, т.е. 
являются классическим примером ТЮТ-образуюших систем. Экспери­
ментально наблюдаемые для аминозамещенных фенилтиильных радикалов 
спектральные и кинетические закономерности полностью аналогичны 
проявлениям TICT-состояний, которые свойственны молекулярным системам. 
Еще раз подчеркнем важную роль сольватации образующихся радикалов и 
образования комплексов с растворителем в процессе разделения зарядов и 
стабилизации полярной формы.

Таким образом, можно сделать заключение, что при фотолизе исходных 
аминозамещенных дисульфидов после разрыва S-S связи образуются соот­
ветствующие тиильные радикалы, имеющие плоскую геометрию с частичным 
переносом заряда. Последующий полный перенос электрона от донорной 
аминогруппы к акцепторному атому серы сопровождается поворотом 
плоскости аминогруппы относительно плоскости акцептора с образованием 
TICT-состояния, причем между формами устанавливается динамическое 
равновесие. Константа такого равновесия и скорость образования ТЮТ- 
состояния из плоской конфигурации аминозамещенных радикалов определя­
ются свойствами растворителя и объемом вращающихся аминогрупп.

Отметим, что тиильные свободные радикалы, образующиеся при фотолизе 
дисульфидов в конденсированной и газовой фазах, могут являться активными 
центрами лазерной среды [26].

*  *  *

Представленные результаты позволили прояснить вопрос о механизмах 
сверхбыстрых процессов образования органических свободных радикалов. 
В то же время поставленные в работе вопросы получили дальнейшее 
развитие при исследовании механизмов диссоциации дисульфидов в 
фемтосекундном диапазоне времени [27], работах по квантово-химическому 
анализу их электронной структуры [28], в процессе изучения векторных 
характеристик распада S-S-связи [29]. Недавно зарегистрировано образование 
TICT-состояний [30] в изолированных молекулах цианофенилдисилана при 
исследовании квазилинейчатых спектров люминесценции этих соединений 
и их вандерваальсовских комплексов в сверхзвуковой струе.
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Математика и 
информатика

УДК 33:517.925
Б. С.КАЛИТИН

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РЫНКА 
ТИПА "ЭФФЕКТИВНАЯ КОНКУРЕНЦИЯ". 

НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЙ ЗАПАС ПРОЧНОСТИ*
The problem of stability o f the equilibratly prices in the simple critical cases.

В данной статье исследуется экономическая модель [I] для случая, когда 
запасы прочности неотрицательны, т.е.

S j  =  (1 )  P j - P j  Pj  - P j  _ _

После замены переменных xf=p—p j , j  =  I, и, исследуемая система при­
нимает вид

dx, -Л А
~ d = -  Z c J M j - X i ) - s J x J - rJ  Z a J M j - X i ^ j  +

i = U * j  1=1, ' * J

+  ( р ) - р )  ) ( X j  +  p°j - P * )  ( p ] - P j ) ( X j  + P j - p “ V  j  ’ _  

Теорема 2. При выполнении (I) равновесные цены Pi - P j0, J  =  I,«,будут 
асимптотически устойчивыми, когда хотя бы одна цена имеет строго положи­
тельный запас прочности, т.е. выполняется неравенство

5i+^+...+5„>0. (3)
Д о к а за т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении неравенств (I), (3) 

система линейного приближения для системы (2)
х  =  Ах, х  E Rn, (4)

имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. С этой целью покажем 
сначала, что матрица ( A) невырождена и ее определитель строго больше нуля. 
Действительно, как известно, определитель det(—А) представляет собой сумму 
слагаемых, каждое из которых есть произведение элементов этой матрицы 
из различных строк и столбцов. Разобьем эти слагаемые на две группы. 
К первой группе отнесем те из них, которые получаются из произведения ее

Я Я

диагональных элементов: а  =  ]^[( ^  Cj i  + Sj ) , а ко второй -  все остальные
J =  I /=  \ , № }

слагаемые. Нетрудно видеть, что в выражении для а  слагаемые, не содержащие 
множителей Sp представляют собой сумму слагаемых второй группы, взятую 
с обратным знаком. Следовательно, все слагаемые второй группы уничто­
жаются с определенной частью слагаемых первой группы. Оставшаяся часть 
слагаемых в выражении для а  содержит все формы набора ,S11, 5,,..., S1;.

* Продолжение темы, начало разработки которой см. №2 за 1997 г.
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линейные, квадратичные, кубические и вплоть до однородной формы л-ой 
степени вида SuS2...Sn с положительными коэффициентами, Таким образом, 
если хотя бы одна из величин Sj ^O, то det(—А )>0. Далее, каждый из после­
довательных главных миноров беЦ  матрицы {—А)  имеет точно такую же 
структуру, как и det(—А ), т.е. соответствующаяу'-му минору магрица имеет вид

A J =

- 2 % - - 5/
i= 7

C12 С13 . . .  Cl j

C12 —
2 ¾

1=1,1*2

- S { С23 . . .  C2 .

С13

I I I 
к

I

- 2 ¾ -
/= 1 ,/^ 3

- S i . C3j

cU сь . %

j

/=1,/3*/
- S i

L п -

(5)

/1
где S jk = S k +  J j Cki Vk = 1,2,...,./'. По только что доказанному dct(—Л^Х)

/= j+ \,iA -k

V j  = I,п .  Таким образом, матрица {—А)  является, согласно критерию 
Сильвестра, определенно положительной, а в силу ее симметрии линейная 
система (4) имеет асимптотически устойчивое нулевое решение. Последнее, 
по теореме Ляпунова об устойчивости по первому приближению [2], и дает 
асимптотическую устойчивость равновесия цен.

Изучим теперь ситуацию с нулевым запасом прочности всех рыночных цен. 
Пусть

Sj = о, у =  Цл. (6)

В этом случае матрица А  имеет нулевое собственное значение и мы имеем 
дело с критическим случаем системы в смысле [2]. При этом все миноры 
матрицы (—Л), определяемые матрицами Ap j =1,2,...,п.—I, строго положи­
тельны. Это означает, что у матрицы (—А ) только одно собственное значение 
равно нулю, а остальные отрицательны. Для исследования вьгдеденного 
критического случая преобразуем последовательно систему (2) к виду, по­
зволяющему воспользоваться известными результатами об устойчивости 
[2,3]. С этой целью сделаем в системе (2) замену переменных

п
yj=Xj для / = 1 , 2 , 1  и уп = J x j .

J=1 .
Тогда (2) перепишется в виде

y = A y  + f ( y ) ,  у  E R " ,  

где вектор-функция J  = соIon (Д , / 2 ,...,/„ ) определяется равенствами
W"I д—I

W = л {уj ~  y<)yj ~  rJa J ^ yJ - у* + 2 ¾  ̂ +

(7)

(8)

+  -

/=1
О

vJy j

Jt=I

dJy )
(9)

(P°j -  Pj Kyj + Р " - Р ?  (P0J - P T X y j + P 0J - P j )
J = I,и —I;
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Il- 1 Il—I Il—I

ш = Z rJi E a Mi-yJ ~  y <)yj + a j.,yj iyj -  л + 2  ̂ })+
J = I 7=1,/*/ 

л - 1 л—I

А:=1
л -1  л -1 V-V-j SJ

+ г , 2 « . » 1 - у . + 2 у у . - Ъ > ^  | ^ ;м w +
/= I

Л-1

+ к=\ dJy )
а- 1

,  О * w  V  4 .  о (рЧ - Р ? X yj + P 0J - P ? )
(P j - P j ) ( y „ - 2 j yk + P j ~ P j )

и—I

dIii y n - ^ Z y k )

( 10)

 ________________ &н!___________

( P 0J -  P j ^ i y ,, -  Z y X +  p0J ~  p T i  
~  *=I .

а матрица А имеет вид

A=

л-1

~ Z cb ~ 2cM
1—2

С12 С1н 

и-1

cB - %

IT ci„

IICM Z f 2' ~ 2с2»
i=\j*2

0B - cJn 

и-1

cJji-] cJn

cB cJn cB - cJn — 2 ¾ - 2 ¾  ••
/=1,/*3

cSji-I - cSn 

и-1

cU

cUf-I —Сп-\,п cIn- 1 ~  Си 1,я c S1I l  I ~ Ся-1,и 2 c» -v _ 2 c»-i,77 7̂7—I,И

0 0 0 0 0 >

( 11)

Выпишем матрицу А  в блочном виде, выделив из нее матрицу В раз­
мерности (и—I) • (и—I) путем вычеркивания последней строки и последнего

~ Г в  с!
столбца: А = , где С =  со 1оп( с1л, с2„,..., с„_ , „). Согласно сказанному,

у матрицы В все собственные значения вещественны и строго отрицательны. 
Перепишем систему (8) в виде системы

I z  =  Bz + су,, +  f ( z ,  у„),

U ,  = / , ,U ,? , , ) ,
где  ̂=  c o lo n y ,уъ ...JV 1), а /= с о 1оп(Д/2,. . . /вт1), причем функции Jj{z,y„), 
7= 1,2,...,п—I, и f„(z,y„) определяются равенствами (9), (10) и не содержат 
линейных членов.

Воспользуемся известным правилом исследования критического случая 
с одним нулевым корнем [2,3]. Для этого найдем функции уJ= Yjy  
у'= 1,2,... ,и— I, как решение алгебраической системы

Bz+cy„+f(z,y„)=0. ( 12)
По теореме о неявных функциях такое решение существует, поскольку 

det/J^O. Оно представляется сходящимися рядами
Y j l y J ^ y t f j ^ n + P P y ? + - - - ,  J = 1,2,...,л-1. (13)



Сделаем в системе (11) замену переменных ^= z~  Ду„), где 
£=colon(£^ 2, Y= Cokm(YltY2i--^Yx4). Тогда получим систему

I = B l  + m  + Y(yn) , y J - f ( Y ( yi, ) , y „ ) - ^ ^ f ^  + n y H),y,,) (14)

У = / , Д  + У(У„ ) ’ Л)> 
где учтено тождество (12) при z = Y(y,J Последнее уравнение системы (14) не 
содержит линейных членов. Подставляя в это уравнение ряды (13), получим

У„=StJ n '  +  &п-пУпт+1 +  SmtJ n rn + - •  +  Ш,У«)- ( 15)
Здесь положено f n(£ + Y(y„),у„) =fn( Y (у„),у„) + /„(£,,у„), a & -  коэффициенты 

в разложении функции/ , (Y iy lJ y n) по степеням переменной уп в окрестности 
точки у,=O- От коэффициентов gk зависит свойство устойчивости системы (14). 
Они в свою очередь зависят от коэффициентов $}к) в разложении (13). Для 
исследования характера указанной зависимости рассмотрим два случая.

А) Предположим сначала, что в изучаемой модели отсутствуют силы 
влияния продавцов на цены собственных товаров (совершенная конкуренция), 
т.е. выполняются равенства'

vj=0, j  = l ,n .  (16)
В этом случае, как нетрудно сосчитать, коэффициенты ряда (13) имеют 
простой вид:

Р /М /л  V j  = Lji, и р /°= 0  Vk=2,3,... (17)
Это означает, что все коэффициенты gjt j =1,2,3,..., в разложении функции 

Z iY iy lJ y J  тождественно равны нулю. Такая ситуация, согласно [3,с. 108], 
называется особенным случаем. Он характеризуется тем, что система (14)
обладает решением Iy=O, у' =  I,и; y„=y„(l~const. Ho тогда система (11) имеет 
семейство точек покоя

yj=H/n)y,Jj=l,2 ,.. . ,n-l;  у = у / ,  (18)
зависящее от произвольной постоянной у,J  среди которых находится и
тривиальное решение yj= 0, j  = I, и , при у„°=0. Более того, согласно теореме 
[3,с. 1131, всякая точка покоя (18) системы (14), достаточно близкая к началу 
координат, устойчива. При этом каждое начальное состояние, достаточно 
близкое к началу, порождает решение, неограниченно приближающееся к 
одному из состояний равновесия (18), если только время Возвращаясь
к переменным вектора х  по формулам (7), приходим к тому, что система (2) 
имеет однопараметрическое семейство точек покоя Xj= a , j  =  I , п ; a€E R .

Теорема 4. Предположим, что рынок имеет нулевой запас прочности и ни 
один из продавцов не может влиять на цены своих товаров, т.е. выполняются 
соответственно условия (6) и (16). Тогда существует множество равновесных 
цен вида

pj=pf+a, j  = I, п ; aGR, (19)
каждое из которых устойчиво неасимпготически при достаточно малых 
значениях числа а. Более того:

(а) разность Pppi между любой парой цен Pj и pb i , j = l , n ,  является 
асимптотически устойчивой величиной;

(в) равновесное количество единиц qf, j  = I, и , продаваемого товара 
асимптотически устойчиво.

Все три утверждения теоремы вытекают непосредственно из предшеству­
ющих рассуждений об исследовании критического случая системы (2) в так 
называемом особенном случае [3]. При этом утверждение (а) учитывает тот 
факт, что всякая разность P=Pi для точек покоя (19) постоянна. А утверждение 
(в) следует из (а) по определению величин объемов продаж qfp) в модели (2).
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Б) Пусть теперь (16) не выполняется, т.е. по крайней мере один из про­
давцов в состоянии воздействовать на цену одного из своих товаров. В этом 
случае вектор (V0=(I) ]("~°) коэффициентов при линейных слагаемых
в разложении (13) остается таким же, как и в случае А), и определяется соот­
ношениями (17). Анализируя вид функции (10), нетрудно заметить, что при 
подстановке ряда (13) в згу функцию мы получим правую часть представления

I H_1 V
(15) со значением т = 2, причем g, = — г -У — п 1 , ■ Следовательно,

62 H7 ^ ( P 0j - P j )2
если (16) не выполняется, то разложение (15) по переменной уп начинается 
всегда с четной (точнее, второй) степени. А значит, опираясь на общую 
теорию [3,с.94], нулевое решение сисемы (14) в данном случае неустойчиво. 
Это равносильно следующему утверждению.

Теорема 5. Если рынок имеет нулевой запас прочности, т.е. выполняется (6), 
и хотя бы один из продавцов может влиять на цену хотя бы одного из своих 
товаров, то равновесные ценыpj=pj,j=l,2,...,n, в модели (2) неустойчивы. 

Замечание. Отметим, что запас прочности Sjj-го конкурента оправдывает
свое название по следующим причинам. Если Sj X)  для всех j  =  I, п , то даже 
при слабой (или неактивной) конкуренции, т.е. при достаточно малых или 
равных нулю значениях коэффициентов Cji, равновесные цены рынка остаются 
асимптотически устойчивыми. Это следует непосредственно из структуры 
матрицы линейного приближения модели (2). Наличие конкуренции в 
данном случае лишь усиливает эффект устойчивости рыночного равновесия. 
Неустойчивость, таким образом, может возникать только тогда, когда
некоторая часть из набора величин Sp 7 = 1,«, является отрицательной. Если 
для некоторых товаров запас прочности Sj отрицателен, то для сохранения 
свойства устойчивости равновесия рынка в целом существенную роль играет 
понятие суммарного запаса прочности 5"=^+.¾+---+¾ (запас прочности 
рынка). Действительно, здесь помимо уже полученных выше утверждений 
об устойчивости при S X )  мы можем доказать, что обратное неравенство

^ + ^ + .. .+ ^ О , (20)
вообще говоря, соответствует неустойчивости равновесия в модели (2). 
Покажем это. Рассмотрим функцию Ляпунова в виде квадратичной формы

I I _ I Л ̂
V(x)  =  х'Ах = — ^ cjiX j — Xi)2 + -  ^ j SjX7.. При выполнении (20) форма

1<у</<« j~\
V(x) принимает отрицательные значения в любой окрестности начала коорди­
нат I f  '. Кроме того, ее производная по времени, вычисленная в силу системы

П
линейного приближения (4), равна У4(х) = — ̂ ( с ' . х ) 2, где с'. — j -ая строка

j =I
матрицы А. Если с1еЫ АО, то форма V4 (х) определенно отрицательная и 
поэтому производная по времени, вычисленная от той же формы У(х), но теперь 
уже, в силу исходной нелинейной системы (2), будет также определенно 
отрицательной функцией в некоторой окрестности начала J f  (см. лемма 5 16]). 
Отсюда по теореме Ляпунова [6,с,26] следует

Теорема 6. Если для системы (2) имеет место отрицательный запас проч­
ности рынка, т.е. выполняется (20), и матрица А невырождена, то равновесные
ценыPf=Pj0, j  = Un, неустойчивы.
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3. Ма л к и н  И.  Г. Теория устойчивости движения. М., 1966.
4. Б а р б а ш и н  Е. А.  Введение в теорию устойчивости. М., 1967.

Поступила в редакцию 25.03.97.

45



УДК 517.21
Л.А.ПИЛИПЧУК, А. С.ПИЛИПЧУК 

KPHTIiPHfi ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ОДНОЙ ДВОЙСТВЕННОЙ  
ЛИНЕЙНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Linear extremal dual problem of special structures is considered. An optimality criterion is 
formulated and proved.

Рассмотрим конечную ориентированную сеть S= {I, U} с множеством уз­
лов I  и множеством дуг U Будем считать, что I=IcUI', F fM '= 0 ,  где F  — 
множество узлов с постоянными интенсивностями а,., I '  — множество узлов 
с переменными интенсивностями ±х,, Через I nC I '  обозначим множество 
узлов (пунктов производства) с интенсивностями XjH через I ' \ I U — множе­
ство узлов с интенсивностями xh где а.,<х,<а,‘, а,,>0 .

Введем для узлов iC l '  характеристику Ch  которая для узлов из I n означает 
затраты, связанные с увеличением производства на единицу продукта, для 
узлов из Г \ 1 П — затраты на хранение единицы продукта. Остальные харак­
теристики оставим традиционными: (Iij — пропускная способность дуги (ij); 
X u — дуговой поток; Cu —  стоимость перевозки единицы потока по дуге ( i j ) .

На сети S  рассмотрим задачу:

2 СЛ  + 2 СЛ  ^ min' (1)
и.леи iei"

2 ¾ -  2 хл =
JeflUcr) Jeri т

OiJ C I 'С

XiJ E I n  (2)

- Xi J E  I ' \ 1 П,

^ a ikXi = Ък, к =  1,1, (3)
/е /’

O4 <х,. OrSxi, < d uJ i , j ) E U .  (4)

Обозначим через S P={IP, Up},p = \,s  компоненты связности сети 5=(/, Щ. 
Будем считать, что F f l / V 0  для I ибо в противном случае в задаче 
(1)-(4) можно выделить независимую подзадачу, соответствующую компо­
ненте связности S p,Ipn i '= 0 ,  которая сводится к решению классической 
транспортной задачи.

, Двойственная задача для (1)-(4) имеет вид:
■ • IEа>у<+2 +2 ~ E âi - Ev^max’ (5>

i e t c к=\ ,-£/■ ier" (i,J)eu
у I -  уj -  W ij < Ci j , Wlj > 0, (/, j ) E U , (6)

I
-  LiSignB'I +  ̂  а к gk -  tt +  v(. =  Ci, Г. >  0, Vi >  0J  E l ' ,  (7)

к=I
\ I, i E I n  

где Signtil= \
[ - 1, S E  I  \ 1 П.

Определение I. Двойственньгм планом задачи (I)—(4) называется совокуп­
ность у  =  {у., / E I ; g k ,k  = I J iv i, t.,i E  Г I WijJ i,  j ) G U ) , удовлетворяющая всем 
ограничениям задачи (5)-(7).

Каждому двойственному плану у  поставим в соответствие копоток 6 за­
дачи (1)-(4):

Ь=(Ь , J i J ^ U i b i,iE l ') ,
I

где 6 .. =  у,. -  у  j -  CijJ i,  j ) G U, Ь. = -L,sign[z] +  ̂  а к gk - C iJ E I \
t  к=I
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Введем условия согласования компонент копохока 6 =(by,(ij)E U, б IE /') 
с компонентамивекторов w,l,v: W=(WijXiJ)EU), I=JiJE I ') ,  V=IviJE I ') ,  которые 
должны выполняться для оптимального двойственного плана, ибо при их 
нарушении можно, изменяя соответствующие компоненты векторов w,t,v, 
добиться увеличения двойственной целевой функции (5).

Условия согласования имеют вид:
Wij=̂ iJ, если б у> 0, (ij) E  U,
Wi/= 0, если 6 ,у< 0, (/,/')£ U;
/,.=(), Vi=O, есл и б ,= 0 ,/£ /‘; (8)
Г,=б;, V1-O, еслиб,>0,г £ / ‘;
T1=O, еслиб,<0, / £ / ‘.

Следуя [I], определим опору сети S  как совокупность множеств 
^0,, = V mV J J m G l \ U on С U , таких, что: _

1) каждая компонента связности S pn = {Jp,U pon) , p = \,q  частичной сети 
{/, U0J  не содержит циклов;

2) в каждой компоненте связности (Jp, Upn} содержится хотя бы один

опорный узел, т.е. J pll = I pD I onIt- 0 , р = l ,q  ;
3) имеет место равенство q+l=\Ion\ и detD(Ion)Jt O. Здесь D(Ion) — квадратная 

матрица размера (q+l)*\IJ,

b ' 'D1' 0 ’

Dn
. D =

Cf 0 Dg.
и блок Dp представляет собой строку из \1рп [ элементов, каждый из которых 

равен — sign[/], i E J pn, p  = \ ,q,  a Da- /X |/J  — матрица, /с-ая строка которой

состоит из элементов a f , / £  I on, к  = 1,1.
Определение 2. Пара {б,Уои} из копотока и  опоры сети называется опорным 

копотоком.
Компоненты копотока б,упо опорным дугам ( i J ) E U on и 6 ,п о  опорным уз­

лам i E I on называют опорными дуговыми и  узловыми копотоками соответ­
ственно. Остальные компоненты б и, ( iJ ) E U a= U \ U on и 6,, I E I n= I ' \1оп, н е­
опорные дуговые и  узловые компоненты копотока б соответственно.

Пусть {6,У,,,} — некоторый опорный копоток. Построим по нему опорный 
нсевдопотокоплану==(у,-,,(/,/)£ U\ у ;, /£ /* ) . Н еопорные компоненты-псевдопо- 
токоплана \  положим равными :

Ху=0, еслиб,у< 0; X iJ=Ciu, е сл и б у>0, (JJ)EUn, (9)
Xr= a *i, если б , < 0 ; Хс=а',  есл иб,> 0 , / £ / н.

Опорные дуговые и  узловые компоненты псевдопотокоплана х  найдутся 
однозначно из системы:

JGlJ(Um) JGIi- (Uou) JGlJ(Uu) JBIi (Uu)

=  _  5 д * +  5 Д д  + x, sis n W , / (10)
JGlj(Um) ЛБГГ(и0„) JGrJ(Uu) JGIl-(Uu)

S  ̂ Ji - X 1Signm =  -  ^ j T ij+ ^ x jiJ  & I on,
JGlJ(Uat) JGIt-(Um) JGlJ(Uu) JGIt (Uu)

= J a  'kx t,k  = \,L
/е / .» <Gl'\Iou
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Укажем способ решения системы (10). Обозначимf=(f,i(EI; tk,k  = l,l) 
вектор правых частей системы (10), где

/ г

h

а'~  2  h + 2 v * e / e ;
JbfcUJ JbfcUJ  

~  2  h + 2 Ху,+  XiS ig n li'] ,/E A J r011;
J b fc U j  JbfcUJ

~  2  *f +  ' 2 Xj,.
/;<[/„) ye/Ttf/p

=  A*- 2 а ?Хг * =  U
« Л / .  _

Для каждой компоненты связности 5Д =  {./р, }, р = 1,д, сложим
уравнения системы (10), соответствующие узлам множества Jp и рассмотрим 
полученные в результате указанных преобразований уравнения в совокупности 
с последними I уравнениями системы (10). Полученная система линейных
уравнений D(Im) - г = J , где г =  (у,.,Z Е / й„), J  = ( / f , р = \,q  ;tk ,k  = L I ) ,

f  р =  p = l, q имеет единственное решение, так как det D(Ion)It O.
J b J '

Остальные компоненты опорного псевдопотокоплана у.., (/,у) G Upon,

соответствующие компонентам связности .¾  =  {Jp,U0!l},p = I, j , вычисляем 
согласно [2].

Определение 3. Опорный копоток (б Д от} называется вырожденным, если 
среди его неопорных компонент имеются нулевые.

Приведем и докажем критерий оптимальности опорного копотока {б Д Д  
двойственной задачи (5)-(7).

Теорема (критерий оптимальности). Соотношения 
1,/=0 при б „CO, Xu=du при 6 ,->0,
0 —X у-— ̂ ij при б J~~0, (U)SEU011 на дугах и (11)
Xl=On приб,<0,х г а '  приб ДО, 
a.f<y,<a,* при б (=0, ZETon на узлах 

достаточ1гы, а в случае невырожденности и необходимы для оптимальности 
опорного копотока {б Д,Д. Опорный псевдопотокоплан, соответствующий 
опгималъному опорному копотоку {6 ,¾,}, является оптимальным потоко- 
планом задачи (I )—(4).

Д о к а за т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть {6,5),,,) — некоторый опорный 
копоток. Построим по нему опорный псевдопотокоплан уДу,-,,(Zj)E U 
у „ /Е /‘). Неопорные компоненты псевдопотокоплана у,.,., (Zj) E ZTh на дугах и 
у,-,ZETh в узлах положим равными (9). Опорные ком понент псевдопотоко­
плана однозначно найдем из системы (10).

Соотношения критерия оптимальности (11) для опорного копотока {б Д Д  
с учетом значений неопорных компонент псевдопотокоплана (9) и опорных 
компонент псевдопотокоплана (11) означает, что вектор X=Zy^(Zj)E (У; 
у,.,ZE/*) удовлетворяет ограничениям (2)-(4) прямой задачи. Оптимальность 
у следует из равенства значений целевых функций прямой (1)-(4) и двой­
ственной (5)-(7) задач нау иб:

I

2  сд « + 2 1 =  2  уJ -  bV к » + 2  + 2 а -lĉ  -  ь< у*./=
Ujieu  /к Ujyeu /е /' *=I

48



= 2 я ( 2 ^  ~  2 * ^ -  2 ^ ~ 2 ^ д а [/1^ + 2 2 а ^ ' ~ 2 б ^ =
; Е /  J G f i U U )  J G IG ( U )  ( l.J J G U  i G l '  it= I~  к = I / 6 / ’

= 2  + 2 6*¾ + 2 а*’у<~ 2 й2 -  2 ^ wr
iG f r  fc=1 / Е / '  < Е /' ((,У)Е£/

Необходимость. Пусть 5° -  оптимальный невырожденный копоток, по­
строенный по оптимальному двойственному плану у  = (y ° ,/G /;  g \ , k  = \,l', 

G I*; w“j , ( i , j )  G U ) . Согласно теории двойственности существует оп­
тимальный потокоплан d'=(Xj ,(ij)£z £/;х,°,/ЕГ) задачи (1)-(4) и пара л?,/ 
удовлетворяет условиям дополняющей нежесткости, где:

xI(у“ - У Г  wI “  «,) = °> wSTЦ  -  dS) = °-(*'• J) е  и '

х,°(—y “sign [/| +  2 « ?  «1 - / "  +  vj -  с,.) =  0; (12)
A=I ---------

Г(х"-д,') =  0, Vi (U4 - X 0i ), i E  I*.
Из условий согласования (8) и соотношений (12) для неопорных дуг и 

узлов имеем:
х ,/= 0 , если6 / < 0; х^=йф еслид,°>0;
Xij=On, если6 ,°<0; Xij= а', если6,°>0.
Поскольку опорные компоненты вектора х° однозначно вычисляются из

(2),(3) по заданным неопорным компонентам вектора х°, то заключаем, что 
Xu=X- Соотношения (11) справедливы для опорных компонент вектора х° в 
силу условий дополняющей нежесткости (12) и ограничений задачи (1)-(4). 
Теорема доказана.
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УДК 519,2
М.С.АБРАМОВИЧ

ОЦЕНКА МОЩНОСТИ СПЕКТРАЛЬНОГО КРИТЕРИЯ 
ОБНАРУЖЕНИЯ МОМЕНТА "РАЗЛАДКИ" ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

The problem of asymptotic analysis of power of criterion, which is based on spectral density 
estimators, is investigated for disorder detection test in time series.

Для обнаружения моментов "разладки" временных рядов широко исполь­
зуются методы, основанные на модели авторегрессии и скользящего среднего
[I], и метод кумулятивных сумм [2]. В меньшей мере для решения этой 
проблемы исследовано применение методов спектрального анализа [3 j.

В [4] построен критерий для обнаружения момента "разладки" с исполь­
зованием оценок спектральных плотностей, найдено асимптотическое рас­
пределение статистики критерия и построен тест для обнаружения момента 
"разладки". В настоящей работе исследуется мощность этого теста.

I. Математическая модель. Пусть ̂ „ /G Z -  стационарный временной ряд
с нулевым средним и некоторой спектральной плотностью Au(X), XGf-Tt,л ], 
г) ,,/GZ -  стационарный временной ряд с нулевым средним и некоторой другой 
спектральной плотностью Au(X), XG|—n,n], отличной от A10P^A1uP) & Au(•)• 
Наблюдаемый временной ряд Z={x,: / = 1 , 2 , . . длительностью T  имеет 
"разладку" в неизвестный момент времени /0&{т_,т„+1,...,т+,Г + 1}, которая 
порождается "скачкообразным изменением" спектральной плотности:

4 3ак. 1194
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^ =  f | t , t G {1,2, . . .J0- I } ,

IrIt. 1 e {*o’*o+ i>—>24;
K x  <х+< Т ~  некоторые априорно заданные граничные значения.

Если Z0=  T+1, то наблюдаемый временной ряд — однородный.
Задача обнаружения "разладки" заключается в оценивании момента 

"разладки" I0. Для тЕ{т_,т_+1,...,т+} осуществим разбиение наблюдаемого 
временного ряда Хна два фрагмента X1=Cxl,...,Хц), X2=(Xtv^ x r) с длинами 
T1 и T7 соответственно:

X=(X1IX2), T1= T -I 1 T2= T - т + 1, Т,+ Т7=Т.
Определим гипотезу HkU0=т, означающую, что наблюдаемый временной 

ряд имеет "разладку" в момент т, и гипотезу Hm-J0=T+1, означающую, что 
наблюдаемый временной ряд — однородный.

Оценка спектральной плотности поу'-му фрагменту запишется в виде [6]:
T - 1

1W  =  I S i  > =  1’ 2 ’ ( 1 )Jfc=-(Ty-I)
где iG{\,...,m) — номер частоты, m — число частот Jm, для которых 
вычисляются оценки спектральной плотности, Rj (Ic) — значение выборочной 
ковариационной функции для лага к\

. ,  .Rj(Jc) = Y  2 *Л +^ о ::= 0),
, J I' 1

'  к  \
-rr- ,jt =  0 ,± l ,...,±КТ ,
K tJ  ' (2)

0 Д  =  ±(Х т.+ 1),..„± (Г ,.-1 ),

W  =r r k T ,

г(х) — весовая функция, Xy- G N -  параметр сглаживания, K r <Ту  
В соответствии с [6] введем параметр к.

A =  Iim- -^ — ,g > 0 . (3)
ж-»0 |х|

Обозначим:,

.. . H i=(Uk) G R  , ик =  S J f jc), um+k =  S2(Jk),

^ 0 =  (иА° ) е л ^ и ^ = ^ ) , й 1 * ^ 5 2и ) Д = й ,  ,

(2 =

Определим статистику для обнаружения момента "разладки" как меру 
различия выборочных спектральных плотностей G1 (•) и. S2T) '■

.............................• ~  и к )  ■ '

. . . . . .  , ;  ,  ^
. 2 <«ж. *•+«*> ‘ \  , , ,

■ ■ *=1 ■
В [4] построен спектральный критерий обнаружения момента "разладки" 

в момент т: ■

{/7(, , если (I < А,

-ATlt, если G > Л,

(5)
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где А = А (е) — пороговое значение, соответствующее заданному уровню  
значимости E G  ( 0 , 1 ).

2. Асимптотический анализ мощности критерия. Для исследования 
мощности спектрального критерия обнаружения "разладки" (4), (5) найдем 
асимптотическое при Tb T2-jXn распределение вспомогательной статистики

т

^ ( ит+к ~ ик) 2
G =  - J S I-------------- . (6)

-SM +К)’
*=1 4

Для опенки мощности критерия воспользуемся следующей леммой, 
доказательство которой приведено в [5].

Лемма. Пусть (щчяаиыйк-векгор Х=(Хп1,...,Хпк) прия-э-оо асимптотически
распределен по нормальному закону TVri (JTiT^S), где ц -— математическое
ожидание, 2  — ковариационная матрица и -* 0. Пусть g(x), ^=(^,...,¾) — 
функция, имеющая ненулевой ^-вектор частных производных в точке x=\i:

n  =  | - ^ j | x=|i,( (— I,к). Тогда асимптотическое распределение статистики

Y=g(Xa) есть TV1( ^ ) A 2DrSi)).
Теорема. Пусть выполняются следующие условия (/=1,2):

оо
1) I Rj  (к  )| <  оо, где Rj(к) -  ковариационная функция временного ряда;

Ic=-OO
00

2) У > ,.(/с ,,,01  < оо, где Kj(k,sJ) — семшгвариант четвертого порядка;
к,stt=—со '

3) временные ряды {£,} и  (г),} представляются в виде:
CO CO

Ъ, = tII-= S p * 9'-*'
к=— со к=— со

CO CO

где 2 W < °°> 2 )IPitI< °°> a {v,},{v,} — последовательности независимых
к—-со к=—со . ,

и одинаково распределенных случайных величин с
E{Vl} = E{vt} = Q; E { v ^ E { v ^ a \  E{v*} = E{v?}<  оо;

4) имеет место асимптотика:
К  К

Tb T2 ^  оо, A ri ,Kt и. -> 0, - f 2-'-* О,
i I 2

m = 0 ( T 1~iL), 0  <£ jut <  I, /и ^  оо.
Тогда при выполнении гипотезы /Z1, статистика G распределена асим­

птотически нормально:

'G -U(Tv T2)]



Д о к а за т е л ь с т в о . В соответствии с [6] определим асимптотические 
выражения для математического ожидания оценки спектральной плотности

(9)

где J AlТ.
к=— со

и для дисперсии оценки спектральной плотности
К

£ { £ /? 0 } =  ̂ ( s ° ( X ) ) 2Q. (10)
I

С учетом того, что в силу условий I), 2) и 4) данной теоремы спектральные 
оценки .S1(Z1) ,- , S i(Zm), .S2(Z1), — ,S2( fm). асимптотически независимы, и 
принимая во внимание (10), приходим к выводу, что асимптотическая 
(2т X2т)-ковариационная матрица оценок спектральных плотностей будет 
иметь диагональный вид:

2  =  Q - d i a g |^ ( Ml0) Z . . . , ^ ( M„ ° , ) Z ^ ( C 1) Z . . . , ^ ( < ) 2| .  (11)

Согласно (6), G является функцией от U={uk}. Воспользуемся леммой
для вычисления математического ожидания и дисперсии этой статистики.

В силу условий 3) и 4) теоремы оценки спектральных плотностей асим­
птотически нормальны. С учетом (9) значение математического ожидания 
а{Ть Т2) этого асимптотического распределения равно:

2 к . - - “г + ^ г 4 “г Г - ^ г л(“: « г ) !
 ( 12)

что совпадает с (7).
Вектор-столбец производных D запишется в виде:

D =
д в
ди. U = U "

■2(Ul +s ~ Us)

г=14 '

2(»°

.У =  1,//7

(13)

jt=i4 . '

S = m + 1,2m. 

К.т.В силу условия 4) теоремы значение параметра A2 =  -~г~ -* 0. Тогда,
t J

учитывая (11) и (13), дисперсия асимптотического распределения B(Tb Ti) 
вычисляется следующим образом:



B(T„T2) =  DZDr = - ---------- ^ --------- ^ | 2 ( “~ * Т 1+

Ша+М1'
U-=I

TiKk= I 1

2 Z r . ,  „ 42  Z  U

2 m

+ X  (¾0-¾ 0- .)  (»г)
k=m+1

, ! j n  4 d 2 ( » - - < )  ( O  f + (« :« ) f21 n\2 Л т \ . =, \ I 2 ,

(14)

y; 2((0 4 0 1
*=i

2

что совпадает с (8).
Теорема доказана.
Следствие. Справедлива следующая аппроксимация мощности теста

/ A -U (T v T2)
IL/ ЛЛГ ~  I — Ч г ' -----------------------W  = Ph {G> Д } ~ 1 - Ф

J B ( T xtT j ) '  (15)
где Ф( •) — функция стандартного нормального распределения.

Д о к а за т е л ь с т в о . Мощность теста, основанного на статистике G, 
определяется следующим образом:

1 A - H j T l j T G
^ = Д 1, { ё г Л } ” 1- ф

Т м л )  j

(16)

Статистика G — непрерьщное функциональное преобразование от оценок 
спектральных плотностей (I), которые являются состоятельными [6]. Поэтому
для статистики G имеет место сходимость по вероятности G - G  >0.
Следовательно, (16) можно переписать в виде (15), что и доказывает следствие.
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УДК 519.872
А.У.БАБ1ЦК1

АПТЫМ13АЦЫЯ У В AXO Д ПАЙ ПЛЫН1 
АДНАЛ1НЕЙНАЙ С1СТЭМЫ МАСАВАГА АБСЛУГОУВАННЯ

The paper treats the steady state of a single server queue with infinite capacity and input flow 
which consists of several filtrated Poissou input processes. The queue suffers loss caused by 
maintenance of accepted customers and by refusals of acceptance. A problem for the total loss 
minimazing by setting optimal values for acceptance propabihties is investigated. The structure 
of the optimal decision is determined and an algorithm for its search is proposed.

I. Мадэль. Даследуецца адналшейная слстэма масавага абслугоування з 
неабмежаванай чаргой. На прыбор паступае п стацыянарных пуасонаусюх 
плыняу з штэнс1унасцям1 Xi, / = 1,...,и. Заяук1 /-га тылу характарызуюцца: 
першым i друпм пачатковым1 момантам1 часу абслугоування A, i dh штрафам 
Cii за адмову прыняцця заяукт, штрафам с,->0 за адзшку часу знаходжання 
патрабавання у скгэме. Пры паступленн1 патрабаванне /-га тылу прымаецца 
у сктэму з (мавернасцю qh а з !мавернасщо I—qt пакщае сктэму неабслужаным. 
Мяркуецца, што дапушчаныя у сктэму патрабавант трапляюпь на прыбор
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у парадку паступлення. Трэба знайсщ таыя Beninbnii qh яыя забяспечваюць 
найменшую суму страт, што нясе сктэма у адзшку часу.

Адразу адзначым, што абслугоуванне заяуы некаторага /-га тылу, для якота 
выконваецца няроунасць a,<bjCt, заусёды з’яуляецца нявыгадным, а значыцца, 
адпаведная кампанента qt алтымальнага развязку будзе роуна 0 .

У адпаведнасщ з уласлшасцям1 прасиейшай плыш, уваходны працэс у гэтай 
сктэме з’яуляецца стацыянарнай пуасонаускай плыншо з штэнаунасдю

Tl
^  q,Xr  А уся сктэма у сукупнасш з’яуляецца сктэмай M /G /1, у якой 
1=1

лершы i друп пачатковыя моманты часу абслугоування роуны 
I \  /  /  /ц \ \ I ( п ̂  \
2  q' l ' b' /  2  qil < 1 2  ч М  /  2  qil <- адпаведна- 

V <=I / /  \  ,=1 I \  ,=1 / /  \  i = i  /

Разгледз1м стадыянарны стан работы сктэмы. Умовай яго кнавання
П

з’яуляецца выкананне няроунасщ 2  <7 Д А  < 1.
'=V

Сярэдш час чакання у чарзе заяуы любога тылу ( W)  можна вызначыць 
па формуле Полячэка—Хшчына:

2  qil id<
W  = /= I

I - 2 « а а

а сярэдняе значэнне агульнага часу знаходжання заяуы /-га тылу — 
у сктэме як bt+ W

TaKiM чынам, можна запкадь наступны выраз для вел1чыш страт, яыя 
нясе сктэма у адзшку часу:

( \  п

2  « А Л

CIjCj
h + , " ' -  I

+  { l ~ q j ) a j

2  1 - 2  « А А
I \  ' = I  ')

J-I

а задача аптымгзадьл набудзе тады выгляд:

F(qi,...,q„)-*mm
Qi

2
г=I

0 < qt <  I,/ =  I,...,л.

(I)

(2)

2. Структура алтымальнага развязку. Тэарэма. 1снуе таыразвязак задачы (2) 
Cqi , / = 1, у якога не больш чым адна кампанента q. мае значэнне, 
адрознае ад 0 i ад I.

Д о к а з . Няхай q ° , /= 1 ,...,л — некаторы развязак задачы (2). Абазначым
П П

B 0 =  2  ^ A A  1 D 0 =  2  qi ^ i d ‘ • Няцяжка бачыць, што q°. , /=1,...,л, 
/=1 <=1

з’яуляецца таксама развязкам наступнай задачы лшейнага праграмавання:
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J=I
Vj Cj b /+ —, г + ( \ ~ q \ a .

2^1 — B j  V ’

О <  <  I,/' =

I )
-> mm

9l

(3)

/=1 /=1

а таксама i тое, што любы развязак задачы (3) з’яуляецца развязкам задачи
(2). Паводле [I], сярод развязкау задачы (3) кнуе таш (абазначым яго qt , 
/ = 1,...,/1), у якога не болын дзвюх вел!чьшь q. (не парушаючы агульнаспд, 
будзем л1чыць, што тэта qt I q2 ), адрозных ад 0 i ад I, а усе астатшя роуны 
О або I.

Пакажам далей, што не больш чым адна з вешчынь qx, q2 адрозна ад O i ад I. 
Для гэтага нададз1м змеиным задачы (2) qiy /=3,...,и, адпаведныя значэнш 
Tfi i перайдзем да наступнай задачы шляхам замены змеиных X1=̂ r1X1, 

ху=2(А—/Jr1X1A1-ZjrZ2A2):

/ ( X 11X2 )  =
(v +  V[X[ +  V2X2 ) ( « + M1X1 +M2X2)

+  W1X1 +  W2X2 -» min
X u X 2

х2 >  0 ,
2 А — 2 A1X1 — х,

0 <  X1 / X 1 <  I ,  0 <  I ,

(4)

2Ь2Х2

дзе V =  ^  qiXi,Ct  +
Ьс0

/= 3

Ij1C2
V1 =  -> 2 2 А.

н

-, H = ^  9 /М /+
bd0

/=  3

d,
bxd2

“2 2 A1

. n

b = 1 -  2  «А/*/ > wi = cA “  «I “
/= 3

A1(C2A2 =  M2) 
A1

c2A2 M2
2 A1

Знойдзем стацыянарныя пункты функций /(X1jX2):

( xHx2) =  (2v1M1x1 +  (V1M2 +  H1V2 +  Wj)x2 +  V1M +  Mjv)/x2 =  0 

f L  ( xI ’Хз) =  (_  w IxI2 +  (т2М2 +  W2 )х2 — (yxU +  H1 v)xj — mv) j X2 =  0,

адкуль х2 =  ±  (V1M — M1 v) j -J(V1M2 +  M1V2 +  W1)2 — 4 V1M1(V2M2 +  w2) . Гэга азначае,
што функция/(X1jX2) можа мець стацыянарны пункт, яю задавальняе умовам 
задачы (4), толыа кал1 V1MTi M1V. Даследуем /(XljX2) на наяунасць мпнмумау.

Няцяжка пераканацца, што выраз /" _  (хх, х 2 ) /х"  (х;, X2) -  (/* "  (х ,, х2 ))2

роуны -  (V1M -  Mjv)2/ х 2 , значыцца, ён з’яуляецца адмоуным, каш V1MTi M1V,
i тады у адпаведнасд1 з [2] даследуемая функцыя не мае экстрэмумау.

Таюм чынам, развязак задачы (4) трэба шукаць на мяжы абсягу, зададзенага 
няроунасцямь Мяжу X2= O  можна адразу выключыць з разгляду, паколыа 
пры X2-^TO/ (X lfX2) - * + Значыцца, выконваецца прынамс1 адна з нястропх 
няроунасцяу задачы (4), адкуль вышкае, што хаця бы адна з аптымальных 
вел1чынь qx, q2 зыходнай задачы (2) роуна Oni I. Тэарэма даказана.

Няхай вядома, што q .,  /=1, . . . , /1,  /т /, роуны 0 або I, тады для аптымальнай 
Iiejji1IbIHi Zj маем наступную задачу:
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r(  ) =  ( c M p ) M M M  + h  { b _  )
X j )  I ( B - I j q j b j )  \  J J J J

I jq jb j  < B,
O < q j < I,

дзе D = ^ j I f i iCli , C = ^ l f i iCi , B  = I -  ^ j I f i iCii .

-> mm
Ij

(5)

/=1
U j

I=I
Uj

=1
№ j

Знойдзем стацыянарны пункт функцьп F ( cJj ) '■

Xj(cjdj + 2 (a j-c jb j)b j )

X

Г ' М -
2

2(Д;- еЛ ) Д г- ^ с д - д ( С;д + ^ с )
=  0 .

с / . +  2( ц , - с , />,.)/>.

3 двух развязкау гэтага раунання выбираем той, HKi задавальняе умове 

QjhbjK В, тэта q} = [в  -  ^(CjB + b f ) (d jB -Ybj I)) j  Cjdj +  2(я. jx.b.  .
Г эта пункт минмуму, бо

* " М =  K M + bJc K dJe + bJ0 ) / ^  -  M A )’ > о■
Паколыа на прамежку (— со, Cjj ) функцыя Fiqj ) з’яуляецца спадальнай, а на 

( i j .B / ( k j b , ) )  — нарастальнай, то развязак задачы (5) можа быць затсаны як

qj =  mm- !,max 0, Xjbj
B -

I (cjB +  bjC)(djB +  bjD)

Cjdj + 2( a j - cj bj)bj
(6)

3. Алгарытм знаходжання аптымальнага развязку. У адпаведнасш 
з тэарэмай, аптымальны развязак шукаецца сярод тактх наборау qh /= 1,...,л, 
дзе толыа адна кампанента адрозшваецца ад 0 i ад I. Прапануецца будаваць 
такзя наборы наступным чынам:

Сярод мноства ycix уваходньж плыняу Р={\,...,п) вылучаецца падмноства 
Q плыняу, прьшятых у (лстэму палкам (qt= I, /G Q), даследаванне Q працяг-
ваецца, кал! выконваецца умова ^  XtBi <  I .

JBQ
Для кожнай плыш j  з мноства P \Q  развязваецца задача (5), знаходзщца 

аптымальнае значэнне Cfj па формуле (6) i адпаведнае значэнне функцыянала 
F(qb...,qn) па формуле (I).

Набор, на якхм атрымана найменшае значэнне функцыянала F(qu...,qn), 
i з’яуляецца развязкам задачы (2).

Было бы абгрунтавана паставщь пытание аб змяншэнш колькасщ пера- 
б1раных наборау, напрьпшад упарадкаваць усе плыш па меры укладу, як! 
яны уносяць у мцнмтзацьпо функцыянала. Аднак тэта уяуляецца даво/п 
праблематычным.
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№
прыклада

№
плыш к ь. d. О, C1 Развязак

9
I 0,30 I 4,3 8 2 0I 2 0,65 I 1,0 4 I 0,957
I 0,30 I 4,3 8 2 0,651

2 2 0,65 I 1,0 4 I 0
3 0,10 I 10 20 3 I
I 0,30 I 4,3 8 2 0

3 2 0,65 I 1,0 4 I 0,238
3 0,30 I 3,0 10 2 I

У таблщы прыведзены да- 
иыя i развязга задачы (2). На ix 
прыкладзе можна пераканацца, 
шхо перавага адной плыш над 
другой у сэнсе забеспячэння 
мшгмуму функцыянала (I) з’яу- 
ляецца адноснай i шмат у чым 
залежыць ад наяунасш Lti ад- 
сутнасщ шшых плыняу.

1. Д а н ц и г  Г.  Линейное программирование. М., 1966.
2. Ф и х т е н г о л ь ц  Г. М.  Курс дифференциального и интегрального исчисления. М., 

1969. Т.1.
Поступила в редакцию 04.05.97.

УДК 517.946
В.И. ЧЕСАЛИН

ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
ДЛЯ АБСТРАКТНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

In this paper the existence and uniqueness of the strong solution of unlocal boundary problem 
for abstract hyperbolic equations of the second order is established.

На ограниченном интервале ( О, T ) переменной t рассмотрим уравнение
d 2u

Bu = — = + A ( t ) u = /(О- 
d r

Здесь и и / — функции переменной IG(О, Т) со значением в гильбертовом 
пространстве II, норму и скалярное произведение в котором обозначим | • |я 
и (.,.)я соответственно.

Условие (A). A(t) — линейный самосопряженный оператор в I I с областью 
определения D(A), не зависящей от t и плотной в II, и существует постоянная 
а>0, не зависящая or v и г, что для любого vE.D(A) выполняется неравенство

(Av,v)H >a\v\R . (2)
Для оператора А можно корректно определить дробные степени, и

I  I
в частности оператор A 1 с областью определения D(A2)D D (A )  (см.[1]).

I
Введем гильбертово пространство W =  D(А 2) со скалярным произведением

(Ut V) fv =  ( A 1 (O)U, A i  ( o ) v ) H .

Условие (Al). Оператор A(I) дважды сильно непрерывно дифференцируем 
по /Е [0,Т]  на D(A) и

(3)

(I)

\ А ' ш ^ Ц - и ю  < с х\ а “ш  ‘( o | L(/ / )<  C2,

d 2A(t)
А" = ---- ;—, С,>0 и С2>0 не зависит от t.

d t 2
Заметим, что для таких операторов имеет место оценка

где А'-
dA(t)

dt

C3Ia  (7)/i (t
L(H)

Ц я ) ’
(4)

где C a = / '
Pdt

о Й  +  0  
установлена оценка

Доказательство имеется в работе [I]. Кроме того, в работе [2]

aIlvIr - АЦ1)у ^ a 2I V (5)

где r?j>0 и а2>0 не зависят от t и v.
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К уравнению (I) присоединим нелокальные условия вида 

lOlIu -  +  Ц2И(^) =  Ф,
duio) — ,

1\ии -  Из - J f - + М-4 ~  ^
комплексные числа, удовлетворяющие следующему

du{T) (6)

где ipEW,  гр ея , р д 
условию.

Условие (/и). Либо выполняется неравенство

Jlд. — ш а л  I I P 2Il' 1

либо
р =  max IliT2Ji11IIli4Ibi31Jj < O12 ехр(-2а  Т), 

р = т а х Ц ц ^ з 1Ij < aI ехР(_ 2 а  Л .

(7)

(8)
где а =  C1C3.

В данной работе для поставленной задачи (I), (6) докажем существование, 
единственность и непрерывную зависимость сильного решения от /  ф , гр и рд.

Пусть H 2HOfT),D(A)) — гильбертово пространство, полученное пополне­
нием множества С Ц О , T],D(A)) по норме

т /к=;
о

dv
dt

+ A(t) +  I A(t)vfH dt.

Пополняя это же множество по норме

IvIU = suP
0< 1< Т

dv
dt

+
н

A 2(t)v
н

получим банахово пространство Е. Пусть F=L2((Of T ) fH )X  W x H  с нормой

IHL =  H f  +  И * +  М1л 2 . где ^  =  ( / , ф,гр) и I• Il -  норма в L 2( ( 0 ,Т),Н).
При доказательстве энергетического неравенства будет использована 

следующая
Лемма I. Пусть символ ||-|| обозначает норму в одном из пространств 

Я  и ИГ, и пусть для некоторой функции со значением в соответствующем 
пространстве выполняется одно из следующих двух равенств

g'(o)+\ig(Т)=у  либо|и.я(о)+я(Г)=ф. (9)
Тогда при 0<р<1

|2
M

либо соответственно
Ig(O)I2 - n \ g ( T ) f <

I H 2

H-

Л

(10)

Д о к а за т ел ь ст в о . При p.=O данные неравенства очевидны. Пусть теперь 
р?*0. Из первого соотношения в (9) имеем

|g(o)|2 < p 2(l + e)|g(o)|2 + ( l  + e_1)^ |2.

Полагая е =  ^-—I, получаем требуемое неравенство. Доказательство во

втором случае аналогично.
Для оператора Lfi =  (HfZ0jifZlli)--F F  с областью определения D(Lv) -

=Я 2((О, Т),D(A)) имеет место следующая
Теорема I. Пусть выполняются условия (A)f (Al) и (р). Тогда для любой 

функции U E lD (L v)  справедливо неравенство

K s c M , .  0 1 )

58



где O O  не зависит от и.
du

Д о к а за т е л ь с т в о . Умножая (I) скалярно в Яна 2— , получаем тождество

d_
dt

du 2
I 2

dt
+

Я

A J t )u
Я

= 2R е ( £ и , ^ ) И +  2 R z (A j t )u ,  (А 2 (J))'и) н . (12)

Пусть вьшолняется условие (7). Интегрируя тождество (12) по t от О до х , 
используя (3)-(5) и применяя элементарные оценки, получаем неравенство

t т
V ( T )  <  2 a f  v ( t)d t  + 2 f \ £ u \ H ■ —

О О Я

d t +  v(0 ), (13)

' du
2 I 2

где v ( t ) =
dt

+
я

A J t ) u
H

Далее, применяем к неравенству (13) лемму (7.1) из [3]. В результате 
получаем неравенство

v ( t )  < ехр(2а  T ) Д М *
du
dt dt +  v(o)

я
(14)

Теперь умножаем тождество (12) на O12/т ехр(2а Т ) , интегрируем полу­
ченное равенство по I от т до Т, а затем сложим его с неравенством (14) и к 
полученному результату применим (5), лемму I, лемму вида (7.1) из [3] и 
элементарные оценки. В результате получаем требуемое неравенство (11). 
В случае выполнения условия (8) доказательство аналогично.

Стандартным образом доказывается, что оператор Lv'. E ^  F  с областью
определения D(Lv)  допускает замыкание L v . Решение уравнения

L m  = ? ,  W G F (15)
назовем сильным уравнением задачи (I), (6). Неравенство (11) распространя­
ется на и G D(Lv), т.е.

!N i; =S c \L vu ,V m E Dl( Ц (16)

Из неравенства (16) непосредственно вытекают
Следствие I. Сильное решение задачи (1),(6) единственно, если оно 

существует. _
Следствие 2. Множество значении R(Lv) оператора L v замкнуто в F я

R(Lv ) — R(L^1).
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы I. Тогда множество 

R(Lv) плотно в F.
Д о к а за т е л ь с т в о . Заметим, что значения Iv v U и Il v U независимы и 

множество значений данных операторов плотно в W  и H  соответственно. 
Поэтому для доказательства теоремы 2 достаточно установить плотность 
R(E)  в L1( (O )I )J I ) .  Итак, пусть для некоторого V dL7((ObT ) J I )

T

j ( E u ,v ) f fdt = О (17)
о

для любых UdD(Lv), таких что Iov-O  и Zlli=O. Покажем, что v=0. Полагаем 
в равенстве (17) u = A ) xh, где А ) 1 =  ( I  + zA(t))~l , h ( t ) d  H 2([0,T],H)),  £ > 0  
и h(t) удовлетворяет однородным условиям (6). Производя дифференцирование 
по / и переходя к сопряженным операторам, получаем равенство
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^ I' + B ** T t + B* h' wI d t + $ {h' Aw)n d t= °*
U V

(18)

где w  = A ; vV , B I  =  ~е A 1 а ; '  и  Д*е =  [ -  г А "а :1 +  2е W ) 2]. 
Вводя интегральные операторы вида

‘ U г
G\ ('v) =  f v(x)dx -  ■=— =-  JV(T)OrT, 

О B i +  B 2 о

CB (v) =  f ( t  — x)v(x)dx +  P3
ILiT  Bi + B2)

( B i  + B 2 X b 3 + в 4 )

т т  T

f  v (x )d x - - ^ - A - J ( J t-T)V(T)^T,
о B i  B 2 о

производя интегрирование по частям и переходя к сопряженным операторам 
в равенстве (18), получаем равенство

т I I? I \

dt — 0,
> в

из которого следует, что фу!пошя удовлетворяет следующей однородной задаче 
d 2w d  ,„  , (19)W U /  \

- - - z { Bu w) + B2?w + A w = ° ’dt1 dt
_  _  dw(0) _  dw(Q) _

b2w( о )+ iv K 7’) =  B4 - ^ r + B3 0. (20)
dt dt

Используя аналогичную методику, как и при доказательстве неравенства 
( 11), для задачи (19), (20) получаем априорную оценку

suP к  С  -  Г / М 4 м к |2я ^
0 < т < Х  Ш ‘ 'Я

где С*> 0 не зависит от вив. Устремляя в->+0, полагаем V= 0, что и доказывает 
теорему.

Теорема 3. Пусть выполняется условие теоремы I. Тогда если р(л)->р0 

(т.е. р,.<и)->р,., 1= 1—4) при и-»оо, то (-^to) в пространстве

L(IBE)  , наделенном топологией простой сходимости.
Д о к а за т ел ь ст в о  аналогично доказательству теоремы 3 в [4].
[ . К р е й н  С . Г . Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. 

М., 1967. С.133.
2. Бр и ш Н . И . ,  Юрчук H .И . / /  Диф. уравнения. 1971. Т.7. №6. С.1017.
3 Г о р д и н г  Л. Задача Коши для гиперболических уравнений. М., 1961. С.23.
4. Ч е с а л и н  В . И . //Д иф . уравнения. 1977. Т .13. №3. С.475.

Поступила в редакцию 15.05.‘17.

УДК 517.944
МУСА АБАБНА (ИОРДАНИЯ)

РЕГУЛЯЦИЯ НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ЗАДАЧИ 
УПРАВЛЕНИЯ НАЧАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ
We consider a control initial condition problem for evolution differential-operator equations 

which is non-correct in sense of Hadainar-Petrovski. It is solved with help of a regularization of 
the initial conditions by non-local conditions.

I. Пусть на отрезке (0,71) задано дифферетгиально-операторное уравнение

^ ~ + A u ( t )  = 0, (I)

где и — функция переменной IE10,7], принимающая значения в гильбертовом про­
странстве Н; А — самосопряженный положительно определенный оператор в Н.
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Известно, что уравнение (I) при начальном условии
'и(0)= £ ,£ Е Д  (2)

имеет единственное сильно обобщенное решение u(t'X), которое является 
непрерывной функцией по t со значением в Я  Если (2) £ G 1){Л1/2), то решение 
и(Г, I ) является непрерывной функцией по I со значением в D(A1/2) и удовле­
творяет уравнению почти везде.

Рассмотрим следующую задачу управления. Требуется для заданных Т >О 
и элемента у Е Я  минимизировать функционал

/<£) =  |иСГ;£)-х||2, ^E  Я , (3)
где |Н| -  норма в Н. Если элементы у Е Д Л |/2), то вместо минимизации 
функционала (3) будем исследовать задачу минимизации функционала

Jr1(S) =  Iu(T ^ )-X lf , £Е П (Л 1/2), (4)

где Ilgll1 =  ||л1/24  8 ^  D(Ai n ).
"Идеальным" решением поставленной задачи было бы положить £=и(0), 

где и(/) — "решение" уравнения (I) при условии и(Т)=% вместо начального 
условия (2). Однако задача с обратным направлением времени для эволю­
ционного уравнения ( I) не является корректной.

Для решения поставленной задачи в [I] разработан метод квазиобращения. 
По своей идее данный метод восходит к методу регуляризации А.Н.Тихонова 
и состоит в замене эволюционного оператора регуляризованным оператором 

d  7
Pa = —  + А —аА~, а>0, корректным для обратного направления времени.

В данной работе вместо регуляризации эволюционного оператора пред­
лагается регуляризация рассматриваемой задачи нелокальными условиями. 
Суть ее заключается в следующем. Рассмотрим эволюционное уравнение

^ + A v  = 0 (5)
at

с нелокальными граничными условиями
a v (0 )+ (1-а )т (Г )= х , 0 < a  < I. (6)

Задача (5), (6) при у B H  будет иметь сильно обобщенное решение v(/;y,a), 
которое является непрерывной функцией по /Е [0 ,Д  со значением в Н. 
Если в {в) X B D (A w ), то решение v(l;y,a) является непрерывной функцией 
по /Е[0, Г] со значением в D(A1/2) и удовлетворяет условию (5) почти везде. 
Положим £r,=v(();y,a). Тогда при выбранном £а решение задачи (I), (2) 
w(/;£„)=v(r;y,a)

Iiin /(£ „ )  =  1нп|и(!Г 'Xa ) -  у|| =  Jim||v(T; у, а ) —у|| =  0, у Е  Н, (7)

UmZ1̂ 0 ) =  U m lH (D ^ )-X l1 =  J ta jv (D y n x )-у!/== 0, у  E D(AX/2). (8)
2. Изучим задачу (5), (6). He ограничивая общности рассуждений, здесь 

и в дальнейшем будем предполагать, что спектр оператора А дискретен.
Определение. Функция ‘v=v(f,у ,а) называется сильно обобщенным в 

С([0,Г],Я) решегпгем задачи (5), (6), если существует последовательность 
функций vH Е. C 1 ([0 ,Т],Н )ПС([0,Т],D(Aj) такая, что

~ £ + A v » =  о, (9)

Iim sup |v„(0 - v ( / ;x ,a ) | |= 0, (10)
“■»“ 0 <1<Т

Iimla vH (0) +  (I -  a ) vH (Г) -  у J =  0. (11)
;/->оо

Теорема I. Если у BH, то существует единственное сильно обобщенное в 
С([0,Г],Я) решение v(i;y,a) задачи (5), (6).
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Д о к а за т е л ь с т в о . Оператор А имеет счетное множество положительных 
собственных значений (X4. }4.>, и полную в H  систему ортонормальных соб­
ственных векторов [wk }4.>,. Вектор у GZT представим в виде

(1 2)
jt=i

где (• , •)  — скалярное произведение в Н. Решение v(/;x,а ) уравнения (5) 
будем искать в виде

v(]f;x,a) =  2 ‘P*e **Ч- (13)

X t T -I
Подставляя это выражение в условие (6) и воспользовавшись представле­

нием (12), найдем значения ф4 =  Ja +  (I —а)е- 
Подставляя значения ф4 в (13), получим

I CO. •

v(/; х, a) =  +  (■I ~ а)е~ ХкТ] (wk ,%)e~Xktwk .
k=\ ■

(14)

Покажем, что ряд (14) является сильно обобщенным в С([0,7+//) решением 
задачи (5), (6). В качестве последовательности V n из определения возьмем 
последовательность частичных сумм

00
v„{t;x,a) = ^ а  + ( 1 - а ) е X t T (w4,X)e Х‘Ч- (15)

jfc=i
Функции  ̂vM G С*([0,7'],//)ПС((0,7'|, D(A)) и удовлетворяют уравнешпо (9),

так как этими свойствами обладает каждое слагаемое конечной суммы (15). 
Так как

//
a  v„ ( 0 )  +  ( I -  a ) v „ ( Т )  =  Wk , х ) ,

It=I
то в силу (12) выполняется (11). Далее, поскольку

' л у I i I ''
и +  (I — « )е л,/ < —,a (16)

то

SUp
о < 1 < ’Г

ОТ+ р j ;
^Ге_х*'[а +  (1 —a ) e ^ r j (WkIX)Wj
к - т

I »<+P
< - ^  ^ ( w k,х )2

а 2
к = т

и ряд (14) сходигся в норме пространства С([0, Т],Н) непрерывных на (О, Г] 
функций, принимающих значения в Д . Следовательно, выполняется (10), 
так как v„ есть частичные суммы ряда (14).

Единственность решения следует из полноты в Я  системы собственных 
векторов (W4)4fil. Теорема доказана. :

Теорема 2. Если х*= 1/2Х> то решение г(/;х А) является непрерывной
функцией по /GfO, Т] со значением и IKA1/2) и удовлетворяет уравнению (5) 
почти везде. ; -ч. ’

Д о к а за т е л ь с т в о . ЕслихСD (A |/2), то из (12) следует равенство

C =  ||^l/2x |2 = 2 ^(Wfc»X)2- (I7)
J t = I

В силу неравенства (16) справедливы оценки
от+ р

suP a  +  ( l -a )e -  ХкТ
( ) < t < T Ic=z Hi

I nIXS
- r r S X(vV'X)2

u Jfc=M
( 1 8 )
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На основании равенства (17) из (18) заключаем, что функция v(/;x,a) 
является непрерывной по /£[0 , 71 со значением в D(Al/2), а из (19) и (20) 
следует, что v(/;x,a) удовлетворяет условию (5) почти везде. Теорема доказана.

3. Перейдем к задаче (I), (2). Положим в (2) (0;у,а). При вы­
бранном^ в силу единственности решения задачи (I), (2) u(t;£a)=v((;%,а). 

Теорема 3. П у с т ь Т о г д а  справедливо соотношение (7). 
Д о к а за т е л ь с т в о . Рассмотрим разность

r i t t  +  ( l - a ) s " l l I - e 4 ' T

Х -м (Г ;^ )  = 2 -------TTj ГТйТ К - ’Х К - <21)fr, a  +  ( l - a ) e  4
Для всех a £ [0 , T ] величина

а  +  ( 1 - а ) И ‘г - е Ч /  а ( 1 - е " х‘г )
-  ( 22 )

а  +  (1—а)е~ХкТ а  + (1 — а)е~ХкТ
неотрицательна и не убывает по а, так как ее производная по а  неотрицательна. 
Величина (22) принимает наибольшее значение при а =  I, которое не превос­
ходит I. Поэтому'равномерно на a £[0,1] справедлива оценка

||х -н (Г ;^ )||2 <||х||2.. (23)
Теперь покажем, что

limJhc-1/(7¾, ) f  =  0, V xG M , (24)
а-»0 .

где M  — некоторое плотное в //множество. Тогда из (23) и (24) в силу теоремы 
Банаха—Штейнгауза следует (7). В качестве M возьмем всех, представимые 
в виде (см.(12))

N N

x - ' 2 c*w* = 2 (W**^ w*’ V iV < °°- (25)
*=I *=1

Тогда
N 2,1  -X ,.Г  ,2 „ 2  2 Xn T N 7 J X i lT

и, следовательно, выполняется (24). Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть х £  Д А 1/2)- Тогда справедливо соотношение. (8). 
Д о к а за т е л ь с т в о . Аналогично, как и (23), устанавливается оценка

I x - U ( r ; U | | ; s |M |;. m

На основании (27) итого, что дляхG Л/(см. (25) и (26))
N п А /I Л- М Ч 2  ‘ J A f

заключаем в силу теоремы Банаха-Штейнгауза, что справедливо соотноше­
ние (8 ). Теорема доказана., ,

I. Л а т т е с  Р. ,  Л и о н е  Ж . -Л.  Метод квазиобрашеиия и его приложения. М., 1970.
Поступила в редакцию 24.09.97.



УДК 517.5
Х.ЮССЕФ (СИРИЯ)

НЕРАВЕНСТВА ТИПА ЧЕРНЫХ 
И КОЛМОГОРОВСКИЕ ПОПЕРЕЧНИКИ

In this article the autor gives a new inequalities, which containe best approximation for the 
I t m c t i o n and the modul of continuity for this function. Also autor determine a Kolmogoroff 
diameter for a new class functions in space L1.

1IepcrS E2=L210 2311 обозначается пространство 2л-периодических измеримых 
функций, квадрат которых суммируем по Лебегу на (0,2л) с нормой:

I 2л

Tt Л/И
i_

I о I 2

О

П у с т ь /(х )~  —  +  Y' р к cosl/tx +  tp /,  где (р*>0) -  ряд Фурье функции/(к).
2 A-=I

Хорошо известно свойство минимальности частичных сумм этого ряда:
а "-|

.Vi4 ( / ,  х) = — + ^  ак cosкх  +  Ък sinкх,
2 A=I

которое заключается в том, что наилучшее приближение En{f) функции f ix )  
в L2 тригонометрическими полиномами порядка не выше п~  I

а
L11-, (х) = — + ^  ак cos кх +  bk sin кх

2 A=I
реализуется на .S'„. ,(/(х), т.е.

I
2

-'к
к—п

Здесь игл использовали равенство Парсеваля.
Говоря о функции /(X )G L2, у которой Lw (X)GL2, (г=1,2,...) будем пред­

полагать, что производная/М)(х) абсолютно непрерывна.
Модуль непрерывности 0) ( /1''1,6 ) определяется равенством:

<D(/Ir\ft) = sup||/l''’(x+0“ / lr)(^)| г = 0,1,2,...
К1<б"

В 1967 г. Н.И.Черных [4] доказал точное неравенство:

I I
Е Л / ) * Д  Пг

- J u)3( / ' r>,O sin ntdt
2 о

в котором п — любое натуральное число, а г — неотрицательное целое число. 
Это неравенство послужило отправным пунктом для многих работ (см., 
напр., [51—[8]).

Каждое неравенство, имеющее вид
Л

£ ; ( / ) <  К ] ы Ч Г п ,

о

будем называть неравенством типа Черных.
[л  I

В этой работе доказывается новое точное неравенство с \\>n(t) = I  /К

Пусть JECL2 — класс функций из пространства L2, и пусть LnC L 2 -  неко­
торое подпространство пространства L2 заданной размерности N. Величина

E2v(J E )= S u p m ljZ -S lI
/ е ж  «££
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н азы в а етс я  н а и л у ч ш и м  п р и б л и ж ен и е м  к л а сс а  W  п о д п р о с тр а н ств о м  Ln в 
п р о ст р ан с тв е  L2.

Колмогоровский поперечник [I] класса W определяется равенством: 
dN(W) = mS sup inf | | / - g\\,

i  /ewg<=L

где последний раз inf берется по всем подпространствам пространства L2 
размерности N.

Следуя [2], в работе определяется новый класс функции с помощью 
некоторой мажорантной Ф(м>й вычисляются точные значения его попереч­
ников. Наряду с колмогоровскими поперечниками в работе рассматриваются 
и другие поперечники, такие, как Bn(JV), dN(JV), Xn(JV), J n(JV) и ITjv(IC). 
Они обозначают, соответственно, поперечник по Бернштейну, по Гельфанду, 
непрерывный, линейный и проекционный поперечники. Их точные опре­
деления можно найти в [3].

Отметим следующее.
Предложение 1.[3] Пусть Pn -  любой из перечисленных выше попереч­

ников, и 2̂w-Jl(IC) <  R. Если шар размерности не меньше 2л+1 содержится в 
классе 1Си имеет радиус R, то при N = In-J  или N=In blV( JV) >  й и Pn(JV)=R.

Теорема 1. Для любой функции f (x )G L 2 и любого натурального п 
выполняется точное неравенство:

E l U )  < - J о)2( / , 0 | — -  t \ d t ,я - 4  „
которое обращается в равенство, например, для функции f(x )  =  cos пх. 

Д о к а за т е л ь с т в о . Из определения модуля непрерывности имеем

U )

к=п
W2 ( / ,I )  > 2 ^  P1k(I - c o s k t ) =  2 ^ ( / ) - 2 ^ р\  coskt,

к-п
откуда получаем

I
Д 2( / ) < - ш 2 ( / , / )  +  2 р !  c o s  kt.

к=п

Умножим обе части этого неравенства на вес -{——/}->()
я

0 < / <
л

и

проинтегрируем по t
Л  Л

dt+ 2 I
к — п О

Я
п

cosktdt. (2)

Так как

и так как

fat

I я

О I п

I  — COS 

11 cos ktdt = ---------—- <  ——, J f k  >  п

Л т - '
1dt =  ——7- 
2 я 2

то отсюда и из неравенства (2) получаем:

_|_ГГ I "г
2 и 5

Откуда будем иметь неравенство:

dt H - E l  ( / ) .
п~
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которое можно записать в виде

E 2A f )  < - / ш 2( / , /)•{— -  t 
п

dt.
я -  4 о

Для функции / ( х) =  совлхимеем
w2(/i,/)= 2( 1- cos nt)

и
E l ( L )  = L

Вычисляя интеграл в правой части неравенства (I), находим:
л

Jt2 -  4
w j a

Отсюда уже видно, что неравенство (I) обращается в равенство для 
функции /(х ).

' Oiedcmeue I. Для любой функции/(x )G i2, Jxri(X)EL2 и для любых натураль­
ных л и г  выполняется точное неравенство:

E 2A f )  ^
I я- -  / dt, (3)

w2r я 2 — 4 о
которое обращается в равенство, например для функции/(х) =  cos пх.

Пусть Ф(ы) произвольная непрерывная возрастающая при ы>0 функция: 
Iim Ф(к) =  Ф(0) =  О.
и-> О

Употребляем обозначение

(I — COS V, V  < 7 1 ,

2, v > я.
Предположим существование производной Zw(X )Ei2 некоторого порядка 

г>() и определим класс функций:

W J = I f  E  Х2 : / о ) 2( / ,г,,/){ц  -  / } Л <  Ф 2(«)

(4)

где функция Ф(м) (м>0) удовлетворяет при любом А.>0 условию:

-Ф 2(м).Ф 2[ -H / (I -  cos v), {яХ, -  v}dv  <  —
\  А. /  о "

Теорема 2. Для любого натурального п выполняется равенство

я 'Ф
En (W J)  = УАW" 1 (я 2 - 4 )7

где Pn — любой из поперечников bN, dN, dN, у N, XN, Пд, и N=In или N=In- 1.
Д о к а за т е л ь с т в о . Из определения колмогоровского поперечника и из 

неравенства (3) получаем оценку сверху

• ( * )
d2„_x( W l ) <  sup £ „ ( / ) < ------; VW/-- , / • (5)

/е  ivi Wr-1 ( я 2 — 4)

Ниже мы покажем, что класс WJb содержит шар



З Д : K t  *

Ф 2| ^

п 2г- 2( п 2 -  4 )

Оценим модуль непрерывности а)(Т(г)Д) произвольного тригонометричес­
кого полинома порядка гг.

Tn(*) =  TT+ Pk oos(kx+ ф,).
■4 А—I

Применяя равенство Парсеваля, можем написать

|Tn(r)(x + О -  T j0 (X)If = 2] g ‘* 2rP*-(l ~  cosfcO -  2^2rX  ~  cosfcO'

Так как
A=I A=I

и так как

то

(I — cosfa) < (I -  cos л / ) .; V/ > ОД < п,

f + S p H M ,
 ̂ Jt=I

|т„'г)(* + О -  Тп<г)(х ) |2 <  2и2г||Г„||2(I -  совиО,- 

Отсюда и из определения модуля непрерывности имеем: 

ш 2(г„|г1т ) <  2 й 2г||г„||2( 1 - с о 8 й О , .

Пусть теперь Tn(X)G1S12nw. Тогда

ю2(т ;° ,о  < 2«2
ф 2 |7

2й2Ф :
-(I — cosn t) ,  =

я

я 2 -
(I -—cosnt) ,.

й2г 2( я 2 - 4 )
Умножим обе части последнего неравенства на (и-/)>0 (0<Км) и проинте­

грируем по t

2и2Ф 2( —j u
J ш2(Т„'г),0 {н -  t)dt < ----- 2 J  f  ( I -  cosaO .{« ~  t)dt.

Сделав замену nt=v,  получим
я 2 -  4

я
2 л Ф  -

JT(x)2( T j r), / ) { u - t } d t  <
я — 4

й I 7  I VJ (I — cos v)M w----- dv.

Обозначим —  =  — и воспользуемся условием (4), получаем: 
пи X

J  о)2( Г г), 0 {м - t)dt < _  4-ф 2Г ^ | / (I — cos v), {яХ — v}dv < Ф2(м),

т.е. T„(x)G (Сф, и мы доказали включение S2nwC .
Отсюда и из неравенства (5) по предложению (I) имеем:

PAW -D =
Ф1*-

\ 1А .
й г" ‘ ( я 2 - 4 ) /

Теорема 3. Для того чтобы выполнялось неравенство
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я» JV2 _  Л
f  (I — cos v), {яХ — v}tfv <  Xa (6)
о 2

с любым Х>0, необходимо и достаточно, чтобы а  приняло значение
2 Jt2а  =  —:------ .

Jt —4
Д о к а за т е л ь с т в о . Необходимость. Положим

л 2 — 4 3,2
Я|)(Х)= ------ ;---Xa — / ( I — COSv),{ttX~ v}c/v,

2 о
функдиягр(Х) непрерывна по X на (0,оо) и не меняет знак на этом интервале 
(гр(Х)>0, VX>0). Кроме того, Ip(I)=O, поэтому производная от функции 
Ip(X) должна принять в точке X=I значение нуль, т.е. гр'(I)=O, и так как

зт ̂  — 4 Tt ̂  “■ 4
Tp'(A-) = — 2— aXa_1 -  JCj (I — cosv)„<iv, т о ф '(1) = ----------а - я 2, отсюда

о 2
2я 2

уже видно, что гр'(I)=O, когда a  =  — ------.
jc — 4

Достаточность. Покажем, что неравенство
ял я 2 _  4
J  (I — cos v), {яХ — v}dv  < ---------- X312-"
о 2

выполняется с любым X >0 .
Для 0 < X < I это неравенство примет вид:

- V 2 I 2 - V 2  Л 21,2ТТ Л»  а - TC ~  4  л 2 „
 НсовяХ— 1< ---------- X31-4.

2 2
_  2я 2
Так как — ------< 4, то это неравенство имеет место в малой окрестности

я —4
нуля. Обозначим через гр (X) разность обоих частей неравенства

я 2 — 4 я 2X2 .
tp(X) = -------- X3t-4------------- costtX+1,
т  2 2 

тогда в малой окрестности нуля имеемгр(Х)>0. Если бы функция гр (X) сменила 
знак на интервале (0,1), то, поскольку гр (O)=Vp (I)=O, функция

п 2 +4

гр'(Х) =  я 2Хл2“4 — я 2Х +  я sin яХ 
имела бы не менее двух нулей на интервале (0,1). И так какгр’(0)=гр’(1)=0, 
то функция

я 2+ 4  —
гр"(Х) =  я 2 —  X3t2-4 — я 2 +  я 2 cos яХ

я 2 - 4
имеет не менее трех нулей на интервале (0,1), кроме того, гр "(0)=0 и

,я 2+ 4  _ , ,1 2 -я 2гр(1) = я2—-—--2 я 2 = я2—-—— >0. я —4 я —4
Значит, на интервале (0,1) существуют три нуля функции 

гр"'(Х) =  я 2
f  т г ^  Я  \  2 2  31J t  "Г 4  | /  О Ia 2 J 3 . ЛXя _4 —я  sm яХ.

я 2 - 4  Д я 2 —4
Кроме того, гр"'(O)=O. Откуда, следовательно, существуют четыре нуля функции 

гр'4)(Х) = я 2
( я 2 + 4 \ ( 8 V
( я 2— 4 JU 2- M

П  — тг2 \ 16~271
—  X л2 ‘4 — я 4 cos яХ
я —4
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на интервале (0,1). И так какг|)<4)(Х)>0 на интервале [ —,I ], то существуют

, что невозможно,четыре нуля функции ф <4)(Х) на полуинтервале |о,^-

поскольку на этом полуинтервале функция ф <4)(Х) есть разность между 
вьпгуклой сверху и выпуклой снизу функциями и, значит, ф <4)(Х) не может 
иметь больше двух нулей на этом полуинтервале. Мы пришли к противоречию. 

Для X > I неравенство (6) примет вид

J  ( I  — c o s  v){ tcX  — v } d v  +  2  f  {яХ  — v \ d v :
я 2 — 4

X0. (7)

Вычисляем интегралы в левой части неравенства

л лХ л
J ( l —a ) s  v ){ jiX —v } d v + 2J  {лХ —vj-Jv =  J { n X —v ] d ( v —s in  v) + 2
O O

лХ

JlXv —

=  [{лХ—v } (v —s i n v ) J  +  J ( v —s i n v ) ^ + 2  

=  я 2Х—тс2 +

я  2X'
г я 2X'

v
— -  +  COSV 
2

Я 2 - 4

« А 2 -Ult
2 Х + Т

+K2X." —2jt2X.+ji2 =Tt2X-Tt2 + —— 2 + r.V  —2K2X+п 2 _

■жX - я  X+
Z

Таким образом, неравенство (7) эквивалентно неравенству:

я 2Х2 — л 2Х +
я 2- 4  , я 2- 4 „  2

Xn
2 2

Обозначим черезф(Х) разность обеих частей последнего неравенства, т.е.

ф(Х) =
я 2 — 4

X"2-4 — I — я 2Х2 + я 2Х,

и докажем, чтог|)(Х)> 0  VX>1. 
Так как

2я 2
я  —4

- Iг|/"(Х) =  я 2 

то функция

т[>"(Х) =  я 2 

возрастет по Х>I. Откуда

2 я

ж —4 

2я

• 2 Xя 4 >  0; VX > I,

'я - 4
— I Xя ~4 — 2я 2

•ф"(Х)>ф"(1) =  я 21
2я 2

I я 2 — 4
- I  - 2я 2 = ж:

12- я г 
я 2- 4

> 0 .

Значит,

ф '(Х )  =  я 2Х"2“4 — 2 я 2Х + я 2

есть возрастающая приХ>1 функция и поэтому ф 1 (I)>ф’(I)—О.
Следовательно, функция т[)(Х) возрастет приХ>1 и так как 1()(1)=0, то 

ф (1)>0 VX>1.
Теорема 3 доказана.
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Определим класс WJ равенством:

W r = f  E L 2: J ш2( / а,( ) { « -  tjdt  <  }; г = 0,1,2, ...
0

Следствие. Для любого натурального п выполняется равенство:
л2

’ TC U 2- 4

Р Ж ) = ~ ”пг~'(тT2- 4 ) 1'2 ’
где Pn — любой из поперечников bN, dN, dN, у т Х № Ttjv и N=2n или N=2n~l.

2 Jt2

Д о к а за т е л ь с т в о . Еслиположить Ф2(м) =  ип2_4, тоизтеоремыЗ следует, 
что неравенство (4) выполнено. Это вытекает из теоремы 2.
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УДК 517.948
В. С.MA СТЯНИЦА, Д. С. ШУЛЯЕВ

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО 
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПРАНДТЛЯ

A method for approximate solution of complete Prandtl’s singular integrodifferential equation 
is described. The algorithm is based on the use of quadrature rules for the integrals of equation 
with logarithmic singularity, being equivalent to Prandtl’s equation. Secondly, the convergence 
rate is obtained and one numerical example is given.

Рассмотрим обобщенное интегродифференциальное уравнение Прандгля 
П т! I 1 FVo 1
-¾-2 - - j — d t + $ K { x , m t ) d t = f ( x ) ,  - i < x < i ,  (I)
В(х) л  l i t - x  I1

где Г(х) -  искомая функция, В(х), Д х )  -  известные функции из класса
С[—1,1], а функция K(x,t) удовлетворяет условию Гельдера по обеим пере­
менным. Поставим граничную задачу для уравнения (I) -  наложим на Г(х) 
условия

Г (1)=р ,Г (—1)=а. (2)
В настоящей статье предлагается и обосновывается вычислительная схема 

для задачи (I), (2), являющаяся'развитием подхода М.А.Шешко [I]. Схема 
основана на применении квадратурных формул к интегралам, входящим в 
уравнение с логарифмической особенностью, которое равносильно исходной 
задаче (I), (2). Эти формулы строятся путем интерполирования решения 
уравнения с логарифмической особенностью по узлам Чебышева первого 
рода.

Обозначая ,
I ',П О  ,



сведем граничную задачу (I), (2) к уравнению
и(х)+ G(u‘x)+R(u;x)=F(x), (4)

где G(u;x) = ~ - — jH (x ,t)u (t)d t ,  I I (x , t)  = \n 1 P j ^  — \
В ( х ) п р - х |

I I i
R(u;t) = — fK ,(x ,t )u (t)d t ,  K n(u;x)= jK (x ,x )H (x , t)d x ,

Jt _! —!

I I ,  Я  J tl V l л
arcsint + —I—a  }-Я(х, t)dt.

Функции F ( J t )  и u(x) связаны между собой соотношением
I I I I я \

Г(х) =  — J  H(x,t)u(t)dt + — ф - a )  arcsinx+ — + а .
Л -i л \ 2)

Интегродифференциальное уравнение (I) при граничных условиях (2)
эквивалентно интегральному уравнению с логарифмической особенностью

u(x) + - ^ — ^ - j H ( x , t ) u ( t ) d t + —jK ,(x , t )u ( t)d t  = F(x). (5)
J j  \ Х )  J l _ • 1 J t _1

Введем класс функдий Я*. Функция ф(х)£Я*, если на. отрезке 
[—I+ в  1; 1—е 2] , е Д О ,  е2>0, она удовлетворяет условию Гельдера .

|ф(х,) -  ф(х2 )| < А|х, X2 j1*,

где А,IX -  положительные постоянные и 0<р<1, а в окрестностях точек 
с = ± 1  допускает интегрируемую особенность, т.е. представима в виде

ДЬ* (Х) * ■
i|)(x) =  -+— —, 0 <  а  = const < I , аф'(х) удовлетворяет условию Гельдера в

м  — Cj

окрестности с.
Теорема I. Пусть ядро K{x,t), входящее в регулярный интеграл уравне­

ния (I), удовлетворяет условию Гельдера по обеим переменным. Пусть В(х)

и K(x,t) такие, что р+ р < 1, где р =  m a x —^r , р. = ^ ^ - ,  (|K(x,f)<M).
IxN1 |В(х)| 2

Тогда граничная задача (I), (2) имеет единственное решение в классе 
функций Г'(х)£Я* при любой правой части/(х)ЕС [—1,1].

Построим приближенное решение уравнения (5), используя интерполя­
ционную формулу

п

и ( х ) ~  Un( X)  =  ^ W k ( X) U( Xk ), ( 6)

Xk = C o s - — л ,  к  = 1,2, . . . ,п .

( - D k-lJ l - X 1k
где о)*(х) = ------ — *— -— Тп(х),

п(х — хк)
Тп(х) = cos(п arccos х) — многочлен Чебышева первого рода и

2 к - \
2 п

Согласно [I], квадратурная формула для интеграла с логарифмической 
особенностью уравнения (5) имеет вид

—J  Н (х, t)u(t)dt = ^ j Ak(X)U(Xk),
Jt-i  к=I

где Ak (х) =  —/Я ( х ,  t)(bk(t)dt. (7)
л _1

а квадратурная формула для регулярного интеграла
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- ) K r { x , t ) u №  ^ J j C k(X)Uixk ),
ft -I Jt=I

где СДх) =  — f  Kr(x,t)<x>k(t)dt. (8)
ft -I

Приближенное решение уравнения (5) в узловых точках определяется из 
системы линейных алгебраических уравнений

У, + 4~Х А ,Л  + Х С*,Л = Fj , j = i , 2 , . . . , n ,  (9)
B j  к=I к=I

 I
где Bj=B(Xj), Fj=Fix), Afj=Ak(x), Ckj=Ck(x), yj=u(x), Xj =  cos— —̂ -л, ./=1,2,...,и.

Приближенное решение граничной задачи (I), (2) найдем по формуле

г„ W  = X  А '(*)Л + д(Р “  <*)
 ̂ ft \axcsinx+—| +  а, —1< х < 1. (10)

Jt=I ft
Теорема 2. Пусть функции В(х), fix), K(x,t), входящие в уравнение (I),

I
принадлежат классу Hfy), v > — (последняя по обеим переменным)

и выполнено условие (р+р)<1. Тогда система (9) при любом натуральном п 
разрешима и приближенное решение задачи (I), (2), построенное по фор­
муле (10), сходится к точному решению со скоростью ■

| | г М - г „ ( 4  =  о
, J n  I

Построим модельный пример для иллюстрации метода. Зададим В(х), 
/ ( х), K(x,t), а ,  р, учитывая условие 0<(г+/и)<1. Положим K(x,t)=Const=M,

a=b=0, /(х )= х , тогда F(x)=x. Пусть Af =  -  и, удовлетворяя условию
5л

0 <(р +JiT)< I, выберем функцию В(х) =  I d J i - х 2.
Для коэффициентов Q(Jt), Ак(х) при выбранных f(x) ,  K(x,t), a ,  P имеем

J i - X 1k I  ,

С, (х) =  -  smlarccosx, I,
к 5п у и

J l - - X k i  . I  \ • ( \  I I I) • ( ------- - 2 У —sui(/иarccosх ) sm( /лarccosхк) H----------- sm(«arccos^
п

>cI
Ак(х )~Ак

Таким образом, вычислительная схема для уравнения
I l 1 I 1 I 1

и(х)-\------- T— ■----- / H(x,t)u(t)dt + — f j —/ H(x,t)u(t)dt \d% =  x
IOvl- X2 ft л ЗЛ-ДЛ-! J

имеет вид

■ X 1 Ji=I *=1к
Приближешгое решение граничной задачи

Г(г> _ L ) m d t+ ± - ) T{t)dt = x, - 1< х < 1, 
IO V l-X2 л л t ~ x  5л

Г(1)=0, Г (-1)=0
определяется по формуле

Tii(X) =  X A W ^ .  - I ^ kSI.
к= I

Результаты вьшислений поместим в таблицу.
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X г „ м

п=5 л=10 н= 15 /1=20

-0 ,95 -0,134189 -0,133550 -0,133523 -0,133562
-0 ,85 -0,198521 -0,197199 -0,197379 -0,197350
-0,65 -0,211584 -0,211989 -0,211938 -0,211969
-0 ,15 —0,060556 -0,061960 -0,061902 -0,061872
0,05 0,020340 0,020854 0,020832 0,020796
0,35 0,135516 0,137575 0,137632 0,137633
0,45 0,167712 0,169506 0,169677 0,169681
0,75 0,215969 0,215364 0,215338 0,215392
0,95 0,134189 0,133550 0,133523 0,133562

I. Ше ш к о  М. А . ,  Р а с о л ь к о  Г. А. ,  Ма с т я н и ц а  В . С . / /  Диф. уравнения. 1993. 
Т.29. №9'. С. 1550.
Поступила в редакцию 24.04.97.

УДК 517.948.32:517.544
С.Л.ШТШ

ПОСТРОЕНИЕ АНАЛОГА ЯДРА КОШИ 
НА ЧЕТЫРЕХЛИСТНОЙ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

It is constructed an analogue of Cauchy kernel for 4-sheeted Riemann manifold discribed by 
an equation. Some special bases (normal and complement) of the corresponding field of algebraic 
functions are found for it.

При решении краевых задач теории аналитических функций на римановых 
поверхностях необходимо иметь некоторый аналог ядра Коши, которое в

случае плоскости имеет вид • Аналоги ядра Коши на римановых по­

верхностях можно построить, если известен некоторый нормальный базис 
поля алгебраических функций, соответствующего римановой поверхности. 
В связи с этим напомним некоторые определения и алгоритм построения 
фундаментального и нормального базисов в обшей ситуации. Пусть риманова 
поверхность определяется уравнением

w"+at(z)w"~1+...+a„(z)=0, 
где а{(7)  “  некоторые рациональные функции из CU).

Рассмотрим конечное расширение полей C(z,w)DC(z). Его базис (о) 
называется фундаментальным, если выполнены следующие условия:

1) все его элементы целые над C(z),
2) каждый целый над C(z) элемент представляется в виде

A1(Z)CD1+ . ..+A„(z)iDn,
где A1(Z) — некоторые многочлены.

Построение фундаментального базиса поля C(z,w) осуществляется сле­
дующим образом. Обозначим через Qz- a кольцо алгебраических функций,
которые при z =cik принимают конечные значения. Пусть W образует вместе 
с z примитивную пару поля C(z,w), a D(z) является дискриминантом 
степенного базиса {l,vv,...,vt'"~1}. Известно [I], что элементы фундаментального 
базиса имеют вид:

CD,.
cko(z) + ckl(z)w+...+ckk_2(z)wk 1 +  wk

dk(z)
Jc  =  0,1,.. .,л - I ,

где dk(z) являются делителями D(z). Если z~ abz~ A2,...,z~as — линейные 
множители многочлена D(z), то находят целые функции вида
ck0(z )+ Ck l (Z)W+.. .+Wk— -------- —----------------- , (к =  0,1, . . . ,а - 1) , где цх — возможно более высокий

(Z -  av ) |1
показатель. Для этого функции l,w,...,w"_1 разлагаются по степеням z~ar,
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а затем находятся такие комбинации этих функций, все разложения которых 
начинались бы с возможно более высоких степеней z~av Это достигается 
с помощью следующего алгоритма. Пусть все разложения функции w (а с ней 
и w2,...,w"_1) распадаются на к циклов, и каждому циклу соответствуют общие 
знаменатели показателей A1,A2,...,А*. При этом A1-TA2+ ...+Ьк=п. Каждому 
элементу базиса сопоставляется к  чисел р ьр 2,...,ръ где JtLj- — наиболее низкий 
из показателей его разложения i-ro цикла. Поэтому р,- — некоторая дробь со 
знаменателем Ai, возможно сократимая. В силу целости элементов базиса 
все р (> 0. Если для некоторого элемента все р,-> I, то, разделив его на z~a„ 
получим целый элемент, у которого все р,- будут на единицу меньше. Таким 
образом, базис можно привести к такому виду, что среди показателей р, 
каждого его элемента хотя бы один будет меньше единицы. Если не для 
каждого цикла в базисе есть элемент с числом р < 1, то для какого-то (/-го) 
цикла таких элементов будет больше А,, Ho так как значениями р,<1 могут 
быть только числа

„ 1 2 A - I
% ’7Г’"- ,_ А ~ ’ (1)

то в базисе будут два элемента с одним и тем же р,..
Один из элементов заменяется их линейной комбинацией так, чтобы в 

ней пропал член (z ~  av )и' . Тогда для комбинации значение р,. повысится. 
После этого значения р; пересматриваются сначала, причем, если все р,>1, 
опять производится деление на z~av. После конечного числа шагов получаем 
базис, в котором для некоторого (/-го) цикла имеется Ai элементов с числами 
р„ совпадающими с системой (I). Пусть /= I  и wx, W2,...,Wb̂ — элементы
базиса, для которых значения р,- совпадают с системой (*). Прибавляя к 
остальным элементам базиса комбинации элементов w,, w2,..., W4j, умно­
женные на подходящие степени z~av, можно добиться того, чтобы значения 
P 1 для остальных элементов базиса были сколь угодно велики. Продолжая 
процесс, можно разделить все элементы базиса на к  категорий, в каждой из 
которых будет по bbb2,...,bk элементов соответственно, причем для элементов 
/-ой категории значения р, будут равны числам (*). Полученный базис 
будет фундаментальным для кольца Ц ,=а . Последовательно преобразуя
базис относительно множителей z~ab...,z~as, получим фундаментальный 
базис кольца целых элементов поля C(z,w).

Если через Q 1 обозначить кольцо целых элементов от Z 1 = ~ ,  то можно

доказать следующее утверждение: всякий элемент у  кольца Q (целых эле­
ментов от z) можно умножением на некоторую степень z[ — Z  r сделать 
элементом кольца Q 1. Причем наименьшим таким значением является 
г = msx.\klj \ , k 2l2 , . . . ,k n/ n ^ , где Xi — степень многочлена /-го коэффициента
целого уравнения для элемента y. y n+al(z)yn~ljr...jran{z) —О [I].

Это число г называется дробным показателем элемента у, а ближайшее к 
г справа целое число — целым показателем у.

Нормальный базис кольца Q определяется следующим образом. В качестве 
первого элемента всегда выбирается X1=I; в качестве X2 берется целый 
элемент, не входящий в С(^), возможно более низкого показателя; в качестве 
X, берем целый элемент, не представимый в форме C1X1̂ -C2X2, CiG CO , снова 
возможно более низкого показателя и т.д. Для показателей г,- элементов Xi 
будет выполнено соотношение:

r 1= 0 , l < r 2< r 3< . . . < r „ .
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Наконец, дополнительный базис (IA1,...,ци} для базиса {Х,,...,Х„} определяется 
равенствами — символ Кронекера).

Рассмотрим теперь риманову поверхность, определяемую уравнением 
' W4=Ce2-  1)3U 2—a2), а>I.

В нашем случае процедура построения нормального базиса значительно 
упрощается ввиду простоты алгебраического уравнения, которое является 
двучленным. Будет только один цикл.

Сначала преобразуем степенной базис в фундаментальный базис кольца 
Qf=J. Решение уравнения W4= U 2- I )3U 2~ а2) ищем в виде 

w = a U - l)e+ a ’U —1)е''+...(е<е'<...).
Разлагаем по степеням z —I многочлен ( z ~ 1 ) 3U + 1 ) 3(z - a ) ( z + a ):

8(1—O2X z - 1)3+ младшие члены.
Сравнивая младшие члены, находим:

3
(I —г)38(I —a2)+а4(£— I)48= 0, откуда е =  -^,а = Щ (а2 - I ) .  

Таким образом, w =  f y ( a 2 — l)(z — I ) 74 +  W1 .

Тогда w2 = Щ а 2 - 1 )  U -  1)/4 +...; п 3 = Щ а 2 -Т)  U -  1)/4 +...
Все члены в разложениях W2 и W3 имеют показатели >1, поэтому их нужно 
заменить на элементы

J U L  = ^/б4(й2 - 1)2 (z ~  l/ 4+ ... и - ^ - 7  =  ф Щ а 2- 1)3 ( z - l / 4+...
Z - I  , U - I ) 2

У преобразованного базиса числа р, совпадают с системой
„ I 2 А,. - 1
О,

I 2 £
- ^ 0 , 4 ’ 4 ’ 4' W ' " ’ Ь,

Точно так же преобразуем базис относительно множителя z+1. 
В результате преобразований базис будет иметь вид

I, w,-
2 3W W

' ( z - l ) ( z  +  l ) ’ ( z - l ) 2U + l ) 2 ‘
Преобразование относительно множителя г  = A  базис не изменит.

Действительно, пусть w—a (z ~ a f+ a '( z —a f ’+..., w4= a 4U “ а)4е+...;
U 2- l ) 3U 2- f l 2) =  - U - a ) l 2 f l ( l + a ) 3( a - l ) 3+ .. .] .
Сравнивая младшие члены, получаем

a 4U -a )4e -  U - а )  [2й( с? - 1 )3+ ... ] =O.

Отсюда е.= i / ,  а  — Ц2а(а2 — I)3 , т.е.

W = ^ ( A 2- I ) 3U - A ) 4+-.., Wi = ^ A 2(A2- I ) 6U - A ) 4+..., W3= 4̂ A 3(O2 - I ) 6U -A )4+...

■ L I 2 31
Таким'образом, система чисел сразу совпадает с -j 0,—,— V без дополни­

тельных преобразований.
Аналогично, не меняет базиса и преобразование относительно точки 

Z - — а . Итак, фундаментальный базис кольца целых элементов поля CU,w) 
имеет вид:

2 3)V W
X1 =  I1X2 =  w,X3 =  ( г_ 1)(г +  1)Л  =  и _ {)2и  + 1у  ■

В нашем случае для показателей Ti базисных элементов Xj имеем: T11=O, 
г2=г3=г4= 2. Поэтому полученный базис является не только фундаментальным, 
но и нормальным.
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Для определения дополнительного базиса P1iJH2jP3jP4, где р . =  CjiXj ,
J=I

нужно решить четыре системы линейных уравнений

eiiSp ) +  =
eIiiP(̂ 1̂21) e2iSp ÔlK ) езДр̂ 3̂2) й41 Sp̂ 4̂2 ) = ̂ 2;> 
eIIxр (̂Т̂-3 ) eiiSp ) e3iSp(KK ) e4i Sp(̂ 4̂3 ) — (\з/’

e U s P  (KK ) + e2iSp(KK ) + «зЛ (KK) + *4,  ̂̂ 4*4 ) - 540
где 7= 1....4.

Дополнительный базис имеет вид:
г - 1 .М-1 eIi^i 4 >

I з з
_  з _  * w _  w

-  4(гг _  | )(г! _  „2 ) ( е  _  Ц2 -  4(г2 _  1)(г1 _ ai y  

(Z2 -  I)3 W2 . W 2
4(г2 -  и ) (г2 -  DU2 - 1)4 Mz2 -  a2 Kz2 -  D2М-з %̂ -з — л / 2' — о

, _  -W_______
Р4 2̂4 2 2 з 2 \ *4(г -1 ) ( г  - а  )

Поскольку базисы {X,} и {р,} известны, рассмотрим дифференциальное 
выражение

dx
K(x,s;z, w)rft =  w)pfc(T,?)-

k=\
Легко проверяется, что K(x,r,z,w)dx  обладает свойствами, которыми должен 
обладать любой аналог ядра Коши на римановой поверхности, а именно:

dx
I) K(x,$;z,w)dx- (X X — ?

2) K(x,s;z, w)dx-  -■ ̂ z ~ ~ >  0(l)dx.

Найденное ядро может быть, например, использовано при решении 
задачи о скачке: найти такую кусочно-аналитическую на поверхности 
W4= C r - l)\z?~a2)\L  функцию Ф(г,и), чтобы во всех точках замкнутого 
контура L  выполнялось граничное условие ФДМ)—ФДО=#(0, /(т.е)Е/..

Решением этой задачи будет Ф (г,и) =  Jg(T1S)K(XjSjzjW)Ch: [2].

1. Ч е б о т а р е в  Н. Г.  Теория аналитических функций. М., 1948.
2. З в е р о в и ч  Э . И .  Краевые задачи теории аналитических функций в гельдеровских 

классах на римановых поверхностях / /  Успехи мат. наук. 1971. Т.XXVI. Вып. I.
Поступила в редакцию 10.07.97.



Наши юбиляры

АНТОН АНТОНОВИЧ ЛАБУДА

Исполнилось 75 лет Антону Антоновичу Лабуде -  
заслуженному работнику народного образования Республики 
Беларусь, доктору физико-математических наук, профессору 
кафедры физической электроники Белорусского государст­
венного университета.

А.А.Лабуда родился 9 апреля 1923 г. в Западной Бело­
руссии в д.Бокуны Пружанского района Брестской области 
в семье крестьянина. До 1939 г. учился в польской начальной 
школе, а затем — в гимназии г.Пружаны. После освобождения 
Белоруссии от немецко-фашистских захватчиков с 1944 по 
1947 г. служил в Советской Армии. В составе полковой 
разведки участвовал в боях в Восточной Пруссии, а затем 
в Манчжурии в частях 3-го Белорусского и Забайкальского 
фронтов. За проявленные героизм и мужество награжден 

орденами Славы III степени, Красной Звезды, Отечественной войны II степени и 
многими медалями.

После демобилизации работал учителем начальной школы, с отличием окончил 
Пружанское педучилище, физический факультет БГУ (1954 г.), очную аспирантуру и 
с 1957 г. по настоящее время трудится в Белгосуниверситете на преподавательской 
работе.

В 1959 г. А.А.Лабуда защитил кандидатскую, а в 1988 — докторскую диссертацию в 
области физики плазмы. С 1960 по 1976 г. исполнял обязанности зам.декана физического 
факультета, а с 1976 по 1980 г. он -  первый декан образованного нового факультета 
радиофизики и электроники. С 1980 по 1992 г. заведовал кафедрой физической элек­
троники, профессором которой является в настоящее время.

Область педагогических и научных интересов А.А.Лабуды — физика плазмы и ее 
применение в электронике и микроэлектронике. Свой первый научный доклад ученик 
профессора И.Г.Некрашевича, студент 3-го курса А.А.Лабуда сделал на юбилейной 
научной сессии университета в 1951 г.

Начиная с 1950 г. в БГУ активно велись диагностические исследования низкотем­
пературной плазмы и плазменных потоков. Результаты фундаментальных исследований 
газоразрядной плазмы явились научной базой для создания в республике в 80-х гг. 
плазменной технологии в микроэлектронике, что было весьма своевременным для 
развития электронной промышленности в республике. По инициативе А.А.Лабуды в 
1980 г. был открыт филиал кафедры физической электроники на НПО "Интеграл" и 
началась подготовка специалистов в области плазменной электроники для работы 
непосредственно на производстве. Таким образом была решена кадровая проблема для 
новой отрасли. В то же время создается госбюджетная НИЛ спектрального контроля 
в плазменной технологии, организатором и руководителем которой был А.А.Лабуда. 
Коллективом кафедры и лаборатории за сравнительно короткий срок разработаны и 
внедрены на предприятиях республики многие технологические процессы по размерному 
плазменному травлению и нанесению тонких пленок широкого назначения: барьерных,
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просветляющих, защитных, антикоррозионных, упрочняющих и декоративных. Для 
этих к̂е целей .были разработаны спектральные приборы контроля и автоматического 
управления этими процессами, которые демонстрировались на многих выставках, 
в том .числе и за рубежом.

Научная деятельность А.А.Лабуды отражена в более чем 200 публикациях, и 10 
авторских свидетельствах на изобретения. Под его. руководством подготовлены и 
защищены одна докторская и шесть кандидатских диссертаций. С докладами и лекциями 
по плазменной тематике А. АЛабуда выступал на многих международных конференциях, 
в научных центрах бывшего Союза и за рубежом, в том числе в Иенском, Ягеллонском 
и Софийском университетах, а в последнее время -  по приглашению с докладами 
перед слушателями международной школы по плазменной инженерии поверхности в 
техническом университете в Кошалине (Польша).

Результатом плодотворного научного сотрудничества с рядом зарубежных универси­
тетов явилось признание АА.Лабуды в научных кругах как авторитетного специалиста 
в области физики плазмы. Он избран членом Польского вакуумного научного общества, 
корреспондентом Международного радиофизического общества (URSI).

АА.Лабуда активно участвует в общественной жизни, являясь членом двух спе­
циализированных советов по защите диссертаций, членом экспертного совета Фонда 
фундаментальных исследований Республики Беларусь, членом совета факультета радио­
физики и электроники. За большие заслуги в научно-педагогической деятельности
А.А.Лабуда награжден грамотами университета, Минвуза БССР и СССР, грамотой 
Верховного Совета БССР. Указом Президиума Верховного Совета Республики Беларусь 
ему присвоено почетное звание "Заслуженный работник народного образования Рес­
публики Беларусь".

Профессор А.АЛабуда — человек неутомимой энергии и постоянного поиска новых 
решений научных проблем в избранной им области деятельности.

Личная скромность, высокая культура и доброжелательность с коллегами снискали 
ему заслуженное уважение и авторитет в коллективе кафедры и среди студентов.

Коллеги юбиляра, сотрудники и многочисленные ученики желают Антону Анто­
новичу крепкого здоровья, счастья и больших творческих успехов.



РЕФЕРАТЫ

УДК 543.422.541.65
А л е к с е е н к о  Н . А . ,  З а ж о г и н  А. П . Электроппо-колебательные спектры поглощения 
и строепие комплексов урапилхлорида в растворах I I Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1.1998. №2.

Представлены основные результаты исследования электронных спектров поглощения 
растворов урапилхлорида в воде и некоторых органических растворителях. Изучено строение 
первой координационной сферы комплексов уранила в растворах. Получена корреляционная 
зависимость между положением максимума полосы первого чисто электронного перехода 
и характеристиками растворителей.

Библиогр. 6 назв., табл.1, ил..1.

УДК 621.378.34
! Грузин с к и й  В.В. | ,  К у х т о  А. В . ,  Галькин В .В . Зависимость эффективности
генерации от частоты излучения пакачки в лазерах на сложных органических соединениях 
в квазистациопариом режиме / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.I. 1998. №2.

Методом математического моделирований в квазистанионарном режиме генерации 
исследована зависимость эффективности генерации лазеров на сложных органических 
соединениях от длины волны накачки. Показано, в частности, что максимальное 
значение эффективности генерации в ряде случаев достигается не в максимуме спектра 
поглощения, а на длинноволновом крыле этого спектра.

Библиогр. 13 назв., ил.З. ,

УДК 53.072:621.397.132
К а р а п е т я н  О . Э . ,  К у х а р ч и к  Л. В . ,  Са г а йд а к  Д . И . ,  Т и м о ф е е в а  Г.И.  
Прогнозирование цветовых характеристик ЖК экранов / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 
1998. №2.

Проведено компьютерное моделирование процесса формирования цвета в ЖК экране. 
На основании разработанной модели проведено оптическое проектирование RGB матриц 
ЖК экрана. Определены оптимальные конструкции ЖК экрана и RGB фильтров. 

Библиогр. 5 назв., ил.4.

УДК 539.292
С у х в а л о  С В. ,  Вл а с о в  В В. ,  Рудь В. Г.  Глобальная и локальная устойчивость 
магнитных фаз в магнетиках кубической сингопии I I  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1.1998. №2.

Проведен математический анализ условий глобальной и локальной устойчивости 
магнитных фаз в магнетиках кубической сингонии на основе рассмотрения инвариантного 
полинома энергии матитокристаллической анизотропии. Установлены параметры, отвечаю­
щие за глобальную устойчивость магнитных фаз, построена фазовая диаграмма устойчивости 
спиновой конфигурации магнитной системы в целом. Рассмотрена равновесность и 
устойчивость локальных составляющих спиновых конфигураций, их соотношение. 

Библиогр. 5 назв., табл.I, ил.I.

УДК 621.382.323-416
Ан д р е е в  А. Д. ,  К о м а р о в  Ф . Ф . ,  М и х е й  В . Н.  Эмиссия горячих электронов 
в иодзатворпый диэлектрик МОП-ПТ с высоколегированной подложкой / /  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер.1. 1998. №2.

Измерены ионизационные потоки подложки, определена средняя длина свободного 
пробега и энергия электронов в МОП-ПТ с уровнем легирования подложки 7- IO23 м_3; 
рассчитаны зависимости высоты потенциального барьера на границе кремний -  диоксид 
кремния и тока эмиссии электронов от напряжения затвора. Градиенты токов подложки, 
эмиссии имеют противоположные знаки, что может быть связано с увеличением интенсив­
ности ионизации.

Библиогр. 9 назв., ил.З.
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УДК 621.315
П о н о м а р ь  В . H. ,  П и л и п е н к о  В. А. ,  Г о р у шк о  В . А . ,  Т а р а с и к  М. И.  
Планаризания поверхности изолирующего диэлектрика с использованием быстрой термической 
обработки / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер.I. 1998. № 2.

Проведены исследования процесса оплавления фосфоросиликатного и борофосфоро­
силикатного стекол с применением быстрой термической обработки. Установлено, что 
разработанный метод обработки стекол позволяет улучшить электрические характеристики 
элементов интегральных схем.

Библиогр. 3 назв., ил.З.

УДК 535.37
К л и щ е н к о  А . П . ,  С е н ю к  М. А . ,  Т и х о м и р о в  С. А. ,  Т о л с т о р о ж е в  Г. Б.  
Свободные радикалы: фотодиссоциация одинарпых связей в органических молекулах и 
сопутствующие релаксационные процессы / /  Веста. Белорус, ун-та. Сер. I. 1998. №2.

Методами пикосекундной кинетической спектроскопии исследованы динамика внутри­
молекулярного переноса заряда в аминопроизводных оксадиазолов и кетонов и механизмы 
сверхбыстрых процессов, приводящих к образованию свободных радикалов. В рамках 
современных представлений о механизмах образования TICT-состояний дана интерпретация 
наблюдаемых спектрально-кинетических характеристик исследуемых соединений. 

Библиогр. 30 назв., ил.6.

УДК 33:517.925
Kaл и т и и  Б. С. Динамическая модель рынка типа "эффективная конкуренция". 
Неотрицательный запас прочности 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1998. №2.

Исследуется проблема устойчивости равновесных цен в критическом случае одного 
нулевого корня. Приведены достаточные условия устойчивости и неустойчивое™ в зависи­
мости от исходных параметров системы.

Библиогр. 4 назв.

УДК 517.21
П и л и п ч у к  JI. А. ,  П и л и п ч у к  А. С.  Критерий оптимальности для одной 
двойственной линейной экстремальной задачи / /  Веста. Белорус, ун-та. Сер.1. 1998. №2.

Рассматривается двойственная линейная экстремальная задача специальной структуры. 
Формулируется и доказывается критерий оптимальности.

Библиогр. 2 назв.

УДК 519.2
А б р а м о в и ч  М. С.  Оценка мощности спектрального критерия обнаружения момента 
"разладки" временных рядов I I  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1998. №2.

Решена задача асимптотического анализа мощности критерия обнаружения момента 
"разладки" временных рядов, основанного на оценках спектральных плотностей.

Библиогр. 6 назв.

УДК 519.872
Б а б и ц к и й  А. В.  Оптимизация входного потока одполинейпой системы массового 
обслуживания / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.1. 1998. №2.

В статье исследуется стационарное состояние однолинейной системы массового 
обслуживания с неограниченной очередью и входным потоком, который представляет собой 
суперпозиции1) нескольких простейших потоков. Система несет потери при содержании 
принятых заявок и при отказе их принятия. Ставится задача минимизации суммы потерь 
путем выбора оптимальных значений вероятностей допуска заявок в систему. Определена 
структура оптимального решения и предложен алгоритм его нахождения.

Библиогр. 2 назв., табл I.
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УДК 517.946
Ч с с а л и н В . И . Задача с нелокальными граничными условиями / /  Вести. Белорус, ун-та. 
Сер.I. 1998. №2.

С использованием априорных оценок устанавливается существование, единственность и 
непрерывная зависимость сильного решения нелокальной граничной задачи для абстрактного 
гиперболического уравнения второго порядка.

Библиогр. 4 назв.

УДК 517.944
А б а б н а  Му с а  ( И о р д а н и я ) .  Регуляризация нелокальными условиями задачи 
управления пачальпым условием для эволюционных дифференциально-операторных 
уравнений 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1998. №2.

Некорректная в смысле Адамара-Петровского задача управления начальным условием для 
эволюционных дифференциально-операторных уравнений решена с помощью регуляризации 
начальных условий нелокальными условиями.

Библиогр. I назв.

УДК 517.5
Юс с е ф  X.  ( С и р и я ) .  Неравенства типа Черпых и колмогоровские поперечники 11
Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1998. №2.

Доказывается новое точное неравенство типа неравенства Черных, в котором наилучшие 
приближения индивидуальной ф у н к ц и и т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  полиномами порядка 
не выше и—I оцениваются через интегральный модуль непрерывности самой приближаемой 
функции или некоторой ее производной, домноженной на некоторый вес.

Также определяется новый класс функций и вычисляются точные значения его попереч­
ников.

Библиогр. 8 назв.

УДК 517.948
М а с т я н и ц а  B. C . ,  Шу л я е в  Д.  С. Приближенное решение обобщенного иитегро- 
дифферепциальпого уравнения Прапдтля I j  Вестн. Белорус, ун-та. Сер.I. 1998. №2

Предлагается и обосновывается вычислительная схема для обобщенного интегро- 
дифференниалы-юго уравнения Прандгля с заданными граничными условиями. Предлагаемая 
схема основана на применении квадратурных формул к'интегралам, входящим в уравнение 
с логарифмической особенностью, которое равносильно исходной граничной задаче. Эти 
формулы строятся путем интерполирования решения уравнения с логарифмической 
особенностью по узлам Чебышева первого рода. Получена оценка уклонения 
приближенного решения от точного, построен пример.

Библиогр. I назв., табл.I.

УДК 517.948.32:517.544
LU т и н С . Л. Построение аналога ядра Коши па четырехлистной римаповой поверхности I I
Вестн. Белорус, ун-та. Сер.I. 1998. №2.

Для четырехлистной римановой поверхности, заданной уравнением, строится один из 
возможных аналогов ядра Коши. Построение осуществляется с помощью нахождения 
некоторых специальных базисов (нормального и дополнительного) поля, соответствующего 
поверхности поля алгебраических функций.

Библиогр. 3 назв.
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