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Физика

УДК 539.12

Л. И. КОМАРОВ, И. Д. ФЕРАНЧУК

ДВУХУРОВНЕВЫЙ АТОМ в одномодовом 
КВАНТОВОМ ПОЛЕ:

НУЛЕВОЕ П РИ БЛ И Ж ЕН И Е ОПЕРАТОРНОГО МЕТОДА

The approximate solution of the problem of interaction between two-level atom and quantum 
electromagnetic field is found on the basis of the operator method. The solution is uniformly suitable 
in the entire range of the coupling constant variation and discribes the qualitative peculiarities of the 
system energy spectrum.

I. Модель двухуровневого атома (МДА), взаимодействующего с одно­
модовым квантовым полем, является простой, но в то же время широко 
распространенной и эффективной моделью, использующейся для иссле­
дования качественных особенностей взаимодействия квантовых систем с 
резонансным электромагнитным полем (см., напр., [I, 2]). Построение 
спектра и собственных функций гамильтониана этой системы представ­
ляет большой интерес как с математической точки зрения, так и для ре­
шения конкретных физических задач, связанных с исследованием неади­
абатических переходов [3], сжатых состояний [4], хаотизации поведения 
динамических систем [5], резонансной флуоресценции [6] и ряда других 
явлений.

В большей части приложений МДА используется так называемое 
приближение вращающейся волны, которое сводит задачу к точно ре­
шаемому случаю, известному как модель Джейнса—Каммингса (МДК) 
[7]. Однако обсуждение применимости М ДК в рассматриваемой задаче 
обычно сводится к качественным соображениям [2], не позволяющим 
выделить тот диапазон параметров, где использование указанного при­
ближения правильно описывает свойства системы. Более того, строгое 
математическое исследование характеристик спектра гамильтониана 
МДА, выполненное рядом авторов (см., напр., [8—10]) и позволившее 
найти класс точных аналитических решений задачи, показывает, что 
М ДК не воспроизводит правильную зависимость энергии уровней от 
константы взаимодействия атома с полем.

В связи со сказанным большой интерес представляет разработка мето­
да приближенного описания энергетического спектра МДА и других ха­
рактеристик модели в широком диапазоне параметров системы. В на­
стоящей работе для этого используется операторный метод (ОМ) 
решения уравнения Шредингера, который был впервые введен в [11] и 
оказался эффективным при описании многих систем (см. [12]). Приме­
нение OM в рассматриваемой задаче позволяет построить алгоритм вы­
числения собственных значений и собственных векторов гамильтониана 
МДА с любой необходимой точностью, по эффективности сравнимый с 
аналитическим решением, и с его помощью детально исследовать раз­
личные характеристики системы [13].

Цель настоящей работы состоит в использовании нулевого прибли­
жения OM для приближенного аналитического вычисления энергетиче­
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ского спектра МДА. Как будет показано далее, полученные аналитиче­
ские формулы являются равномерно пригодными в том отношении, что 
позволяют исследовать качественные особенности энергетического спек­
тра системы во всем диапазоне изменения константы связи атома с по­
лем.

2. Гамильтониан исследуемой модели в безразмерной форме имеет 
очень простой вид [9]

H = -^sct3+ д +д + / ( а + +ст_)(а +  д +). ( I)

Здесь а+ и а — операторы рождения и уничтожения квантов выделенной 
моды электромагнитного поля, причем энергия кванта принята за едини­
цу; матрицы Паули Oj(z— I, 2, 3), ст+=1/2(сті±іа2) описывают переходы 
между состояниями X 1 а х двухуровневого атома, отделенные энергией
6 друг от друга; безразмерная константа связи /ат о м а  с полем пропор­
циональна дипольному матричному элементу перехода, причем точно 
решаемой модели ДК соответствует отбрасывание в формуле (I) 
«нерезонансных» слагаемых а+а+ и а~а.

Дальнейшие выкладки заметно упрощаются в другом представлении 
гамильтониана (I), при котором оператор взаимодействия атома с полем 
имеет диагональную форму

H 1 = ^ s c t 1 + д +д +  / т 3( д +  а +). (2)

Существенно также, что система имеет точный интеграл движения, кото­
рый можно назвать «комбинированной четностью», и в представлении, 
соответствующем гамильтониану Hl , определяемый оператором

R = ст1</ш+а, (3)

коммутирующим с гамильтонианом (2).
Таким образом, точный вектор состояния системы зависит от двух 

квантовых чисел и является совместным решением следующей системы 
уравнений

H1IT nj >= EnsYYns >; (4,а)

T nj >= .?|Tnj >, (46)

где число .S-= I l  определяет четность, а «=0; I; 2... — энергию стационар­
ного состояния системы Ens.

В соответствии с общим рецептом OM [13], для построения всего 
спектра решений уравнения Шредингера необходимо использовать пол­
ный набор базисных векторов, зависящих от некоторых произвольных 
параметров, которые позволяют адекватно учитывать изменения состоя­
ний системы под влиянием взаимодействия. В рассматриваемом случае 
связь атома с полем приводит к сдвигу равновесного состояния полевых 
осцилляторов, чему, как известно, в представлении вторичного кванто­
вания соответствует следующее каноническое преобразование операторов

а = b + и; а + -  Ь+ + и*;

Ь = J - 1QJ-, J  = 2 е -ш>* е “'° f (5)

где и — произвольный пока параметр, £+ и b — новые операторы рожде­
ния и уничтожения.
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Тогда необходимый базисный набор образуется с помощью собствен­
ных функций оператора числа квантов п = b+b и оператора ст3 :

> = | и , и >  X i S

п\п ,и  > = п\п ,и  >; G3Xs = *ls- (6)

Состояния I п, и> представляют собой «-квантовые возбуждения над 
когерентным состоянием поля, связанные с вакуумным состоянием элек­
тромагнитного поля следующим образом (и=и*)\

Vra! *=о к]
(7)

причем амплитуда и классического поля, определяющая, по существу, 
выбор представления для базисного набора ОМ, будет найдена позже. 
Функции Xs являются линейными комбинациями волновых функций 
основного х и  возбужденного % f состояний

ч = ±XJ-
В результате канонического преобразования (5) уравнения (4) прини­

мают следующий вид [11]:

І  ест I + и1 + u(b + b+) + b+b + f a 3(2u + b + Ь*) Vns > = Ens К  > ; (8а)

Ct1 • е~1и1 е~2иЬ*еыуье~ъ,ь\ Tnj > = s \ Vns >. (86)

Представим искомый вектор состояния в виде разложения по базис­
ному набору

| * * > = £ е <я 1 * « > хх. (9)
А = 0Я=±1

В результате из уравнений (8) и (9) находим алгебраические рекуррент­
ные соотношения для коэффициентов С  И  Ens.

(k + u2 + 2 u f - E ns)Cs+k + ( и + f  ̂ J k C snI l + = - C c snk- (IOa)

S C snk = X  K k C nn (106)
т

ш п (/и , к)  у I , |ч 1/2

Rmk= e - 2u Y i - D 1 C iA A --------- (2иТ+к-11.
Co I \{т -  1)\{к - 1)\

Обратим внимание на то, что мы не используем еще одно рекуррент­
ное соотношение для Сп\  , вытекающее из (8а), поскольку по определе­
нию при точном собственном значении E ns оно является линейной ком­
бинацией уравнений (10). В то же время, как показывают дальнейшие 
вычисления, учет связи (106) между Csnk и Cnk , обусловленной точным

интегралом движения R ,  является принципиально важным для сходи­
мости последовательных приближений ОМ.

3. Согласно [14], для вычисления энергии стационарных состояний 
системы в нулевом приближении OM необходимо учитывать только диа­
гональную часть гамильтониана по отношению к волновым функциям



используемого базисного набора. При выделении соответствующей части 
в матричных уравнениях (8) представим вектор состояния | > в виде
разложения по собственным функциям матрицы ст3

I  >  =  | ф Л5 >  х +  + К ,  >  X (H)
и, исключая спиновые переменные, получим уравнение для одного из 
векторов состояния

где Ri — оператор с матричными элементами, приведенными в (10).
В соответствии с результатами работы [14], где была рассмотрена 

обобщенная форма ОМ, в некоторых случаях диагональная часть гамиль­
тониана должна выделяться по отношению не к самим векторам состоя­
ния из базисного набора, а к  их линейным комбинациям, учитывающим 
наиболее существенные особенности точных волновых функций. В рас­
сматриваемом случае такой особенностью является вырождение состоя­
ний с квантовыми числами л и п  + I при е = I и /« 1 . В связи с этим и с­
пользуем в нулевом приближении OM «правильные линейные 
комбинации» базисных векторов состояния:

с произвольными постоянными А и Б.
Естественно, что точные собственные значения гамильтониана си­

стемы не зависят от параметра и, который определяет только выбор пред­
ставления для волновой функции. Однако именно такие, искусственно 
введенные, параметры и обеспечивают «гибкость» нулевого приближения 
OM при различных значениях константы связи, причем они могут выби­
раться различными способами [11—15]. Для эффективного гамильтониа­
на (12) оптимальное значение и оказывается очень простым:

что обеспечивает обращение в нуль при любых п основной части мат­
ричного элемента оператора Нэфф , определяющего переходы в ближай­
шие состояния.

Подставляя вектор состояния (13) в уравнение (12), находим алгеб­
раическую систему уравнений для коэффициентов А и В, из условия со­
вместности которой получаем следующую аналитическую формулу для 
энергии стационарных состояний системы в нулевом приближении OM 
(здесь учтено, что и = —/):

Как и во многих других применениях ОМ, полученная формула яв­
ляется равномерно пригодной в том отношении, что она воспроизводит 
точное асимптотическое поведение энергии в предельных случаях / « I  и 
f>>I, а в промежуточной области константы связи достаточно точно опи­
сывает характерные особенности энергетического спектра системы.

Действительно, при f « l  из формулы (15) находим

Нэфф. IФ™ > = и2 +2и/+  У Ь + (и + f) (b  + b+) + ^ sR i  | Фд, > = ^ J c p ni >, (12)

ФЛІ > =| флі > А I п, и > +В I п + 1, и > (13)

(14)

(15)

Rn = (-1Г  + 0 ( / 2); Rrii п+1 = 2 /( -1 )лл/«7Т + <9(/3);
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Е%> = л + | Л [ ( е - * ) 2 + 4 е2/ 2(л + 1)]1/2 (16)

что совпадает с результатами, полученными в рамках модели ДК.
В противоположном пределе f >> I можно пренебречь экспоненциаль­

но малыми слагаемыми - R n в формуле (16), что приводит к простому 
выражению

Ens = п -  / 2, (17)

которое является асимптотически точным.
Как показано в работах [8—10], характерной особенностью энергети­

ческого спектра МДА является пересечение уровней разной четности, 
соответствующих одному квантовому числу л, причем число пересечений 
в точности равно л. Из формулы (15) следует, что спектр, найденный в 
нулевом приближении ОМ, также обладает этим свойством, причем точ­
ки пересечения определяются уравнением

s2(R„ + Rn+l)2(RnRn+l - R l  n+l) -4 R „ R n+l = 0. (18а)

Если учесть, что даже в ближайшей точке пересечения уровней вели­
чина exp ( -  I f 1) «  I, то для приближенной оценки корней уравнения 
(18а) при f  - I  можно использовать более простое уравнение

Rnif2) =  0, (186)
представляющее собой полином п-ой степени относительно / 2 со знако­
переменными коэффициентами. Решения этого уравнения, например, 
при и= I и л=2 дают следующие значения для точек пересечения:

Z12 = ! ,  я  = 1; Z 22 Л (2 ± Л ) ,  л = 2,

что можно сравнить с соответствующими точными значениями [10]:

(  S 2 I
I - — • P  -  —» /I *> — 2 - —  в 2 ±  J

I

TpCO+
СЧ 

I 
CO 

IIC
M

,  4 ,

/ I , .  4
1 6  V 8  2 5 6

P  -  —
А “ 4

Большой интерес представляет аналитическое выражение для энергии 
системы в области больших квантовых чисел (л »  I), которые суще­
ственны при рассмотрении взаимодействия атома с интенсивным элек­
тромагнитным полем. В этом пределе матричные элементы оператора R1 
существенно упрощаются

Rn = ( -D V -2P  £  (-1)"' —  • (2Л 2к =
*=о

л!

(к\)2( п - к ) \

2 {2 f)n  [A f

Rп, т +п = (-1)" J m ( 4 / yfn)e 2/2, л »  I, Л1 «  л,

где Jm{z) — функция Бесселя порядка т.
В результате формула (15) принимает следующий вид:

= л - / 2 + (4А/л)е-2/2 + I -  es(-l)nJ0[A f fn y 2f2
1/2

(19)

который можно использовать для перехода к квазиклассическому пределу 
при описании поля.
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В заключение подчеркнем, что возможности, связанные со свободой 
выбора представления для вектора состояния системы, которые позволи­
ли построить равномерно пригодное приближение для рассмотренной в 
работе системы, в значительной степени перекликаются с идеями кова- 
риантного подхода, заложенными в трудах Ф. И. Федорова.
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УДК 535.34

С. М. КАРПУК, О. Г. РОМАНОВ, А. Л. ТОЛСТЯК

ИССЛЕДОВАНИЕ УГЛОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
НЕВЫ РОЖ ДЕННОГО ЧЕТЫРЕХВОЛНОВОГО 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В РЕЗОНАНСНЫХ СРЕДАХ

It has been shown that the change in angle of reading the dynamic holograms by a light beam 
with double frequency might result in the realization of two schemes of the radiation frequency 
conversion which are based on linear and quadratic recording of dynamic holograms.

Невырожденное четырехволновое взаимодействие позволяет осущест­
вить в реальном времени частотное преобразование когерентных изобра­
жений. Метод основан на использовании излучения разных частот при 
записи и считывании объемных динамических дифракционных структур, 
фиксируемых в нелинейных средах. При изменении соотношения частот 
в соответствии с условиями брэгговской дифракции необходимо изме­
нять направление распространения считывающей волны, причем условие 
пространственного синхронизма может быть достигнуто только для зара­
нее определенного направления плоской сигнальной волны [I, 2]. В ра­
боте [3] предложен нетрадиционный подход, основанный на квадратич­
ной записи динамических голограмм и позволяющий осуществить 
фазовое сопряжение при одновременном удвоении частоты световой 
волны. При этом считывающая и опорная волны распространяются точ­
но навстречу друг другу независимо от направления сигнальной волны.

В данной работе реализованы обе схемы частотного преобразования 
сигнала из ИК области в видимую за счет плавной перестройки направ­
ления распространения считывающей волны. Схема экспериментальной 
установки приведена на рис. I. Динамическая голограмма записывается 
сигнальной Es =  As exp [/(k / -  со/ + ф̂ )] и опорной Ei = A i exp [/(Iqr -  
— со/ + фі)] волнами, а считывание осуществляется волной Ej =  
=iAj exp [/(Iqr — 2со/+ф2)]. Использовалось моноимпульсное излучение 
лазера на алюмоитгриевом гранате (X= 1,06 мкм, т =9 не), соответствую­
щее максимуму полосы поглощения раствора полиметинового красителя 
№  3274У в изобутиловом спирте. Восстановление голограммы осу-



ществлялось второй гармоникой излучения того же лазера (X =532 нм), 
которая практически не поглощается красителем. Диафрагма диаметром 3 
мм вырезала однородную часть излучения. Спектроделитель и зеркала 7, 
9 формировали сигнальную и опорную волны. С помощью зеркала 4 счи­
тывающая волна направлялась в нелинейную среду. Зеркало 4 могло пере-

Рис. I. Схема экспериментальной установки:
I — лазер; 2 — диафрагма; 3 — спекгроделитель; 4, 7, 9 — зеркала; 6 — кювета с красите­

лем; 5, 8  — система регистрации; 10 — измеритель энергии лазерного излучения

мещаться, что позволяло менять угол считывания. Угол (~ 90 мрад) между 
направлением распространения опорного и сигнального пучков обеспе­
чивал перекрытие взаимодействующих волн в кювете с раствором краси­
теля (7.=0,5 см). Интенсивность опорной волны контролировалась при 
помощи измерителя энергии лазерного излучения. Для измерения диф­
ракционной эффективности преобразования излучения (отношения ин­
тенсивностей дифрагированного /<* и считывающего Ij пучков) использо­
валась регистрирующая система 5, 8 на основе фотодиодов, работающих 
в режиме фотопреобразователя, и импульсных цифровых вольтметров.

Рис. 2. Зависимость дифракционной эффективности % от угла падения считывающей волны 
при Ic0L= 3 и /і= і,= 8  МВт/см2. Значения дифракционной эффективности, соответствующие

кривой 2, увеличены в 10 раз
Рис. 3. Зависимость дифракционной эффективности % от интенсивности опорной волны 1\ 

для схем линейной (I) и квадратичной (2) записи динамических голоірамм
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Зависимость дифракционной эффективности преобразования % - I d I h  
от угла р между считывающей и опорной волнами ( P = O  соответствует 
встречному направлению этих волн) при интенсивности записывающих 
голограмму волн Iy=iIs=S МВт/см2, интенсивности считывающей волны 
/2=0,4 М Вт/см2 и оптической плотности раствора красителя к0Ь=3 (к0 — 
начальный коэффициент поглощения) представлена на рис. 2.

Появление двух максимумов обусловлено тем, что в первом случае 
(Р =  23 мрад) реализуется линейная запись динамических голограмм, при 
которой поляризация, ответственная за генерацию волны Ed с удвоенной 
частотой 2ю, имеет вид: P-EyEiEs . Величина р =  23 мрад соответствует 
выполнению условия фазового синхронизма кі+к2=к5+кЛ что отвечает 
уменьшению угла между дифрагированной и считывающей волнами по 
сравнению с углом между записывающими голограмму пучками.

Появление второго максимума в зависимости % (р) при р =0 обуслов­
лено реализацией в этом случае квадратичной записи динамической го­
лограммы, при которой дифракция определяется вторыми компонентами 
разложения восприимчивости среды в ряд по гармоникам динамической 
решетки, и индуцируется нелинейная поляризация Р~{Е\ Е] )2Еі , ответ­
ственная за генерацию волны Ed с удвоенной частотой. Направление 
волны Ed определяется условием фазового синхронизма Vd =  2к[— 2к/+- к2- 
При встречных направлениях распространения плоских опорной и счи­
тывающей волн k2+2ki=0 индуцируемая волна Ed распространяется стро­
го навстречу сигнальной волне E jk d =  — 2к^) и имеет удвоенную сопря­
женную фазу фd = — 2<ps. Таким образом, волны Es и Ed имеют сов­
падающие поверхности волнового фронта при встречных направлениях 
распространения, т. е. обладают свойствами фазово-сопряженных волн.

Значения угловой селективности динамических голограмм для обеих 
схем воспроизведения близки (~ 5 мрад) и соответствуют (с учетом расхо­
димости лазерного излучения ~ 2 мрад) теоретической оценке [4] Ap = 
=  й Л / 1 * 3  мрад (период решетки Л =  12 мкм, L  =  0,5 см, п =  1,36).

Ниже приведем результаты теоретического сопоставления энергети­
ческой эффективности схем частотного преобразования лазерного излу­
чения. Предполагается, что среда поглощает излучение на частоте со и 
прозрачна на удвоенной частоте. Тогда формирование волны Ed будет 
определяться дифракцией считывающей волны Ei на тепловой динами­
ческой решетке, записанной сигнальной и опорной волнами с частотой 
со. В указанном приближении нелинейные восприимчивости х(ю) и %(2(й), 
определяющие запись и считывание динамической голограммы, имеют 
вид [5]:

х (» ) = 2п
B 12 GCI

B12 I + а  I ( I)

/(2со) = а,[  , (2)
2л(1 + ос/)

где а, = а  (I — р) и а  = а + /а = (B12 + B21) /  vP21 -  ст(1 -  р). Здесь а  =  
=2со (dn/dT)x/cCp, dn/dT  — термооптический коэффициент, Cp — теп­
лоемкость единицы объема, v — скорость света в среде, щ  — нерезо­
нансная составляющая показателя преломления, ко — линейный коэф­
фициент экстинкции, б|2(21)(со) = 012(21)(со) + іВу2(і\) (со) — комплексная
функция, описывающая спектральные свойства резонансного перехода, 
012(со), В21(со) связаны дисперсионными соотношениями с коэффициен­
тами Эйнштейна P 12(Co), В ц (со), P2I — суммарная вероятность спонтан­
ных и безызлучательных переходов, р — квантовый выход люминесцен­
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ции, I  — интенсивность записывающих голограмму волн, т — длитель­
ность светового импульса.

Система уравнений, описывающая запись и считывание динамиче­
ских голограмм, имеет вид

вости среды х в ряд Фурье по гармоникам решетки C1 = (k i~к5)г. В урав­
нении (4) для линейной записи используется компонента разложения 
восприимчивости х +1 (2со), а для квадратичной записи — х+2(2®) •

Численное решение системы дифференциальных уравнений проводи­
лось методом Рунге—Кутта при параметрах среды и излучения, от­
вечающих условиям эксперимента: ло=1,36, т =9 не, (dn/dT)Cp~l = 
=  —2- IO-4 Дж-1 см3, ц =0,003, к0Ь=Ъ. Зависимости дифракционной эф­
фективности C1= \Ed/E$  от интенсивности опорной волны 1\ представле­
ны на рис. 3. Интенсивности взаимодействующих волн нормированы на 
интенсивность насыщения резонансного перехода Isat = а -1-

Анализ системы уравнений (3), (4), проведенный для обеих схем за­
писи и воспроизведения, позволил определить оптимальные значения 
интенсивностей записывающих голограмму волн: » 4,2Isat при квадратич­
ной и * 1,2Isat при линейной записи динамических голограмм. Для краси­
теля №  3274У интенсивность насыщения »13 М Вт/см2 [6] и используе­
мые в эксперименте интенсивности Ii=Is=S М Вт/см2 отвечают значению 
«0,6 Isat. Более высокие значения дифракционной эффективности C1, рас­
считанные по формулам (3), (4) при указанной интенсивности 
(см. рис. 3), по сравнению с экспериментальными данными (см. рис. 2), 
объясняются в первую очередь тем, что при решении системы уравнений 
определяется значение дифракционной эффективности на конец импуль­
са, а в эксперименте измерялось усредненное значение для всего им­
пульса.

В заключение отметим, что применение описанных схем записи и 
восстановления динамических голограмм расширяет возможности час­
тотного преобразования лазерного излучения (как плоской волны, так и 
сложных изображений) в реальном времени. При этом частотное преоб­
разование излучения может сочетаться с эффектом фазового сопряжения, 
что позволяет компенсировать искажения при распространении излуче­
ния в фазово-неоднородных средах.

Настоящая работа была поддержана Международной соросовской 
программой образования в области точных наук.
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(3)

= -I —  (£2,rfXo(2o) + £rf,2XTi(T2)(2o)):
dz сп0 v ’

(4)

компоненты разложения восприимчи-

11



УДК 535.42:548.0

Г. В. КУЛАК, В. И. КУЛАК

ОБРАТНОЕ БРЭГГОВСКОЕ РАССЕЯНИЕ СВЕТА 
НА ГИРОТРОПНЫХ ФАЗОВЫХ 

СВЕРХРЕШЕТКАХ ФОТОУПРУГОСТИ

Specific features of the opposite Bragg scattering by the phase superiattices of photoelasticity 
fabricated using gyrotropic cubic crystals are investigated. It has been shown that opposite Bragg 
scattering by ultrasonic waves of small frequenses in superiattices o f photoelasticity from gyrotropic 
germanate vismuth cubic crystals is possible. The dependences of diffraction efficiencies on the 
ultrasonic wave intensity and acoustooptical interaction length are investigated.

В настоящее время всевозрастающий интерес исследователей вызы­
вают искусственные анизотропные структуры (классические и квантовые 
сверхрешетки), во-первых, как объект изучения в них различных физиче­
ских эффектов и, во-вторых, с точки зрения возможных технических 
приложений [I, 2]. Среди физических характеристик искусственных ани­
зотропных структур важное место занимают акустооптические (АО) 
свойства [2, 3]. Они сложным образом зависят от направлений распро­
странения и поляризации световых и акустических волн относительно 
осей симметрии анизотропных структур, что необходимо учитывать при 
проектировании различных АО устройств обработки информации. Ани­
зотропная структура сверхрешетки (CP), составленной из оптически изо­
тропных материалов, дает возможность осуществлять новые геометрии 
АО взаимодействия [4]. В работах [5, 6] показана возможность создания 
CP с однородными оптическими свойствами, но чередующимися значе­
ниями фотоупругих параметров. В [6] отмечено, что сверхрешетки с че­
редующимися значениями фотоупругих параметров (сверхрешетки фото­
упругости) могут быть использованы для осуществления АО взаимо­
действия с большими углами Брэгга при низких ультразвуковых 
частотах.

В настоящей работе исследованы' особенности брэгговской дифрак­
ции света на ультразвуковых (УЗ) волнах в режиме обратного брэгговско­
го рассеяния на низких частотах/~1—10 МГц в CP фотоупругости, изго­
товленных с использованием чередующихся слоев кубических гиро- 
тропных кристаллов.

Рассмотрим АО дифракцию на продольной УЗ волне, распростра­
няющейся вдоль оси СР. Предположим, что в первом слое CP кристал­
лографическая ось второго порядка ориентирована вдоль оси симметрии 
X, во втором слое вдоль оси симметрии решетки ориентирована кристал­
лографическая ось третьего порядка и т. д. При этом падающая световая 
волна поляризована в плоскости дифракции XZ (р-поляризация) либо 
ортогонально плоскости дифракции (s-поляризация). Эффективные ком-

А
поненты тензора Де изменений диэлектрической проницаемости УЗ 
волной даются соотношениями:

Де22 = - S 2Qr11 -  р$ ) £  aniUii ехр{/'[(яiKg + К )х  -  Ш]},
т

(I)
Де33 = - е 2(/>| -  /т|)]Г OmU^ ехр{/[(ліАГ, + К )х  -  Qf]),

т

где е — диэлектрическая проницаемость CP в отсутствие УЗ возмущения;

K v = —- ,  причем d — период CP; К  -  — , причем Q — круговая час- 
* а и
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тога и у — фазовая скорость УЗ волны; р[ = P n f P i= P iu  Рг = 

= \ ( Р п + P l l+ Рц - 2Раа)>р \ = \ ( Р \ 1 +Рп + Pl l + *Ры)> гДе Plh PU, PlU

Р44 — фотоупругне постоянные; Uxi — амплитуда деформаций УЗ волны. 
Постоянные ат даются соотношениями [7]:

— /Д/я, при т — нечетном, 

ат =  0, при т — четном,

. 1/2, при т =  0.
В области пересечения световой и ультразвуковой волн, занимающей 

пространство между плоскостями х  = 0 и х  =  /, возникает индуцирован­
ная электрическая поляризация среды вида

где Ej — компонента вектора напряженности электрического поля E све­
товой волны; i, j  =  2, 3.

Для расчета напряженностей дифрагированных полей будем исходить 
из уравнений Максвелла и материальных уравнений [8] для гиротропного 
диэлектрика

где параметр а  для монохроматических волн определяется соотношением

кууме, у — параметр гирации.).
При расчете комплексных амплитуд дифрагированных волн исполь­

зовался метод медленноменяющихся амплитуд [9]. При этом амплитуды 
преломленной (Aq) и дифрагированной (/I1) волн удовлетворяют гранич­
ным условиям: Ао(х =  0) =  А, А х(х = I) =  0, где А — амплитуда падающей 
световой волны.

Относительная интенсивность дифрагированной световой волны т\т = 
=  I Д  (0)| 2 /ИР на входной грани х=0 области АО взаимодействия для т-го 
брэгговского резонанса дается соотношением:

х(2/а / с т у 3) 172, K 1 = - [ / /V i i  -  Р 2 )/2A .0msincp^J(2 /а / a v 3)1/2 (« -п о к а ­
затель преломления материала звукопровода, Xq — длина световой волны

COв вакууме, а — плотность кристалла, р = — у — параметр удельного
с

вращения, ф"1 = arcsin(///X0 /  2nd) — угол т-го брэгговского резонанса, Ia
— интенсивность УЗ волны).

Численные расчеты проводились для CP полученной с использовани­
ем гиротропного кубического кристалла германата висмута (Bi12GcO2O) 
[10]. Рассматривалась дифракция света с длиной волны Xq=O,63 мкм на

(2)

(3)

с ,а  = —у (со— круговая частота световой волны, с — скорость света в ва-
CD

(р2 + a m)sh2(a w/) 
■»11 /\ _1_ 2/ (4)



УЗ волне с частотой /  =  10 МГц, причем р = 22 град/мм, рц=0,12; 
/>12= 0 ,1; />21-0)09; />44= 0 ,01 ; d  « 0,8 мкм.

На рис. I. представлена зависимость относительной интенсивности 
дифрагированного света (первый брэгговский резонанс) от длины I об­
ласти АО взаимодействия. Из рисунка следует, что «включение» гиро- 
тропии приводит к осциллирующей зависимости гц от /. Данная особен­
ность АО взаимодействия объясняется значительной вращательной 
способностью кристалла Bi[2Ge02o- Для негиротропного кристалла (р=0) 
из выражения (4) следует известное соотношение для относительной и н ­
тенсивности (дифракционной эффективности) дифрагированного света 
Tim=th2(a m/) [11].

личных интенсивностях УЗ волны Ia:
I  -  6, 2 -  10, 3 -  14, 4 -  18 (Вг/см2)

Рис. 2. Зависимость эффективности дифракции гц от интенсивности ультразвуковой вол­
ны Ia при различных длинах АО взаимодействия I:

2 - 1 ,  2 - 2 ,  3 - 3 ,  4 - 4 ,  J  -  5 (см)

Зависимость эффективности дифракции гц от интенсивности УЗ вол­
ны Ia при различных длинах АО взаимодействия I для гиротропной CP из 
кристалла Bi^GeC^o представлена на рис. 2. Из рисунка следует, что при 
р*0 наблюдается значительное изменение формы кривой гц=тц(/а) по 
сравнению Co случаем негиротропного диэлектрика [7].
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УДК 538.245:537.226.1

М. И. ДАНИЛЬКЕВИЧ, И. И. МАКОЕД

О МЕХАНИЗМАХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 
ПОЛЯРИЗАЦИИ Ni0i8Zn0t2Fe2O4- ФЕРРИТА

The article presents the results o f measuring the frequency dependence o f dielectric permeability 
and loss-angle tangent for NiolSZnol2Fe2O4 in the range of 50—300 MHz under room temperature 
and in liquid nitrogen.

Несмотря на значительное число работ, посвященных изучению час­
тотных зависимостей компонент в' и е" комплексной диэлектрической 
проницаемости s* = е' -  is" оксидных ферримагнетиков со структурой 
шпинели, выделение основных механизмов поляризации и соответ­
ствующих им величин вкладов в измеряемую е' представляет актуальную 
физическую задачу. В данной работе для ее решения на примере никель- 
цинковой шпинели NioiSZnot2Fe2O4 использован метод определения диэ­
лектрических функций V  (со) и е"  (со) при существенно разных темпера­
турах — комнатной и температуре кипения жидкого азота (77 К). Ожида­
лось, что охлаждение шпинели до 77 К  приведет к «вымораживанию» 
релаксационных составляющих в' , связанных с миграцией и перескока­
ми носителей в решетке, и останутся только упругие смещения электро­
нов и ионов.

Исследование диэлектрических характеристик проводилось на цилин­
дрическом поликристаллическом образце диаметром 19,88 мм и высотой 
3,40 мм в ячейке с прижимными электродами. В диапазоне от 50 Гц до 
500 кГц модуль полного сопротивления Z  и фазовый угол ср измерялись 
на импедансметре ВМ-507. При этом

е' = I  sin ф, в" = — coscp, (I)
CoZC0 CoZG0

где Cq — геометрическая емкость измерительной ячейки. В интервале 
частот от 5-105 Г ц д о  3-107 Гц значения емкости образца Cx и его доброт­
ности Qx получали с помощью Q-метра ВМ-560. Здесь

' і  _ £х_ _ Q  ~ C2 „ _ , C2Qx _ , C2(Q1 -  Q2)
C0 C0 CxQlQ2 (C1 -  C2JQ1Q2

В диапазоне от 3-107 Гц до 3-108 Гц определение б' осуществляли на 
0-метре ВМ-409 E со стандартной измерительной ячейкой, позволяющей 
производить исследование с заданной величиной воздушного зазора dm 
между образцом и электродом. При этом

T -  °2 (I)
D j - d . y '  W

где D q — диаметр образца, D  — диаметр электрода измерительного кон­
денсатора, d  — величина зазора между электродами при резонансе, (Jq — 
толщина образца.

При комнатной температуре диэлектрические потери образца велики, 
поэтому он изолировался от электродов с помощью тефлоновой пленки 
толщиной 10 мкм. Емкость образца при этом определяли по формуле 
последовательного соединения. Измеренная емкость корректировалась с 
учетом емкости подводящих проводников и краевой емкости, а также в 
высокочастотном пределе с учетом индуктивности L  подводящих про­
водников С = Q 3M1 /( I  +  (O2LCh3m).  При обработке данных исследования 
при 77 К  учитывалось, что они проводились в среде жидкого азота 
(6=1,431).
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Частотные зависимости е' и tg5 = s" /  е' представлены на рис. I. Ре­
зультаты, полученные при комнатной температуре, дают релаксационный 
спектр е' (со) с набором времен релаксации, группирующихся около наи­
более характерного значения т =  2,2 • IO-8 с. Для его описания можно 
применить формулу дебаевского типа [I]:

Рис. I. Частотная зависимость диэлектрической проницаемости s' и тангенса угла диэлек­
трических потерь tg5 Nio,8Zno,2Fe204 (точки — эксперимент, кружки — расчет по Дебаю)

Рис. 2. Диаграмма Коула—Коула для компонент s ' , s" комплексной диэлектрической 
проницаемости Nio,8Zno,2Fe204, измеренных при комнатной температуре

I  +  (сот)1_“ S i n M

е'(со) = E00 + (es -  е J --------------------- у— -̂--------------- , (4)
I +  2((0*)1-0 S i n ^ J  +  (оэт)2(1- а)

где статическая проницаемость es = 250, высокочастотный предел е = E00 =  
=14. Параметр а , определенный по диаграмме Коула—Коула (рис. 2), 
равен 0,14. При этих параметрах дебаевский спектр хорошо согласуется с 
экспериментальным (см. рис. I). Незначительное различие модельной и 
экспериментальной зависимостей s ' (со) в диапазоне частот (1,3 • IO7-  
3,2 • IO8) с-1, по-видимому, можно объяснить тем, что используемая для 
оценки величины а  диаграмма Коула—Коула не учитывает потерь, вы ­
званных наличием сквозной проводимости. Слабая зависимость е' от 
частоты и абсолютная ее величина (16—14) при 77 К  позволяют предпо­
ложить, что в данном соединении в радиочастотном диапазоне имеются 
только упругие электронная и ионная поляризации. Резонансные частоты 
этих механизмов поляризации лежат в оптической области спектра (со « 
»(1014—1016) с-1), так что при измерении на радиочастотах (со« соц) дис­
персия s' отсутствует.

Высокочастотный предел S 00=  14 может быть интерпретирован как 
сумма электронной и ионной проницаемостей исследуемой шпинели. 
Согласно современной теории поляризации ионных кристаллов [2, 3], 
сумма статических пределов электронной и ионной проницаемостей мо­
жет быть выражена следующим образом:

+ CurtH
I + ^ Z N 1CX1 

I - у
+ n(q*)2

(  2 -Л2efn + 2 N 2a?
ю I m 1M 2

(5 )

Первое слагаемое в (5) представляет собой составляющую диэлектри­
ческой проницаемости, обусловленную электронной поляризуемостью a t 
анионов и катионов. Поляризуемость атомных остовов катионов Ni2+, 
Zn2+, Fe3+ и атома О определяли по Кирквуду:
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а  =
9 Zan

\  2

(6)

Величины < rl  > взяты из таблиц Бандт и Тржасковской [4] для Zn2+, О, 
а для Fe3+ и Ni2+ они приняты как для Mn2+ из того же источника; Z  — 
атомный номер элемента, Oq — боровский радиус. Величины поляризуе­
мостей ионов Ni2+, Zn2+, Fe3+ и атома О равны соответственно (0,55; 0,5; 
0,73; 0,96) • IO-24 см3. Поляризуемость валентных электронов ионов О2- 
вычисляли на основании количества магнитных связей на катион 
(т = 7,8) и величины поляризуемости на одну связь (а„|=1= 0,2 • IO-24 
см3), определенных в работе [5]. Тогда величина а о2- =  2,52 • IO-24 см3.
N1 — количество ионов данного типа. Второе слагаемое в (5) — ионная 
диэлектрическая проницаемость по Сигети. Эффективный заряд q* 
шпинели Nio,8Zno!2Fe204 , определенный из соотношения q*(n)=2— 
0,015«2 [5], где п =  3,9 — среднее на катион значение количества 
нескомпенсированных по спину 3^-электронов, равен 1,78е. Среднее 
значение квадрата частоты резонансных колебаний ионов ®о = 1,13 • IO28 
с-2 определено линейной интерполяцией т 2 соединений NiFe2C>4 и 
ZnFe204  [6]; M 1-  средняя мас-са катионов, M1 — масса аниона, Na — 
число Авогадро, р =  4,68 г/см 3 — плотность кристалла. При указанных 
значениях величин, входящих в (5), получили еэл =  7,97, еион =  5,89. 
Таким образом, сумма электронной и ионной проницаемостей еэл + 8И0Н 
=  13,86 хорошо согласуется с экспериментальным значением
высокочастотного предела е'(ш).
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УДК 621.91:621.039

В. И. БОЛТУШКИН, В. П. ГОЛЬЦЕВ,
М. В. ГОЛЬЦЕВ, В. В. ЧАЕВСКИЙ

КО РРЕЛЯЦИЯ ПАРАМЕТРА РЕШ ЕТКИ 
И СОСТАВА В М НОГОКОМ ПОНЕНТНЫ Х СОЕДИНЕНИЯХ 

ТИПА НИТРИДОВ ПЕРЕХОДНЫХ МЕТАЛЛОВ

Tlie influence of metallic component concentration on the crystal lattice parameter of triple 
nitrides Ti—Mo—N , Ti—Zr—N, Ti—Cr—N and Zr—Cr—N  was studied. It was established that the 
crystal lattice parameter of these systems changer in accordance with Vegard's law.

В последнее время с целью модификации структуры и свойств по­
верхности твердых тел получили развитие ядерно-физические методы, и 
в частности ионно-плазменные способы формирования тонкопленочных 
слоев химических соединений типа нитридов, боридов и т. п., обла­
дающих высокими износо- и коррозионной стойкостью и твердостью [I, 
2]. Ранее было показано, что нанесение на поверхность покрытий в виде 
двойных систем, например Ti—N, Z r - N , имеющих кубическую кристал-
2 Зак .1470 17



лическую решетку типа NaCl, приводит к  заметному упрочению поверх­
ности [3]. Естественно предположить, что усложнение состава соедине­
ний при сохранении исходной структуры могло бы в еще большей степе­
ни повысить уровень их физико-механических свойств.

Параметр решетки исследуемых нитридов

Нитрид
Значение параметра решетки, нм Оі-Яэ

--------- , %
<ь

теоретическое, ат эксперименталь­
ное, аэ

TiN 0,4340 0,4249 2,1

ZrN 0,4600 0,4537 1,4

Mo2N 0,4180 0,4168 0,3

CrN 0,4120 0,4148 0,7

Целью настоящей работы явилось изучение стабильности кристалли­
ческой структуры, корреляции параметров решетки, состава тройных 
нитридов переходных металлов IV и VI групп и их соответствие закону 
Вегарда. Многокомпонентные покрытия получали осаждением ионов Ti, 
Zr, Cr, Mo из плазмы электродугового разряда в среде азота [2, 3]. Кри­
сталлическую структуру и параметр решетки определяли рентгеновским 
методом, при этом съемку дифракционных линий вели в режиме шагово­
го движения гониометра, а регистрацию—в режиме ,постоянной времени.

Параметр кристаллической решетки нитридов в зависимости от концентрации третьего
компонента ( расчет,------------ — эксперимент):
I  -  система C rN -Z rN , 2 -  T iN -Z rN , 3  -  T iN -M o 2N , 4 -  T iN -C rN

Используя представления о кристаллической решетке как о плотной 
упаковке, где атомы представлены в виде шаров с определенным радиу­
сом, на первом этапе были выполнены расчеты параметров решеток 
двойных (TiN, ZrN, CrN, M 02N) и тройных (Ti—M o—N, Z r - M o - N ,
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Ti—Zr—N, Ti—Cr—N, Zr—Cr—N) нитридных систем, результаты кото­
рых представлены в таблице и на рисунке. Как видно из таблицы, рас­
четные оценки параметров кристаллических решеток двойных нитридов 
находятся в хорошем согласии с экспериментом. Расчетные значения па­
раметров решеток тройных нитридных систем в зависимости от концент­
рации металлического компонента в них, как следует из рисунка, харак­
теризуются линейным законом. Это обстоятельство, согласно правилу 
Вегарда, однозначно указывает на формирование тройных систем нитри­
дов со структурой твердых растворов.

Анализ рентгеновских данных, полученных от образцов тройных нит­
ридов с различной концентрацией одного из металлических компонен­
тов, показал, что, во-первых, на дифрактограммах присутствуют только 
линии, характерные ГЦК-решетке, т. е. решетке типа NaCl соответ­
ствующих двойных нитридов TiN, ZrN, M 02N и CrN. И, во-вторых, па­
раметр тройных нитридов, как видно из рисунка, монотонно изменяется 
по мере изменения концентрации в них металлического компонента. Од­
новременно с этим следует заметить, что изменение параметра решетки 
тройных нитридов от концентрации подчиняется закону Вегарда с откло­
нением в положительную сторону для всех рассмотренных нами нитри­
дов. Принимая во внимание тот факт, что двойные нитриды TiN, ZrN, 
M 02N  и CrN существуют в довольно широком интервале концентраций 
компонентов, положительное отклонение от закона Вегарда может быть 
связано со скоплением атомов переходных металлов, отклонением хими­
ческого соединения от стехиометрии, но с сохранением при этом фазо­
вой стабильности.
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УДК 621.315.592

О. П. ЕРМОЛАЕВ

ОСОБЕННОСТИ ПЕРЕХОДА 
ДИЭЛЕКТРИК-М ЕТАЛЛ В ГЕРМАНИИ, 

«ЛЕГИРОВАННОМ» РАДИАЦИОННЫ М И ДЕФЕКТАМИ

The dielectric-metal transition in germanium disordered by large doses of the fast reactor 
neutrons has been studied.

Проблема перехода диэлектрик-металл (ПДМ) занимает особое место 
в физике неупорядоченных систем. Обычно исследования ПДМ прово­
дятся на полупроводниковых кристаллах, легированных химическими 
примесями.

В настоящем сообщении рассматриваются особенности ПДМ в кри­
сталлическом германии, «легированном» радиационными дефектами (РД) 
с мелкими уровнями Ev+ 16 мэВ, свойства которых были изучены 
ранее [I].

Из анализа низкотемпературных (4,2—300 К) зависимостей удельного 
сопротивления образцов чистого (нелегированного) германия, облучен-
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ного различными дозами (Ф=1015+1019 см-2) быстрых реакторных ней­
тронов, определялись значения энергии активации (S 1) мелких уровней 
радиационных дефектов.

е,,мэВ

Зависимость энергии активации S 1 от концентрации ра­
диационных дефектов с мелкими уровнями (Афд)

Н а рисунке показана зависимость энергии активации S 1 от концент­
рации РД (TVpn), которая определялась из температурных зависимостей 
коэффициента Холла. Видно, что величина S 1 монотонно уменьшается с 
увеличением УУрд и при ТУрд = I • IO18 см-3 достигает значения *6 мэВ. В 
работе [2] нами было показано, что для образцов с ТУрд = I • IO18 см-3 
проводимость при низких температурах уже не носила активационного 
характера, а имела слабую степенную зависимость от температуры, опи­
сываемую выражением ст(7) =  а(0) +  A T m, т = 0,12; A = 7; а(0) = 6,3. Та­
ким образом, при такой концентрации РД происходит ПДМ, т. е. эта 
концентрация является критической ПДМ в германии с РД (Npa ) . Тот

факт, что энергия активации S 1 не равна нулю при 7Урд = Np^ , свиде­

тельствует о том, что щель между зоной дефектов и валентной зоной, 
определяющая величину S1, не схлопывается вблизи критической точки 
ПДМ. Следовательно, ПДМ происходит внутри зоны дефектов, а не при 
ее слиянии с валентной зоной.

Для выяснения характера ПДМ в германии с РД нами была сделана 
попытка применения скейлингового подхода к ПДМ. Согласно [3], вели­
чина энергии активации прыжковой проводимости с переменной длиной
прыжка (То) должна определяться как T0 ~ 11 -  Лфд /  /УрД |v, где v — кри­
тический индекс. Анализ экспериментальных данных, полученных нами 
в [2], показал, что для германия с РД v«4+5, что более чем в два раза пре­
вышает теоретическое значение [3].

В [2] нами была экспериментально определена величина мини­
мальной металлической проводимости (Omln) германия с РД, равная 
s  9 Ом-1см-1, что удовлетворительно согласуется с величиной Omin, рас­
считанной согласно теории Мотта [4]. Полученные экспериментально 
значения ст(0) также разумно согласуются с Omin.

Отмеченные особенности позволяют считать, что ПДМ в германии с 
мелкими уровнями радиационных дефектов имеет достаточно резкий ха­
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рактер и, по-видимому, могут свидетельствовать о применимости мотгов- 
ской концепции минимальной металлической проводимости.
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УДК 621.921.34:666.233
Л. О. МЕЛЕШКО

ГОМ ОГЕННОЕ ЗАРОДЫШ ЕОБРАЗОВАНИЕ АЛМАЗА 
В ОБЛАСТИ ЕГО МЕТАСТАБИЛЬНОСТИ

The radii of critical nuclei, their formation activities and the number of the atoms contained 
have been calculated for diamond and graphite at different gas phase oversaturations.

В связи с потребностями практики в последние десятилетия интен­
сивно ведется поиск метода получения эпитаксиальных пленок алмаза. 
К  настоящему времени в решении этой задачи достигнуты существенные 
успехи: доказана возможность синтеза алмаза из углеродсодержащих мо­
лекул в области его метастабильности, получены неоднородные по тол­
щине эпитаксиальные пленки площадью в несколько мм2 на алмазных 
подложках. Однако современное приборостроение нуждается в одно­
родных монокристаллических пленках алмаза значительно больших раз­
меров (диаметром до 10 дюймов).

Многочисленные попытки исследователей различных стран мира ре­
шить эту проблему известным методом эпитаксиального наращивания, в 
основе которого лежит лишь свойство поверхностного слоя подложки 
оказывать ориентирующее действие на процесс формирования структуры 
пленки, не привели к желаемым результатам. Анализ причин неудач 
привел нас к  убеждению в необходимости нахождения иного пути для 
достижения поставленной цели. Результатом поиска явилась разработка 
новой концепции, в основу которой положено свойство вещества фор­
мировать различные структуры в зависимости от условий, определяющих 
процесс фазового превращения. В соответствии с этой концепцией, 
прежде чем начинать наращивание эпитаксиальной пленки необходимо 
определить параметры синтеза, при которых данное вещество формиру­
ется в виде совершенного монокристалла. Только после этого можно 
подбирать подложку с учетом ее влияния на кристаллизующееся веще­
ство. Соблюдение такой последовательности при наращивании эпитакси­
альной пленки на собственном монокристалле будет способствовать 
формированию однородной монокристаллической пленки по всей ее 
толщине. В случае инородной подложки у границы раздела будет образо­
вываться в большей или меньшей степени деформированный слой, пере­
ходящий в однородный монокристалл по мере увеличения толщины 
пленки. При этом после удаления (например, стравливания) подложки 
может быть получена основа для последующего наращивания однородной 
монокристаллической пленки любой толщины.

Практическое решение данной проблемы в свете новой разработанной 
нами концепции требует исключительного внимания к теоретическим 
исследованиям, ведущим к познанию самого явления эпитаксии: меха­
низма зарождения и формирования тонких пленок, образования в них 
дефектов, роли подложки. Одной из важнейших проблем синтеза являет­
ся стадия зародышеобразования, которой определяются структура и свой­
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ство материала. Этой стадии посвящается настоящая работа. В ней при­
водятся результаты выполненных нами расчетов по гомогенному образо­
ванию зародышей алмаза и графита при различных пересыщениях газо­
вой фазы.

Согласно классической теории фазовых превращений, образование 
новой фазы (В) в объеме старой (А) начинается с возникновения заро­
дышей, которые после достижения критических размеров способны к 
дальнейшему росту. Если W  атомов фазы А образовало зародыш фазы В, 
тогда термодинамический потенциал Z  системы изменится на величину 
AZ [I]:

AZ = п(\хв  -  Ц л ) + ос«2/3, (I)

где п — число частиц зародыша новой фазы; р д , р д  — химические потен­
циалы фазы В  и А соответственно; л2/3 — число, пропорциональное по­
верхности зародыша; а  — величина, характеризующая поверхностный 
потенциал между фазами А и В.

Т а б л и ц а  I

PIn---
PO

Алмаз

лк ю17 Дж пк атомов

0,0953101 250,663 973,807 11632200

0,1823215 131,036 266,118 1661750

0,3364722 71,0037 78,1362 264383

0,6931471 34,4671 18,4119 30242

1,0986122 21,7463 7,32929 7595

1,6094379 14,8441 3,41508 2416

2,302585 10,3756 1,66876 825

2,9957322 7,97494 0,985701 375

3,912023 6,10701 0,578026 168

6,9077552 3,45854 0,185385 30

Наиболее вероятной формой первичного зародыша является сфера, 
поскольку из всех возможных форм для данного объема она обладает 
наименьшей свободной энергией. В этом случае уравнение [I] примет 
вид:

4 з

AZ  = -А——  (р д  -  р д )  + 4 л г 2а ,  (2)
y B

где г — радиус зародыша новой фазы; Vb — объем, приходящийся на од­
ну частицу; ст — поверхностное натяжение на границе между обеими фа-

4 з
В

зами. Первый член правой части уравнения [2] -2—— (рв - P yl) может
y B

быть как положительным, так и отрицательным в зависимости от соот­
ношения рд и рд , второй Ant2G — только положительным. В термодина­
мически устойчивой фазе (рд<рд) зародыши новой фазы нежизнеспособ­
ны: они могут появляться, достигать некоторых размеров, а затем исче­
зать. Если же маточная фаза находится в метастабильном состоянии 
(рд>рд), тогда зародыши новой фазы после достижения критических раз­
меров (г=/>), соответствующих максимуму потенциала AZ, приобретают 
устойчивость и способны к  дальнейшему росту. При рд < рд зародыши
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новой фазы образуют устойчивую «популяцию», характеризующуюся по­
стоянством общего числа и распределением по размерам, которые опре­
деляются формулой Больцмана:

N r =C  exp [-A Z (г) /  кТ], (3)
где Nr — число комплексов, состоящих из п простых частиц; С — коэф­
фициент пропорциональности, к  — постоянная Больцмана.

Т а б л и ц а  2

PIn---
'О

Графит

At (графита)/ 
Ak (алмаза),t v ° . Ak ■ IO17 Дж „ к атомов

0,0953101 331,034 1422,96 16997629 1,4612341

0,1823215 173,05 388,86 2428206 1,4612314

0,3364722 93,7697 114,176 386330 1,4612433

0,6931471 45,5183 26,9043 44190 1,4612451

1,0986122 28,7188 10,7098 11099 1,4612366

1,6094379 19,6036 4,99024 3530 1,4612366

2,302585 13,7023 2,43801 1200 1,460971

2,9957322 10,5319 1,44033 547 1,461224

3,912023 8,06511 0,84438 246 1,4607993

6,9077552 4,56746 0,270894 45 1,4612509

Радиус зародыша критических размеров (Tjc) легко определить, находя 
максимум уравнения [2] относительно г\

2оУв 
йа -  Pb

(4)

Для случая, когда маточной фазой является газообразная, а новой — кри­
сталлическая, разность химических потенциалов может быть вы­
ражена через параметры, характеризующие отклонение системы от поло­
жения равновесия, в виде [I]:

»А - ц в * к Т  I n A  (5)
Po

где р  — давление пересыщенного пара; Po — равновесное давление пара. 
Подставляя выражение (5) в (4), получаем

2aVn ...«=—V' (6)к Т  I n ^ -  
Po

Решая совместно (6) и (2), находим выражение работы Ajc образования за­
родыша критических размеров г^ в виде

Л =  у  о .  ( 7 )

Число молекул (атомов) пК, содержащихся в зародыше радиуса г*, опре­
делим из выражения

4 з

Ч = 1 --------, (8)тс
где р — плотность зародыша; тс — масса молекулы (атома).

В настоящей работе приводятся результаты расчетов г*, Ajc, Hjc для по- 
ликристаллического алмаза и графита, выполненных нами по формулам
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(6—8) при различных пересыщениях газовой фазы (Т=1273К) (см. табл. 
I, 2). Полученные данные показывают, что при малых пересыщениях ра­
диусы критических зародышей, работы их образования и числа содержа­
щихся в них атомов необычайно велики и, следовательно, вероятность 
возникновения новой фазы в данных условиях ничтожна, но она резко 
возрастает с увеличением пересыщения вследствие уменьшения Aic. Из 
сравнения отношений Aic (графита) /  Afc (алмаза) следует, что для рас­
смотренного интервала пересыщений вероятность зарождения центров 
кристаллизации графита меньше, чем алмаза.

Это соотношение может еще увеличиться, если учесть лапласовское 
давление, возникающее внутри зародышей новой фазы, обусловли­
вающее возможность перехода системы в область стабильного состояния 
алмаза.

I. Ф р е н к е л ь Я. И. / /  Собр. избр. тр. М.; JI., 1959. Т. 3.
Цосгупила в редакцию 08.09.95.

УДК 621.382.049.772

А. П. НОВИКОВ, Е. А. ШИЛОВА,
Л. Д. БУЙКО, В. А. ЗАЙКОВ

ТЕРМИЧЕСКАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА 
МЕТАЛЛ/а-С В УСЛОВИЯХ ВАКУУМНОГО ОТЖИГА

Tliermal stability at the interface of vanadium/amorphous carbon (V/a-C) and 
tantalum/amorphous carbon (Ta/a-C) systems have been investigated by the methods of ТЕМ, RBS, 
AES, and Raman spectroscopy. Tltermal annealing of V/a-C, Ta/a-C tliin-fiim structures has been 
carried out in a vacuum furnace at temperatures ranged from 100 to 1000 C.

Tlte conducted investigations have revealed that 400 C and 700 C are the threshold temperatures 
at which diffusion of carbon atoms to vanadium and tantalum films, respectively, begins to proceed 
and inclusions of carbide phases are formed.

Regularities of structural changes and reactions at Uie metal/a-C interface are discussed for a 
group of refractory metals.

При создании любого полупроводникового прибора формирование 
омических контактов является одним из важнейших технологических 
процессов, поскольку именно качество контакта определяет характери­
стики и надежность работы всего устройства.

Установлено, что в процессе термического отжига в пленке металла 
наблюдается образование соответствующих карбидов. Показана возмож­
ность формирования удовлетворительных омических контактов к  полу­
проводниковым алмазам в процессе отжига на основе использования 
тонких пленок карбидообразующих металлов.

В настоящей работе исследуются структурные и фазовые изменения и 
реакции на границе раздела в системах ванадий/аморфный углерод 
(V/a-C) и тантал/аморфный углерод (Та/а-С) при стационарном часовом 
вакуумном отжиге. Помимо самостоятельного интереса, данная система 
может рассматриваться в качестве модельной для прогнозирования 
свойств границы раздела Та/алмаз.

Материал и методика

Углеродные и металлические пленки наносились с помощью магне- 
тронного распылительного устройства, работающего на постоянном токе, 
на кремниевые пластины диаметром 100 мм. Время напыления составля­
ло 90 мин для углерода и 2 мин для металлов. Полученные тонкопленоч­
ные системы Ta/a-C /Si и V /a-C /Si подвергались часовому отжигу в ваку­
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умной печи с давлением остаточных газов IO-5 Па в интервале темпера­
тур 100... 1000 0C с шагом 100 °С. Структура углеродных пленок исход­
ных образцов и ее изменение в процессе термического отжига анализи­
ровались методом комбинационного рассеяния (KP) света с рабочей дли­
ной волны лазерного излучения 488 нм. Изменения в структуре металли­
ческих пленок и протекание процессов фазообразования фиксировались 
ПЭМ  методом при ускоряющем напряжении 200 кВ. Перераспределение 
атомов углерода и металлов в процессе термического отжига контролиро­
вались путем построения Оже-электронных спектров атомов углерода и 
металла с последовательным удалением тонких слоев исследуемых образ­
цов методом ионного распыления (Ai+).

Результаты и их обсуждение

1. Структура углеродных пле­
нок. Экспериментально получен­
ный спектр комбинационного рас­
сеяния исходной углеродной плен­
ки указывает на ее аморфную ^ 
структуру (рисунок, кривая 2). Об  ̂
этом свидетельствует наличие двух 
размытых пиков вблизи 1350 см-1 
(обусловлен наличием йрЗ-связей) 
и 1550 см-1 (обусловлен sp2-cBB- _ . 
зями). Аморфный характер исход­
ных пленок углерода подтверждают 
и результаты электронно-микро- 1| 
скопических исследований: на 
картинах дифракции наблюдаются Спектры комбинадаонного рассеяния уг-

.  .  Л С и и Д п Ы А  J U i C n U K i

широкие диффузные кольца. Баку- , _ до отеига; 2 _ Гиж =400 »С; з -  Toti=Soo «с
умный отжиг пленок в интервале
температур 100... 1000 0C вызывает изменение интенсивности и полуши­
рины пика 1550 см-1. В области высоких температур происходит его раз­
двоение с образованием дополнительного пика вблизи 1585 см-1 (см. ри­
сунок). Указанная структура пленок известна под названием «bridge 
graphite» или «diamit» [I, 2].

2. Структура металлических пленок. Исходные пленки тантала и вана­
дия, как показал анализ их микроструктуры, имеют мелкодисперсную 
поликристаллическую структуру. Увеличение температуры отжига до 
300—400 0C сопровождается ростом дисперсности этих пленок. Измене­
ние среднего размера зерен может быть обусловлено частичной релакса­
цией напряжений, существовавших в металлической пленке до термиче­
ского отжига, либо началом протекания процессов нуклеации из-за при­
сутствия в ней некоторого количества атомов углерода.

Дальнейшее повышение температуры отжига приводит к  снижению ди­
сперсности металлических пленок. При достижении температуры 1000 0C 
пленка ванадия полностью прореагирует с углеродом, образовав карбид­
ную фазу. При этих же условиях тантал лишь частично вступает в реак­
цию с углеродом, а в непрореагировавшей части пленки металла зафик­
сированы лишь включения карбидной фазы Ta2C.

3. Диффузия и фазообразование в системе М е/а-С. Результаты анализа 
данных ПЭМ и Оже-электронной микроскопии дали возможность выде­
лить граничные температуры, переход через которые приводит к измене­
нию фазового состава и структурных свойств в системах Та/а-С  и V/a-C 
(таблица).

25



Характеристика систем Ме/я-С

Показатели V Ta

Температура начала диффузии атомов 
углерода в пленку металла, С 400 800
Температура завершения карбидооб­
разования по объему пленки металла, 
С 1000
Средняя толщина пленки металла, нм 120 150
Образующаяся фаза: VC Ta2C

тип решетки гцк гексагональная
параметры решетки, нм а=0,41б а=0,310; с=0,494

По результатам выполненных исследований установлены следующие 
особенности процесса межфазного взаимодействия на границе М е/а-С:

— каждая система имеет пороговую температуру начала процесса 
диффузии атомов углерода в пленку металла с образованием включений 
карбидной фазы. Причем эта температура возрастает в группе с увеличе­
нием порядкового номера элемента;

— возрастание температуры отжига сверх этой граничной температуры 
сопровождается нарастанием процессов диффузии атомов углерода от 
границы М е/а-С  в направлении к поверхности металлической пленки и 
характеризуется образованием прослойки карбидной фазы;

— после часового отжига при температуре 1000 'C  для системы V/a-C 
произошло полное превращение металлической пленки ванадия в моно­
карбид ванадия, а для системы Та/а-С процесс карбидообразования по 
объему пленки тантала не завершен.

Поскольку исследованные системы обладают высокой термической 
стабильностью, то существует реальная возможность использования ва­
надия и тантала для создания омических контактов с алмазом и алмазо­
подобными пленками.

1 . H u o n g  P. V., V e r m a A - L . ,  C h a m i n a d e  J. P., N g a n g a  L. and E r i s o n  
J. С. / /  Mater. Sci. Eng. V. В5. 1990. Р. 255.

2. H и о n g P. V. / /  Diamond Relat. Mater. V. I. 1991. P. 33.
Поступила в редакцию 08.09.95.

УДК 621.382.311.33:546

А. Д. АНДРЕЕВ. А. М. ВЕЛЬСКИЙ, А. А. ВАЛИЕВ

ВЛИЯНИЕ УРОВНЯ ЛЕГИРОВАНИЯ 
НА НАСЫЩЕНИЕ ТОКА В n-КАНАЛЬНОМ МОП-ПТ

Saturation currents in n-channal MOS FET were measured. It is shown that the saturation 
drain-sourse voltage decreases with increasing of dopant level. This voltage is smoller than the 
effective gate voltage. Tlie explanation of the current saturation can be based on drift velocity 
saturation.

В высоколегированных МОП-структурах концентрацию примесных 
атомов на границе раздела кремния и диоксида кремния определяют пу­
тем измерения вольтамперных характеристик (ВАХ) полевого транзисто­
ра с изолированным затвором [1—3]. В таких приборах переход от резис­
тивного участка зависимости тока от напряжения на стоке к насыщению 
осуществляется при напряжениях на стоке, значительно меньших разно­
сти напряжений затвора и порогового. Напряжение насыщения исполь­
зуется для расчета электропроводности [4], определения напряженности
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электрического поля, энергии электронов в канале [5—7], оценки тепло­
вого дрейфа тока транзистора [8] и в ряде других задач, поэтому изучение 
этого параметра представляется необходимым.

С учетом переменного заряда обедненной области и наличия инвер­
сионного слоя по всей длине канала ток стока при нулевых значениях 
напряжения истока и подложки равен [4]:

T W  г  Id = ^ y c O Vfb ~ 2ф / ~ Vd -

2 * se N A
Г 2

л  1 /2

[ ( 2Ф /  + K z, ) 3/ 2 - ( 2 Ф / ) 3 / 2 ] (I)

где ц — подвижность электронов, W, L — ширина и длина канала соот­
ветственно, Vg, VD, Vfb — напряжения на затворе и стоке, напряжение 
плоских зон, Co — емкость окисла, Na — концентрация акцепторных 
атомов в подложке, ср/= (СГ/е)1п(ЛУи/) — потенциал в нейтральном объ­
еме кремния, H1 — собственная концентрация носителей заряда. Вводя 
для упрощения вычислений в ( I) пороговое напряжение V7 подстановкой
Vfb = V j -  2фу -  j 4 s se N A(p/  /  Cq , после преобразования получим:

I D = ^ C 0(Vg - V j )V0 1 +
j 4 e seN AФ/ _  у

C0( V - V t ) 2(Vg - V T)

<2>
В высоколегированных подложках, Na ~ IO24 м~3, ф/~ 0,5 В, Vd = 

- V ds  - I В — напряжение начала насыщения тока стока, на омическом
участке BAX Vd < 2ф^ множитель (2ф/ + VD)3/2 -(2ф ^)3/2 =3VD^ 2 ( ^  / 2  
и (2) можно представить в виде:

I 0 = ^ C 0(Vg - V r )V0 I - -
W g - V 7 )

(3)

Для измерений применялись М ОП-ПТ, изготовленные путем стан­
дартных технологических операций, используемых в производстве крем­
ниевых интегральных схем. Концентрация примесных атомов бора в под­
ложке Na = 3-1021, IO22, IO23, 7-1023, 2-IO24 м_3, толщина окисла кремния

о

под затвором л&УООО А , L= 4 мкм, W= 12 мкм; для последних двух зна-
о

чений Na х<)Х=4000 А , C=IO мкм, W=30 мкм, чтобы предотвратить про­
бой структуры при высоких напряжениях Vg [I]; глубина перехода стока 
-0 ,8  мкм, затвор из алюминия. Величина Na определялась по смещению 
BAX [1 -3 ].

На рисунке даны измеренные зависимости (сплошные линии) Id о т  

Vd  при различных Vg транзистора с Л У 7-1023 м_3. Знаком (•) показаны 
значения Id, полученные по формуле (3): ц =  6-10~3, C0 = 10“ 4 ф /м 2,
W /L = 3. Пунктирная кривая построена по формуле У =20-10 ' -6 V 2d s , Vds 
выбиралось в начале горизонтального участка насыщения тока. Знаком 
(+) показаны значения тока, рассчитанные по формуле /ду=3-1(Г8( Vg-  
Vj)2. Обозначив VDS/ (  Vg-  VT) = а и подставляя в (3), запишем
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I d s  = \ » C 0j - ( V g - V T)2a ( 2 - a ) .  (4)

В соответствии с (4), при Ary4=IO21-HO22 м~3 а-+1, в точке канала, бли­
жайшей к  стоку, не происходит инверсия типа электропроводности, и 
канал сокращается при увеличении Vd. Из сравнения расчетных и экспе­
риментальных данных а = 0,038.

Зависимость тока стока от напряжения, приложенного к 
стоку: I— 7 соответствуют значения Vg=l60, 150, 140, 130,

120, 110, 100 В; V f=  85 В; 7^=7-1023 м“3

Зависимости Id =  f (Vd )v  ̂были получены для транзисторов с указан­
ными ранее Na, для которых ¢7=0,97; 0,94; 0,65; 0,04; 0,025 при Vg и Vt  
соответственно 5—3; 7—4,5; 40—25; 120—85; 145— 130 В; а «  I для вы­
соких Na, и  расчет Vds п о  известным формулам [4, 6, 10] дает завышен­
ные результаты. С увеличением Vg до 160 В, Vt  =  85В поверхностная 
плотность неосновных носителей заряда Qn =  Co (Vg — Vt ) =  6,6 • 10_3 
К л/м 2. В этом случае не требуется учитывать вырождение при расчете то­
ка [9].

Для приближенной оценки величины Vds рассчитаны сопротив­
ление участка обедненного слоя обратносмещенного перехода стока 
d /  nC0(Vg -  VT)JV [11] в режиме, когда электроны движутся вдоль 
непрерывного проводящего пути от истока до стока с дрейфовой 
скоростью Vd = \хЕ [12], размер обедненного слоя p -области d=

= [2bs (V{ + V2) /  eN А]1/2, где V1 = (кТ  /  е ) In^Ary4N d /  я?) — встроенный 
потенциал, V2 — падение напряжения на стоковом п+—р  переходе, и 
средняя напряженность электрического поля E  = \eNА(K1 +V2) /  2ех]1/2 
[4]. В предельном случае насыщения дрейфовой скорости 

vd = vds> V1 »  V2 = У VD, ^d Vd s ,

V  ~  Ip s V i
DS у C0(Vg - V r )Wvds ' ( )

где у = 3 • I О"3 — эмпирический коэффициент,
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W  = 3 ■ I (Г5 м, F1= I ,2 В, C0=IO"4 ф /м 2, V̂ 5=IO5 м/с.
На рисунке знаком (□) отмечены результаты расчета по формуле (5).
Полученные экспериментальные данные дают основание предпола­

гать, что в М ОП -П Т с длиной канала >  3 мкм при увеличении уровня 
легирования подложки переход к насыщению тока стока и уменьшение 
Vos< ( Vg-  Vt ) может быть вызван в основном насыщением дрейфовой 
скорости в канале. Этот эффект может преобладать над подавлением ин­
версии типа электропроводности при перекрытии канала под действием 
стокового напряжения. При последующей оценке вклада каждого из ука­
занных механизмов необходимо учитывать изменение подвижности 
электронов с учетом фононного и кулоновского рассеяния в канале с 
Vj4MO23 м "3 [13].
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Математика и 
информатика

УДК 517.948.32:517.544
Э. И. ЗВЕРОВИЧ, Т. А. ШЕВИЛА 

ИНТЕГРАЛ ТИПА КОШИ В КЛАССАХ E

Piecewise analytic functions slowly increasing near the discontinuity line (functions of the class 
E) are studied. In particular, it is proved that the Cauchy type integral with continuous density is of 
the class E.

Классы E — это классы кусочно-аналитических функций, более об­
щие, чем гельдеровские. Они не требуют фиксации метрики на римано- 
вой поверхности и являются конформно-инвариантными, а это суще­
ственно для задач сопряжения на римановой поверхности.

Определение. Будем говорить, что функция Ф(г) кусочно-меро- 
морфная в области D, лежащей на римановой поверхности, с кусочно­
гладкой линией разрывов LeD,  имеющая почти всюду на L левое и пра­
вое конечные угловые граничные значения, принадлежит классу E в точ­
ке PoeL, если выполняется условие: для любого е>0

Здесь p=p(z) — параметрический гомеоморфизм окрестности точки Po, 
Po=P(Q)-

Принадлежность функции Ф классу E на множестве будем понимать 
как принадлежность ее классу E в каждой точке этого множества.

Теорема. Если Г — простая гладкая замкнутая кривая, а функция 
Ф : Г->С — непрерывная, то интеграл типа Коши

принадлежит классу Е.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналитичность функции Ф(г) на D \ r  и су­

ществование почти всюду на Г конечных угловых предельных значений 
известно [I]. Докажем почти ограниченность функции Ф(г) в окрестно­
стях точек, где не существует конечных угловых предельных значений. 
Пусть (о£Г — такая точка. Для простоты рассуждений будем считать, что 
to='0, а положительное направление касательной к Г в этой точке совпа­
дает с положительным направлением вещественной оси.

Допустим сначала, что по нормали к вещественной оси, т. е. 
вдоль мнимой оси. Проведем окружность радиуса 5 с центром в точке 
Z=O. Пусть t\ и t2 — точки пересечения этой окружности с кривой Г. Ра­
диус будем считать настолько малым, чтобы окружность не имела с кри­
вой Г других точек пересечения, кроме t\ и tp Обозначим длину дуги 
(О, t\) через S1, длину дуги (0, tj) — через 82 (рис. I).

Iim z z<&[p(z)\ = 0.
P(z)iL
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Разобьем интеграл (I) на два слагаемых: J\ — по участку Ts контура Г, 
лежащему внутри круга, и J2 — по остальной части Г\Г5. Интеграл

Z2 = J ф(,)-ск
г\г , т -  Z

аналитичен в точке Z= 0, и, значит, ограничен. С учетом этого получим 
оценку

И  г Ck
Ф(г)| = _J_ Г у(т) < т а х  |ф(х)| [ ^  -  Г при у->0 , у>0 .

2Tl/ І  т -  * тбГ8 3 |т -  /у| J |т -  Щ

Рис. I Рис. 2

Далее воспользуемся следующим свойством кривой Г: для гладкой кри­
вой I с/т I = da, I т'(ст) I= I, где ст — длина дуги кривой. В предположениях,
указанных в начале доказательства, разложение функции т(ст) по формуле 
Тейлора в окрестности точки ст =  0 будет иметь вид:

х = х(а) = ст + а(ст), (2 )
причем

гч (гг \
(3)Iim = 0.

а-*0 ст
Продолжим рассуждения, учитывая (2). Имеем

г ск _ г аа _ г аа г аа
I It -  /у| * I т(ст) -  /уI J Ict + а(ст) -  /у| J ||ст -  /у |-а| (ст

da da da

'>І г(ст) -  іуI (ст) -  іуI ■ /» -а | (с

Из равенства (3) вытекает, что для произвольного ©е(0, I) существует 
настолько малое 5>0, что при |ст|<тіп{8 і, 82} вьшолняется неравенство

< 0 , откуда I а(ст)| < ©| ст|.

Применяя эту оценку, получим 

da 82

I  I х "  і у \ *  I ,  N  -  ^ - 0 |  c t II  - І ,  у і ° 2+ у 2 -  © I  н

+ 2| ст| у  + у 2 +
(I -©Ост2 + /  І .  (1 -© 2)ст2 + у 2

da ~ I 

- \
da

= J  < V к 1 + M y y 2 + 9 M do s
( I - Q 2)CT2 + у 2 J (I — © )ст + у

- S 1 ( 1 - © V  + У  I

- S i

1 (I + ©)ст + у  
(I -  ©2)ст2 + у2

da+  f —V -  
J а -  а

-(I + ©)ст + у
( I - Q 2)Ct2 + у

da =

, ®2 стн--------------------  ,  5I ст +  -
= J _ r — i ± f ^ ,  + _ ! _ r

I _ © J ,  v2 I _ © J
I + ©

CT + -
1 - 0 2

da ~

I - © 2
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1 -InIo2 -ь- -1,
2 ( 1 - 0 ) " '1'' I - © 2

I

'2 I 
+  •

2 ( 1 - 0 )
ln| CT2 + —

I  -  © 2

2 ( 1 - 0 )  

I

In S 2 +
1 - 0 " 2(1 -  0 ) I -  0 2

2(1 -  0 )

Таким образом, имеем

In 5 ? +  *
I In-

2(1 -  0 ) I -  ©21 I - O 2 i

1 , 2  2 . 1 In у =  In —
1 - 0  1 - 0  у

1ф ( ^ ) 1 =  0 G f T e l n  у )  П Р И  У - ^ 0 » У > 0 -

Рассмотрим теперь случай, когда Z -+ 0 , оставаясь внутри угла а<у<п~а 
(рис. 2).

Через точку z проведем прямую, параллельно вещественной оси. Она 
пересечет стороны угла у в точках Zi и Zi- Из треугольника QZiZi видно, 
что

У

Отсюда

у  <k l Sfc1I =
Sm а

I cosec а
—  <   г-т , (4)
у  И

Учитывая (4), из (3) находим, что если г-+0, оставаясь внутри угла у, то

' = ° ( (1 ~ -0 )ІП С° |^ | а ) ПрИ У̂ ° ’ У>° ‘ ^  
Ha основании последнего можем утверждать, что для любого s>0

Iim Ф(г)Сг -  /0)е = О-

Теорема доказана.
Следствие. Если кривая (Г) — гладкая замкнутая, а функция ср — не­

прерывная, то функция

Ф(г) = expj J  di 
2  ш  {  т - z

(6)

принадлежит классу Е.

I. X в е д е л и д з е Б. В. / /  Tp. Тбил. матем. ин-та АН Груз. ССР. Тбилиси, 1957. Т. 23.
Поступила в редакцию 16.02.95.

УДК 517.948.32:517.544

О. Б. ДОЛГОПОЛОВА

ПОСТРОЕНИЕ ВСЕХ ДВУЛИСТНЫХ БЕЗГРАНИЧНЫХ 
НЕРАЗВЕТВЛЕННЫХ НАКРЫТИЙ 

ЗАМКНУТОЙ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

In this paper аД smooth umlimited coveres of Riemann surface wich have two sheets are 
constructed.

Рассмотрим задачу построения всех двулистных безграничных нераз- 
ветвленных накрытий римановой поверхности рода g>l, реализованных
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как правильный многоугольник с классическим отождествлением сторон. 
Имеется взаимно однозначное соответствие между неразветвленными на­
крытиями S \-*S  римановой поверхности S  и полными множествами со­
пряженных подгрупп ее фундаментальной группы 7t(*S). При этом л-лист- 
ному накрытию отвечает подгруппа индекса п.

Исследуем группу n(S). Это группа с Ig  образующими и одним соот­
ношением [а\, Ьх\ [ag, bg]=I, где \ah А/]=а/ • br a j x ■ b jx. Рассмотрим 
подгруппы, образованные словами, в которых четна сумма всех степеней 
а I, i 6 М, bj,j е К, где M  и А" подмножества {I, ... g), такие что A fu  К  * 0 . 
Это подгруппы индекса 2. Представителями классов смежности будут I и 
а,, где I e M ,  если M  ф 0 ,  или I и Ьр, где р  е К  Все эти подгруппы нор­
мальны. Используя [I], докажем, что других подгрупп индекса 2 у п (S) 
нет.

Теорема I. Все подгруппы индекса 2 фундаментальной группы рима­
новой поверхности рода g нормальны и описываются следующим обра­
зом. Подгруппа образована словами, в которых четна сумма всех степе­
ней а/, i е М, bj, j  е К, где AfH А"произвольные подмножества {I, ... g}, 
такие что M  u  А ф 0 .

Рассмотрим произвольное транзитивное представление группы 
л (*S). Это гомоморфизм л (5) в группу подстановок из двух элементов. 
Достаточно задать его на образующих. Каждому образующему надо по­
ставить в соответствие подстановку из двух элементов, т. е. либо единич-

ответствовать единичная подстановка, но это будет выполняться при лю­
бом задании гомоморфизма на образующих. Представление группы л (iS) 
должно быть транзитивно, значит, хотя бы одному из образующих мы 
должны поставить в соответствие Р.

Все подгруппы фундаментальной группы получаются как прообразы 
при таких гомоморфизмах подгруппы подстановок, оставляющей на мес­
те I. Подгруппа подстановок из двух элементов, оставляющая на месте I, 
— это тривиальная подгруппа. Какие слова образуют ядро гомоморфиз­
ма? Если мы образующим ah i е М, bj, j  е К  поставили в соответствие 
подстановку Р, а остальным образующим — единичную подстановку, то 
ядро состоит как раз из тех слов, в которых сумма степеней а„ i е М, bj, 
j  е AT четна. Теорема доказана.

Так как все подгруппы индекса 2 нормальны, то любое двулистное 
безграничное неразветвленное накрытие порождает одну подгруппу фун­
даментальной группы.

Теорема 2. Все двулистные безграничные неразветвленные накрытия 
римановой поверхности получаются путем разрезания ее по неразби­
вающему циклу и склеивания двух таких экземпляров крест-накрест.

Чтобы доказать это, нам достаточно указать такие неразбивающие 
циклы, что накрытия, получающиеся описанным выше способом, инду­
цируют все указанные нами подгруппы фундаментальной группы. Рас­
смотрим циклы ст = в*1 b ^a * 2b£2. . .Oggbj!g, где kh Pi е {0,1}. Этих циклов
достаточно, чтобы, разрезая по ним и склеивая крест-накрест два таких 
экземпляра римановой поверхности, получить все искомые накрытия.

Очевидно, что полученное таким образом накрытие является двулист­
ным безграничным неразветвленным накрытием римановой поверхности. 
Чтобы найти подгруппу п (S), которой оно соответствует, достаточно 
знать, какие из образующих принадлежат этой подгруппе. Допустим, что 
ей принадлежат образующие a,-, i е М, bj, j  е К. Тогда эта подгруппа 
образована словами, в которых сумма всех степеней аь /е {I, ..., g}\M, bj, 
j  е {I, ..., ^XATчетна. Проверим, принадлежит ли подгруппе образующий

ную матрицу Е, либо J .  При этом [а\, Ь\] •...• [ag, Ь^ должна со-
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Cil. Поскольку все подгруппы индекса 2 нормальны, то все кривые, лежа­
щие над й/, замкнуты или разомкнуты одновременно [2]. Причем замкну­
ты в том и только в том случае, когда Д/ принадлежит подгруппе, порож­
денной накрытием. Итак, возьмем любую кривую над д, и проверим яв­
ляется ли она замкнутой. П устьp t — I, т. е. цикл а  включает в себя кри­

вую ЬI (рисунок). Тогда после разрезания 
по циклу а  и склеивания двух таких эк­
земпляров крест-накрест точки M u N  
(рис. I) не «склеиваются». Это две раз­
ные точки, лежащие над отмеченной 
точкой римановой поверхности S. Кри­
вая у лежит над д ; (см. рисунок). Она не 
является замкнутой. Значит, Д/ не при­
надлежит подгруппе, порожденной на­
крытием. Наоборот, пусть р ,■ =  0, т. е. 

цикл ст не включает в себя кривую Ь,. Тогда точки M u N  отож­
дествляются (они остаются «склеенными» после разрезания). Кривая у 
лежит над Д /. Она замкнута. Значит, д, принадлежит подгруппе, порож­
денной накрытием. Для bj рассуждения аналогичны.

Итак, пусть подгруппа образована словами, в которых сумма всех сте­
пеней Д /, / е М, bj, j  е К  четна, где M u K -  подмножества {I, ..., g}. 
Возьмем цикл ст = а ^ Ь ^ а ^ Щ 1 . ..a^gb^g, где

Hi
I, если bt е К  [I, если а;- е М

I Pi ~ IО, если Ь; е К  10, если а;- г М.

Накрытие, образованное разрезанием римановой поверхности по этому 
циклу и склеиванием двух таких экземпляров крест-накрест, соответству­
ет выбранной подгруппе.

Итак, для любой подгруппы индекса 2 фундаментальной группы мы 
можем указать такой неразбивающий цикл, что накрытие, полученное с 
помощью описанной выше процедуры, соответствует данной подгруп­
пе. Следовательно, все двулистные безграничные неразветвленные на­
крытия римановой поверхности получаются путем разрезания ее по 
неразбивающему циклу и склеивания двух таких экземпляров крест- 
накрест. В процессе доказательства мы указали явный вид циклов, до­
статочных для получения всех накрытий.

І . З е й ф е р т  Г., Т р е л ь ф а л л ь В .  Топология. М., 1938. С. 229.
2. С п р и н г е р  Дж. Введение в теорию римановых поверхностей. М., 1960. С. 99.

Поступила в редакцию 31.01.95.

УДК 517.512

Е. А. РОББА

РАЦИОНАЛЬНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НА ОТРЕЗКЕ

Positive integral rational operators on segment [-1; I] have been constructed and the 
estimations of corresponding approximations for the functions fe([—I, I] have been obtained.

B 1956 г. М. И. Джрбашян [I) ввел рациональные и обобщающие ря­
ды Фурье по тригонометрической системе Основываясь на
представлении ядра Дирихле, полученном в этой работе, В. Н. Русак [2] 
построил рациональные операторы Фейера и Джексона в периодическом 
случае. Позже исследования в этом направлении были продолжены,
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определены операторы Фейера, Валле — Пуссена и Джексона на всей 
вещественной оси (см., например, [3], с. 114). Эти операторы получили 
широкое применение в теории рациональных приближений (см. [3—5]).

На отрезке [—I; I] изучались аппроксимационные свойства рацио­
нальных функций типа Фурье [6]. В настоящей работе на данном отрезке 
построены рациональные операторы Фейера и Джексона. Заметим, что 
подобные операторы можно вводить с помощью замены переменной, 
примененной к  операторам, заданным на всей вещественной оси (см. [3], 
с. 128). Предлагаемый нами способ их построения является конструктив­
но более простым.

I. Пусть (аА}*=0 — произвольное множество чисел, Ot0 = 0 , | a j <  I,
к  -  I, п, причем если Im оц.^0, то это множество содержит и число а*.

Положим
I - I a J 2

М и) = Е г '~тГ ~П  I — 2|а* cos (и -Q k) +I а, 

I г

12 » к = argot*, к  =  I, п;

k n(t;Q) = - j ( l  + Xn(u))du, /,0 е R.

Для всякой непрерывной на отрезке [—I; I] функции f  определим сле­
дующий оператор:

№  / )  = } /(co s t) К  M ; 0) dt /  j  K n (Г; Q)dt,
- T T

, X = cosG, X е [-1; I].

( I )

где K n(t; 0) = sin2 k n(t; 0) /  sin2

Лемма I. Функция Fn(x; f) является рациональной порядка не выше п,
причем

7Т
J K n(t\ Q)dt = 2n ( I  + А„(0)), х = cos0, х € [-1; I]. (2)
- 7Т

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из леммы 6 работы [I], будем иметь:

I r r  £  -  а к  I  -  a k Z  T j  I  ~ а * 1  Z - C k k

О і - а ^  Z-Cklc ' И

./-0 .t-в
2 :2 CO (О 

©(г)

*=о I - а *  I - a .k Z у

/ ( l - z ) \
©(I)

(3)

где z = <?/е, I  = е", со (и) =
и -  а ,

* = 1 I  -  QkkU

Теперь применим тот же метод вычисления подобных интегралов, что 
содержится, например, в [3]. Будем иметь

1 а д е ) ‘*  = U ( F I )
©(I)

2 п Iim res -

©(г) 

I© (I)

- 2  z + ± -Z1 © (г )

I  ©(IX 

у  = 2я(1 + Afl(G)).

CiC3 =

© ( г )  |г|<1, z-+e№ ;= г  ( S - Z )

Учитывая приведенные на полюсы условия, нетрудно убедиться, что 
функция >_п(0) является четной относительно 0 и рациональной порядка 
не выше п относительно переменной х, хе[—I; I], x=cos 0.

Нетрудно видеть также, что

71 71 71 . 2«  /  , м
j  /(COS /) КМ; -  0) dt = j  AT,И ;  -  0) Л  = J /(co s Г) 5Ш } dt =
- л  - л  - л  Sin2 — T—
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T

к sin21 (I + Xn(-u))du
= J /(c o s  t )  S— ■ ? _ e dt = J / ( cos t) K Sr, e) dt.

sin

Отсюда и из (2) следует справедливость леммы I.
Естественно назвать Fn(x; f) рациональной функцией Фейера.
Теорема I. Если функция /  е М Н а[-1; I], то справедливы нера­

венства:
а)

< 2(л + 1)М  

где

|f(x)-Fn(x; f)|<

+ S ^ (X )
Vl -  X2

(I -  а)(1 + Xn(arccosx))“
, х  е [-1; I], а  е (0; I),

Siol(X)

I T
2 '(I _ 2а)(1 + Х„(0))2а ’ а

in a  + M e ) ) / ( i  + U 9 ) )» a  = | ;

—  J a  e d ; l ) ,  x = cos0;
( 2 а -1)(1+ Xn (9)) 2

б) |f(x)~Fn(x; f)| < 2(тт+3)М | l  + Vl -  х 2 In Xn(arccos x)j /

/( I  + Xn(arccos x), а  = I, x e [-1; I]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, |f(x)-Fn(x; f)| <

-  T V iA ' m n I û cos r ) "  û cos V’ ^ du2ті(1 + Xn (6))

Будем иметь

< 2 M

I / (c o s  t) -  / ( COS 0)1 < M] cos t -  COS0|“ < 

Л . t - Q  2a . t - >
Sin- + sin

2
Slllu , X = cos0, 0 £ [0; 7i],

(4)

(5)

Следовательно,

M - (J 1 + J 2 sin“ 0),

где
71(1 + Xn (0))

J1 = J sin 2a ATn (/; Q)dt\ J 2 = J sin° X n (/; Q)dt.

Теперь положим, что E6 = н ф - 0 |<  -— — —  I. Через CEе обозначим
I + М б )

дополнение E9 до множества, { t: 11—0 | < л}. Тогда

( 6 )

J1 <
.2(1 + Xn (0)).

2а

J K n (t; Q)dt + J sin"2<1 а) — .  0  ̂dt <
Te CS,

S  \  2а
Я

2(1 + Xn (0 ))
2я(1 + Х,(0)) + 2л2(1_а)/ 3, (7)

где J 3 j u  2(l~a)du.
я/(1+Х,(6))
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1 Tl
= ln(l + 4 (9 )) ;  наконец, если [а е —; I], то J 1 <  -----

2 2а - 1
Учитывая полученные соотношения для / 3, из (7) получим 

— —i _ — Z1 < 5<а)(х), х е [-1; I] (см. (4)).
7 l ( l  +  7 . , ( 9 ) )

Если ае (0 ; I), то

J 2 Z
2(1 + Xn(Q)). 

\ 2

J  К  „it; 0)dt + J  sin 2+а dt <

Я

2(1  +  ^ ( 9 ) ) .
2я(1 + 4  (0)) + 2я - 2 + а  J  и 2+adu <

я/d +М в))

< (л + 2)^(1 + 4 (0 ))1-  / ( I - а ) ;  
если же а =  I, то J 2 < (я + 2)(1 + 1п(1 + 4(9))-

Подставляя полученные для интегралов Ji и Ji оценки в (6), получим 
утверждение теоремы I .

2. При тех же предположениях относительно чисел а к, к  = 0, п, для 
всякой функции /  £ Chui полагаем

G1Sx-, / )  =  J  / ( c o s Q)dt /  j  Kl{t- Q)dt, ( 8 )

X=Cos 0, x e [ - l ;  I] (см. также (I)).
Лемма 2. Функция G2n (х; / )  является рациональной порядка не выше

2«, причем

П

+ 1
к=I

3 ( Н а . |  )

2 ^ (0 )  + 6Х2п (0) + 6 4 (0 )  + 3 +

2 ( ( Н а / ) 3 )

(9)

(I — 2 |а . Icos(0 - 9 ) , +(а . 12 ) 2 (1 - 2 |а  . |c o s (0 -0  . )+ |а  . f  ) 3

0е[О; я].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся формулой (3). Будем иметь

_ \ 2

' 2 ,K iJ l .  в)  = '  «Г » « ) V  .  4 *  + 35 Y  -  4¾ 2 5 ¾  + , ( ¾
CO ( г )  CO ( О  V CO ( S V® (г).

/

/ i ^ - zy ^  = e " , z  = eie.
Первая часть леммы теперь будет вытекать из определения функции 

Ginix-, f)  (см. (8)).
Далее, поступая аналогично как при вычислении интеграла из леммы 

I, получим



Iim I .
Ігі<1, (^)

I d3 0/.л 4z d3

Чтобы получить равенство (9), остается провести необходимые вы­
числения.

Функцию G2n(x; f)  назовем рациональной функцией Джексона для 
/  е  С[-1; I]-

Демма 3. Справедливо неравенство

J K 2n{t; Q)dt > ^ Зл(е), 0 £ [0; *].
- л

Данное неравенство непосредственно следует из (9), если учесть, что

*4(0) + I
3(1-1 a , I4) 2(H  a  J 2)3

4( l - 2 |a J c o s ( 0 - 0 J + |a J 2] (l -  2| a J  cos(0 -  0J+I a J 2)3J
> 0.

Теорема 2. Для всякой функции /  е С(_1;1] справедливо неравенство:

f  /  I---------  \
I V U U  ]

CO ,   -  +  CO ,I m - G ln{x; / ) | < 4 /
V V/.„(arccos x /

I
/ Kn (arccos x /

где coy— модуль непрерывности ф у н к ц и и /н а  отрезке [—I; I], х е [-1 ; I]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем иметь

\ f ( x ) - G lnix; / ) |<  - 4 — J I/(co s  O - /(c o s 0 ) |^ „ 2(/;6)c//, (10)
Sn \Р) (г-в)£ л

л

где K(O)J K 2n it; Q)dt, х =cos0, х e [-1; I].
- T t

Далее воспользуемся методом А. Ф. Тимана (см. [7], с. 269). Заметим 
вначале, что

I f i x )  -  G2nix; f )  I < со/(I cos Т|-| cos 6|) <

< 2co ,-I sin2  ̂ +I sin - -- - -1 sin 61 < 2co f \ sin2
f V  ' 2 2

0 e [0; л].
Отсюда и из (10) получим:

. 2 t — 0 . Т - 0 , .+ со /  ̂  I Sm ——— I Sm 0 J,

I / ( X )  -  G7n (х; / ) I < - i -   ̂j  со, [ sin2 j K l it; 9)dt +. 7 t - Q  

2

+  J co/ [ s i n 4 —^ - S i n 0 J ^ T2 (/; Q)dt J ^ 7 7 7 ^ «
k (o) l 7 U 2 (O).

1

X J  ( U n  — - —  X2n ( 0 )  + Ij K l  (t; Q)dt +  CO /

- Л

J  f s i n  Xn (0 ) + l l  A r2 it; Q)dt

sinO
K l f ih

2 KU
(U (0 )4  + I  г) + 1

s in t

K W

k , ( 0 ) l 7 U ;  (0Ъ  

[ K W i + f )

где

I 1 = f  K n(t; Q)dt, I 7 = f  K I {t; Q)dt, I 7 = J  s i n  U U  К Ц і ;  Q)dt.
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Интегралы Z1 и / 2 вычислены в леммах I и 2, для оценки интеграла /3 
воспользуемся неравенством Коши—Буняковского:

з

sin е)
. t - в  s in ——

Таким образом,

I т - с 2я ( х -  f ) s  

2

2 [(і + х л(0))х2я(е) + ^ ( 0)] 
л  (в)

[ M 9W fl + я., (9 » g , (е) + g„(e)] 
я£,(в)

CO

/  • А  Лsm 0

I
V V 4 ( 6 ) /

+  CO
sinGШ

U 9X

, х  = cos 0, X е [-1; I].

Теорема 2 доказана.
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УДК 517.925.6

В. И. MATATOВ, Л. В. МИХАЙЛОВСКАЯ

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОДНОЗНАЧНОСТИ 
ПОДВИЖНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ КУБИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

The necessary conditions of uniqueness of movable singularities for a system of two differential 
equations with cubic nonlinearities have been obtained. The degenerative cases when the symplifying 
linear transformation of the unknown functions does not work have also been considered.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

I x '  =  CC0 + O t1X T O t2T + • • •  +  (X6X 3 +CX7X 2T +  O W 2 +  Ot9T 3 =  Р з ( х ,  у),  ^

I /  =  Po +  P i *  +  P 2 P  +  • • • +  Р б*3 +  № 2У +  P g V  +  Р з У 3 =  Qi (* »  У)>
где Ot0 = а 0(г),..., р9 = P9(z) — голоморфные функции z  в области D c C ,

д д
(Дз, £?з)= 1> ZeC, (х, у )еС 2, С=Се/{ос}, троеточия означают невыписанные 
члены второй степени относительно х, у. Целью статьи является нахо­
ждение необходимых условий однозначности подвижных особенностей 
системы (I), т. е. условий принадлежности ее класу Р. Системам с куби­
ческими нелинейностями посвящены работы [I, 2]. Следует отметить, 
что в данных статьях не рассматриваются вырожденные случаи, когда 
упрощающие линейные преобразования искомых функций не действуют. 

С помощью линейного преобразования
х - Х +  р(г)к, у  -  У, (2)

где ц(ф — любой из корней уравнения



CX9 +  ( a 8 -  р9)д + ( a 7 -  р8)д2 +  ( a 6 -  р7)д3 -  р6д4 = О, (3)
исходная система приводится к  виду, не содержащему Y 3 в первом урав­
нении:

(Х ' = U0 + U1X  + O2Y+.. .+а6Х 3 + U1X 1Y  + U8X Y 1,

{ р  = Ь0 + ЬхХ  + Ij2Y +.-..+Ь6Х 3 + b2X 2Y  + Zj8X Y 1 + Zj9Y 1.

В (4) коэффициенты uq=uq(z) ,  b9=Zj9(Z) определенным образом выра­
жаются через Ot0, •••, P9 и д, т. е. O0 = сх0— р0д, Zj9 = P9 + р8д + р7д2+ р6д3. 
Вводим в систему (4) параметр к  по формулам: X =  %, Y =  т|/к ,  z =  Zo+Z.21, 
где Zoe D (ниже по тексту Zo также берется из D) [3]. Соответствующая 
система нулевого приближения есть

= Й5(^))л2 + O8(Z0) W ,  Ц' =  ^9(го)Л3- 
Очевидно, что последняя система имеет многозначные подвижные осо­
бенности, за исключением случая, когда Zj9 (zo) -  0. Так как — любая 
точка из D, то для однозначности подвижных особенностей системы (4) 
(т. е. принадлежности ее P-типу) необходимо, чтобы Zj9 (z) = 0. Более под­
робно это условие записывается так:

р9+ р 8д+р7д2+р6д3 -  0, (5)
где д =  д (г) удовлетворяет уравнению (3).

Таким образом, верна следующая
Теорема I. Для того, чтобы система (I) не имела многозначных по­

движных особенностей, необходимо выполнение условия (5), где д = 
=д(г) —любой корень алгебраического уравнения (3) (предполагается, что 
корни этого уравнения существуют).

Зимечание. Выразим функцию д =  д (z) через коэффициенты исход­
ной системы (I). Умножая (5) на д (z) и складывая полученное уравнение 
с (3), получим уравнение ос6ц3 +  ос7ц2 +  ос8д +  019 =  0. Пусть Ф 0 (если 
аб = 0, то д удовлетворяет квадратному уравнению, которое легко решает­
ся). Таким образом, будем рассматривать кубическое уравнение 
д3+дд2+£д+с =  0, где и =  сх7/сх.б, b =  сх8/осб, с  =  0.9/0¾. С помощью замены 
д=  д -  и /  3 кубическое уравнение для д приводится к  виду
ц3 + рр + q = 0, где р = — й2/3 + b, q = 2и3/27 ~(ub) /3 + с. Используя формулу

Кардано, получим д = г + s = \

где г  и s удовлетворяют равенству rs = — р/3. Тем самым д (а значит, и 
д) выражается через коэффициенты исходной системы (I). Аналогичным 
образом функция v =  v(z) может быть выражена через коэффициенты 
исходной системы (см. теорему 3).

Возможен случай, когда уравнение (3) не имеет корней, т. е. когда 
реализуются тождества

“ 8 U )  -  P9 (О = о, »7 (г) -  Ps U ) s  о, 
а 6( г ) - р 7 ( г )  = о, P6U )  s  о, а 9( г ) # о .

В этом случае имеем систему

(6)

Ix' = Ot0 +ape + Ot2 P  + . . .  + Oc6 X 3 + ос7х2р + а 8ху2 + сх9р 3,

I /  =  Po + P i *  +  Р г У  + - . .  +  Oi6X 2P +  Ot7Xy2 +OC8P 3,
(7)

где Ot9 = a 9(z) ¥ 0. Вводя в (7) параметр к по формулам х =  SJk, у  -  г\, 
Z =  Z0 +ZJt и рассматривая систему нулевого приближения, получаем, 
что для принадлежности этой системы P-типу необходимо, чтобы 
a e(z) = 0- Преобразуем систему (7) (условие a 6(z) = 0 имеет место) с
4 0



помощью формул X  =  % /  А.3 , у  =  г] / X 2 , z  =  Z0 + ^ t .  При Ot7(Z0) *  0 со­
ответствующая система нулевого приближения = ot7(z0)£2r|> л' =
= a 7(Z0)^p2 сводится к уравнению %" = (3 /¾ ¾ '2, которое имеет много­
значные подвижные особенности [3]. Итак, если (7) (при a 6( z )  = 0 ) — Р-ти- 
па, то необходимо a 7(z) = 0. С учетом условий ot6( z )  = ot7( z )  = 0 будем 
рассматривать систему

где второе уравнение содержит только один член третьей степени. Пусть 
х = \  /  X, у  = л /  К  Z = Z0 + ^2/. При X=O получим систему %' = a 8(z0) ^ |2 + 
+ а 9(г0)л3> Л' = а 8(г0)л3, которая заведомо имеет многозначные подвиж­
ные особенности, если a 8(z0) * 0. Таким образом, если (8) обладает 
свойством Пенлеве (т. е. принадлежит Р), то необходимо выполнение 
тождества a 8(z) = 0. С учетом этого условия сделаем над системой (8)
преобразование х = £ /  X4, у  = л /  ^3, Z = Z0 + (Z0 и такое, что
Ot9(Z0) * 0 ). В результате (при X=O) получим систему %' = а , ^ ) л \  
г)' = P3(Z0)C12, которая является автономной системой Гамильтона. Ис­
ключая из последней системы с помощью первого интеграла

— ot9(z0)p4 -  —Рз(^і)^3 = Со (Q) — произвольная постоянная) переменную

Л(z) [4], получим уравнение первого порядка

По теореме Фукса [5] имеем следующее: если уравнение (9) — Р-типа, 
то необходимо P3(Z0) = 0 (условие a 9(z0) *■ 0 учтено). Тем самым мы по­
лучили утверждение: если (8) (при a 8(z) = 0 ) есть система класса Р, то 
необходимо p3(z) = 0, и она имеет вид

Jx ' = Ot0 +Ot1X + a 2jt +Ot3X2 + a 4xjt+ a 5jt2 + a 9jt3, ^

I /  = Po + Plx + р2 У + Ра*У + Psy2-
Полагая в (10) х = с /  X1, у  = г \ /  X2, z = Z0 + X3/ , будем иметь систему 

нулевого приближения = ot9(z0)p3 +Qt3(Z0)^2, л' = Р4(^о)4л> которая 
сводится к уравнению

Решения (11) имеют многозначные подвижные особенности, если 
P ^ o ) *  О [3] (учитываем то, что a 9(z0) + 0 ). Отсюда следует, что для 
системы (10) необходимым условием принадлежности ее классу P яв­
ляется тождество P4 (z) = 0 . В итоге доказана

Теорема 2. Пусть для системы (I) выполняются условия (6). Для того, 
чтобы соответствующая система была P-типа, необходимо, чтобы она 
имела вид

Система (4) с учетом условия b9(z) = 0 записывается следующим об-

X '  =  O l0 +  O l1X  +  O l2 J t + .  . .  O l8 X Jt2 +  O l9 J t 3 ,

У' = Po + Pix + P гУ +• ■ ■ + а 8^3>
(В)

^ 4 -  64a9(z0) ^  P3Qo)^9 + \ p ] ( z 0) C ^  + Pi (Z0)Cfe3 + C30 = 0. (9)

(H)

(В,)

разом
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I x ' = A0 + G1X  + a2Y +. . .+G6X 3 + G7X 2Y  + Gi X Y 2,

[ 7 ' = A) + IhX + Iy2Y+...+b6X 3 + + Iyi X Y 2.
Пусть

X  -  и, Y  = v(^)w + v, (13)
где и, V — новые искомые функции, a v(<;) — любой из корней урав­

нения
As + (А -  fl«)v + (As -  й?)у2 -  flSy3 = °- (14)

В результате получим систему
Iu1 = A0 + A1U + A2V+. . .+A6U3 + A7U2V + Ai Uv2 , ^

[v' = B0 + B 1U +  B 2V+.. .+B7U2V +  Bi Uv2,

где A0 = A0( Z) , . . . ,  Bs = Bs(z) — голоморфные функции z, которые опреде­
ленным образом выражаются через a0, . . . , b s и v, в частности A6 = 
= а6 + a7v + A8 v2. С  помощью преобразования и = % /  X, v  = р, z = Z0 + X21 в 
(15) вводим параметр I . Это дает систему нулевого приближения 
4' = M Z o ) ^ ’ 1Y = £ 3(^0½2 + £ 7 ( ^ 4  Очевидно, что если A6(Z0) * 0 , то 
последняя система g Р. Значит, необходимое условие принадлежности 
(15) классу P есть тождество A6 (Z) = 0 , т. е.

а6 +s37v + a8v2 s  0, (16)

где v(z) — корень уравнения (14). Значит, справедлива
Теорема 3. Для того, чтобы система (12) была P -типа, необходимо вы­

полнение тождества (16), где v(z) — любое решение алгебраического 
уравнения (14) (условия существования корней для (14) имеют место).

Замечание. Здесь также возможен случай, когда уравнение (14) не 
имеет корней, т. е. когда реализуются условия b6(z) Ф 0, fy(z) -  a6(z) = О, 
bs( z ) - a 7(z) = О, A8(z) = 0. В этом случае получается следующее: если со­
ответствующая система (12) — P-типа, то необходимо, чтобы она имела 
вид

(X ' =G0 +G1X + G 2Y+ G 3X 2

[ 7 ' =  b0 + b,X +  b2Y  +  ЬЪХ 2 +  b<XY +  Ь6Х \

Для обоснования этого утверждения применяется метод малого пара­
метра аналогично изложенному выше.

Из всего вышеизложенного вытекает
Теорема 4. Если исходная система (I) еР, то:
1) либо она с помощью линейных преобразований (2), (13), где ц(г), 

v(z) удовлетворяют соответственно уравнениям (3), (14), приводится к 
виду, не содержащему кубов искомых функций (т. е. a3, v3) в обоих урав­
нениях;

2) либо она сводится к системам (ДД или (B2), когда алгебраические 
уравнения (3) или (14) не имеют решений.
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УДК 512.533
В. М. ШИРЯЕВ

ПОЛУГРУППЫ  С ЕДИНСТВЕННЫ М  БАЗИСОМ

It is shown that the unigue minimal generating set of a semigroup (if it exists) is the least 
generating set.

В статье [4] нами рассматривался вопрос, будет ли из существования 
и единственности базиса (минимального по включению порождающего 
множества) у каждой подполугруппы данной полугруппы S  следовать 
фильтруемость полугруппы S, т. е. существование наименьшего по вклю­
чению порождающего множества у каждой подполугруппы. В данной 
работе дается положительный ответ на этот вопрос. Более того, доказано, 
что если полугруппа S  имеет единственный базис, то он содержится во 
всяком порождающем множестве полугруппы S. Результат анонсирован в 
тезисах [5].

В данной работе используется обычная терминология и нотация тео­
рии полугрупп [I]. Ниже приводятся основные обозначения и термины, 
употребляющиеся в тексте.

N  = {I, 2, ...} — множество натуральных чисел. Пусть S  — полугруппа 
I c

Тогда <Х> — подполугруппа, порожденная множеством X  (включая и 
0 ) . Множество Лназывается независимым, если х ¢. <Т\{х}> для любого 
х  е X. Независимое порождающее множество X  полугруппы S  называется 
базисом полугруппы S  (неприводимый базис в смысле [6]). Базис X  на­
зывается абсолютным [2], если он содержится в любом порождающем 
множестве полугруппы S. Полугруппа S  называется фильтрующейся [3],
[4], если каждая ее подполугруппа имеет абсолютный базис. Sub S  — 
решетка подполугрупп полугруппы S, M(S) — множество максимальных 
элементов решетки Sub S.

Лемма. Пусть полугруппа S  имеет базис X. Тогда для любого х  е X  
существует максимальная подполугруппа M  е M(S), не содержащая 
элемента х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как множество X  независимо, то для х е Х  
имеем х е <Л\{х}>. Следовательно, по лемме Цорна существует макси­
мальная подполугруппа M  среди подполугрупп, содержащих все элемен­
ты из X, кроме х. На самом деле M  максимальна в S,  так как если 
I/ie S u b  S, M  с  М\,  то либо х ч My и тогда M=My  ввиду максимальности 
М,  либо х £  Му,  и тогда X =  A W W * }  с  My и S  =  <Х> с  Му,  т. е. S  =  Му.

Теорема. Пусть полугруппа S  имеет единственный базис X. Тогда X 
содержится в любом порождающем множестве полугруппы S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем некоторый элемент х  е X. Если 
X  = {х} то S  есть моногенная полугруппа с единственным базисом и либо 
она конечна и тогда утверждение теоремы тривиально, либо бесконечна и 
тогда она свободна и является фильтрующейся [3], поэтому базис X  — 
наименьшее порождающее множество. Так что далее можно предпола­
гать, что Х\{х}*0.

Предположим, что существует элемент у  е A W  такой, что для него 
выполняется условие:

V tf £ M(S) (T \W  с  t f  => у г tf), (I)
и придем к противоречию.

Для этого положим Y=  A W W A
Если мы покажем, что Y  есть базис полугруппы S, то ввиду Y  * X  

придем к противоречию с единственностью базиса X.
Сначала докажем, что

<Y> = S. (2)
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Действительно, согласно доказательству леммы, можно выбрать под­
полугруппу M  е M(S) такую, что Х\{х} с ¥  и х  £ М. Согласно условию
(I), также у  £ М.

Рассмотрим подполугруппу Mi=<(.Z\{x}) и  {j}> =  <У>.
Если бы Xi М\, то по лемме Цорна существовала бы подполугруппа 

Mj максимальная среди содержащих М\ и не содержащих х. Ho тогда 
ввиду X  \{х} с  Mj, как и в доказательстве леммы, приходим к тому, что 
M j е M(S). Однако это противоречит выбору у  ввиду (I). Следовательно, 
хеМ \,  а тогда S  =  <Х> =  <ЙГ\{х}^{х} > с  M i и S  = M 1. Итак, (2) доказано.

Теперь для доказательства того, что Y  — базис, надо установить неза­
висимость Y.

Предположим, что Y  не является независимым. Тогда существует Zie 
еГ такой , что Zi е  <7\{zi}>. Если Zi ~ У, то получим уе<.Л\{х}> в проти­
воречие с (I). Так что обязательно ZiеТ\{х}.

Так что Z ie < W (x , Zi})u{y}>. Следовательно, для некоторого п\ е N n  
Za), Za), ..., Za) е X  \  {х, Zi} имеет место соотношение

ZieCZ1uV . . ,  > > .

Отметим, что Zi й< Za V .. ,  Za) > , иначе e<JC\{zi}>, что противоречит
независимости множества X.

Далее, так как X  — порождающее множество, то уе<Х>. Если уе<х>, 
то zie<  Z11V ..,  Za>, х >cCT\{zi}>, что противоречит независимости X. Так
что существуют т е N  и Ji, Sj, ..., J^eX  \{х} такие, что Je C j1, ..., sm, х>. 
При этом у  i  C j1, ..., jm>, иначе ye<Z\{x}> с  М, что противоречит (I). 
Кроме того, ZieHi, ..., sm}, иначе

ZieCZ1aV -., Za), у > с  < ^ (1), . . . ,  Za ), J1, . . . ,  j m,x > c < X \{ z i, х}, x>=<Jf\{Zi}>,

что противоречит независимости X.
После исключения элемента Zi из Y  мы получим снова порождающее 

множество Ц =  Т \{х, ZiK-lM-
Продолжая далее этот процесс, мы либо придем к  тому, что Y  содер­

жит минимальное по включению порождающее множество для S, что 
противоречит единственности базиса X, либо придем к бесконечной по­
следовательности элементов Zn Zi, ■■■, Zn, ••• £  ЙГ\{х}, таких что Zk&<X\{x, 
Zi, ..., Z*KM > Уk e N  и при этом {zi, StK H b - ,  VkeN ,  но это про­
тиворечит конечности множества Hi, ..., jw}.

Значит, элемента у  со свойством (I) не существует. Поэтому имеет 
место равенство S  \{х} =  kj {М  | M  е M  (S) AJf \{х} с  M  Ax £ М). 

Обозначим Tx = S  \{х}.
Покажем, что Tx есть подполугруппа полугруппы S. В самом деле, 

предположим, что это не так, тогда существует п е N  и такие эле­
менты Zb tj, ..., Zn е S\X, что х е <{zb Z2, ..., Z„M (JST\{x})>. Положим U={ti, 
..., Z„M(A\{x}). При этом такие Zb ..., Z„ обязательно найдутся, иначе 
хей\{х}>, что противоречит тому, что X  — базис. Эти элементы выберем 
так, что п — наименьшее число с таким свойством. Можно предполагать, 
что для любого /—I, ..., п

ti£<{th ... , Z1- ь  Z/+1, ..., Z „M A M > , (3)
иначе такое Z,- можно исключить.

Далее, так как X  — базис, то для некоторых г\, ..., rne N  и некоторого 
множества

у  -  Zv(I) v(i) v(2) v Y(n) (л) I у
~  1 1  >•••>•*>, л г I • • •, Л Г2 >---> Л1 >• • • ’ /■„ I —

имеем
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Отметим, что хе V, иначе

x e < U > c z «  K>u^\{x}>c<<X\{x}>uA\{x}>c<A\{x}>, 

что приводит к противоречию. Теперь ввиду xe<U> и Т\{х}сU имеем

так что U — порождающее множество для S. Если U независимо, то U 
есть базис S, что противоречит тому, что X* U и X  — единственный 
базис. Так что U — зависимое множество. Из (3) следует, что //g< 6\{/,]>, 
1—1, ..., »; поэтому существует гіеД{х}, такой, что

что противоречит независимости множества X. Далее из (4) и (5) следует, 
что <6\{гі}>=‘5'. Если U\{zi) независимо, то это базис, равный X, что не­
возможно. Так что lAiZi) зависимо и потому существует некоторый 
ф е Я ^ х , Z\), такой, что Z2e<U\{Zu Zi)>-

Продолжая этот процесс, приходим к бесконечной последователь­
ности Zu ■■■, Zk, ••• элементов из Я\{х} таких, что Зье<17\{гі, Zi, 3t}> и 
[ц , ..., Zu •••} £  У- Однако это противоречит конечности V

Таким образом, множество Tx=S\{x) есть подполугруппа S. Теперь, 
если Y  — произвольное порождающее множество полугруппы S, то Xe Y, 
иначе YqTx и  S = < Y > q T ^ S  и  приходим к противоречию. Так как это 
верно для любого хеХ, то X q Y и  потому X есть наименьшее порождающее 
множество для S. Теорема доказана.

Следствие I. Если X  — единственный базис полугруппы S, то для любо­
го хеЯГмножество *5\{х} есть максимальная подполугруппа полугруппы S.

Из доказанной теоремы и предложения 1.1 работы [3] вытекает
Следствие 2. Для любой полугруппы S  следующие утверждения рав­

носильны:
1. Полугруппа S  фильтрующаяся, т. е. каждая ее подполугруппа имеет 

абсолютный базис.
2. Порождающие множества любой подполугруппы полугруппы S  со­

ставляют фильтр в булеане подмножеств этой полугруппы.
3. Каждая подполугруппа полугруппы S  имеет единственный базис.
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< £ />2< А { х М х } > = 5, (4)

Z\e<{t\ , ..., / „ м \{ х ,  zi)>=<U\{zi)>.
Отметим, что Z\eV, иначе

Zie<U>=<{tu ..., /лКх*Л{х, £ i} > c « K > u X \{ * , zi}>£<A tei}>

(5)
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УДК 512.572
С. П. НОВИКОВ

СВЯЗЬ Р-ПРОФРАТТИНИЕВЫХ ПОДАЛГЕБР 
С р-НОРМАЛИЗАТОРАМИ М УЛЬТИКОЛЕЦ

A correspondence between р-prefrattini subalgebras and p-normalizers of finite multirings is 
established in this paper.

B [I] определяются p-профраттиниевы подалгебры мультиколец как 
пересечения некоторого множества максимальных подалгебр, вводится 
определение р-нормализаторов мультиколец, обобщающее понятие си­
стемных нормализаторов Холла в конечных разрешимых группах. Кроме 
того, устанавливается, что при определенных условиях каждая р- 
профраттиниева подалгебра содержит некоторый р-нормализатор и, на­
оборот, любой р-нормализатор содержится в некоторой р-профратгини- 
евой подалгебре мультикольца. В настоящей работе доказывается, что 
между р-нормализаторами и p-профраттиниевыми подалгебрами суще­
ствует более тесная связь. Определения и обозначения взяты из работы
[ I ] .

Лемма I. Пусть р — некоторая формация мультиколец, А — про­
извольное мультикольцо с главным рядом и разрешимым р-корадика­
лом, Н /К  — р -эксцентральный A-главный фактор. Тогда фактор H f К  
А-абелев.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что фактор Н /К  не А-абелев, и 
пусть фактор D/ Р  главного ряда мультикольца А, проходящего через 
СА{Н/К), проективен Н/К. Если Dq Ca(H/K)=Ca(D/P), то Н /К  А-абелев. 
Поэтому будем считать, что Р=СА(Н/К). Пусть фактор Т /М  А-главного 
ряда, проходящего через Ap, проективен D/Р. Если 7 с Ap, то факторы Т /М  
и Н /К  А-абелевы. Поэтому будем полагать, что M cAp, Следователь­
но, А /M e р и А /P=A/СЛ(Т/М)~ (А/М)/(СА(Т/М )/М )е$.  Ввиду леммы 
3.32 из [I] заключаем, что D/ PkA/ САф /  Р)е$. Поэтому Н / KkA/ СА{Н/ К)= 
=(D/P)kA/CA(D/P)eB. Получаем противоречие с р-эксцентральностью 
фактора Н/К.  Лемма доказана.

Нетрудно установить (см, например, лемму А.3.7 из [2]), что если не­
нулевая подалгебра H  конечного мультикольца А покрывает или изолиру­
ет любой фактор некоторого A-главного ряда, то ее порядок равен произ­
ведению порядков покрываемых ею факторов этого ряда. Ясно также, что 
справедлива

Лемма 2. Пусть сох и о>2 — два таких непустых подмножества факторов 
некоторого главного ряда мультикольца А, что coina>2= 0  и оцисог — мно­
жество всех факторов этого ряда. Тогда, если подалгебра L  конечного 
мультикольца А изолирует любой фактор из со1( то |L|<A, где d  — про­
изведение порядков факторов из 02 -

Теорема 1. Пусть А — наследственная формация конечных мультико­
лец, р — непустая насыщенная в А формация мультиколец из А, класс А 
регулярен в р, д — непустой класс мультиколец из р, АеД. Тогда для лю ­
бой p-профраттиниевой подалгебры T  мультикольца А найдутся такие р- 
нормализатор H  и д-профраттиниева подалгебра F, что T—H+F.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что в А найдется такая д-проф- 
ратгиниева подалгебра F, что Tc Т. Ввиду теоремы 13.8 из [I] найдется 
P-нормализатор H  мультикольца А, содержащийся в Т. Тогда F+Hq T. 
Для некоторого фиксированного главного ряда мультикольца А введем 
следующие обозначения:

(Bi — множество нефратгиниевых А-абелевых факторов этого ряда, ко­
торые д-эксцентральны и р -эксцентральны;

а>2 — множество тех факторов ряда, которые д-эксцектральны, р-экс- 
центральны и не входят в сод
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Co3 — множество нефраттиниевых Я-абелевых факторов данного ряда, 
которые р-эксцентральны и (3-центральны;

С04 — множество р-центральных факторов, не входящих в юз;
d) — произведение порядков факторов из со,- (/= 1,2,3,4).

Заметим, что со/ п  юу= 0  при N j и со,- совпадает со множеством всех 
Я-главных факторов. Поскольку все факторы из ац, юз в силу теоремы 13.4 
из [I] изолируются подалгеброй F, а все факторы из ац, юг по теореме 12.12 
из [I] изолируются подалгеброй Н, то H n F изолирует все факторы из ссц, 
а>2, Ю3. Ввиду леммы 2 \HnF\<d^. Поэтому |//+ .F |= (|//[ • IZrI: \HnF\<(d2d2d2d^\
: d4=d2d2d4=\T\. Поэтому T=H+ F. Теорема доказана.

В случае, когда (3 — класс нулевых мультиколец, (3-профраттиниеву 
подалгебру естественно называть профраттиниевой подалгеброй. Тогда из 
теоремы I вытекает

Следствие I. Пусть А — наследственная формация конечных мульти- 
колец, р — непустая насыщенная в А формация мультиколец из А, класс 
А регулярен в р, AeA. Тогда для любой р-профраттиниевой подалгебры T  
мультикольца А найдутся такие p-нормализатор H  и профраттиниева по­
далгебра F, что T= H+F.

Нетрудно показать (см., например, [3]), что существуют мультиколь­
ца, в которых р-нормализаторы и р-профраттиниевы подалгебры состав­
ляют различные классы подалгебр. Ясно также, что существуют мульти­
кольца, в которых классы р-нормализаторов и р-профраттиниевых по­
далгебр совпадают. Как показывает следующий результат, класс мультк- 
колец с таким свойством образует формацию.

Теорема 2. Пусть А — наследственная формация конечных мультико­
лец, р — непустая насыщенная в А формация мультиколец из А, класс А 
регулярен в классе р. Тогда класс р тех мультиколец из А с разрешимыми 
P-корадикалами, у которых каждая р-профраттиниева подалгебра есть 
P-нормализатор, является формацией.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Яер, N -  идеал в A, T  — р-проф- 
раттиниева подалгебра в А. Тогда T  —- р -нормализатор в Я. В силу теорем 
13.4 и 12.5 из [I] T+ N /N  является р-профраттиниевой подалгеброй и 
P-нормализатором в А/N.  Поэтому Я //Ve р. Пусть теперь AeA, TV1 и TV2 — 
идеалы в А, A fN lE)!, A fN 2Eр, TVr1̂ A r2- {0}. В силу соображений индукции 
можно считать, что Ni и N2 — минимальные идеалы в А. Пусть T  — 
P-профраттиниева подалгебра в A, H  — р-нормализатор в А, содержа­
щийся в Т. Тогда H + N ifN icT + N i/N i  и так как A/N\e\i, то T+Ni=H+N1. 
Рассмотрим теперь два возможных случая:

1. TV1Z(O) — нефраттиниевый главный фактор в А. Если TV1Z(O) 
P-централен, то ввиду теоремы 13.4 из [I] TVicГ, а ввиду теоремы 12.12 из
[I] N ieH .  Поэтому H=T, т. е. Тер.

Пусть теперь N[/{0} является р-эксцентральным главным фактором в 
А. Тогда по лемме I фактор AV(O) Я-абелев. Поэтому в силу теоремы 13.4 
из [I] TnTV1=(O), а по теореме 12.12 из [I] HnNi=(O). Поэтому 
T=Tf T n N i= T + N JN i=H+N i/N i= H fH nN i=H  Следовательно, T = H vlA e р.

2. TV1Z(O) — фраттиниевый Я-главный фактор. Если TV2/ (0) — нефрат­
тиниевый фактор в Я, то, рассуждая аналогично пункту I, можно пока­
зать, что Яер. Поэтому будем считать, что TV2Z(O) — фраттиниевый Я-глав- 
ный фактор. Предположим, что AV(O) и N2J(O) — р-эксцентральные 
Я-главные факторы. Тогда согласно теореме 12.12 из [I] H  изолирует 
TV1Z(O) и TV1TTV2ZTV1 (ясно, что ввиду проективности факторов N2J(O) и 
TVi+TV2ZTV1 фактор Ar1TTV2ZTV1 p-эксцентрален). Значит, H n N x=(O) и 
H n(N i+ N 2)eN i.  Следовательно, /Zn(TV1TTV2)=(O). Так как TV1Z(O) — фрат­
тиниевый Я-главный фактор, то ввиду теоремы 13.4 H a ( I ) N 1CT. Тогда
17)=|7ТTV1H tf+  TV1I=IZfl • ITV1I. Ясно, что |71>|ЯТAr1TTV2I=I^ • ITV1I • |TV2|. По­
этому |//| • ITV1I > \Н\ ■ ITV1I • |TV2|. Полученное противоречие показывает, 
что, по крайней мере, один из факторов TV1Z(O), Ar2Z(O) является р-
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центральным /1-главным фактором. Пусть для определенности фактор 
7Vi/{0} p-централен. Тогда в силу теоремы 12.12 из [I] N \cH ,  и, следова­
тельно, T=H. Теорема доказана.

Заметим, что в классе конечных групп с тс(р)-разрешимыми р-ко- 
радикалами условие «класс р регулярен в классе Д» выполняется автома­
тически. Поэтому в этом случае из теорем 1,2 вытекают результаты рабо­
ты [4]. Более того, из теоремы I вытекает следующее утверждение:

Следствие 2. Пусть р — локальная формация конечных групп, ц — не­
пустой класс групп из р, p-корадикал Ap конечной группы Ал(р)-раз- 
решим. Тогда для любой р-профраттиниевой подгруппы T  в А найдутся 
такие р-нормализатор H  и ц-профраттиниева подгруппа F, что T=HFF.
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УДК 519.1

H  Е. ЕФИМЧИК, Д. П. ПОДКОПАЕВ

О ЯДРЕ И РДЦИУСЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
В ТРАЕКТОРНОЙ ЗАДАЧЕ 

ВЕКТОРНОЙ ДИСКРЕТНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Multicryterion problem on the system of subsets of the fmite set has been considered. Strongly, 
weakly and properly efficient trajectories are the solutions of this problem. Vector objective function 
of the problem consists of MINSUM, MINMAX and MINMIN criteria. The sets of solutions witch 
save the property of efficiency under «small» perturbations of the problem's parameters have been 
investigated.

В статье рассматриваются многокритериальные траекторные задачи 
(задачи на системах подмножеств), в схему которых в однокритериальном 
случае вкладываются многие широко известные задачи оптимизации на 
графах, а также задачи булевого программирования (см, например, 
[1—3]). Исследуется устойчивость свойства эффективности траекторий 
многокритериальной задачи к «малым» возмущениям параметров вектор­
ной целевой функции, состоящей из критериев вида M INSUM , 
MINMAX и M IN M IN . Найдена оценка снизу для радиуса устойчивости 
и выявлены случаи, когда эта оценка достижима. Ранее подобные иссле­
дования проводились для однокритериальных траекторных задач [1,2].

Пусть Е={еI,..., ет), T  — совокупность непустых подмножеств мно­
жества Е, называемых траекториями, ^=IIaJifcIUm, o^-eR, г>2. Обозначим 
N g= {I, 2, ..., q). На множестве E  зададим векторную весовую функцию 
а(е)=а\((е),..., аг(е)), a^ e ^)=a^  VseNr, k e N m, а на системе подмножеств T — 
векторную целевую функцию (ВЦФ) F[t, A)=(F\(t, A), .., FjJ, А)), состоя­
щую из критериев трех видов:

M INSUM  Fs{t, A) = Y j as(e) -* m in>
eel Т

MINMAX FAt, А) = т&хаЛе) -» min,
j v  eet T

M IN M IN  FAt, А) = min as (е) —> min.
JV eel S T

Будем в дальнейшем предполагать, что ВЦФ F{t, А) может представ­
лять собой произвольную комбинацию этих критериев.
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Через /sum. /мах и Zmin обозначим множества тех чисел из Nn кото­
рыми занумерованы критерии M INSUM , MINMAX и M IN M IN соответ­
ственно.

Говоря об г-критериальной задаче, обычно подразумевают задачу на­
хождения некоторого множества эффективных траекторий (альтер­
натив).
Приведем традиционные (см. [4,5]) определения эффективных решений 
многокритериальной задачи. Траектория 7 е T  называется собственно 
эффективной (или, иначе, парето-оптимальной), если ее не доминирует 
никакая другая траектория из Т, т. е. не существует траектории Ie T  
такой, что F  (7, A) Z F(t, A), F  (7, А) * F(t, А). Траектория 7 е T  назы­
вается сильно эффективной (слабо эффективной), если не существует 
траектории te T такой, что F (7, А) > F(t, A) (F(7, А) > F(t, А)).

Если предположить, что множества Е, Т, /sum. /мах. Zmin фиксирова­
ны, то матрица A eR rm может служить для индексации множеств сильно 
эффективных, собственно эффективных и слабо эффективных траекто­
рий, которые будем обозначать соответственно через Qi(A), Qj(A) и Qj(A). 
Очевидно, что Qi(A)QQ2(A)QQj(A)VAeRim.

В пространстве Rmi зададим чебышевскую метрику, т. е. под нормой 
матрицы ZHlAsJ e R rm будем понимать число j|5jj=max {| Ь& \ : SejVn k e N m). 
Очевидно, что для любой траектории t e T  и любого индекса SeNr частный 
критерий Fs(t, А) является функцией, непрерывной на множестве матриц 
Rrm.

Пусть B(s)={BeRrm:||^||<e}, е>0. Траекторию / е Q1(A)  назовем устой­
чивой, если существует такое число е>0, что 7 е Q,(A  + В)\/В е В(е). 
Множество всех устойчивых траекторий, содержащихся в Qj(A),  будем 
называть ядром устойчивости множества Q1(A) и обозначать через J1(A).

В дальнейшем будем использовать обозначение x j (Z1, t2) = Fs(tlf А) -  
-F A h , А).

Теорема I. J1(A)QQi(A)VAeVAn, \eN-j. Причем
Ji (A)=Qi(A);
J x(A)=J2(A),  если /Sum* 0 ;
Ji (A)=J2(A)=J2(A),  если ZsuM=Ar .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношения Ji (A)=Qi(A),  J2(A)q Qi(A) и  

Ji (A )^Q i(A) вытекают из непрерывности функции Fs(t, А) на множестве 
Rrm и того факта, что для любой сильно эффективной траектории 7 и 
любой траектории teT,  /У7 существует такой индекс se Nn что
rf (7, 0  < 0.

Докажем, что в случае /sum^0  выполняется равенство Ji(A)=J2(A), 
т. е. с учетом уже доказанных соотношений, J2(A)Q Qi(A). Для этого, в 
свою очередь, достаточно показать, что любая собственно эффективная 
траектория, не принадлежащая множеству Qi(A), не является устойчивой.

Пусть /sum*0 . 7 е Q2(A), 7 ^ Q i(A). Тогда существует такая траектория 
toe Т, t0 *7 ,  что Д/о. А)=Т(7, А). Легко видеть, что для любого числа е>0 
и матрицы Se В (г.) с элементами

^sk

-е  /  2, s е Zsum , ек е /0 \  / ,  

s /  2, s e  Zsим , е к е t \  /0,
0 для остальных (s, к)

выполняются соотношения
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usk

Zs +B(to> O -  0^5 e /мах u  /min>
xs +S(*o> O  < e /sum> 

т. e. 7 e ¢ 7 (^  + S)- Следовательно, траектория 7 e Q2(A) не является 
устойчивой.

И, наконец, докажем равенство J i(A )-J2(A) для случая Zsum=-Nt Для 
этого достаточно показать, что J2(A)CQi(A), т. е. любая слабо эффек­
тивная траектория, не принадлежащая множеству Qi(A), не является 
устойчивой.

Пусть ZsuM=Nr, 7 е Q3(A ),?  <t Qi(A). Тогда существует такая траекто­
рия t0 е Т ,  t0 * t , что F(t0, А) < F (J , А). Поэтому для любого числа е>0 
и матрицы Be  В(е) с элементами

[-е  /  2, ек e t 0 \ 7 , s  е N r ,

\ ъ / 2 , е к e ? \ t 0, s  е N r 

выполняется неравенство F(t0, А + В) < F (J , А + В),  т. е. I t  Q3(A + В). 

Следовательно, траектория 7 е Q3(A) не является устойчивой. Теорема 
доказана.

Замечание I. В силу эквивалентности любых двух норм в конечномер­
ном линейном пространстве (см. [6]) теорема I справедлива и для других 
норм в пространстве матриц Rrm.

Пусть е>0. Ядром е-устойчивости множества Q1(A), ieN 3 будем назы­
вать множество Jf(A )  = {/ е Qi(A) J  е Qi(A + В)\/В е B(s)}.

Для любого индекса s e Nr введем обозначение p f ( t lt t2) = 

su p |s  > 0:хf +B( t i , t 2) < 0VR eB (e ) |, если x f ( t u t2) < О,

0 , если T s ( t i , t 2)>  0.

Пусть А (/і, /2Н ' і М '2 і- 2 | / і ПГ2і,

г / ( 7 , 7 )  =
2 ^  ’ 5 е ^max u  ^min ’ 

(7> 7)
а / /  ,  s > s  е  T su m -  Д(7> 7 )

Лемма. P j(7 > 7 ) =
JT/4(7» 7)> если (7 , 7 ) < 0,

[б, если Tj (7> 7 )  ^ 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если x f( t lt t2) > 0, то p f  (7 , 7 ) = 0 по опре­

делению.
Пусть x f  (7 , t2) < 0, у = Г / (7 , 7 ) > 0. Рассмотрим два случая.
Случай I. se/m ax^/m in- Пусть ^=argm ax{a^:^6 7 }. Тогда Osq-Oŝ

Z 2Г^(7, 7 )V<7 е 7  и для любой матрицы Se В (у) вьшолняются нера­
венства asa+bs„-(ask+bsk)> 0\/eke U.

з ™ .!  ^ - f t , . ,> < OVi С « , ) * , .

[у. ек 6 7,

I—г , 6 E  \  7 , 
то IIjSII=Y и  XAS+B(tb 7 )  = 0. Поэтому (7, 7 )  < у.

Случай 2. .vs Zsum- Для любой возмущающей матрицы B e В(у)
получаем 7 ) < т^(7 , 7 ) + Д(7 , 7 )max{| A j:  *  е N m} < т(*(7> 7 ) +
+Д(7, 7)11 -S|| < 0. Следовательно, р^(7 , 7 ) > у.

50

Если положить



Если 5>у и bsk =
[8, ек е Zli 
[ -5 ,¾  е E  \  tly

то x f +B(tl , t 2) = x f ( t l , t 2) + A(tu t2)8 > 0 - Поэтому P^Z1, Z2) < у .  Лемма 
доказана.

Теорема 2. Для того, чтобы траектория Zo принадлежала ядру е- 
устойчивости J f  ( А ) , достаточно, а в случае выполнения одного из усло­
вий

1. «=1,
2. /—2, / sum* 0 >
3. i=3 , /sum - N r

и необходимо, чтобы выполнялись неравенства
maxjpj (Z0, t):s е /Vr J- > eVZ е Т, Z Ф Z0. (I)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. При выполнении усло­
вий теоремы для любой траектории Ze Т, M q существует индекс SeNr 
такой, что Pj(Z0,Z) > s . Поэтому i f (Z0, Z) < OVB е B(s) т. е. 
Z0 e Q t (А + В)\/В  е В(е). Следовательно, Z0 е Jf(A).

Необходимость. Пусть при Z=Z', Z V  Z0 неравенство (I) не выполняет­
ся. Тогда Pj (Z0, Z') < еVs E N r. Из доказательства леммы вытекает, что 
существует матрица 5еВ(е), для которой справедливы соотношения

Х3+Й(А)> / )  = е ^MAX U / mIN’
Tf +5(?0> / )  > е ^SUM'

Отсюда имеем Z0 ¢ //( ,4 ) ;  Z0 г / 2(Л) при /sum*0 ; tO ¢ / 3 (^) ПРИ 
Zs и M= jV,- Теорема доказана.

Радиусом устойчивости множества Q1(A), ZeiV3 назовем число 
рДЛ) = sup{s > 0 ://(/1 ) * 0}.

Введем обозначение

Ф. (/4) = max min max p/(Z,, Z,).
I1GQi ( A)  I2 S T M t l ) S G N r r s

Легко видеть, что соотношения (I) эквивалентны неравенству

min max p/(Zn, Z) > s.
s e N r

Поэтому из теоремы 2 вытекает
Теорема 3. р,(/1)>Ф/(Л) VzleRrm, ZeZV3. Причем
Рі(Л)=Фі(Л);
Р2(Д)=Ф2(Д), если / Sum *0;
Рз(Д)=Ф3(Д), если Isum=N i..

Замечание 2. Из леммы вытекает, что в соотношениях (I) и формуле 
Ф;(А) можно заменить P^(Zl j Z2) на Tjy4(Zls Z2) .  Величина Tj4(Z1, Z2) ,  в от­
личие от Pj (Z1, Z2) , легко вычисляется и позволяет использовать теоремы
2 и 3 на практике.
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УДК 62-50

Г. П. РАЗМЫСЛОВИЧ

АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЕРЕДАТОЧНОЙ МАТРИЦЫ 
ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

For descriptor systems with delay in state, i. e. for systems of the form A0x(t) = Ax(t) +

+Ayx{t -  h) + Bu(I), the problem of computing the transfer matrix has been solved. The final
expression is suitable for computer use.

Рассмотрим не разрешенную относительно производной систему 
управления вида:

A0Xit) = Axit) + Axxit -  h) + Buit), t > О, (I)
* о0  = M O  = ф(0, -  h < t <0, х(0) = х0}, (2)

с выходом у (J)= Cx(t), t>0, где x e R n, ueR m, y e R1; A0, A, A x, В, С — задан­
ные матрицы соответствующих размерностей; h(h>0) — запаздывание; 
Фit)— кусочно-непрерывная /г-вектор функция; хо-заданный «-вектор.

Если матрица A0 является сингулярной, т. е. det A0=O, то система (I) 
называется дескрипторной или сингулярной. Системы такого типа воз­
никают во многих технических областях, как, например, теория электри­
ческих цепей, теория сингулярно возмущенных систем, композитных 
систем и т. д. Наиболее полная библиография по таким системам содер­
жится в работе [I].

Согласно [2, 3], пара (xq(-), Buit)), состоящая из начального состояния 
(2) и неоднородности Buit), t>0, называется допустимой, если система (I),
(2) имеет хотя бы одно решение x(f), t>0. Если для каждой допустимой 
пары система (I) имеет единственное решение, то она является совмест­
ной. Доказано [3], что система (I) совместна тогда и только тогда, когда 
тройка матриц (A0, A, A x) является регулярной, т. е. существует число 
>.*еС такое, что матрица П(>.*)=/.*Ло+Л+фехр(-;>,*/г) является невырож­
денной.

В данной работе для совместной системы (I) предлагается алгоритм, 
особенно удобный при использовании ЭВМ, построения матрицы 
(рД)-/4-/4іехр(-р/г))_1, которая является одним из сомножителей, входя­
щих в передаточную матрицу

G(p)= CipA0- A - A x&xvi~ph))~x В (3)
системы (I) —- (3). Как известно, передаточные матрицы широко приме­
няются в теории автоматического регулирования [4] и являются одним из 
основных инструментов анализа системы (I) — (3) на устойчивость.

Для вычисления матрицы (J)A0- A - A ^ x p i - p h ) ) -1 поступаем сле­
дующим образом. Произвольно выберем число Х*еС, но так, чтобы 
det Q(A.*)*0 (это всегда можно сделать, ибо квазиполином det Q(A.) яв­
ляется ненулевым и его корни образуют множество меры нуль). Тогда

(рД)-Л -А іехр(-р/г))_1=[(р+А.*)Д)-(Я.*Д)+А+/4іехр(-Я.*А))+ 

+(ехр(-Х*/г)- ехр(-р/г)М і]_1=[(р+Х *)і0 -/+ (ехр(-Х */г)- (5)

-e x p (~ph) A1 Г 1 П_1(Х*),
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где A0 = Cl l{X*)AQ,Ay = Q  а I  — единичная ихи-матрица. Так
как матрица С1(Х*) является постоянной, то с точки зрения вычислений 
нахождение матрицы Q-1(X*) не представляет проблем. Для вычисления 
же матрицы

[ 0 + X*) A0 —I+ (exp(—X*h)—exp(—ph))  A 1 ]-1 (6)

воспользуемся методом Фадеева [5]. Введем обозначения: 

р=р+Х*, r\=exp(—X*h)—QXp(—ph).

Тогда, следуя [6], матрица (6) может быть записана в виде

(7)

[(р+^*) A0 —I+ (exp (—X*h)—exp(—p h ))  A 1 ] 1 = I p i 0 -Z fr i A 1 ] 1 =

= - р _ 1 [ р _ 1 / - ( Д ) + P - 1 T i i 1 ) ] - 1 =  ( 8 )

n - l n - t

вп_ г + Z Z  V " " ''V ' 1
  ;=о J=I____________

л - 1 л + 1 - а  ’

1 + 1
а = 0  P=I

где «х «-матрицы Bn- 1, Bij и числа вычисляются рекуррентным обра­
зом по матрицам A0, A1:

| ап-1д -  -Sp(io-Brt-i)> 

lan-i,2 -  _Sp(A1Bn_1),

I
ап = "  (^ТТ)

Bn-  v=I, 
\ в п- г \  =  а л - і д 7 +  А>Вп_ь

{ ^ л - 2 , 2  =  а л - 1 ,2 ^  +  А\Вп-\>

Bi- и  = Щ\1 + A0Bn ,

Bi-1,2 = ац1  + A0Bi г + Д в ,і,

Bt-Ij -  ауI  + A0Bg + A1B1 j_y, 

Ві-іп+1-і -  а/,л+1-/7 + A1B1 „-I,

(9)

ui , n + l - i
( « - / )

-  6 ^ (4 5 , л_,),

/ = я -  2 , 1, j  = 2, и -  /,

aOi = - - S p ( ^ o i ) .

й02 = S p t i0B02 +  Д в 01),

aOn -  — ^ р (Д в 0л + АуВ0п_у),



Таким образом, на основании соотношений (5) — (9) получаем сле­
дующий результат:

Д м - + 1 1 V - 1- V - 1
(рЛо-Л-АіехрС-р/ОГ1=  =   й- іяЛ'- І " ------------------ ’ (10)

i + I  I
а = 0  P=I

где Bn-I = Bn. p r \ x*), Bij = BljQ -1 (I*), 
i = 0, п -  2, j  = I, п -  /'.

Отметим, наконец, что формула (10) не зависит от выбора числа 
Х*еС.

П р и м е р .  Рассмотрим систему (I) при условии, что

А>—
1 - I
2 -2

A -
0 I
1 0

A 1=
I 0
о о ( 11)

Ясно, что дескрипторная система (I), (11) является совместной. П о­
ложим Х*=0. Тогда

Q - ‘ ( А * ) =
' 0  I  ■

1CNICN I
О О _ 

J

I  - I

о Il

- I  I

и

I  0

Согласно рекуррентным формулам (9) имеем:
B1=I;

Оц— 3, <*12—0,
I -2 ' '0 0'

aOl-O. <202—2, <2оз—0; B o i -
1 - 2 .

у Я02~ I 0
'0 I ' " - 2 Г '0 0'Так как B1 =
I - I

иО?

- 2 I > ю Il

0 I

то на основании (10) окончательно получаем

(рЯ0-Я -ехр(-рЛ )Я 1)-1 =  -------------A +(BoiV+ B0 2ц)

I

I + <*цЦ + A12Tl +  aOlM-2 +  а 02МЛ + йозЛ2 

- 2  р  р  +  I

-2 р  + I р  -  ехр(-ph)2р  ехр(-ph) + р -  I

Аналогичный результат, конечно, можно получить, используя прямую 
формулу [5]:

(PA0-A -C x p b p h )A l) - '=  a i j ^  -  А -
det(рАо -  А -  exp (~ph)A{)
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УДК 551.465.5
С. А. БАРВЕНОВ

ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕННОЙ ВЯЗКОСТИ 
НА ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДРЕЙФОВЫЕ ТЕЧЕНИЯ

Theoretical investigation of the forced drift periodic motions in a viscous fluid is made on the 
basis of the common gidrodinamic nonlinear equations. The effect of the vertical turbulent exchange 
coefficient depending upon depth and the partial sliding on the bottom is studied. Coriolis force is 
taken into account. Suppose that disturbing force does not depend on the horisontal coordinates.

Известно, что в глубоководных бассейнах коэффициент вертикально­
го турбулентного обмена v не является постоянной величиной. Так, на­
пример, в работе [I] на основе данных непосредственных измерений в 
Атлантическом океане приведена зависимость v от вертикальной коорди­
наты. Теоретические исследования чисто дрейфовых течений, не завися­
щих от времени при переменном v, проводились в работах [2—3].

В данной работе предполагается, что коэффициент вертикального 
турбулентного обмена является функцией глубины и рассматриваются 
две из возможных моделей движения вязкой жидкости вблизи твердой 
границы: I) при условии полного прилипания и 2) при условии частич­
ного скольжения.

I . Пусть к поверхности однородной вязкой жидкости постоянной глу­
бины h под углом © к оси абсцисс прикладываются периодические по 
времени касательные напряжения вида

Ti = (T1 cosQcoscrf, Tj sin® cosaf), (xiconst). (I)

Горизонтальные составляющие Ui и V1 вектора скорости периодиче­
ского дрейфового течения, образующегося в жидкости под действием 
«ветра» (I), определяются из решения системы уравнений:

d U  „ т/ д ,  5U 2со V =E —  J  ,
dt dz dz

d V  -г d г d V   + 2 a U  = s  —  / -----
dt dz dz

(2)

с граничными условиями:

= Tj cos© cos o t , = Ti sin ©cos of при г=0; (3)
dz dz

dU TT dV  r. ...—  -  yU, —  = yV  при z = - l .  (4)
d z  d z

Уравнения (2) и граничные условия (3 )- (4 )  записаны в безразмерной 
форме и получаются из нелинейных уравнений гидродинамики. В силу 
того, что возмущающая сила Ti не зависит от Xi и уі, Ui и Vi(W l=O) так­
же от них не зависят. Размерные величины (с индексом I) определяют­
ся по правилу: U = Ui /  Jgh, V  = V1 /  Jgh, t = Zi J J J h ,  о = GiJ h J g ,

Z = Zi /  h, т = - T j  /  (pghe), е = V 0 /  ( I iJ g h ) , со = (Bl J h / g ,  ( V 0 = v(0), v(z) =

= vo • /U ) ,  (соі-параметр Кориолиса); у = 1 ^ - ,  где уі-коэффициент час-
PVo

точного скольжения.
Если известно решение W(z, t, со)=Жі(сй)+/В^(м) граничной задачи

B - ^ - f ^ - i ( G  + 2(B)W = 0; (5)
dz dz
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d W  T П ,«Ч
~dz = 2 " РИ 2=01 (6)
d w  ш—— = ytV  при Z = -1,
dz

то легко показать, что решение исходной задачи (2 )-(4 )  определяется по 
формулам:

U= Жі(со)со5(а М-©)— W^o^sii^ сг Я-©)+ fV f—(o)cos(cr t— ©)+
+ W ^ ( — c o ) s i n  ( a t — © ) ,  ( 7 )

V= ^ F | ( c o ) s i n (  а  / + © ) — ^ 2((0) 005(  а  I + © ) — c o ) s i n (  a  / — © ) +
+И^(—co)cos(a t— ©).

Заметим, что в случае у=0 получаем решение исходной задачи при
условии полного скольжения на дне бассейна, а в случае у=—оо — при
условии полного прилипания, т. е. условие (4) является более общим.

Если функции Cpi (г) и ф2(г) — фундаментальные решения уравнения
(5), то решение задачи (5 )-(6 )  имеет вид

w  т Фі(Ф2А ~УФ2а)-Ф2(Фіа -УФій)
2  Ф І о ( Ф г л  _  У Ф гл )  _  Ф г о л ( Ф і А  ~ У Ф І л )  

где Ф;0 = Ф;(г) при * =  O, Фл = Ф,(г) при z =  -  I, / =  1,2.
Аналитическое решение уравнения (5) можно найти только для спе­

циального вида функций Дг). Например, д л я /  =  ( I +дг)а (а  ф 2) имеем
1-а

W  =  ( I  +  a z )  2 [ C 1 Z v ( K )  +  C 2 F v ( K ) ] ,  где Z v , Yv  — функции Бесселя,
2 - а2  . а  +  2со  . - у -  1 - а  _

к = -  J - / -----5— (1  + ¾ )  1 , V  = -  . Однако в реальных условиях
2 -  а \ а 2 - а

f iz)  — весьма сложная функция глубины (Дг)>0), и ф12 аналитически 
найти не удается. Ho учитывая, что величина ( а + 2 с о ) / е > > 1 ,  к этому урав­
нению можно применить метод ВКБ. Тогда, IF=Cicpi(г)+ С2ф2(^), где фун­
даментальные решения ф12 и их производные имеют вид:

Ф 1,2 =  + f  / “ 1 /4  e x P
Л Ч

/
_  / - 3 /4(p'l i2  — f  е х р

± /lJ

Z

±iX j

a + о (х -‘)),

о + 2ш

( I  +  0 (А.- 1 ) ) ,

Заметим, что Cpij2 являются точными для Дг)=соп5Ц Следует отметить, 
что функцию Дг) можно задавать не только аналитически, но и таблично,

Z

так как интегралы j d z  /  -Jf(Z) можно вычислять численно при любых 

Д*)>0.
Определяя Cj и C2 из граничных условий и подставляя значение W  в 

(7), окончательно получаем решение исходной задачи. Ввиду громозд­
кости выражений, определяющих Cii2, здесь они не приводятся.

2. Для выяснения влияния на структуру волнового поля непосто­
янства V и периода возмущающей силы 2iYa были проведены численные 
расчеты для законов изменения v (г), приведенных на рис. I. Кривая а 
получена на основании анализа данных непосредственных измерений в 
Атлантическом океане [I]; кривая b v(z) =  Vo(I-Z)3/2 — теоретическим 
путем [4]; в третьем случае (с) v — постоянная величина.
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Рассчитывались значения горизонтальных составляющих вектора ско­
рости U m V ,  определялись модуль скорости R ( z ,  t )  =  у ] и 2 +  V 2 и угол vj/ 
между осью Ox и направлением вектора скорости течения. Численные 
расчеты были проведены при со(с-1), /г(м), х (дин-см-2), изменявшихся в 
пределах: 3,6-IO- 6<со<4,3-IO-5; 100<Л<1000; т=1.

Рис. 2. Зависимость модуля безразмерной скорости от безразмерной глубины: 
а -  со=4,3-10-5 с-1; б -  со=3,6-10-<> с -1 при о=0,001 (I), о=0,00046 (II)

Анализ численных расчетов показывает (в случае полного прилипа­
ния на дне бассейна), что структура волнового поля существенно зависит 
как от частоты а, так и от поведения v. На рис. 2 показана зависимость 
модуля вектора скорости при различных v и о, а на рис. 3 дана зависи­
мость vp от этих же величин. Все графики приведены для момента време­
ни 2wb и 0=0.

Согласно теории Экмана, вектор скорости чисто дрейфового течения 
(ст = 0 и U  не зависит от времени) с уменьшением z  вращается против 
часовой стрелки (спираль Экмана), причем амплитуда вектора скорости 
уменьшается с ростом глубины по экспоненциальному закону, а угол 
поворота вектора — по линейному. При этом вектор скорости течения на 
свободной поверхности отклоняется на угол а=45° по часовой стрелке от 
направления вектора касательных напряжений.

Из рис. 2 и 3 видно, что в дрейфовом периодическом по времени те­
чении как при постоянном, так и  при переменном v, даже если 
ст=0,00046, характер изменения с глубиной скорости и угла поворота 
весьма значительно отличается от экмановского. Заметное приповерх­
ностное течение занимает более глубокий слой, но при ZZ19 м падение 
скорости возрастает. По сравнению с экмановским вектор скорости по­
ворачивается значительно быстрее.

При увеличении ст (уменьшение периода т) характер изменения ука­
занных величин меняется и количественно и качественно; скорость при­
поверхностного течения становится значительно меньше.
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Кроме того, в экваториальной области (со»10_б с-1) профиль вектора 
скорости по глубине имеет несколько максимумов, причем каждый по­
следующий меньше предыдущего. Интересно отметить, что изменение с 
глубиной угла поворота вектора скорости вблизи экватора носит ступен­
чатый характер и резко отличается от линейного (см. рис. 3). Рис. 2,3 
показывают, что зависимость скорости периодического дрейфового тече­
ния от периода возмущающей силы значительно сильнее, чем от характе­
ра изменения вертикального коэффициента турбулентного обмена. Одна­
ко при увеличении V0 при любых а  скорость течения возрастает.

Рис. 3. Зависимость угла vy от безразмерной глубины. Обозначения те же, что и на рис. 2

Отметим также, что в периодических дрейфовых течениях угол откло­
нения вектора скорости течения на свободной поверхности от направле­
ния вектора касательных напряжений составляет уже не 45°, как в случае 
чисто дрейфовых течений, а зависит от периода возмущающей силы. Так, 
например, на рис. 3 видно, что этот угол равен почти 180°.

3. Аналогичные расчеты проводились и для случая частичного сколь­
жения на дне. В работе [5] показано, что учет этого условия на твердой 
границе приводит к  существенному изменению волнового поля в случае, 
когда к  свободной поверхности прикладываются периодические поверх­
ностные давления. Однако, как показали расчеты, для периодических 
дрейфовых течений вид граничных условий на дне бассейна практически 
не сказывается на волновом поле. С физической точки зрения этот факт 
понятен, так как скорость дрейфовых течений имеет существенное зна­
чение лишь в приповерхностном слое, а при увеличении глубины быстро 
стремится к нулю.
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УДК 62-752.534

В. П. САВЧУК, В. А. САВЕНКОВ, О. H  ВЯРЬВИЛЬСКАЯ

КОЛЕБАНИЯ НАТЯНУТОГО ПРОЛЕТА 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДВИЖУЩИХСЯ НАГРУЗОК

The vibrations of the span during the motion at a constant speed of a single load or a load 
stream are investigated. The case, when the span rigidity is neglected, is considered in detail. The 
non — resonance regimes of the motion are found.
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Пролет существующих транспортных систем, если отвлечься от не­
значительных деталей, представляет собой одну или несколько парал­
лельных балок, работающих на изгиб. Несущая способность такого про­
лета в конечном счете определяется жесткостью его балок. Колебания 
однопролетной балки при движении по ней нагрузки подробно изучены 
(см., например, [I]). В последнее время для высокоскоростных тран­
спортных систем предложена конструкция пролета, несущая способность 
которого в значительной степени обеспечивается сильно натянутыми 
гибкими элементами. В простейшем случае этот пролет представляет 
собой цилиндрический гибкий элемент (трос, пакет гибких полос и т. 
п.), заключенный в тонкостенный металлический корпус. В данной рабо­
те исследуются колебания этого пролета под действием одиночной и по­
тока нагрузок (сил), движущихся с постоянной скоростью V , с учетом 
натяжения T  гибкого элемента.

Уравнение поперечных колебаний пролета возьмем в виде [I ]

EI
дхл

+ MDtdx4
д2и д2и

(I)
дх2 + Р  dt2 L

где E I  — жесткость пролета, ц — коэффициент затухания, р — масса 
единицы длины пролета, /  — интенсивность внешних сил, действующих 
на пролет. Ось Ox считаем горизонтальной и совпадающей с осью проле­
та при Дх, /)=0, ось Ou направлена вертикально вниз.

Корпус пролета будем считать свободно опертым о жесткие опоры в 
точках х=0, Iq. Тогда

э 2 „ / л  Л  я 2.

„(О, < ) - « « , .  О -  д- ^ Д -  0,дх1 дх1
и решение уравнения (I) имеет вид

и(х, /) = Y^qn(Z)-Sin
- Iп=I

Функция qn{t) удовлетворяет уравнению

PQn + V-EInUn + (EIn !4 + Tn2)q„ = /„ ,

(2 )

(3)

(4)

где

г / л\ 2 г г' / .\ • "Ktix I и/ „ (0 = J - I  f ( x , t ) Sm—— dx, H1 =-J
1O о /п

ппх

о
■RH

к

В дальнейшем будем считать и(х, t) отклонением точек пролета от 
равновесной формы, принимаемой пролетом под действием собственного 
веса.

Одиночная нагрузка. Пусть в момент времени P= 0 на покоящийся 
пролет вступает одиночная нагрузка величины Р, движущаяся с постоян­
ной скоростью V. В этом случае

[Рб(х -  у/), 0 < t < Z1;
/  =

fn =

0, t > Z1;

2 P-J -S in n lVt, 0 < t < J1,
‘о

0 , t > t u
где /i=/0/v.

Из уравнения (4) при нулевых начальных условиях имеем

р  a„(cos Hl V t  - e~°~nt cos р n t j  +  ( / J 1V +  p„)|sin Hl V t  +  e~ant sin p„fj 

/0P« EItiy + Tnf + p«1v(n1v + 2p„)Qn =
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g w(cos(«iV + 2pw) / - g  a" cospn/) + («1v-p„)(sin («1v + 2pfly - g ~ a" sin р„/ 
EInl  + Tn\ + pH1V ^1V -  2рл)

0<К /,; (5)

Qn =
Pe-O.J

о̂Рл

O t^ g a "'1 cosyfl -  cospfl/ ) + (Ai1V + Pfl̂ ga"'1 Sinyfl +Sinpfl/)

EInl + Tnl + p«iv(«iv + 2p„) 

a fl(ga"'‘ CosSfl -  cos pfl/) + («,v + p fl)(ga-'1 SinSfl +Sinpfl/) 

EInl + Tnj + p«1v(«1v -  2p„)

Здесь

, Z S Z1. (6)

Yn = (»iV + Pn)/, -  Pn/, Sfl = yfl + 2рл/, a n = Pfl2 = + -  a 2.
2p p

Отметим тот факт, что при />/,, т. е. при собственных колебаниях 
пролета, колебательный характер изменения амплитуды имеет лишь ко­
нечное число гармоник пролета. Это следует из того факта, что при ц+0 и 
достаточно больших п величина р„ становится чисто мнимой.

Рассмотрим подробнее случай, когда жесткостью пролета можно пре­
небречь. Тогда формулы (5), (6) упростятся и примут вид

Qn
2PL

р/г2л 2с(т‘! -  а1)

V Sin(AAi1Z) -  a Sin(Vn1Z), О < / < Z1;

Sin(CAI1Z) + sin Al]) I0 + I0 —  at , t > t u (7)

где а=(Т/р)1!2 — скорость распространения поперечных возмущений 
вдоль гибкого пролета. Легко убедиться, что ^n=O для />/, при

a=(2k+\)v, Ic= 1,2... . (8)
Это означает, что имеет место следующий интересный факт: если 

скорость движения нагрузки удовлетворяет условию (8), то после схода 
нагрузки с пролета деформация последнего отсутствует.

Благодаря простоте функции (7) ряд (3) можно просуммировать для 
любых значений v. В частности, при v>c и 0</</,

и =
pc(v -  а )

(v -  а)х, 0 < х  <at; 
a(vt -  х), at < х  < vt; 
О, vt < х  < I0.

Отсюда следует, что при скорости v>a нагрузка опережает деформа­
цию гибкого пролета и движется по его невозмущенной поверхности. 
Если, считая v>a, найти конечное выражение для и при t\<t<l0/a, то для 
величины максимального динамического прогиба пролета получим фор­
мулу

PE

т а х " 2  V ^ T '

Поток нагрузок. Пусть в момент времени Z=O на покоящийся пролет 
вступает первая из потока i0 нагрузок, движущихся с постоянной ско­
ростью V. Тогда, в силу линейности задачи, динамический прогиб проле­
та, очевидно, будет определяться формулой (3), в которой qn(t) должно 
быть заменено на

C n (Z) = Qn(I) +  Z / - - — - ■
I=2

где I1 — расстояние между і-й и (/+/)-й нагрузками,
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a(b)
I , t > b ;  
O J  < b.

Величины нагрузок могут быть различными.
Из равенства (6) следует, что после схода нагрузки с пролета вызван­

ные ею колебания при ц*0 быстро затухают. Поэтому ясно, что при лю­
бых значениях постоянных v, /о, // динамический прогиб пролета будет 
конечным. Если же ц=0, то при движении потока нагрузок максималь­
ный динамический прогиб пролета может неограниченно возрастать с 
увеличением /'о, т. е. возможны резонансные режимы движения. Опреде­
ление в общем случае резонансных режимов и режимов движения в не­
котором смысле наиболее выгодных является темой отдельного исследо­
вания. Здесь же ограничимся рассмотрением частных случаев для гибко­
го (EI=O) пролета, считая нагрузки одинаковыми по величине.

1. При v=a/(2k+l), к= 1,2..., как уже указывалось, деформация проле­
та, вызванная нагрузкой, после схода ее с пролета исчезает. Следователь­
но, динамический прогиб определяется лишь нагрузками, находящимися 
на пролете. Анализ характера деформации пролета позволяет сделать вы­
вод, что при

, ^ 2к ,
‘ ~ 2к + I 0

каждая нагрузка движется по невозмущенному участку пролета, т. е. все 
нагрузки находятся в одинаковых условиях движения.

2. Предположим, что расстояния между нагрузками одинаковы, т. е. 
Ii = I и v=a/2k, l=lo( j-0 ,5)/к, к J =  1,2.....

1 O

Нетрудно убедиться, что в этом случае Qn(t) = qn(t)'YJ(-l) '~ l для
/ = і

t>l0/v+l(i0-  l)/v. Это значит, что при рассматриваемом режиме движения 
прогиб пролета после прохождения /о-й  нагрузки равен прогибу после 
прохождения одной нагрузки, если I нечетно, и равен нулю,' если i четно.

3. Пусть Il=I=Ijlov/a, v*a/(2k+\),j,  к= 1,2... .
В этом случае Qn( t) -k q n{t) для />/o/vH-/(/— I)/v. Это значит, что дина­

мический прогиб растет пропорционально количеству прошедших по 
пролету нагрузок, т. е. происходит резонансная раскачка пролета.

I . Ф и л и п п о в  А. П. Колебания деформируемых систем. М., 1970.
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УДК 517.95
А. И. ГЛУШЦОВ

М ЕТОДЫ  ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ 

В ЗАДАЧАХ ЭКРАНИРОВАНИЯ

The problem of shielding of electromagnetic fields is investigated by integral equation method 
and by discrete sources method.

Под экраном понимается тонкостенная замкнутая оболочка, защи­
щающая внутреннюю область от внешнего электромагнитного воздей­
ствия. При строгом рассмотрении экранирующих оболочек необходимо 
учитывать поле в самом экране, что усложняет геометрию задачи, ее ма­
тематическую формулировку и решение. В связи с этим вводятся так 
называемые усредненные граничные условия [I], которые связывают по­
ля по обе стороны экрана и ставятся на воображаемой бесконечно тон-
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кой срединной поверхности экрана. Возникающие краевые задачи отли­
чаются от традиционных задач электродинамики с граничными условия­
ми сопряжения и импедансными граничными условиями и требуют от­
дельного рассмотрения.

В общем случае усредненные граничные условия имеют вид вектор­
ных соотношений

[п, E 1 - E 2] = IN [п, [П 'Щ +Щ ],
(I)

[п, H i - H 2] = - X l  [п, [п, E 1+ Е2}\,

где п — единичный вектор внешней нормали к  S, 7V=(cop/£)tg(&5/2), 
n=(^:/co(j.)tg(AS/2), со — круговая частота (временная зависимость имеет 
вид ехр(—/cof)), k  = со^/ер — волновое число, е — комплексная диэлек­
трическая проницаемость экрана, р — магнитная проницаемость экра­
на, 5 — толщина экрана, связывающих предельные значения внутренне­
го Ei, Н\ и внешнего Ei, Hi электромагнитных полей на срединной 
поверхности экрана S.

Ограничимся рассмотрением частного случая цилиндрического экра­
на [2], поперечное сечение которого представляет плоскую область D\,
ограниченную контуром Ляпунова Г, D2=R2X-Di. Если первичное поле 
Е-поляризовано и не зависит от продольной координаты z, то задача сво­
дится к нахождению продольных составляющих Ы/(х, у) электрического 
вектора вторичных полей, удовлетворяющих M D j(j= \, 2) уравнениям 
Гельмгольца

Д Ut + kfuj = 0, (2)

скалярным усредненным граничным условиям на Г:

Э«і-Y iK i-Y  2«2 = Л  3 У2«о> (3)
діІ2 — ( 5 2 ' f i  Й2K(j — дііц

и дополнительному условию излучения на бесконечности
duo

ikoUo 
др о(р 1/2). P -> «о- (4)

(5)

Здесь kj = со J ejPi обозначает волновое число среды в области Dj , еу,
Py — диэлектрическая и магнитная проницаемости сред в Dj, iiq — про­
дольная составляющая электрического вектора внешнего первичного 
поля, д — производная по направлению внешней нормали к Г , а посто­
янные коэффициенты

Y 1 =  - О . б с о р ^  -  п), Y 2 -  +  п

S1 = - О .б с о р ,^  + n j ,  8 , = 0,5сор2( ^  -  n j .

Обозначим_ через R(DJ) множество комплскснозначных (функций не 
е C2(Dj ) n  C(Dj), имеющих правильную нормальную производную на Г
[3].

Теорема I. Если для параметров задачи выполнены условия
со > 0, Цу > 0, kj > 0, 8 > 0, 0 < arg k <, п /  2, (б)

то задача (2 )-(4 )  не может иметь более одного решения класса R(Dj).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть «у — решение однородной задачи

(2 )-(4 ). Обозначим через Гr окружность радиуса R, охватывающую об­
ласть Di, а через Dr — область, заключенную между контуром Г и
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окружностью ГR. Применим к  функциям K1 И B i, «2 И Ui первую фор­
мулу Грина в областях D1 и D r  соответственно:

И  U 1 A u i d s  =  I  U 1 Q u id l  -  | |  | grad U1|2 d s ,

D 1 г D 1
I l  u 2A u 2 d s  =  - |  U2 Q u o d l +  |  u 2Q u 2 d l -  | |  Igrad U2 |2 d s .

Из этих соотношений, используя уравнение (2) и граничные условия
(3), получим равенство

f uo0u2dl = A ctg —  f IU1 -U 012 dl -  A tg —  f IU1 + U2 |2 dl +
J 2 2Ці ё 2 J 1 1 2Йі ё 2 J 1 1г« г г (?)

+ — I l  (lgrad U1 |2-ftf| U112 )ds + | |  (lgrad U2 I2-Afl U2 |2 )ds.
Ц' D1 D r

Так как 0<arg к  < л/2, то Im (A ctg — ) > 0, Im ( A tg —-)  < О и из (7)
2 2

вытекает неравенство Im |  u2Qu2dl > 0. Это означает [3, с. 89], что W2=O
гд

вне ГК. В силу аналитичности U2-O в D2, тогда из (3) следует, что 
U1=Swi=O на Г и U1=O в D1. Теорема доказана.

Замечание. Используя технику [4], можно доказать единственность 
решения задачи (2 )-(4 )  и для комплексных к].

Будем искать решение задачи (2 )-(4 )  в виде потенциалов простого 
слоя

Uj (M )  = I VJ(P)GjiM, P)dlp, M  е Dj (8)
г

с непрерывными на Г плотностями Vy. Здесь G/M, P)= ~ Н ^ (kjRMP),

(■) — функция Ханкеля, Rmp — расстояние между точками M w P .  
Используя скачок нормальной производной потенциала простого слоя,

получим систему интегральных уравнении относительно v = видаI
Vv2V

V + Av = g,  (9)

где А  =
( A Л 11 "12
чА21 A 22J 

которого определяются формулами:

компактный оператор на С (Г)х С (Г), компоненты

(A11V1)(M) = 2 |  Vl(P)[S.М М ,  Р) -  Y1G1(M 1P)] dlp,
г

(A12V2)(M) = -2 у 2|  v2(P)G2(М, P )d lp,
г

(A21V1)(M) = 2 6 j | V1(P)G1 (М, P )d lp, (10)
г

(A 22V2)(M ) = - 2 |  V2(P )[S MG2(М, Р) -  Q2G2(M 1P)] dip,

а правая часть g = (  2 А 
-2  /2
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Теорема 2. Если fj  е С  (Г), выполнены условия (6) и к2 не является 
собственным значением внутренней задачи Дирихле для уравнения 
Гельмгольца в области D1, то существует единственное решение ve С(Г)х 
х С (Г) системы интегральных уравнений (9).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать [3], что однородная си­
стема

v+Av=0 (11)
имеет только нулевое решение. Пусть v е С(Г)хС (Г) — решение (11). 
Тогда формулы (8) определяют непрерывные на всей плоскости функции 
Uj, которые в областях Dj совпадают с решением однородной задачи
(2 )-(4 )  и по теореме I Uj= 0 в Dj . В области D 2 функция U1 является ре­
шением внешней однородной задачи Дирихле для уравнения Гельмголь­
ца, которая имеет только нулевое решение. Следовательно, It1=O на всей 
плоскости, откуда, используя скачок нормальной производной потенциа­
ла простого слоя на Г , получаем, что V1=O.

Аналогично, рассматривая «2 в области D1, приходим к  внутренней 
задаче Дирихле

Au2 + k2u2 = O b  Dli 

ltolr =
Поскольку kj не является собственным значением, то U2=0 в D1. От­

сюда следует, что V2=0. Теорема доказана.
Оказывается, что система интегральных уравнений (9) тесно связана с 

одним из эффективных численных методов решения дифракционных 
задач — методом дискретных источников [5].

Решение задачи (2 )-(4 )  может быть выражено через граничные 
функции f j  с помощью функции Грина g/M, Р) этой задачи

P2It1(M), если M  е D1 
P 1 I t2 ( A T ) ,  если M  е D2 ■

Рассмотрим функции Uj  е R(Dj),  (j= I, 2), которые являются решения­
ми уравнений (2) в Dj, а функция й2 дополнительно удовлетворяет усло­
вию излучения (4). Для них справедливо интегральное представление, 
аналогичное (12)

P2U1(M), если M  е D1

1 = J [ p 2* ( M , P J 1(P) -  PJfT2(М, P )h(P )\d lp. (12)

P1U2(M), если M  е D2
=  j  {p2^ i ( M , Р ) [Sit1 (P )  - Y 1U1(P ) -  Y2U2(P)] ■

- P 2g2(М, Р)[ди2(Р) - S 1U1( P ) - S 2U2( P ) ] ^ .  (13)
Обозначим через D произвольную ограниченную замкнутую под­

область в Dy. Используя (12) и (13), получаем оценку
IIй; _  Uj I Ic(D) = 0(|| ^Ui -  YI -  Y  2¾  -  Al Ib2 (Г)+

А 11 дй2 -  S1U1 — S2U2 — Allb2(Г)),
которая показывает, что для аппроксимации точного решения Uy в про­
странстве непрерывных функций C(D) достаточно приблизить граничные 
функции f \  и f 2 линейными комбинациями Su1 - Y 1U1 - Y 2U2 и 
дй2 - S 1U1 -  б2и2 в L2(T).

Существуют различные способы построения полных систем дискрет­
ных источников [5]. Выберем систему метагармонических функций, от­
вечающих мультипольным источникам, сосредоточенным в начале коор­
динат внутри области D1: ( I n(Mj)  — внутренняя, {ц/п(М )} — внешняя

системы функций, п e Z ,  Xn(Af) = J n( ^ p J inv, ці„ (M) = Н™ (A1P)^fncp, 
( р ,  ф )  — полярные координаты точки М, J n (•) и Н ^ \- )  — функции Бес- 
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селя и Ханкеля. Будем искать приближенное решение задачи (2 )-(4 )  в 
виде сумм

Ui n ( M) =  f > * Xn(M), U2n ( M) =  Y j UZvn(M).
n = -N  n = -N

Для обоснования возможности выбора коэффициентов и пу­
тем удовлетворения граничных условий в L2(T) рассмотрим прямую 
сумму гильбертовых пространств H  = L2(T) ® L2(T) со скалярным произ­
ведением

( х ,  у ) и  =  ( ( х и  х 2 ) ,  ( у I ,  у 2 ) ) н  =  ( * i >  I / i ) l 2 +  (*2> У 2 ) L1

и положим
К  = <5x„- Y iX ^ - S 1XnX Tn = (-Y2Vym, - д у т - 5 2vj/m>, n , m e Z .

Теорема 3. Если Zc2 не является собственным значением задачи Дири­
хле для уравнения Гельмгольца в области Di и выполнены условия (6), то 
система [hn, гт) полна в Н.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х =  <хь х2> — произвольный элемент 
Н. Достаточно показать, что из равенств

(К ,  х)я =  0, (ги,х ) л = 0 ,  п, т е  Z  (14)
следует х =  0. Соотношения (14) эквиваленты следующим:

J[SjCn(P) -  УIXn(P)^x1(P)Cllp -  S1J %n(P)x2(P)dlp = 0 , п е Z,
г г

(15)
-Y2J v m(E)X1(P)C ^ + J [дут(P) - d 2v m(P)]x2(P)dlP = 0 , тп е Z,

г г

Пусть М ( р,  ф)  —  точка вне окружности Ta с центром в D i, охваты­
вающей Di, (г, vy) — полярные координаты точки P е Г. Умножая первое

из соотношений (15) на — Н (̂  (\р)е~1щ и суммируя по всем п е Z, в силу
4

теоремы сложения

H ( H iRmp) = ^ п ( к х г ) Н У ( к іР)еіп̂ \
П=-оо

справедливой при р > г, получим

V1(M)  = J [dp G1(M,  P ) -  Y1G1IM, P)]x,(P)dlp- S 1J G ^M , P)x2(P)dlp = 0, (16)
г г

если M  находится вне Га. Ho функция V1(M) удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца вне Г и является аналитической функцией в области Di,  
поэтому равенство (16) имеет место для всех M  е D 2.

Аналогично, если Г/, — окружность в Di и М(р, ф) — точка внутри 
этой окружности, то, умножая второе из соотношений (15) на

- J т(кгр)е~1тр и суммируя по всем т е Z, получим равенство

V2( M )  = J \5pG2(M, Р ) - S 2G2W ,  Р ) Ш т Р - ъ \ С 2(М, D x l(P)Cilp = 0, (17)
г г

которое в силу аналитичности V2(M )  справедливо всюду в Di.
Далее, опустим в (16) и (17) точку M  на контур Г. В силу свойств по­

тенциалов простого и двойного слоя с плотностями из L2(T) [6] для поч­
ти всех M e T  имеем равенства
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+ J  V M M ,  Р ) - уА ( М ,  Р ) Ш Р ц а , - 8 1\ о 1( м ,  P m D d i p = о,
г г

- X 2( M ) - у 2\ G 2(M, P)xy{PWp +\[дрОг{М, P ) - Z 1G1W , Р Ш Р У ір  = 0. 
г г

Ho правые части системы интегральных уравнений (18) являются ана­
литическими функциями, поэтому Xi, Х2 эквивалентны непрерывным на 
Г функциям. Переходя здесь к  комплексно сопряженным величинам, 
получим однородную систему интегральных уравнений относительно
X -  =  < Х Ь - Х 2>

X -  + A* X -  = 0,
сопряженную с (11), которая, согласно теореме 2, имеет только нулевое 
решение. Теорема доказана.

Работа выполнена при поддержке Фонда фундаментальных исследо­
ваний Республики Беларусь.
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УДК 517.968.23

А. П. ШИЛИН

О РЕШ ЕН И И  ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ДВУМЯ ЯДРАМИ НА СИ М М ЕТРИ ЧН О М  ИНТЕРВАЛЕ

Two new integral equations are solved in quadratures.

Рассмотрим уравнения, в которых все функции комплекснозначны:
I о

ф (0  + J * i (*. s>p(s)ds + J ft2(t, s)cp(s)ds =g(t), - l < t  <1,  (I)
0 -I
1 0

ф(0 + { s)cp(s)ds + J /2 (0, 5 -  t)q>(s)ds = g(t), 0 < t < I,
0 (-1 
/+I 0 ( 2 )

ф(0 + J  А (о, 5 -  tM s)ds + j  l2(t, s)q(s)ds = g(t), - 1 < t < 0.

Заданная функция g(t), искомая функция ф (t) и используемая в даль­
нейшем вспомогательная функция ф(7) интегрируемы с квадратом на 
интервале - I  < I < I. Ядра уравнений (I), (2) характеризуются соотноше­
ниями

Д вд. *>♦-<№ 9 = P '  °> т  s>’dt 1V’ 5s 1V’ [ -* 2(/, 0)^(0, s), - I  < t  <0, 0 < 5  <1,

s) + ± W ,  ,)  = H t' 0)^ (0’ 0 < / < I, - I  < ,  < О,
dt 2V ds \ - k 2{t, 0)fc2(0, s), -  I < t < 0, - 1 < у < О,
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^ i 1H ,  +  s )  =  - I y i t , 1 ) / , 0 ,  J ) ,  0  <  t  <  I ,  о  <  5  <  i ,

^ - h i t ,  s) + ^ - l 2{t, s) = l2( t , - \ ) l 2{ - \ ,s ) ,  - \ < t  < 0, - 1  < ЛГ < 0,
0 /  OS

в которых стоящие справа функции заданы и являются абсолютно ин ­
тегрируемыми на соответствующих интервалах; кроме того, k\{t, I) =  О 
при - I  < t < 0, k2{t, - I )  =  0 при 0 < / < I. О ядрах уравнений (I), (2) 
можно сделать уточнение аналогично статье [I], где рассмотрено уравне­
ние с одним ядром на интервале 0 < t < I, обобщенное здесь до уравне­
ния (I).

Введем целые функции
о I

K 1 (0, г) = J  Ze1 (0, -  s) exp(/2s)cZs, K 2 (0, г) = J  k2(0, -  8)expiizs)d8,
-I о

о I
AU,  l ) = J  hit + 1, DexpOWD Lliz, -D  = J h it  - 1, -  DexpOW'-

-I о
Пусть числа ay, b\, а2, Iy2 таковы, что в полуплоскостях Imz ^ aly Imz S 

> by, Imz ^ aI, Imz ^ b2 не имеют нулей функции соответственно I +  ЛДО, 
Z), I + К2І0, z), I + Lyiz, I), I + L2(z, - I ) .  He ограничивая общности, 
можно считать, что ay < by, а2 < Ь2 и что на прямых Imz =  fli, Imz =  by, 
Imz = а2, Imz =  L2 не имеют нулей функции соответственно I +  К2І0, z), 
I + АГДО, z), I + Liiz, - I ) ,  I + Lyiz, I). Нули функций I +  AT1(O1Z), I 
+  АГ2(0, z) в полосе ay < Imz < by объединим и обозначим их Za, кратности 
этих нулей обозначим соответственно (Itx, а  =1, 2,..., и. Для простоты бу­
дем считать, что общих нулей в полосе ay < Imz < by функции I + 
АТДО, z), I +  К2І0, z) не имеют. Аналогично в полосе а2 < Imz < А нули 
функций I + Lyiz, I), I + L2iz, - I )  объединим и обозначим их Q5, крат­
ности этих нулей обозначим соответственно vp, р =  I, 2, ..., т. Пусть 
общие нули функций I +  Lyiz, I), I + L2̂iz, —I) в полосе а2 < Imz < L2 
отсутствуют.

Вернемся к исходным уравнениям. Их решение основано на выявле­
нии композиционной структуры операторов, стоящих в левых частях. 
Оказывается (и этот факт проверяется непосредственно), что решение 
уравнения (I) сводится к  последовательному решению уравнений

шах(0,1) О

4/(0 + J k \(t -  5> + J kI it -  S, О)\\iis)ds =git), - 1 < t < I, (3)
О min(0,1)

гшл(1,Г+1) min(0,1)
ф(/)+ J A (0, -5 -  t)<pis)ds + j  k2i0, s -t)(pis)ds =\\>it), —I < / < I, (4)

max(0,/) max(-l, (-1)
а решение уравнения (2) сводится к  последовательному решению уравне­
ний

min(l, f+1) min(0, t)
vj/(0 + j Z1 ( Z - s + 1, DHy(S)ĉ  + j h it - s  “ I, — l)vp(s)c/s =g{t), — I < Z <I, (5)

max(0, t) max(-l, (-1)

max(0, t) 0
cp(D + j  iy (I, s - 1 + i)cp(D<& + J /2 (—1, -у — / — =Hy(D) -1  < ' < I. (6)

0 min(0, /)

Уравнения (3), (6) распадаются на независимые на интервалах 0< К  I, 
— I < t < 0. Получающиеся уравнения на интервале 0 < Z < I решены в [I], 
а на интервале —I < t < 0 решаются аналогично. Сложнее оказываются 
уравнения (4), (5). Из этих двух аналогичных уравнений остановимся на 
уравнении (4).
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Функции £і(0, у), к2(0, 5), y/(Z), определенные соответственно при 
0<s<I , -l<s<0, - l< t< l ,  продолжим на всю действительную ось, доопреде­
лив их тождественными нулями, и продолженные функции обозначим 
соответственно J1 (0, s), J2 (0, 5), ф (t). Рассмотрим уравнение

OO О
ф(/) + j  M O, s -  t )y(s)ds  + J £2(0, s -  t)<p(s)ds = ф (0 , -  оо < t < 00, (7)

О -O O

решение которого ищем в классе функций {а\, Ь\) (классы функций по­
казательного роста [2, 3]).

Лемма. Каждое решение уравнения (4) можно продолжить на действи­
тельную ось до решения уравнения (7). Сужение каждого решения уравнения 
(7) на интервал - I  < t < I  есть решение уравнения (4).

Сравнительно несложное доказательство леммы не приводим. Из 
леммы вытекает способ нахождения решения уравнения (4): надо решить 
уравнение (7) и взять сужение решения на интервал —I < t < I. Уравне­
ние (7) есть хорошо изученное уравнение типа свертки с двумя ядрами 
[2, 3]. В классах функций показательного роста такое уравнение с по­
мощью преобразования Фурье сводится к различным краевым задачам 
для аналитических функций, вообще говоря, на нескольких параллель­
ных прямых и не всегда поддается решению. Возникающий у нас случай 
весьма похож на случай, проанализированный в [3, с. 122], сводится в 
конечном счете к  задаче Римана на паре параллельных прямых с некоторы­
ми дополнительными условиями и решается в квадратурах. Анализ кар­
тин разрешимости уравнений (3 )-(6 )  приводит к  следующему результату.

Теорема I. Каждое из уравнений (I), (2) безусловно разрешимо и имеет 
единственное решение.

Решения уравнений (I), (2) выписываются в квадратурах. Вводя пред­
варительно необходимые обозначения, приведем эти решения, опуская 
выкладки, связанные с решением задач Римана и свойствами преобразо­
вания Фурье. Обозначим

00  CO

K \{z, 0) = J k {(t, 0)exp (izt)dt, L1 (I, z) = J /х(1, I -  s)exp(izs)ds —
о о

функции, аналитические в полуплоскости Im^ > с, а 
о о

к г (Z, 0 )=  [ k 2(t, 0)exp(izt)dt, 4 ( -1 ,  z)=  Jz2H .  ~ I ~ s)exp(‘zs)ds —
—00 —00

функции, аналитические в полуплоскости 1шг < ~  с. Здесь функции k\(t, 
0), /!(I, I -  t) доопределены на луч t > I, а функции k2{t, 0), 12( - 1, — I—t) 
доопределены на луч t < — I так, что

00 00

J IkY{t, 0)|exp{-ct)dt < 00, JlZ1O, I - / ) |exp(-ct)dt < 00,
1 1

-1  -1

J | k2(t, 0)| exp(ct)dt < 00, J 14(-1 , -1  -  Z)| exp(ct)dt < 00

—00 —CO

для некоторого числа с > 0.
Пусть число d>c таково, что в полуплоскости Im j > d  не имеют нулей 

функции I + K\{z, 0), I + 4 ( 1 ,  z), а в полуплоскости Im^ ^ ~ d  не имеют 
нулей функции I + K2(z, 0), I + L2( -  I, z)- Обозначим:

1  + x t id к  (Г m

Pl(i) = - ^  I  1 + з д  0 )e x p W )d C ’ 0 < і < 1 ’-oo+id 1 '
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P  ¢) =  - - 1  Г  К & '  0) e x p ( - t -  I  <  *  <  о,
2л -J-W 1 + -firS (С. 0)

+co+id - „

= f  Г Г Г 7 Г 7 7 е х р № )£ *С. 0 < f < 1 >
ZTt J  . ,  I  +  L 1 ( I ,  С)-<x>+id 

+00-id

®s(9 = - ~ -  f T T T zT T T V e x p w ^  - к « < о -
2 я  - O O - W  1 + K - 1 ’  ^

Пусть P fc  и G fc — интерполяционные многочлены Эрмита, удовлет­
воряющие условиям

Р(га) = - J j f r .  а  = I, 2, . . . , п ,
Щга)

&aj ~ Y q  Ri M)  (za)Pw  (za)

P w (Za) =  Y=° ■ р Г - -----------------, J  = I. 2, цв -1 ,
^■\Za )

Jl
Q(Cp) = ^ T .  P = 1 . 2  m,

V - Z q ^ - Y)(Cp)0(r)Kp)
Q(k\ q )  =   , k  = It 2, , vp - I ,

^ VSpJ
где

R(Z) = (I + Z 1 (0, 2))(1 + Z 2 (0, 2) ) f l  (z -  za ,
а=1

т
S(Z) = (1+ L1 (2, 1))(1 + L2(2, -  l ) ) f ]  (2 -  Cp)~Vp,

P=I
\

Saj = - I i j  8(t) + J  P1 (І -  S)g(s)ds t 1 exp(izat)dt,
O v O J

если Za. — ноль функции I + Д (0 , z ) ,
C f  \

Saj = I J g(t) + J Рг(* ~ s)s(s)ds t J exp(izat)dt,
H V  I

если Za — ноль функции I +  К2(0, z ) , j  = 0 , 1 , . . . ,  да ~  I,
I

V  = - z'kf  8(t)tk exp(iq t)d t,
о

если Cp — ноль функции I + L ifc  I),
о

hCk = ** j  8(t)tk exp(iq t)d t,
-I

если Cp — ноль функции I + Li(z, _ 1)Д  = О, I, ..., vp -  I.
Обозначим Uaj и коэффициенты следующих представлений рацио­

нальных функций в виде суммы простых дробей:

П Ha
P f c f l  (2  ~  2 о . У ^ а =  Z Z v l ' '  -  I )  ! ( 2  -  Z a Y 1 t

Ot=I Cl=I 1=1
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m vP

Q(Z)Yl (« -  ̂ vp = Z I  V * (*  -  D !(* -  ^ y k-
(3=1 P = U -= I

Наконец, обозначим:

+ОО+ІЬл
,• ,и  = - —  j  о +*■«>■ m  д ех р н с № .

2l t J . , ,  (1 +  4: , ( 0,  q ) < i +  4: , ( 0, Q )  и + ' + .-со+ib  

+ 00+ / а

+,(.) •  - - L ' Т  ^.(0. С)+ 4:,(0. 0  + 4:,(0, № ( о, O e x p w ^  
2* J (1 + 4:,(0,0)(1 + 4:2(0,0)-oo+mj 

+CO +  Ц )  о

J  I i U ^  Т Г Л  е  1 ^ '  ^ - н м *_оо+іь2 ( I + А  (С. 1))(1 + 1,((;, - i ) )
+00+ ш.i

)1,(() = - 1  J 4,(0 I )+ MC. -1) + 4,(0 1)4,(0 - l> exp(_i w c ,
-®+іа2 (1 + 4,(0 1))(1 + 4 ,(0 -1 ))

Теорема 2. Решение уравнения (I) имеет вид: при 0 < t < I
t I /

ф(Н = g(0  + p(t) +  J  PiO -  S)g(s)ds + j  rx(t -  s)g(s)ds + J  Ar2(0, 5 -  t)(g(s) +
0 - 1 0  

O O  I t
+p(s))ds +  J  Z 1 ( /  -  T )c h j  р 2 ( т  -  s)g{s)ds +  J  Z 1 ( /  -  x )dx j  P i ( t  -  s)g(s)ds +

- I t  O O
t I t T

+ J  k2 ( 0 ,  T -  t)<Lx J  Z11 ( t  -  s)g'(s)ds +  J  L 2 (C), T -  t)dx  J  р х ( т  -  s)g(s)ds  +
0 - 1  o o

t I a

+ J  Ie2 ( 0 ,  T -  H a f t J  Z1 ( t  -  a ) c t o j  р х (ст -  s)g(s)ds  +
о o o
t о о

+ J  L 2 (C), T -  f ) c f t j  Z11  ( t  -  a ) c f a j  p 2 ( a  -  s )g (s )c F s ,

о -I
а при — I </<0

ф(Н = g(t) + P(t) + J P2 (/ -  s)g(s)ds + j  r2(t- s)g(s)ds +
t  -I

0 0 0
+J L1 (0, ̂  -  t)(g(s) + p(s))ds + J r2(t- HaFrJр2(т -  s)g(s)ds +

t -I t
I t  0 1

+J r2(t -  HaftJ P 1 ( t  -  s)g(s)ds + J L1 ( 0 ,  T -  t)dx\ Z 2 (т -  s)g(s)ds +
0 0 Z - I

0 0 0 0 0
J L1 ( 0 ,  T  -  HrfcJP 2 ( t  -  s)g(s)ds + J L 1 ( 0 ,  x-t)chjr2(x- a )a b jp 2 ( a  -  s)g(s)ds ■

- I t  t -  I c t
0 I ct

+J L 1 ( 0 ,  T -  H c F t J  z2 ( t  -  a)doJ P 1 ( a  -  s)g(s)ds,
о

Pa

где p(t) = ]Г ех р (-/гаН ]Г 0а l .
a = l  J=  I
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Теорема 3. Решение уравнения (2) имеет вид: при 0 < t < I
I I

ф(0 = g(t) + Q(J) + J М * -  s)g(s)ds + J ( /2(/ -  s - 1, - 1) + со j(Z — s))(g(s) + q(s))ds +
-I о

/ I < 1

+ J  h < j  - т - i »  - 1 ) ^ J M i  -  + J m * -  t ) a J  M t  -  s ) g ( s ) d s +
0 -I  O - I

t T
+J © I (/ -  T)A J I2 (t -  5 -1 , - 1)(*( j) + q(s))ds + 

о O
t I I

+J C0 j ( /  - х)Л| /2(т - O - 1, - 1 J  X1 (ст - s)g(s)ds,
O O  -I

а при - I  < / < О
I I

Ф(0 = g(t) + q(t) + J x 2 (t -  s)g(s)ds + J (Z1 (t -  s + 1  I) + со 2 (t -  s))(g(s) + q(s))ds +
-I (

0 I o o
+ J I1 {t -  T + 1, I)ehj X2(t -  s)g(s)ds + Jco2O -  t )A | Z1 (t - 5  + 1, 1)C?0) + q(s))ds +

t -I C T
0 1  o o  i

+J Co2 (Z -  x)dx +  J X2(x -  s)g(s)ds + J CO 2(t -  x)chj IJx  -  ст + 1, 1)Jct J X2(ct -  s)g(s)ds,
t -I  I T -I

m vP
где q(t) = £ e x p ( - / ; p/ ) £  h kt k~ \

p=i *=1
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Хроника

КАНФЕРЭНЦЫЯ ПА ДЫФРАКЦЫЙНАЙ ОПТЫЦЫ  
(Workshop on Diffractive Optics)

3 21 па 23 жніўня 1995 г. у Празе праходзіла канферэнцыя па дыфракцыйнай оптыцы, 
арганізаваная Чэшскім тэхнічным універсітэтам і Інстьпутам радыёінжэнерыі і электронікі 
пры падтрымцы Міжнароднай камісіі па оптыцы (ICO), Еўрапейскага аптычнага таварыства 
(EOS) і Чэхаславацкага таварыства фатонікі.

У канферэнцыі бралі ўдзел каля 120 навукоўцаў. Найбольш прадстаўнічымі былі дэлега- 
цыі Германіі, Чэхіі, Вялікабрытаніі. Прысутнічалі фізікі з болыласці развітых еўрапейскіх 
краін, а таксама ЗША, Японіі і Аўстраліі. У якасці спонсараў выступілі вядомая фірма Philips, 
Берлінскі інстытуг оптыкі і чэшская аптычная фірма Meopta.

Структура канферэнцыі ўключала вусныя і стэндавыя даклады па настутшых тэмах: 
тэорыя дыфракцыйных аптычных элементаў (ДАЭ), іх разлік і распрацоўка, выраб, прымя- 
ненні дыфракцыйнай оптыкі.

Тэарэтычныя распрацоўкі прадстаўлялі такія напрамкі, як метады разліку дыфракцыі 
пры наяўнасці анізатрапіі матэрыялу, улік наведзенай анізатрапіі (анізатрапія формы) і ка- 
герэнтнасці светлавога пучка, метады стварэння шырокапалосных дыфракцыйных элементаў.

Прадстаўленыя на канферэнцыі даклады паказалі, што зараз існуе некалькі тэхналогій 
вырабу ДАЭ, якія ўжываюцца ў залежнасці ад патрэбнай колькасці вырабаў. Адзінкавыя 
элементы вырабляюцца з дапамогай эксімерных лазераў на фотарэзісце ці літаграфіі. Пры 
гэтым для асабліва дакладных вырабаў ужываецца літаграфія электронным пучком. Пры 
большых серыях з дапамогай электроннай літаграфіі прапануецца вырабляць матрыцы, а 
потым ліццём ці цггампоўкай з пластмасы атрымліваць дыфракцыйныя аптычныя элементы. 
Для масавай вьгтворчасці (накшталт рэльефных галаграм) найбольш эфектыўным з'яўляецца 
цісненне металічнай матрыцай на палімерных плёнках.

Былі выяўлены найбольш значныя вобласці магчымых прымяненняў дыфракцыйных ап­
тычных элементаў. На першае месца тут, на маю думку, трэба паставіць каліматары да 
паўправадніковых лазераў. Для таге, каб зрабіць пучок такога лазера сіметрычным, зараз 
выкарыстоўваецца звычайная рэфракцыйная оптыка. Але кошт аб'ектыва пры гэтым пера- 
вышае кошт самога лазера. Выкарыстанне ж чыста дыфракцыйных элементаў ці камбінацыі 
дыфракцыйных і рэфракцыйных дасць значны выйгрыш. Даследаванні ў гэтым напрамку 
найбольш інтэнсіўна праводзяцца ў Германіі.

Значныя перспектывы мае і такі напрамак, як стварэнне міжзлучэнняў у светлаводах, 
дзельнікаў і факусатараў пучка на аснове ДАЭ. Над гэтым шмат працуюць навукоўцы 
Германіі, Японіі, Фінляндыі.

У дакладах былі прадэманстраваны таксама магчымасці дыфракцыйнай оптыкі для се- 
лекцыі мод у рэзанатарах лазераў. Тут з'яўляецца магчымасць не толькі выдзяляць асобныя 
моды рэзанатара, але і ствараць моды з патрэбным размеркаваннем інтэнсіўнасці ў сячэнні 
пучка.

Асобна выдзяляецца такі напрамак дыфракцыйнай оптыкі, як выраб рэльефных ціснё- 
ных галаграм, якія широка ўжываюцца для абароны каштоўных папер. Даклады па гэтай 
тэме прадстаўлялі больш тэхналагічныя аспекты праблемы, бо асноўныя тэарэтычныя пы- 
танні тут вырашаныя.

Адным з прадстаўленых на канферэнцыі напрамкаў, якія развіваюцца як у тэарэтычным, 
так і ў практичным плане, з'яуляецца стварэнне шыракапалосных антыблікавых пакрыццяў і 
прасвятленне граніц на аснове рэльефных дыфракцыйных структур.

Пад канец канферэнцыі была праведзена пленарная дыскусія пра месца дыфракцыйнай 
оптыкі. Большасць удзельнікаў яе схілілася да думкі, што поўнасцю замяніць звычайную 
рэфракцыйную оптыку яна не зможа, але ў асобных галінах, без сумнення, будзе дамінаваць.
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Трэба адзначыць высокую якасць ілюстрацыйнага матэрыялу асноўнай масы дакладаў і 
шырокае выкарыстанне навукоўцамі электронных камунікацыйных сродкаў. Практычна ўсе 
ўдзельнікі канферэнцыі мелі адрасы электроннай понггы і большасць з іх карысталіся кам- 
п'ютарнай сеткай Internet.

' Поўныя матэрыялы канферэнцыі будуць надрукаваныя ў спецыяльным выпуску часопіса 
Journal of Modem Optics.

Irap Сташкевіч
(кафедра лазернай фізікі і спектраскапіі БДУ)

I. Workshop on DifTractive Optics. Tecltnical Digest. Editors Jari Turunen and Frank Wyrowski. 
Prague (Czech Republic), 1995.
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РЕФЕРАТЫ

К о м а р о в  JI. И., Ф е р а н ч у к  И. Д. Двухуровневый атом в одномодовом квантовом 
поле: нулевое приближение операторного метода 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Найдено приближенное аналитическое решение проблемы взаимодействия двухуровнево­
го атома с квантовым полем, равномерно пригодное во всем диапазоне изменения константы 
связи и описывающее качественные особенности энергетического спектра системы.

Библиогр. 14 назв.

УДК 535.34

К а р п у к С. М., Р о м а н о в  О. Г., T о л с т и к А. Л. Исследование угловых характери­
стик невырожденного четырехволнового взаимодействия в резонансных средах / /  Вестн. Бело­
рус. ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Показано, что при изменении угла считывания динамической голограммы световым пуч­
ком с удвоенной частотой возможна реализация двух схем частотного преобразования излу­
чения, основанных на линейной и квадратичной записи динамических голограмм. Преобра­
зование лазерного излучения из И К области в видимую осуществлено с использованием 
раствора полиметинового красителя № 3274У.

Библиогр. 6 назв., ил. 3.

УДК 535.42:548.0

К у л а к  Г. В., К у л а к В. И. Обратное брэгговское рассеяние света на гиротропных фазо­
вых сверхрешетках фотоупругости 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Исследованы особенности обратного брэгговского рассеяния света на фазовых сверхре­
шетках фотоупругости сформированных с использованием гиротропных кубических кристал­
лов. Показана возможность обратного брэгговского рассеяния света на ультразвуке низкой 
частоты в сверхрешетках фотоупругости из гиротропного кубического кристалла германата 
висмута. Исследованы зависимости эффективности дифракции от интенсивности ультразву­
ковой волны и длины области акустооптического взаимодействия.

Библиогр. 11 назв., ил. 2.

УДК 538. 245:537.226.1

Д а н и л ь к е в и ч  М.  И.,  М а к о е д  И. И. О механизмах диэлектрической поляризации 
Г^о^по^ГсгС^-феррита I  I  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Измерены частотные зависимости диэлектрической проницаемости и тангенса угла по­
терь феррита N i0i8Zn0i2Fe2O4 в диапазоне 50 Гц — 300 МГц при комнатной температуре и в 
жидком азоте. Охлаждение образца до 77 К исключает релаксационные механизмы поляриза­
ции, позволяя выделить суммарную величину вклада в диэлектрическую проницаемость 
упругих смещений электронов и ионов. Дисперсия проницаемости релаксационного типа 
проанализирована на основе теории Дебая — Коула — Коула.

Библиогр. 6 назв., ил. 2.

УДК 539.12

УДК 621.91:621.039

Б о л т у ш к и  н В. И.,  Г о л ь ц е в  В. П., Г о л ь ц е в  М. В., Ч а е в с к и й  В. В. Корре­
ляция параметра решетки и состава в многокомпонентных соединениях типа нитридов переход­
ных металлов / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Исследовано влияние концентрации металлического компонента на параметр кристалли­
ческой решетки тройных нитридных систем Ti-Mo-N, Ti-Zr-N, Ti-Cr-N, Zr-Cr-N, в резуль­
тате чего установлено изменение параметра решетки в соответствии с законом Вегарда.

Библиогр. 3 назв., ил. I, табл. I.
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Е р м о л а е в  О. П. Особенности перехода-диэлектрик-металл в германии, «легированном» 
радиационными дефектами 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Изучена низкотемпературная электропроводность германия, «легированного» радиаци­
онными дефектами (РД), возникающими в результате облучения быстрыми реакторными 
нейтронами.

Показано, что переход диэлектрик-металл в германии с РД имеет достаточно резкий ха­
рактер и, по-видимому, к нему применима моттовская концепция минимальной металли­
ческой проводимости.

Библиогр. 4 назв., ил. I.

УДК 621.921.34:666.233

М е л е ш к о  Л. О. Гомогенное зародышсобразование алмаза в области его метастабильности
11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Рассчитаны радиусы критических зародышей, работы их образования и числа содержа­
щихся в них атомов для алмаза и графита при различных пересыщениях газовой фазы.

Библиогр. I назв., табл. 2.

УДК 621.382.049.772

Н о в и к о в  А. П., Ш и л о в а Е. А., Б у й к о Л. Д., 3 а й к о в В. А. Термическая ста­
бильность границы раздела металл/а-С в условиях вакуумного отжига / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I. 1996. № I.

Исследована термическая стабильность границы раздела в системах тантал/а-С (Та/а-С) 
и ванадий/а-С (V/a-C). Структурные изменения и реакции на границе раздела, исследованы 
методами ПЭМ, комбинационного рассеяния, обратного резерфордовского рассеяния, а 
также Оже-электронной спектроскопии.

Полученные результаты сравниваются с имеющимися в литературе данными. Показы­
вается возможность использования тугоплавких металлов для создания омических контактов 
к алмазу и алмазоподобным пленкам. Отмечается, что помимо самостоятельного интереса 
данные системы могут рассматриваться в качестве модельных для прогнозирования свойств 
границы раздела Та/алмаз и V/алмаз.

Библиогр. 2 назв., ил. I, табл. I.

УДК 621.382.311.33:546

А н д р е е в  А. Д., В е л ь с к и й  А. М.,  В а л и е в  А. А. Влияние уровня легирования на 
насыщение тока в л-канальном МОП-ПТ 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Измерены токи насыщения в МОП-ПТ. Показано, что с увеличением уровня легирова­
ния подложки условие перекрытия канала по напряжениям не выполняется. Насыщение 
тока может быть вызвано насыщением дрейфовой скорости электронов в канале.

Библиогр. 13 назв., ил. I.

УДК 517.948.32:517.544

З в е р о в и ч  Э. И.,  Ш е в и л а  Т. А. Интеграл типа Коши в классах E 11 Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Вводится понятие кусочно-мероморфной функции класса Е. Так называются функции, 
имеющие почти всюду на лимии разрыва конечные предельные значения. В окрестности всех 
точек to, где не существует угловых предельных значений, функции класса E должны быть 
бесконечно малыми по сравнению с любой степенной функцией

(Z -  t0)~ ‘ при z -» to, E  > 0.

Доказывается, что интеграл типа Коши с непрерывной плотностью принадлежит клас­
су Е.

Библиогр. I назв., ил. 2.

УДК 517.948.32:517.544

Д о л г о п о л о в а  О. Б. Построение всех двулистных безграничных неразветвленных на­
крытий римановой поверхности I I  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

УДК 621.315.592
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Описаны все подгруппы индекса 2 фундаментальной группы римановой поверхности и 
соответствующие им двулистные безграничные неразветвленные накрытия.

Библиогр. 2 назв., ил. I.

УДК 517.512

P о в б а Е. А. Рациональные интегральные операторы на отрезке / /  Вести. Белорус, ун-та. 
Сер. I. 1996. № I.

Построены рациональные интегральные положительные операторы Фейера и Джексона 
для непрерывных на отрезке [-1; I] функций и получены оценки соответствующих прибли­
жений, зависящие от положения точки на отрезке.

Библиогр. 7 назв.

УДК 517.925.6

М а т а т о в  В. И.,  М и х а й л о в с к а я  Л. В. Необходимые условия однозначности по­
движных особенностей кубических систем двух дифференциальных уравнений 11 Вестн. Бело­
рус. ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Получены необходимые условия однозначности подвижных особенностей для системы 
двух дифференциальных уравнений с кубическими нелинейностями. Рассмотрены также 
вырожденные случаи, когда упрощающие линейные преобразования искомых функций не 
действуют.

Библиогр. 5 назв.

УДК 512.533

Ш и р я е в  В. М. Полугруппы с единственным базисом / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. 
№ I.

Показано, что если полугруппа имеет единственное минимальное по включению порож­
дающее множество, то оно содержится в любом порождающем множестве этой полугруппы.

Библиогр. 6 назв.

УДК 512.572

Н о в и к о в  С. П. Связь р-профратгиниевых подалгебр с p-нормалнзаторами мультиколец
/ /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Устанавливаются условия, при которых любая р-профратгиниева подалгебра произволь­
ного мультикольца из наследственной формации Д конечных мультиколец представима в 
виде суммы некоторых p-нормализатора и ц-профратгиниевой подалгебры. Кроме того, дока­
зывается, что класс всех тех мультиколец из Д с разрешимым p-корадикалом, в которых 
p-нормализаторы и р-профраггиниевы подалгебры совпадают, является формацией.

Библиогр. 4 назв.

УДК 519.1

Е ф и м ч и к  Н. E., П о д к о п а е в  Д. П. О ядре и радиусе устойчивости в траекторией 
задаче векторной дискретной оптимизации 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Рассматривается многокритериальная задача на системе подмножеств конечного мно­
жества и ее эффективные (сильно эффективные, собственно эффективные и слабо эффек­
тивные) решения. Векгорная целевая функция задачи состоит из критериев вида MINSUM, 
MINMAX и MINMIN. Исследуется множество решений, которые сохраняют свойство эф­
фективности при «малых» возмущениях параметров задачи.

Библиогр. 6 назв.

УДК 62-50

P а з м ы с л о в и ч Г. П. Алгоритм вычисления передаточной матрицы для сингулярных 
систем с запаздыванием 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.
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Для сингулярных систем с запаздыванием построен алгоритм вычисления одного из 
основных сомножителей передаточной матрицы, играющей важную роль при исследовании 
систем на разрешимость, некоторые виды управляемости, устойчивость и т. д.

Библиогр. 6,назв.

УДК 551.465.5

Б а р в е н о в  С. А. Влияние переменной вязкости на периодические дрейфовые течения
//Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

В работе с помощью метода ВКБ получено решение задачи о дрейфовых периодических 
течениях в вязкой жидкости при условии, что коэффициент вертикального турбулентного 
обмена является функцией глубины.

Библиогр. 5 назв., ил. 3.

УДК 62-752.534

С а в ч у к  В. П.,  С а в е н к о в  В. А., В я р ь в и л ь с к а я  О. Н. Колебания натянутого 
пролета под действием движущихся нагрузок / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

В работе исследованы колебания пролета транспортной системы, несущая способность 
которого, наряду с жесткостью корпуса, обеспечивается сильно натянутыми гибкими элемен­
тами. Рассмотрены колебания под действием одиночной нагрузки и потока безынерционных 
нагрузок, движущихся с Постоянной скоростью. Подробно изучен случай, когда жесткостью 
пролета можно пренебречь. Выявлены режимы движения, не приводящие к резонансной 
раскачке пролета.

Библиогр. I назв.

УДК 517.95
Г л у ш ц о в  А. И. Методы интегральных уравнений и дискретных источников в зада­

чах экранирования / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Краевая задача экранирования электромагнитных полей тонким цилиндрическим эк­
раном сведена к системе интегральных уравнений Фредгольма второго рода, с помощью 
которой выполнено обоснование метода дискретных источников для задачи экранирова­
ния.

Библиогр. 6 назв.

УДК 517.968.23

Ш и л и н  А. П. О решении интегральных уравнений с двумя ядрами на симметричном 
интервале 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I. 1996. № I.

Приводится решение двух новых интегральных уравнений на интервале (-1, I). Урав­
нения близки к тем уравнениям типа свертки, исследование которых связано с краевыми 
задачами для аналитических функций.

Библиогр. 3 назв.
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