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Физика

У Д К  530 .145

И. В. Н И Ч И П О Р, И. Д. Ф Е Р А Н Ч У К

ОПЕРАТОРНЫ Й МЕТОД ОПИСАНИЯ 
СИСТЕМ Ы  ТРЕХ ТЕЛ 

С КУЛОНОВСКИМ  ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЕМ

Особый интерес представляет разработка таких аналитических методов, 
которые позволяют без потери наиболее существенных особенностей задачи 
свести решение точного уравнения Шредингера ( УШ) ,  формально известно­
го для сколь угодно сложной физической системы, к более простым урав­
нениям, доступным непосредственному численному или аналитическому 
исследованию. В работе [ I ]  был предложен операторный метод ( ОМ) ,  
нулевое приближение которого дает достаточно простой и универсальный 
алгоритм получения аппроксимации точного решения УШ, оказывающейся 
равномерно пригодной во всем диапазоне изменения параметров гамильто­
ниана. Последующие приближения OM образуют равномерно сходящуюся 
последовательность и позволяют находить решение с любой необходимой 
точностью.

В работе [2 ] рассмотрено обобщение OM для описания систем с доста­
точно сложным энергетическим спектром в одномерном случае. В настоящей 
работе исследуются возможности OM при описании многомерных систем на 
примере квантовой системы трех тел с кулоновским взаимодействием.

Стационарное уравнение Шредингера для системы трех частиц с массами 
M1, M 2, M3 и зарядами Z1, Z2, ( - Z )  после отделения координат центра 
инерции системы имеет вид

й ф <г' К > М - ^ л . * ^ - 4 д , - ^ - ^ ] * ( г , к ) -  (I)

- E K ( r . R ) ,

где T1 и г2 — расстояния от частицы с зарядом ( -  Z) до частиц Z1 и Z2 
соответственно, a R — расстояние между последними. Это уравнение запи­
сано в одной из систем координат Якоби, для которой

Mq M 1 M 2 I H q M 3 M 1 + M 2 ^

В качестве базисной функции для применения OM к уравнению ( I ) выберем 
функцию

Ф0 (г , R ) =Фоо ( Г ,  R ) U ( R) ,  (3)

з



где U( R)  — произвольная пока функция R, а Фоо(г, R) определяется фор­
мулой

O 00(T1 R ) = C  c h ( ^ ) e - ' J (4)

с неопределенными пока параметрами и Yi р. Здесь д и X — сфероидальные 
координаты, определяемые следующим образом [3J:

X = ^ p ;  M = l i P ;  I <х < о о  ; — I < M< I. (5)

В соответствии с рецептом OM выделим диагональную по электроннным 
переменным часть гамильтониана Н, т. е. выполним следующее усреднение:

H r -  < Ф1 Н1 Ф>  - (  А  +

+ Р ) + у  + ь ( 1 - - , ) + И ( ь ( Ь - 1 ) _ | й  + ^ )  ] + _ ! _ } ,  , ( 6 )

к - - 1 + д

где все параметры у, t, h, с и T определены формулами:

х, = ^ 1 ^ 1 ±1; х + = х ; у  = ch ( 2^ )  _ s2p l ; (у)

t , - x . ( l  +  ± ) ;  К  =  у  ( I  +  р ;

h, = ^ - ± f ;  h + = h ;
2v2 3

T  = 4 c{ tp  + * 2 ( h - - i )  }; c = [ - i- + h ] - 1. ( 8 )3 p

Как видим, полученный гамильтониан, определяющий относительное дви­
жение ядер, имеет очень простую структуру, так что его собственные 
ф ункции и собственные значения могут быть найдены точно при решении 
соответствующего уравнения Ш редингера

H r U v1to( R )  = E vlU vlm( R ) ,  (9 )
допускающего разделение переменных

U vta( R )  =Vtvl( R ) Y ta (в ,  р ) ,  (10)

где Yta — сферические гармоники. Квантовые числа v и I определяют
соответственно колебательное и вращательное движение ядер в основном 
электронном состоянии, а функция tyvl(R ) удовлетворяет следующему урав­
нению, сходному с уравнением Шредингера для электрона, движущегося в 

S S
поде потенциала —  + —  ( S 2 < 0 ):

R R

£^ 1 + # ^ 1 + [ т  + ! і - ш ¥ і 1 * « + 2 м »е * » - 0- <п )MR2 R  ^R R R 2 R 2

4



Здесь введены следующие обозначения:
S 1 - 2 М 0 ( 4 t c - I ) ,  ( 12)

S 2 = -  с { t ( + р)  + y + h ( y - p )  +
4 р

О Г . / R.+ и 2 [ h ( ^ - l )  _ ± В £  +  ± ]  } - ^ Т .L ' / I  ' Ч „ I  ̂ П, ~P 3 р  15 J ш 0

Точное решение уравнения (11) хорошо известно [4 ] . В частности, 
собственные значения определяются формулой:

Ev1= --------------------  ; Z34, = ^ ;  (13)
2М0 ( V +1 + 1) 2

I'=  - у +  ( -у - S 2 +1(1 + 1) ) 2 ,

где V и I = О, I , 2, . . . .  Приведем также волновую функцию, описывающую 
относительное движение ядер для основного состояния с V = I = O:

U 0 ( R )  = F 0R V 4r, (14)

Используя эти волновые функции, можно, например, найти среднее 
значение межъядерного расстояния для нижнего колебательно-вращательно­
го уровня

Ro0 = ( 3 2q2 S )- (15)
Следует ожидать, что уравнение (13) равномерно пригодно для любых 

значений M0. Рассмотрим, насколько хорошо оно учитывает различные 
неадиабатические эффекты для исследуемой молекулы Н +2, которой соот-

-  М 0  I  T3ветствует случаи —  »1 . В этом пределе получаем следующее разложение: 
Dl0

Е « ” . - ^ ( 4 1 с - 1 ) г [ Р - ф  ( - T + <16)

+ 3 v ( v l ) - l ( l  + l )  ) ] = ! } ;  Р - - ^ - £ .

В соответствии с общими свойствами ОМ, разложение функции (13) 
нулевого приближения восстанавливает функциональную структуру асимп­
тотического ряда адиабатического приближения. Здесь слагаемое, пропор­

циональное Л / — , учитывает колебательное движение ядер вдоль соеди- 
v M 0

няющей их оси, а слагаемое, пропорциональное ш0/ М 0, — вращательное 
движение вокруг центра инерции. Последующие члены разложения функции

(13) нулевого приближения OM по степеням Д / —  естественным образом
Y Mo

приводят к возникновению слагаемых, которым в адиабатическом подходе 
соответствует учет электронно-колебательного и колебательно-вращательно­
го взаимодействия.

Используя условия независимости функции (13) от параметров v и 
р, находим значения ^0 и р0 с помощью уравнений:



4М0 [ ct ( I + — ) -  ^ - ] д /  I — 4S 2 ( I + V  I -  4S 2 ) -
p P *•

- S 1 { x [  — ( I + — ) + I — —r ( I + — ) ] — h +
P P 4p 2 P

4M0 ( K - t c x 1 ) V l - 4 S 2 ( I + V l - 4 S 2 ) + S 1 ( S 2^ x 1-  (17)

~  K  ( ^  +  ^ ) -  х [ 2у1 +  у _ 2 /) ] +  h [ ~  P +  У i ] +

+  F ( y  +  T ) + S [ T x i - 4 ( K p  +  " 2 ( 2 x - l - h ) ) H = 0 ;

X 1 = - + 2 x - 3 h ;  y i = v 2 ( —  + 1 ) .
p p

Результаты вычислений энергии низшего колебательно-вращательного 
уровня по формулам нулевого приближения OM для различных молекул 
приведены в таблице, где они сравниваются с данными неадиабатического 
расчета в приближении Борна-Оппенгеймера [5 ] .

С равнение результатов нулевого приближ ения OM с данными  
неадиабатического расчета [5 ]

Молекулы Е (°)0, а. е. E0, а. е. R00IO10, м <  Roc >  I O10,
M

H + 2 -  0 ,59348 -  0 ,59 7 1 4 1 ,09814 1,09218

MuD + -  0 ,58389 -  0 ,59 0 2 6 1,14685 1,13537

DT + -  0 ,59664 -  0 ,59913 1,08341 1,07949

Формула (13) нулевого порядка OM может быть использована при любых 
значениях M0 и качественно правильно передает зависимость энергии от 
этого параметра. Однако абсолютная ошибка полученной оценки в области 
малых M0 может быть значительной и, конечно, не может сравниваться 
с вариационными расчетами, более аккуратно учитывающими движение 

электронов в области малых M0. Так, например, для Z12 = 2, M0 =
= у ш е, ш 0 = 2ш е, соответствующим в наших обозначениях атому He,

формула (13) дает оценку ЕНе =; 2, 2 а. е . . По этой же причине относитель­
ная точность в расчетах колебательных уровней молекулы составляет 
величину - 2 0  % , хотя абсолютная точность расчета энергетических уровней 
в соответствии с таблицей < 0,3 %.  Учет поправок к нулевому приближению 
позволяет существенно улучшить точность.

Для вычисления поправки к нулевому приближению алгебраического 
метода следует учесть матричные элементы точного гамильтониана ( I ), 
соответствующие переходам в возбужденные состояния рассматриваемой 
системы. Первая, отличная от нуля, поправка имеет вид:

б



P  ( 2 ) I c n  I H I О> 12
b O = ------5---- р-----•

D -  b O
(18)

Здесь вектор состояния 10 >  для рассматриваемой системы определяется 
формулой (3 ) ,  вектор состояния 1п >  соответствует ближайшему возбужден­
ному состоянию, для которого матричный элемент <п1Н10> отличен от 0.
Д ля конкретной молекулы Н +2, которой соответствует случай — » I,

Ш0

с точностью до слагаемых ~ ( —  ) ~ 1 необходимо учитывать только такие
ш 0

переходы, которые соответствуют изменению электронного состояния моле­
кулы, чему отвечает изменение функции Фоо(г, R) в формуле (3 ) . Отметим, 
что эти возбужденные состояния должны рассматриваться при значениях 
параметров V0 и р0, соответствующих основному состоянию системы. Вол­
новые функции Ф П1,ц2 (г , R ) ,  описывающие такие состояния, могут быть 
найдены на основе базисных функций ФоДг, R) по следующему алгоритму:

In1, п 2>  = Ф П1 D2 = P ni (X )e - jT 02 ( д ) с й  (/U zJeun',  (19)

где tp — угол поворота относительно оси, соединяющей Z1 и Z2, а Р„(х) —
полином степени п, причем коэффициенты соответствующих полиномов 
определяются с помощью условий ортонормировки

<П I, П 2 I Пь П2>  = 6П1 „Ч 6П2 п,2. (20)
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У Д К  535.35

Н. С. О Н И Щ ЕН К О

НЕМ АРКОВОСТЬ Д ЕФ АЗИРОВКИ КВАНТОВЫ Х СИСТЕМ 
В КОГЕРЕНТНОЙ СПЕКТРОСКОПИИ. Ч. II

В первой части статьи сформулированы основные положения и дан 
теоретический анализ немарковости дефазировки квантовых систем. Этот 
подход позволил объяснить результаты ряда новых экспериментов когерент­
ной спектроскопии [ 1 - 3 1 .  В них использовались низкотемпературные 
(Т  ~ 2°К) разбавленные (0,0034 вес. % Cr2O3) образцы рубина, помещенного 
в постоянное магнитное поле напряженностью ~ 3,5 кГс, направленное вдоль 
с-оси. Излучением ультраузкополосного (ширина линии ~ I кГц) лазера на 
красителе возбуждался переход 4A2 ( -  1 / 2 )  —» Е( -  1 / 2 )  иона Cr3+. Неод­
нородная ширина перехода была порядка I ГГц. Однородная же ширина его 
в полях -  3,5 кГс определялась по затуханию эхо-сигнала в [4 ] , где на 
основе использования елоховских уравнений было получено значение T 2 = 15 
мкс. Вследствие отнесения кристалла Cr3+ : Al2O3 к системам 7-типа, для 
описания которых уравнения Блоха не применимы даже при отсутствии 
излучения, нам потребовалось переосмыслить информацию, извлеченную в 
экспериментах по затуханию эхо-сигнала. Как известно, интенсивность 
возникающего в момент времени 2Т эхо-сигнала при его возбуждении двумя 
импульсами, действующими в моменты времени О и Т, пропорциональна

T 2T .
характеристическому функционалу Ф ( ет ) = < е х р  { - і [  йтё, + i [  йтё, } >

о о
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дефазирующих возмущений ¢,. В случае телеграфного процесса ё, этот 
функционал удается вычислить точно, и для эхо-сигнала получаем

Аз^о=А0е - ’т [ (S h ( T 1T )  + -J-Ch(TjT) ) ] ,  (5 )

2
где т) = (и2 -  4а2)1/2. В блоховском пределе ( Iim — = K 0 ) выражение (5 ) дает

a, P-* оо У
обычный результат: A2t3xo = А о ех р (-2 К 0Т ). Если же а2/ и 2 = К > 1 / А  (для 
рассматриваемых образцов Cr3+IAl2O3 а2/ и 2 = 20, см. ниж е), то члены 
ехр(±т,Т) становятся осциллирующими (что приводит к модуляции сигнала 
эха [4 ] ) ,  а затухание происходит с константой и / 2 .

Вторым примером, демонстрирующим специфику процессов дефазировки 
для систем 7-типа, является распад поляризации а*21 после выключения 
излучения. Расчеты показывают, что для модели ТП

а )2 = а ^ е  " ,/2 [ ch ( 7 ,1 /2 ) + ^ s h  ( 7 ,1 /2 ) ] .  ( 6 )

Д ля блоховского предела отсюда снова имеем обычный результат 
а 21 = а 21ехр ( -  K0t ) , тогда как при К > 1 / 4  затухание характеризуется 
постоянной и / 2 .  Таким образом, в случае систем 7-типа роль времени 
T 2 ( = K 0- 1) в рамках модели ТП выполняет удвоенное время корреляции
2тс = ( -у ) _1. Поэтому при анализе экспериментов [ 1 - 3 ]  в соответствии

с полученным в [4 ] значением T2= 15 мкс мы приняли тс = 7,5 мкс. Второй 
параметр ТП, его дисперсия а, остается неизвестным и подлежит опреде­
лению посредством варьирования и подгонки теоретических зависимостей к 
экспериментальным данным.

Нестационарное выжигание провалов [3]. Форма провала, нестационар­
но выжигаемого излучением в неоднородно уширенном контуре перехода 
2 —» I , определяется зависимостью от расстройки е заселенности возбужден­
ного состояния а Т2 2 , возникающей к моменту времени T  за счет вынуж­
денных переходов I —> 2. В случае телеграфной модуляции частоты резонанс­
ного перехода ш21 соответственно двум ее значениям ш21±а контур провала 
при 2V « а и и « а, очевидно, является двугорбым. По мере роста интенсив­
ности излучения эти две спектральные компоненты испытывают полевое 
уширение и при 2V ~ а начинают перекрываться. Эти общие соображения 
подтверждаются результатами численного расчета контура провалов ат22(е) 
по формулам ( I )  — (4 ) . На рис. I представлена зависимость полуширины 
провала Г (на уровне полумаксимума) от частоты Раби 2V, рассчитанная 
при T = 400 мкс, и - 1 = Tc = 7,5 мкс и соответствующая выбору К = 20. Видно, 
что в области больших V такое значение отношения К = о2/ и 2 дает удов-

ПкГц

800

Рис. I. Зависимость полуширины  
спектрального провала Г от частоты 
Раби. Теоретические кривые получены  
в рамках телеграфной модели при 
н х  (7 ,5  мкс) = I и К = 2 ( 1 ) ;  5 ( 2 ) ;  
1 0 (3 );  2 0 ( 4 ) .  Экспериментальные точ­

ки взяты из работы [ 3 ]

Рис. 2. Зависимость интенсивности сиг­
нала затухания свободной поляризации  
(А 3с п ( и ) 2 ° т времени, где A3 cn  рас­
считана по формуле (8 )  для следу­
ющих значений частоты Раби: 20 
к Г ц (1 ); 5 0 ,2  к Г ц (2 ); 79 ,6  кГ ц(З) при 
( у / 2 ) -1  = 15 мкс, К = 20. Эксперимен­

тальные точки из [ 2 ]
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летворительное совпадение с экспериментальными данными работы [ 3 ]. 
Отметим асимптотику Г ~ 2V при больших V. В области малых V, однако, 
имеют место расхождения с экспериментом. Эти расхождения, по-видимому, 
связаны с «бедностью» модели ТП , не учитывающей реального сложного 
спектра дефазирующих взаимодействий в рубине. Действительно, ион Cr3+ 
в рубине связан суперсверхтонким (C C T ) взаимодействием с окружающими 
ядрами Al, благодаря чему его резонансные уровни приобретают вид полос
[5 ] с плотным распределением подуровней к, характеризующихся энергиями 
E 1 -+- €(1>к и E2 + Переходы между этими подуровнями, аналогичные 
скачкам в ТП , могут происходить за счет недиагональной по состояниям 
спинов ядер Al части гамильтониана CCT взаимодействия ближайших к C r3+ 
ядер Al, образующих его «замороженное ядро», с ядрами Al в объеме 
кристалла Al2O3. Анализ выжигания провалов, выполненный на основе 
двухполосной модели [5 ] в предположении отсутствия перескоков в преде­
лах полос, дает

a l22 (е ) = 4 V 2 E  Wk( I -C o s O kT ) / П 2к, (7)
к

где Hk = [(¢ + ¾)2 + 4V2] 1/2, €к =€к<2> -ек(1). Wk — распределение энергий ск в 
полосах. Переходя в (7 ) от суммирования к интегрированию и считая 
распределение Wk лоренцевским Wk = ( T0 / я ) Дбк/  ( Г§ + ек ) , можно пока­
зать, что приближенно форма провала имеет вид

a l2 ( 0  ~ 2 V ( r 0 + 2 V ) / [ €2+ ( r 0 + 2 V 2) ] ,

т. е. является лоренцовской с шириной Г0 + 2У. Наличие перескоков в 
пределах распределения Wk, очевидно, приведет к уменьшению ширины 
провала вследствие эффекта «сужения за счет движения». Таким, образом, 
из сказанного следует, что при малых значениях частоты Раби ширина 
провала определяется шириной Г0 распределения Wk и поэтому отступления 
от предсказаний модели ТП могут иметь место. При больших же значениях 
V, когда уширение провала обусловлено в основном эффектом насыщения, 
конкретная структура спектра дефазирующих взаимодействий в рубине 
становится несущественной и модель ТП предсказывает правильные резуль­
таты при надлежащем выборе параметров а и и.

В эксперименте [2 ] затухание свободной поляризации (С П ), наведенной 
в образце Cr3+:Al2O3 импульсами лазерного излучения длительностью 
T  = 200 мкс, изучалось посредством наблюдения затухающего сигнала би­
ений поля СП и поля лазерного излучения после штарковского переклю­
чения его частоты на нерезонансную. Теоретический анализ временного 
спада сигнала биений при t >  T проводился следующим образом. Нестаци­
онарная поляризация <т21 для моментов времени t >  T рассчитывалась на 
основе соотношений ( I )  — (4 ) при ступенчатом поле V, отличном от нуля, 
для времен 0—Т. Это позволило, в отличие от проведенного в [2 ] рассмот­
рения, корректно учесть существенные для 7-систем эффекты «памяти» о 
предыдущем воздействии на него уже выключенного излучения. Полученное 
решение для о\2 усреднялось по е (гауссовскому контуру неоднородного уши- 
рения частоты перехода W2 1 ) и интегрировалось по V от нуля до V0 с целью 
учета гауссовского пространственного профиля пучка лазерного излучения, 
фокусируемого в кристалле рубин а[1].

Анализ полученного аналитически общего выражения для амплитуды 
сигнала затухания СП показал, что при а2 » и2 оно принимает простой вид:

Азсп ( t ) = т -е : Р-/2-  [ е - 1/2 ( I + f  ) - е -  ( I + p t ) ] ,  ( 8 )
I2A 3cn(O) 2

где
M= {4V? + ^ 2[ I + 4 V ^ / ( o2 + 4 V 20 ) ] /  4 } 1/2«  ( 4 V ^ 2/ 4 )  1/2,

A 3̂  = ( M2- и 2/ 4 ) / 2 .

Кроме того, в общем выражении для A3cn(I)  имеются малые осциллирующие 
слагаемые, описывающие слабую медленную модуляцию сигнала ЗСП,
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даваемого ( 8 ). Отметим, что в 
соответствии с ( 8 ) при задан­
ном значении частоты Раби 
2VQ временное поведение сиг­
нала ЗСП в основном опреде­
ляется частотой скачков и и 
практически не зависит от о. 
Последнее связано с тем, что 
при а2 » и2 дефазировка стано­
вится квазиобратимой, т. е. 
связанной с квазинеоднород- 
ным распределением кванто­
вой системы по частотам ш21±о, 
которое не проявляется в сиг­
нале ЗС П  вследствие усредне­
ния по широкому неоднород­
ному распределению частот 
ш2і в кристалле рубина. Ана­
логичная независимость сиг­
нала ЗСП от значений частот 
ек и распределения Wk получа­
ется и в рамках модели двух 
полос при отсутствии скачков 

между их подуровнями. На рис. 2 приведены результаты расчета по ( 8 ) 
временного поведения сигнала ЗСП для трех значений частоты Раби, 
выполненных при тс = 7 ,5 мкс (¢ '-2 1 ,2  кГц) и К -  a2/ V2 » 20. Видно, что 
соотношение ( 8 ) вполне удовлетворительно описывает экспериментальные 
данные. Особенно хорошее совпадение имеет место в случае больших частот 
Раби.

Вращ ательное эхо [I ] .  В отличие от рассмотренных выше выжигания 
провалов и затухания свободной поляризации сигнал вращательного эха, 
возникающий при t »  2Т в результате изменения в момент времени T ф а­
зы сильного поля на 7г, описывается корнями рь, р2. характеристического 
уравнения (4 ) , причем pj_ ІП - U f rI  -  Gv,  G = ( I / 4  + X0 /  и2 -  4с2К )1/2, где 
с = б /П , а х0 определяется приближенным соотношением, приведенным после 
(4 ). Амплитуда вращательного эха в пределе сильного поля (SI » и, о) имеет 
вид:

Рис. 3. Затухание амплитуды вращающегося светового 
эха  Ab3(I) при увеличении времени задерж ки. Теоре­
тическая кривая получена при ( п /2 )  -1  = 15 мкс. 
Экспериментальные точки получены в [ I ] для различ­

ных значений частоты Раби

A b3 ( I )  = $ d e s i n [ f i ( t - 2 T )  ] А М («, V, t, Т ) ,  

где Аю(е, V, t, Т ) — «спектр» сигнала вращательного эха:

(9)

A b3 (е, V, t, Т )  = - 4i ( V / f i ) 3/ G 2 { [ ( I + G ) 2 + 4с2К ] e Gt + (10)

+ [ ( I -  G ) 2 + 4c2K ] e " G' -  

- 2 (  I -  G 2 + 4с2К ) sh [ G ( t -  2Т ) ] }е"*,/2.

Из (10) следует, что в зависимости от знака g = 1 / 4  + х0/ ^ 2-  4с2К скорость 
затухания A33(I)  различна: при g <  0 (е >  Ni// а )  она равна v / 2 , а при 
g >  0 изменяется от и / 2  при € = €„, до -  2х0/ и  «  2 u ( 2 V o / (4V2 + а2) )2 при 
е = 0. Следовательно, сигнал A33(I)  будет иметь биэкспоненциальный харак­
тер и характеризоваться константами затухания = и / 2  и ** о2і>/ 2 \ 2. Вес 
первой экспоненты будет преобладающим, так как область интегрирования 
по е в (9 ) , дающая вклад во вторую экспоненту, при а 2» V2  много меньше 
области, соответствующей первой экспоненте, что подтверждается числен­
ными расчетами. Из сказанного следует, что затухание вращательного эха 
в случае систем 7-типа будет слабо зависеть от частоты Раби, что и 
наблюдалось в работе [ I ]  (рис. 3 ).
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Заключение

Показано, что процесс дефазировки состояний квантовых систем при 
медленной стохастической модуляции частоты их оптических переходов, 
близкий по характеру к обратимой дефазировке в неоднородно-уширенных 
системах, имеет ряд характерных особенностей, проявляющихся в когерент­
ной спектроскопии: I )  ширина выжигаемых провалов в таких системах 
определяется шириной разброса возможных значений (подуровней) частоты 
резонансного оптического перехода при стохастических флуктуациях и 
частотой Раби; 2) зависимость затухания сигнала свободной поляризации 
носит универсальный характер, не связанный с расположением данных 
подуровней и определяющийся частотой Раби и частотой скачков; 3) 
затухание сигнала вращательного эха не зависит от частоты Раби и опре­
деляется только частотой скачков между подуровнями. Эти выводы позво­
ляют сделать заключение, что особенности, наблюдаемые в экспериментах 
[ I —5] по исследованию нестационарных когерентных оптических явлений 
в рубине, могут быть объяснены согласованным образом на основе представ­
ления о C r 3+ : Al2O3 как о системе с медленной и сильной модуляцией 
частоты перехода.

Автор выражает благодарность П. А. Апанасевичу, С. Я. Килину и А. 
П. Низовцеву за большую помощь в работе.
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А. И. Л А В РИ Н Е Н К О

ОПЕРАТОР АДМИТАНСА В ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД

Решение граничных задач оптики и электродинамики в случае равно­
мерно движущихся сред представляет актуальную область исследования. 
Несмотря на значительное число работ по этой тематике [ 1 - 4 ] ,  ряд 
вопросов остается до сих пор не рассмотренным. Например, в литературе 
отсутствуют общие соотношения для коэффициентов отражения и пропуска­
ния световых волн при произвольных состояниях волнового вектора пада­
ющей волны, при произвольных направлениях скоростей движения обеих 
граничащих сред и границы раздела. В указанных случаях, как отмечалось 
в [3 ] , рационально проводить все вычисления в лабораторной системе 
отсчета. Это позволяет избегать многократных преобразований полевых и 
волновых векторов при переходах из одной системы в другую, например, 
из системы покоя среды в систему покоя границы раздела. При таком способе 
решения граничных задач в оптике движущихся сред легко прослеживается 
аналогия с оптикой покоящихся анизотропных гиротропных сред [5 ] . Ес­
тественно поэтому обобщить бескоординатный импедансный метод кристал­
лооптики [5  — 7] на движущиеся среды, что позволяет дать общее решение 
граничных задач в компактной аналитической форме. При этом вводятся 
операторы (тензоры 2-го ранга) поверхностных адмитансов (адмитане-вол- 
новая проводимость — величина, обратная импедансу [ 8 ] ) и френелевские 
операторы отражения и пропускания, связывающие полевые векторы пада­
ющих, отраженных и преломленных волн [9 ].

В настоящей работе мы следуем подходам и терминологии, изложенным 
в [5 ]. Введем тензор поверхностных адмитансов. Предположим, что среда 
и плоская граница раздела, отделяющая ее от другой среды, движутся с 
различными скоростями v и и относительно лабораторной системы отсчета,
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в которой мы и проводим все расчеты. Примеры подобных ситуаций
приводятся в [2 , 3 ]. Материальные уравнения для движущейся среды,
обладающей в своей системе покоя естественной или наведенной анизотро­
пией и гиротропией, имеют вид [ 10]:

D = еЕ + 6В, Н = хЕ + д _1В, ( I )
где D, Е, В, H — обычные обозначения полевых векторов, а тензоры ¢, б, 
X, д -1 выражаются в общем случае через вектор скорости v, тензоры 
диэлектрической и магнитной проницаемостей и псевдотензоры гирации 
среды [4 , 11, 12]. Граничные условия для движущейся границы раздела при 
отсутствии на ней поверхностных токов и свободных зарядов можно записать 
в виде непрерывности векторов Q и J  [2, 3]:

Q 1 = Q 2, J 1 = J 2, Q = q xE - u q/ c B T, J  = q xH + u q/ c D T, (2 )

где qx—тензор, дуальный вектору q, q xE = Г qE ] ;  q -  единичный вектор нор­
мали к границе раздела; квадратные скобки обозначают векторное произ­
ведение; uq = u.q — проекция скорости границы раздела на вектор q; точ­
ка обозначает скалярное произведение; В, = IB, D7 = ID — тангенциальные 
составляющие векторов В и D; I = l - q ® q  — проективный оператор на 
плоскость границы раздела; I — единичный оператор в трехмерном про­
странстве; q Ф q — кронекеровское произведение векторов (диада); с — 
скорость света в вакууме.

Уравнения Максвелла для плоских монохроматических волн имеют вид:

- I  ГкН] ,  В = —D =  -  А  Г кН ] ,  В = — [ кЕ ] ,  к В = 0, к D = 0 (3)

и после скалярного умножения их на вектор q дают 
C r , „  г ,  с—а.Е, = — q.B,(О -а.Н7 = q.D, (4)

где а = [k q ] = [k7q ], k7 = Ik, k — волновой вектор; ш — частота. Использо­
вание материальных соотношений ( I )  и уравнений (4 ) позволяет выразить 
полные векторы E и В через их тангенциальные составляющие E7, B7 с 
помощью восстанавливающей блочной матрицы V:

(5)
V 22

где ее тензорные блоки имеют следующий вид:

V 11 = I+  ( q«q -  —ax q ) -1q© [ — ( -  -^-ад-1q + q6q )a  + - I a x - q e ] , (6)

E = V E t , V = V 11 V 12
В B 7 V21 V22

V 12 = q© ( —ад x- q 5 )  ( q e q - ^ - a x q )  V 21= - - V © a ,  V22 = I.(i) 10 (0
Векторы J  и Q (2 ) , в свою очередь, можно выразить через составляющие 
E7 и B7, используя матрицу V:

Q
J

q

j<
с

j 2

Et

B t
(7)

J1 = q xM- 1V 21I + — I6V 21I + q xXV u I + V e V 11I, ( 8 )

ja = q V 1V 221 + V f iV 22I + q xXV 12I + V e V 12I.
с C

Введем тензор поверхностных адмитансов Г по аналогии с электродина­
микой неподвижных сред как оператор, связывающий векторы Q и J  на 
границе раздела

J  = TQ. (9 )
Из соотношений (7 ) , (9 )  и равенства
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В, = ( -^-I -  Ik jVi2I ) ”k*Vи IE ,, (10)

следующего из второго уравнения Максвелла (3 ) , получаем

Г =  [ ji + j 2 ( -^ - I - Ik xV 12I )  -RxV 11IJ x  ( 11)

х [ ч * - у  ( £  I - I k xV 12I )  -IcltV 11I ] ".

Показатель степени «—» обозначает операцию обращения в двумерном
пространстве, связанном с границей раздела (см. [ 5 ] ) ,  т. е. операцию
псевдообращения в обычном трехмерном пространстве.

Формула (11) позволяет находить тензор обобщенных адмитансов для 
движущейся границы раздела, отделяющей движущуюся анизотропную ги- 
ротронную среду от некоторой другой. В общем случае не имеет смысла 
подставлять ( 6 ), ( 8 ) и выражения для тензоров е, 6, х> M-1 в ( H )  ввиду 
громоздкости конечных выражений. Удобнее последовательно использовать 
блочную структуру этих формул для численного анализа. Для некоторых 
важных частных случаев указанные выражения могут заметно упрощаться. 
Например, для изотропной движущейся среды с параметрами е0, /I0 в системе 
покоя [4, 11, 12]

f  =  £ o v o Ф  v O +  7 2 / М о  (  £ о М о  —  Д 2 )  I v i  M 1 _ — v o Ф  v O (12)
/*о

-  7 2/Ао ( Д2£оМо -  I ) Iv, 5 = X = I /д о Д 7 2̂ о ,
где V0 = v/Ivl, Iv = l - v 0 ® V0 — проективный оператор на плоскость, ортого­
нальную вектору скорости v, 72 = ( 1 - / 32) - 1, /S = v / c ,  /с = C0Zi0- I .  Если ско­
рость движения среды v и скорость движения границы раздела и направлены 
одинаковым образом вдоль нормали q, но различаются между собой по 
величине, то после несложных, но громоздких преобразований с учетом (6 ), 
(8 ) , (1 1 ), (12) получаем

2 ‘ оно  ( P u - P )  ( I - — M  + ( I - P f i u ) ( Р -  — ч )
Г = 2--------------------------- "------------------------------- "— а 0 © Ь0.+ (13)

Мо I - Z M -и

<л)

( P - P u )  ( I - - P v )  + ( I - P P u )  ( - V - P )
-Ь0 ® а 0,

где Ди = ц / с ,  7/ = k.q, b0 = k ,/lk ,l, а0= [b 0q ]. Второй важный случай, встре­
чающийся на практике, — так называемое тангенциальное движение среды 
и границы раздела, когда векторы и и v лежат в плоскости, ортогональной 
вектору q. При этом, например, если среда движется вместе со своей 
границей (u  = v) и вектор скорости лежит в плоскости падения (v0 = b0), то 
для тензора Г из (11) получается выражение

Г = — Ь 0 ф а о _ ^  а 0 ® Ь 0. (14)
CTJ (О

При выводе соотношений (1 3 )— (14) было использовано дисперсионное 
уравнение для изотропного движущегося диэлектрика [3 ]

к 2 = ( ш / с ) 2 + /С7 2 ( w /c  - /3 k.v0 ) 2.

Перейдем к амплитудным соотношениям для граничных задач. Пусть на 
границу раздела двух движущихся с различными скоростями сред наклонно 
падает плоская произвольно поляризованная волна, причем скорость пере­
мещения границы не совпадает ни с одной из скоростей движения сред, т. е. 
u ^ v 1 ф \ 2 * 11. Каждая среда в своей системе покоя является изотропной и 
характеризуется диэлектрической и магнитной проницаемостями е,, /Xi, 
i = 1,2. В отличие от покоящихся сред в данной задаче необходимо различать 
досветовой и сверхсветовой случаи [2 , 3]. Если проекция скорости переме­
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щения границы раздела вдоль вектора меньше величины проекции групповой 
скорости отраженной волны на это же направление, то существует, как 
обычно, одна отраженная и одна преломленная волны. Возможен случай, 
когда нормальная составляющая скорости границы раздела больше нормаль­
ной составляющей групповой скорости отраженной волны. При этом граница 
раздела как бы обгоняет отраженную волну. Тогда нужно рассматривать две 
преломленные волны вместо одной отраженной и одной преломленной. 
Будем считать, что частоты си, шт, шл(ш)  и волновые векторы k, кг, kd(ks) 
падающей, отраженной и преломленной (преломленных) волн известны. Эта 
задача исследовалась подробно во многих работах (см., напр., [ 2 - 4 1 ) .

1. Досветовой случай. Используя непрерывность векторов Q и J  (2 ) на 
границе раздела, запишем:

Q i + Qr = Qd> J i + J r = Jd , (15)
где индексы i, г, d отмечают соответственно падающую, отраженную и 
преломленную волну. Используя тензоры поверхностных адмитансов (9)Г;, 
Гг, Td, получаем:

Qi + Qr = Qd, T iQ i + TrQ r = F dQ d. (16)

Введем, как это делается для покоящихся сред [5 ] , френелевские операторы 
R h D,  связывающие векторные амплитуды волн на границе раздела:

Q d - D Q it Q r = RQ,. (17)

Подставляя (17) в систему уравнений (1 6 ), нетрудно получить выражения 
для операторов отражения R и пропускания D:

R = ( F r - F d ) - ( T d - T i ),  D =  ( T r - T d ) - ( T r - T i ).  (18)

2. Сверхсветовой случай. Вместо системы (16) теперь имеем систему
Qi = Q+ + Q - ,  T iQ i = T 4-Q+ + T _ Q _ .  (19)

Френелевские операторы D+ и D_, связывающие амплитуды преломленных 
волн с амплитудой падающей волны Q+ = D + Qj, Q_ = D_Qit находятся 
аналогично случаю I:

D+ = ( Г _ - Г + ) - ( Г _ - Г і ) ,  D .  = ( Г . —Г + ) - ( Г + —Ti ).  (20)

Векторные амплитуды E и В полей отраженных и преломленных волн 
вычисляются с помощью матрицы восстановления V (5 ) по тангенциальным 
составляющим Er и B7, которые, в свою очередь, можно получить из (7 ) , 
решая относительно этих векторов систему уравнений:

Е, Il

Я

W j2
С

QxW jiq x q xW

Q
J

W=  ( j 2qx + ^ j i )  (2 1 )

Таким образом, схема решения задачи отражения и пропускания элект­
ромагнитных волн, наклонно падающих на движущуюся границу раздела 
движущихся сред, состоит из следующих этапов:

1. Реш ая соответствующее дисперсионное уравнение для каждой из сред, 
определить частоты и волновые векторы отраженных и преломленных волн.

2. Найти тангенциальные составляющие векторов поля падающей волны 
E7 и B7, рассчитать матрицу восстановления (5 ) и тензоры ji и j2 ( 8 ) для 
обеих сред.

3. Построить тензоры адмитансов Tit Trt Td, (Tt) (1 1 ).
4. Рассчитать операторы отражения и пропускания R, D (D i) (18), (20) 

для всех волн и вычислить с их помощью векторы Qr, Qd(Q i) и J rt J d(J1).
5. По соотношениям (21) найти тангенциальные составляющие полевых 

векторов для каждой из преломленных и отраженных волн и восстановить 
полные векторы E и В.

Отметим, что при решении поставленной задачи ориентация векторов 
скоростей сред и границы раздела относительно вектора нормали q может 
быть любой, такж е любыми могут быть углы падения и состояние поляри­
зации электромагнитных волн. Поэтому полученные операторные выраже-
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ния могут быть использованы в любых подобных задачах, допускающих 
четкое разделение на досветовой или сверхсветовой случай. Этот метод 
допукает обобщение для сложных многослойных движущихся сред, посколь­
ку все действия выполняются в лабораторной системе отсчета и повторяют 
один и тот же алгоритм.

Таким образом, многообразные эффекты поляризационной оптики изот­
ропных движущихся сред могут быть проанализированы на основе общихгут
операторных соотношений (9 ) , (11 ), (18 ), (20 ), полученных на основе 
формализма тензоров адмитансов. Эти соотношения включают в себя ча­
стные случаи, имеющиеся в литературе.

В качестве примера, иллюстрирующего данный метод решения, рассмот­
рим частный случай досветового отражения и преломления волн, когда обе 
среды и граница между ними движутся с одинаковой скоростью v, парал­
лельной вектору q. Считаем нормальные составляющие волновых векторов 
г), т)г, rf  и частоты ш, ыг, wd известными. Тензоры поверхностных адмитансов 
запишем, используя выражение (13):

Л -  А
Г; = — а 0 ® b 0—^iAjb0 Ф а 0, T r = — а 0 © Ь 0—6iA rb 0 © a 0, (22)

P I P i

А
Г d = — а о © Ь 0 — €2 Ajbo © Зо,

Zi 2

P - J L v  P +  - V r P - L - V d

A i  І І - ,  Ar = -----— , Ad = "
I _ L.pv I + - L -  I _ L-pvd

и VrPvr Vd
где kr = k 7—7jrq, kd = k ,+ rjdq. Френелевские операторы отражения и пропу­
скания имеют вид:

Z i i A d - Z i 2A i f i / A i - < f 2/ A d / т з \
R = — ----------- T a  -  тт-Ть, (23)

Zi 2A r -  M l A d f l / A r - f 2/ A d

/ J  1_ ч
n  Zi2 ( A r - A i ) t u A r '  A i ) 7 *
D  =  — —--------- - T b +

Zi 2A r - Z i I A d € i / A r - e 2/ A d ’ 

т а = а 0 © а 0, т ь = Ь0 © Ь0.
Пусть падающая волна имеет TE поляризацию, т. е. E i = E a0.
Тогда

B i = —E ( 7)b0 -  k ,q  ) ,  E ir = E il B ir = - E ^ b 0, Q i = E ( I -  — /Зр ) Ь0.0) 0 ) 0 )
Вычисляя векторы Q r = R Q il Q d = DQ il J r = TrQ rl J d = TdQ d и восстанавли­
вая вектор напряженности электрического поля по формуле ( 21), получаем:

r Zi 2iZ - Z i I iZd + ? 2-  (Zi 2 - Z i I H inv
E r = — -------------------- \ -------------------E a0, (24)

M d г 2 P  / \т«
Zi IV +Zi 2iZ -  7 —  (Zi 2 -  Zi I ) Iinv 

С

^  V d Zi 2 ( у  + V r ) E a 0b d = ------------------------- - ------------------- ,

Ш P l V d + P 2Vr - - I 2—  (Zi 2 - Zi I ) Iinv
С

где Iinv = k.v — ш = k r.v — шг = k d.v—wd — один из кинематических инвариантов, 
введенный в [2 ] для удобства расчетов. Для TM волны

H i = H a0 = H ill D i = — H ( k ,q —т)Ь0 ) ,0)

B i = B il = — ( I + /С7 2 ( I — —Дг)) ) H a0lб 2 Ш

Е 1 = ^ І ^ Ч - І ^ І ( Д і с  + ^ ( 1 - е 1д 1 ) /32) )b 0, Q, = - ( - 7 ) - / 5 ) а 0,
и  £ I с I  о> е I V

и, опуская дальнейшие несложные вычисления, окончательно имеем:
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Н ' = 77 • -------------------- 1----------------- Н а°>®  d г 2 P  /  \  т*
¢14  + ¢ 2 4  + 7  —  ( ¢ 1  -  ¢ 2  ) I*nv

C

U  <yd ¢ 2 ( 4 -  4 r ) Hao
H cJ =  ---- . ----------------------------------------------------- .

W ¢ 2 4 ^ ^ 4 1* + 7 2-  ( ¢ 1  -  ¢ 2  ) Iinv 
с

Формулы (2 4 ), (25) полностью совпадают с соответствующими выражени­
ями для амплитуд отраженной и прошедшей волн из работы [13].

Автор выражает благодарность JI. М. Барковскому за постановку задачи 
и сделанные замечания.
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Г C 2 V - C l V d + I 2—  ( f 2 - f l  ) Iinv

У Д К  534 .231 .2

И. В. СЕМ Ч Е П К О , А. II. С Е РД Ю К О В , С. А. Х Л Х О М О В

ПРОХО Ж ДЕН ИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН ЧЕРЕЗ СЛОЙ 
СЕГНЕТОКЕРАМ ИКИ С НЕСТАЦИОНАРНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ, 

ИНДУЦИРОВАННОЙ ВРАЩ АЮ Щ ИМ СЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ  ПОЛЕМ

В последнее время значительно возрос интерес к исследованию взаимо­
действия акустических волн с переменными электрическими полями в 
кристаллах [ I —5]. В работе [ I ] ,  например, акустоэлектромагнитные вза­
имодействия в сегнетоэлектрических резонаторах из танталата калия поло­
жены в основу возбуждения ультразвука. В статье [2 ] нелинейное элект­
роакустическое взаимодействие в кристалле ниобата лития рассматривается 
как метод фазового сопряжения акустических волн. В работе [ 6 ] показана 
возможность формирования вращающейся акустической анизотропии в кри­
сталлах с сильной деформационной зависимостью диэлектрической прони­
цаемости под действием внешнего электрического поля. Рассматрены эффек­
ты преобразования частоты ультразвука, усиления и генерации обращенной 
акустической волны, возникновения электроакустической памяти кристалла, 
а такж е обосновываются преимущества использования пространственно-од­
нородного вращающегося электрического поля. Подробное рассмотрение 
влияния вязкости среды на акустические свойства кристалла с вращающейся 
анизотропией проведено в работе [7 ]. В данной статье, без учета отражения 
ультразвука от границ кристалла, определены волновые числа и эллиптич­
ности собственных акустических волн, интенсивности прошедшей и обра­
щенной волн, исследованы гиротропные свойства кристалла с вращающейся 
анизотропией. Исследовано распространение акустических волн через слой 
кристалла с нестационарной анизотропией, индуцированной вращающимся 
электрическим полем, с учетом отражения ультразвука от границ слоя. 
Получены выражения для комплексных амплитуд обращенной, отраженной 
и прошедших акустических волн, при этом ультразвук, отраженный от 
границ слоя, считается слабым. Изучена зависимость интенсивностей обра­
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щенной и прошедшей волн от толщины области с вращающейся анизотро­
пией. Получены условия, определяющие толщины слоя с вращающейся 
анизотропией, при которых интенсивности этих волн принимают максималь­
ные и минимальные значения.

Рассмотрим кристалл с сильной деформационной зависимостью диэлект­
рической проницаемости (например, центросимметричную сегнетокерамику 
на основе титаната бария), центральная область которого помещена во 
вращающееся электрическое поле. Такое поле может быть создано, напри­
мер, путем подачи электрического потенциала со сдвигом фазы на систему 
параллельных металлических электродов, нанесенных на боковую поверх­
ность сегнетокерамического цилиндра в центральной области [ 6 ]. Пусть на 
границу области, испытывающей воздействие вращающегося электрического 
поля, при z = 0 падает циркулярно-поляризованная акустическая волна

u e = u 0“ n _ е х р [ - icj0t + i k 0z ] , ( I )

вектор упругого смещения которой имеет такое же направление вращения 
во времени, как и внешнее электрическое поле.

В результате взаимодействия распространяющегося в кристалле ультра­
звука с вращающимся электрическим полем может произойти усиление 
прошедшей волны на частоте ш0;

и, = 11,~п _ exp [ — iw0t + i k 0z ] ( 2 )

и генерация обращенной волны на частоте 212 —щ:

Uc = u g+n+ exp [ - i  ( W0 -2 1 2 ) t + ikgz ] . (3 )

Вследствие отражения ультразвука от границ слоя с вращающейся 
анизотропией могут возникнуть также отраженная волна на частоте ш0:

u r = u r' n  _ехр [ -  iw0t - i k 0z ] (4)

и прошедшая волна на частоте 212 —ша:

Uc, = Unп + exp [ — i ( W0 — 2 0 ) t — ikoZ ] .  (5)

Представляя согласно [7 ] акустическое поле в слое с вращающейся анизот­
ропией в виде суперпозиции четырех собственных мод с амплитудами Am, 
из условий непрерывности векторов упругого смещения волн ( I —5) и 
непрерывности компонент тензора напряжений а на границах слоя [ 8 ] 
получаем систему из восьми уравнений:

4

£  Am = u r'  + U 0",  (6)
ITl = I

E  AmCm ( W0 — 12 ) = Uc ,
m = I

£  Ame x p [ i k m (W 0 - H ) L ]  = u , 'exp [ i k 0L ] ,
m = I

4

E  A raCm1 (ы 0 - П )  exp [ ikm (w 0 - f i ) L ]  = u * e x p [ — ik^L ] ,
m = I

]E { [ iA + Выо ] + [ і 5  + к ( ы о  — 212) J C m 1 ( wO - H )  } k ra ( ш0 —12) Am =
m = I

=  ко ( ІС 55 +  7?55w 0 ) ( Uo — U 2 ) ,
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Tj { [ іА + В ( w0 — 212) ] Cm1 ( w0 —12) + [ iS + /cw0 ] } k m ( W0 — SI )A m =
т  = I

=  ко ( ІС55 +  7755 ( Wo — 212 ) ) Uc+ ,

S  { [ іЛ + Bwo ] + [  і<5 + K ( W0 -  212) ] Cm1 ( W0 - 1 2 ) } k m ( w 0 —1 2 ) А П
т = I

X exp [ ікт ( W0 - 12) L ] = к 0 ( іс55 + Tj55W0 ) U1 exp [ ik0L ] ,

Tj  { [ іЛ + B ( W0 — 212) ] Cm1 ( W0 - 12) + [ іб + ш  о ] } к т ( W0 —12) A r
т  = I

ех р [ ік т ( W0 —12) L ] = -k § L ic 55 + Tj55 ( w0 -  212) u *ехр [ — ik^L ] .

Здесь

к 0 = W0 [ C55 - і?755<у0 ] 2 >

к 0 = ( 212 — W0 ) [
С55 -  І5755 ( 2 1 2 -  t j O )

]  -

волновые числа, зависящие от частот волн и невозмущенных параметров 
плотности р, упругости C55 и вязкости Tj55 слоев кристалла, граничащих при 
z = 0 и z = L со слоем, помещенным во вращающееся электрическое поле;

к  1,2 ( w ) =  — к 4,з ( w ) =

+ К2&\ ±  ̂ ( A “ A2 ) + 4Х2 Х2 J

2 ( A i A j - X 1X 2 )

( \  >. /  \  -  k U  ( ш ) A 2C u  ( OJ) = С3,4 (W) =   ------------------
к Il2 ( W ) X 1

( V )

( 8 )

волновые числа и эллиптичности собственных мод акустического поля [7 ]. 
В выражениях ( I —8 ) также использованы обозначения:

A i = A - iBwi ,  A 2 = A - I B w 2, X i = 5  — ncwi, X 2 = S - i/cw2, w i = w  +  12, w2 = w  — 

— 12, A =  C44+  ( Qi55 +  Qii44 ) E 0 / 2 , 5  = ( « 1 5 5 — a i 44) E 0 / 2 ,  B = T j 44+  (/З155 +  

+  f t i44 ) E 0 / 2 ,  /с = ( Piss —/3144 ) E 0 / 2 ;

E0 и 12 —- амплитуда и частота вращения внешнего электрического поля, 
а  и P — тензоры, учитывающие элсктрострикционное воздействие этого поля 
на упругие постоянные с и вязкость Tj кристалла, р — плотность кристалла,
п ,=  ( а + ib ) / л /~2~  — векторы циркулярной поляризации, а и Ь — орты 
лабораторной декартовой системы координат.
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Учитывая, что относительное изменение параметров кристалла под 
действием электрического поля составляет -IO 2 [ 9 — 11], можно предпо­
ложить, что отраженная Ur, прошедшая Uc, волны и собственные моды A3, 
A4 являются слабыми.

Рассмотрим случай резонансного взаимодействия, когда частота ультра­
звука W 0 совпадает с частотой электрического поля П. Преобразовав систему
( 6 ) и используя указанное приближение, находим:

A 1 =2C1G 2u 0 { C1F 1G 2 — С2ехр [ i ( ^  — k 2 ) L ] G 1F 2 } ,

A 2 = - A 1C2? r 1e x p [ i ( k i - k 2 ) L ] G 1G 2" 1,

u,~ = ў А іе х р  [ i ( k i  - k 0 ) L ]  F 1 + - A 2Cxp [ i ( к 2 - к 0 ) L ]  F 2,

u c+ =  у  C i  1A i G i  +  у  C 2 1A 2 G 2 ,

A3 = -  ў  { exp [ — ik2L ] CiCf 1Cxp [ - I k 1L ]  } _1х 

х { A 1 [ exp [ ik i L ] ( 2 -  F 1 ) -  exp [ - i k 3L ] ( 2 -  G 1 ) ] +

+ A2 [ exp [ ik2L ] ( 2 - F 2 ) - C iC f ^ x p t  -  Ik1L ] ( 2 - G 2 ) ] },

A^ = у С і { C f1A 1 ( 2 -  G 1 ) +C2- 1A2 ( 2 - G j )  + 2 ^ % } ,

ў  I c r 1A 1Cxp [ Ik1L ] ( 2 - G 1) + C2- 1A jexp [ Ik2L ] ( 2 - G 2 ) + 

+^C2- 1A 3Cxp [ — ік2 L ] + 2СГ :А4ехр [ - I k 1L ] } e x p [ ik 0L ] ,  

u r = у [ А 1 ( 2  — F 1 ) +  A 2 ( 2  — F 2 ) ]  + A 3 + A 4.

Здесь

F 1  =  I +  к д  [  ( І Л  +  В П )  + C f 1 C i S - / с П )  ]  { к 0 ( i c 55 +  Т 5 5 П )  }

F 2 = I + к 2 [ (ІЛ + BH) + C f1CiS-K H) ] { к0 ( ic55 + t?ssH) ]

G 1 = I +  к ! [  ( іЛ  — B H  ) + C 1 ( iS + / сН ) ]  {  ко ( І С 55 —  7/ 55П ) }  1 ,

G 2 = I + к 2 [  ( iA  — B H ) +  C i  ( iS + /сН ) ]  {  к 0 ( І С 55 —  7? s s H ) }  ,

к ! = к ! ( w 0 -  H  ) к 2 = к 2 ( W 0 -  H  ) ,

C i = C i ( w O - H )  C2 = C 2 ( w O - H ) .

Таким образом, считая отражение от границ слоя слабым, мы получили 
выражения для комплексных амплитуд обращенной, отраженной и прошед­
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шей волн. Амплитуды всех волн могут быть определены также в результате 
численного решения системы ( 6 ). Вычисления производились при следу­
ющих значениях параметров [9 — 11]: Л = 10а Н / м 2, 5=  -4 ,4 6 5  109 Н / м 2, 
В = 100 ед. СИ, к = 5 ед. СИ, £2 = IO7 Гц, р = 5,7 IO3 к г /м 3, E0 = 400 к В /м , 
C55 = 9,38 IO10 И / м 2, T755 = 93,8 ед. СИ, ш0=Ю 7 Гд.

Рис. 2. Зависимость интенсивностей прошедшей на частоте 2& - <у0 и 
отраженной воли от толщины слоя с вращ ающейся анизотропией:

I -  Ig I Uc ,  I 2; 2 -  Ig I U 2  I 2

На рис. I и 2 представлены в логарифмическом масштабе графики 
зависимости интенсивностей всех волн от толщины слоя с вращающейся 
анизотропией, полученные в результате численного решения системы ( 6 ).

Анализ графиков позволяет сделать заключение о характере зависимости 
коэффициентов отражения, прохождения и усиления от толщины области 
с индуцированной анизотропией. Все графики имеют периодически повто­
ряющиеся резонансы при условии

[ k i ( w 0 - f i ) - k 2 ( w0 - f i )  ] Ls = t p i - i p 2 + 2ns, (9)

где Ip1 и ip2 — аргументы комплексных эллиптичностей ^1(O)0- £2) и £2(w0 — £2) 
( 8 ), параметр s принимает значения из множества целых чисел. При
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выполнении условия (9 ) нормированные интенсивности прошедшей и об­
ращенной волн могут принимать гигантские значения порядка IO5. В то же 
время генерация и усиление ультразвука в критических точках являются 
нестабильными, поскольку коэффициенты усиления, прохождения и отра­
жения очень быстро уменьшаются при небольшом нарушении условия (9 ). 
При толщинах слоя, удовлетворяющих соотношению

[  k i  ( ы 0 -  П ) — к 2 ( ы 0 — І2 ) ]  L s =  27rs, ( 1 0 )

интенсивность обращенной волны принимает минимальные значения.
Из сравнения графиков, полученных различными способами, можно 

сделать вывод о том, что приближенные выражения достаточно точно 
описывают поведение интенсивностей обращенной, отраженной и прошед­
ших волн в областях стабильного взаимодействия, вдали от толщин слоя, 
удовлетворяющих соотношению (9 ). В критических точках слабое отраже­
ние ультразвука от границ слоя с вращающейся анизотропией не имеет 
места, и приближенный метод не может быть использован. При выполнении 
условия (9 ) приближенные вычисления дают бесконечно большие значения 
для интенсивностей всех волн.
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У Д К  S 35.34

Вик. В. Ш ЕП ЕЛЕВИ Ч

ЗАВИСИМ ОСТЬ ЭФ ФЕКТИ ВН ОСТИ 
ЧЕТЫРЕХВОЛНОВОГО ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЯ В Bi12SiO20 

ОТ ОРИЕНТАЦИИ КРИСТАЛЛА

Большой диапазон практических применений четырехволнового взаимо­
действия (обращение волнового фронта, интерферометрия в реальном вре­
мени [ I ] ,  выполнение логических операций, параллельная обработка опти­
ческой информации и др. [ 2 ] .)  способствует интенсивному развитию иссле­
дований этого явления с использованием различных рабочих сред. В стан­
дартных схемах обращения волнового фронта при четырехволновом смеше­
нии в высокочувствительных фоторефрактивных кристаллах Bi12SiO20(BSO), 
Bi12GeO20(BGO) и Bi12TiO20(B TO ) кристаллическая пластинка среза (110) 
устанавливается таким образом, чтобы кристаллографическое направление 
[001] было перпендикулярно или параллельно плоскости падения лучей 
(вектор записываемой голографической решетки К ± [001] и К || [001]) [3]. 
Эти геометрии, как показано ниже, не являются оптимальными.

Известно [4 ] , что кристаллы BSO, BGO и BTO являются пьезо­
электриками. В [5 ] показано, что учет пьезоэлектрического эффекта и 
фотоупругости приводит к значительному изменению свойств формиру­
ющихся в этих средах голографических решеток, что необходимо учитывать
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и в процессе оптимизации условий четырехволнового смешения. Следует 
отметить, что пьезоэлектрический эффект не проявляется при К | | [ 001] и 
слабо сказывается при К  || [110] [ 6J ,  что, видимо являлось причиной 
пренебрежения им в подавляющем большинстве работ по голографии в 
фоторефрактивных кристаллах.

Рис. I. Схема эксперимента и ориентация кристалла

Цель настоящего сообщения — изучение влияния ориентации вектора ре­
шетки К  относительно направления [001] на энергетическую эффективность 
обращения волнового фронта при вырожденном четырехволновом смешении 
в кристалле BSO с применением модели голографической решетки [5 ].

Схема экспериментальной
R ( 6 ) / R установки приведена на рис. 

I. В качестве обращающего 
элемента использовалась кри­
сталлическая пластинка среза 
(110) толщиной 2,19 мм. Све­
товой пучок He — Ne лазера 
I разделялся на два пучка 
полупрозрачным зеркалом 2 . 
Пучок накачки I1 направлял­
ся на кристалл, где интерфе­
рировал с сигнальным пучком 
I3. Поскольку в кристалле рас­
сматриваемого среза отража­
тельные решетки практически 
не регистрируются, можно 
считать, что пучок I2, отра­
женный от зеркала 3, считы­
вает пропускающую решетку, 
записанную световыми пучка­
ми I1 и I3. При этом дифраги­
рованный на решетке пучок 
I4 является обращенным по 
отношению к I3. Интенсив­
ность обращенного пучка из­
мерялась фотоприемником 
Ф I , а фотоприемник Ф2 ис­
пользовался для контроля ста­
бильности интенсивности ла­
зерного излучения. Пучки I1, 
I3 являлись линейно поляри­

зованными в плоскости схождения. Угол поворота плоскости поляризации в 
результате однократного прохождения света через кристалл составлял 44°. 
Ориентация кристалла относительно вектора К  показана на рис. I.

Проведенные измерения интенсивности обращенного пучка I4 в зависи­
мости от угла поворота кристалла показали, что максимум коэффициента 
отражения достигается при углах ориентации кристалла 50° и 140° (рис. 2).

Д ля получения теоретической зависимости коэффициента обращения от 
угла 0 , вообще говоря, необходим учет взаимодействия всех четырех пучков. 
Однако, как отмечалось выше, в первом приближении можно считать 
голографическую решетку в стационарном режиме заданной, рассматривая 
дифракцию пучка I2 на этой решетке с азимутом, измененным из-за

90 120 150 180 Q

Рис. 2. Зависимость коэф ф ициента отражения обра­
щ енной волны от угла ориентации кристалла BSO:

а — экспериментальные точки; I — теоретическая зависимость, 
полученная без учета оптической активности и  пьезоэффекта; 2 — с 
учетом оптической активности; 3 — с учетом оптической активности 

и пьезоэффекта
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вращения плоскости поляризации света в кристалле. Задача такого типа 
решалась в работе [5 ] . Теоретические зависимости, построенные с исполь­
зованием результатов модели [5 ] , приведены на рис. 2. При их расчете 
использовались следующие параметры (напр., [5 ] ) :  фотоупругие постоян­
ные P u = -0 ,1 6 ,  P 12= -0 ,1 3 ,  P13= -0 ,1 2 , P44= — 0,015; электрооптический 
коэффициент R41= -5 ,0 .1 0 -12 м /В ;  модули упругости C11= 12,96.1010 Н / м 2, 
C12 = 2,99.1010Н / м 2, C44 = 2,45.1010 Н / м 2 и пьезоэлектрический коэффициент 
е14 = 1,12 К л /м 2. Феноменологическое значение величины электрического 
поля решетки E0 = 0,5 к В /с м  было выбрано исходя из наилучшего согласия 
с экспериментальными данными. Кривая I, полученная без учета оптической 
активности и пьезоэффекта, является симметричной относительно угла 
0  = 90°. Кривая 2, построенная с учетом оптической активности, уже не 
симметрична и по расположению максимумов удовлетворительно согласуется 
с экспериментом. Однако в области провала (при угле ©, близком к 100°) 
наблюдается значительное расхождение в значениях коэффициента отраже­
ния с экспериментальными данными (почти в два раза). Наилучшее согласие 
с экспериментом дает одновременный учет оптической активности и пье­
зоэффекта (кривая J ) .

Таким образом, показано, что эффективность обращения волнового 
фронта сильно зависит от угла 0 , определяющего ориентацию кристалла, 
а максимальное значение коэффициента отражения достигается при угле 0 , 
отличном от углов 0° и 90°, характеризующих традиционные геометрии 
четырехволнового смешения. Учет оптической активности позволяет прибли­
женно рассчитать угол поворота кристалла, при котором коэффициент 
обращения максимален. Учет пьезоэффекта позволяет получить лучшее 
согласие теоретических и экспериментальных значений. Дальнейшая опти­
мизация условий обращения волнового фронта может быть достигнута за 
счет вариации отношения интенсивностей пучков, изменения их поляриза­
ции и приложения к кристаллу внешнего электрического поля.

Автор благодарит Трлстика А. Л. и Чалея А. В. за обсуждение работы 
и полезные замечания.
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У Д К  535 .37

С. К. ГО РБАЦ Е ВИ Ч , И. М . ГУЛИ С

Ф ОТОИНДУЦИРОВАННЫ Й Ш Т А Р К -Э Ф Ф Е К Т  
В М ОЛЕКУЛЯРНЫ Х АНСАМБЛЯХ

Многообразие фотофизических процессов, реализующихся в электронно­
возбужденных молекулярных ансамблях, позволяет рассматривать молеку­
лярные системы как перспективные среды для создания устройств оптиче­
ской обработки информации, характеризующихся сложной динамикой от­
клика на световые воздействия. Имеющиеся в литературе примеры анализа 
возможностей использования молекулярных сред в устройствах преобразо­
вания оптических сигналов основываются чаще всего на достаточно триви­
альных эффектах типа насыщения поглощения [ I ] .  Тем не менее даже в 
рамках таких простейших подходов перспективы использования молекуляр­
ных систем оказываются многообещающими, в первую очередь в связи с 
высокими сечениями поглощения, характерными для электронных переходов 
в сложных молекулах. Принципиально новые возможности могут открывать­
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ся при использовании коллективных свойств молекулярных систем. В на­
стоящей работе анализируются статические и динамические характеристики 
ансамбля сложных органических молекул, поведение которого определяется 
электростатическим взаимодействием дипольных моментов молекул в воз­
бужденном и электронном состояниях.

Как известно, в условиях, когда электронные полосы поглощения слож­
ных молекул (типа красителей) формируются за счет электрон-фононного 
взаимодействия и неоднородного уширения, типичные значения сечения 
поглощения имеют величины порядка 10 “1б см2. При низких температурах, 
в условиях, когда электрон-фононное взаимодействие существенно ослабе­
вает, в бесфононных линиях сечения поглощения могут быть выше на 3—4 
порядка [2 ] . Это обстоятельство обеспечивает возможность существенного
снижения требуемых для оптического 
(мощности).

P ( A v )  D(v)

Рис. I. Спектры поглощения однородного контура ( / )  
и уш иренного за счет фотоиндуцированного Ш тарк- 
эф ф екта ( 2 ) .  Ф ункция распределения по частотам 

О — 0-перехода

управления плотностей энергии

Проанализируем возмож­
ности реализации нового под­
хода, позволяющего при ис­
пользовании молекулярных 
систем с узкими (бесфонон- 
ными) линиями достигать 
резкого снижения энергии уп­
равления. Идею подхода мож­
но пояснить следующим обра­
зом. В обычных вариантах оп­
тического управления погло­
щение рабочей средой одного 
кванта света приводит к изме­
нению оптических характери­
стик одной молекулы. Явного 
усиления эффекта можно бы­
ло бы достичь, если бы погло­
щение одного кванта молеку­
лой оказывало бы воздействие 
на некоторый ансамбль моле­
кул. Пусть в результате пере­
вода некоторой молекулы в 
возбужденное состояние су­
щественно меняются ее элект­
рические характеристики (н а­
пример, возрастает диполь- 
ный момент). В изменившем­

ся поле, создаваемом данной молекулой (будем называть ее условно индукто­
ром), может находиться значительное число других молекул (вообще говоря, 
это могут быть молекулы другого соединения). За  счет изменения энергии 
взаимодействия произойдут сдвиги частот переходов в окружающих моле­
кулах ( «фотоиндуцированный Ш тарк-эффект»), в результате чего изменит­
ся контур неоднородно уширенного спектра. При условии, что однородные 
контуры представляют собой узкие бесфононные линии, небольшие сдвиги 
частот в слабых полях должны привести к значительному изменению 
контура, т. е., можно ожидать, что влияние «индуктора» будет достаточно 
дальнодействующим, и в его сфере воздействия окажется много молекул.

Итак, полагаем, что все молекулы, включая молекулы индуктора, в 
основном состоянии имеют нулевой дипольный момент, а при переводе в 
возбужденное состояние дипольный момент индуктора и остальных молекул 
возрастает до величин дц и д  соответственно. В такой системе при переводе 
индуктора в возбужденное состояние будет наблюдаться уширение контура 
поглощения (от однородной ширины до контура, представляющего собой 
свертку однородного контура с функцией неоднородного уш ирения). Для 
численного расчета функции неоднородного уширения опишем вокруг про­
бной молекулы, куб с ребром 20 нм, который заполним молекулами индук­
тора, находящимися в возбужденном состоянии (т. е., с дипольным моментом 
ци). Число этих молекул определяется в соответствии с распределением 
Пуассона для среднего числа, отвечающим данной концентрации возбуж­
денных молекул индуктора, которая, в свою очередь, определяется услови­
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ями возбуждения. Координаты этих молекул и направления дипольных 
моментов выбираются случайным образом. Ограничимся рассмотрением 
только диполь-дипольных взаимодействий, так как индукционные и диспер­
сионные взаимодействия в данном случае не окажут заметного влияния на 
результаты расчета. Вычисляя энергию взаимодействия пробной молекулы 
с молекулами индуктора и многократно повторяя эту операцию для новых 
случайных конфигураций, построим функцию неоднородного уширения. 
Свертка ее с однородным контуром дает уширенный спектр.

На рис. I приведены результаты такого расчета для следующих вполне 
реалистичных параметров: концентрация возбужденных молекул индуктора 
Cx = 10~3 м о л ь /л , дц = IOD, /г = 2D, однородная ширина контура принималась 
0,5 см -1. Как следует из рисунка, за счет уширения пиковая интенсивность 
в максимуме полосы поглощения падает вдвое, что вполне достаточно для 
управления пропусканием. При общей концентрации индуктора C0
величина Cx достигается при плотности энергии E = ■-*- Для Cx = IO-3

C oflrU
м о л ь /л , C0 = I м о л ь /л , сти = 10~13 C m 2 расчет дает E = 4 1 0 Д ж / с м 2 = 410~17 
Д ж /м к м 2 — величина заведомо превосходящая как все достигнутое, так и, 
по-видимому, требующийся практический уровень. Еще меньшие энергии 
управляющих сигналов можно получить, если рассмотреть ориентированный 
ансамбль молекул, что в принципе может быть достигнуто путем внедрения 
молекул в кристалл (матрицы !!!польского).

Рис. 2. Зависимость оптической плотности от концентрации  
молекул индуктора в возбужденном состоянии.

Отстройка частоты: и—т ь = 0(1), 0,5(2), 1(3), 2(4), 4 с м “ 3(5).

Если ансамбль состоит из молекул одного типа, то в зависимости от 
частоты возбуждающего света с ростом концентрации молекул в возбужден­
ном состоянии может наблюдаться как убыль поглощения на частоте 
возбуждения (рис. 2 , кривые I, 2) ,  так и его возрастание (см. рис. 2 , кри­
вые 3—5); оптические плотности пронормированы на максимальное значе­
ние Dmax в диапазоне анализируемых концентраций C x; расчеты проведены 
для системы ориентированных молекул д = 4,5D, ширина однородного кон­
тура I  C M - 2 .

Рассмотрим динамику накопления молекул в возбужденном состоянии 
после включения возбуждающего света. Для доли молекул в возбужденном

Q
состоянии X = (C 0 — концентрация молекул активатора) можно записать:

с о
( I - X )  <CTu ( x ) >  I - X K f .  ( I )

Здесь Kf — константа флуоресценции.
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В выражении ( I )  среднее сечение поглощения < а ц( Х ) >  зависит от 
концентрации молекул активатора в возбужденном состоянии и определя­
ется сверткой функции распределения молекул по частотам 0 — 0-перехода 
с однородным контуром:

S (7* ( иь -  A l- ) р ( A v ,  Q ) d ( A v  )

< а и ( Х ) > = ~ -----^ ------------------------------- . ( 2 )
s P ( A v ,  C x ) d ( A v )

Здесь р(Аи,  Cx) — функция распределения молекул по частотам 0—0-пере- 
хода, которая рассчитывалась по описанной методике (в расчете рассмат­

ривался пространственно 
неупорядоченный ансамбль 
ориентированных молекул, 
имеющих дипольный мо­
мент в возбужденном со­
стоянии д = 4,5 D, а°(иь) — 
сечение поглощения одно­
родного контура на частоте 
возбуждения).

На рис. 3 а представле­
на зависимость доли моле­
кул активатора в возбуж­
денном состоянии от време­
ни после ступенчатого 
включения возбуждающего 
света для различных его 
интенсивностей (время 
приведено в единицах Tf). 
В расчете принималось, что 
концентрация молекул ак ­
тиватора C0 -  5.10 - 3
м о л ь /л , отстройка частоты 
возбуждения от максимума 
полосы поглощения одно­
родного контура U0- U h = 2 
см , ширина однородного 
контура равнялась I см-1. 
Из рисунка видно, что при­
веденные динамики носят 
нетривиальный характер. 
Система как бы находится 
в режиме ожидания, после 
чего происходит переход к 
значениям стационарных 
заселенностей. Причем 
«время ожидания» тем 
больше, чем меньше ин­
тенсивность возбуждения 
(ср. кривые I  — 3, рис. 3 
а).  Такое поведение рас­
сматриваемой системы объ­
ясняется следующими при­
чинами. В силу низкого се­
чения поглощения на ча­

стоте возбуждения в возбужденное состояние переходит малая доля молекул 
активатора. Однако после перехода в возбужденное состояние молекула 
своим электрическим полем (в возбужденном состоянии ее дипольный 
момент отличен от нуля) воздействует на молекулы окружения и их спектр 
поглощения сдвигается на некоторую величину Au.  В результате этого сдвига 
сечение поглощения некоторых из них может возрасти и существенно 
повысится вероятность поглощения этими молекулами. Как только новые 
молекулы перейдут в возбужденное состояние, в результате фотоиндуциро-

х

Рис. 3. Зависимости доли молекул в возбужденном состо­
янии X (а )  и оптической плотности D /D 0 ( б )  в максимуме 
полосы поглощения однородного контура после ступенча­
того включения возбуждаю щ его света; D 0 — оптическая 
плотность при X  = O. C0 = 5  . 10.- 3 м оль/л , v  — Vh = 2 см - 1 . 
Интенсивность возбуждения ( а )  1 = 3 .  IO- 6  ( I ) ,  5 .  IO-6  
( 2 ) ,  I O- 5  вт/м км 2. В момент времени t = 2 в возбужденное 
состояние переведена доля молекул (б )  X = O(Z) ,  0 ,3 0  ( 2 ) ,  

0 ,0 5  ( 3 ) ,  0 ,1 2  ( 4)
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ванного Ш тарк-эффекта они воздействуют на свое окружение и, таким 
образом, процесс возбуждения будет развиваться в ансамбле молекул ла­
винообразно с некоторой скоростью, зависящей от интенсивности возбуж­
дения. В результате через некоторое время весь ансамбль молекул будет 
охвачен процессом фотоиндуцированного самовоздействия и система может 
находиться в таком устойчивом состоянии сколь угбдно долго до выключения 
возбуждающего излучения. Наличие в данном молекулярном ансамбле 
«времени ожидания», в течение которого развивается лавинообразный про­
цесс, позволяет использовать рассмотренные ансамбли молекул в качестве 
динамических запоминающих устройств. На рис. 3, б приведены зависимости 
оптической плотности в максимуме полосы поглощения однородного контура 
от времени после ступенчатого включения возбуждающего света ( кривая I ). 
Как видно из рисунка, «время ожидания» составляет порядка 12тг. Если в 
течение этого времени на систему воздействовать коротким импульсом света 
с частотой, соответствующей максимуму поглощения однородного контура, 
то в результате фотоиндуцированного Ш тарк-эффекта резко возрастет 
поглощение излучения на отстроенной частоте (условно «питающего» из­
лучения), что приведет к более раннему по времени выходу оптической 
плотности на стационарный уровень (см. кривые 2, 3).  Если энергия 
управляющего излучения создает заселенность возбужденного состояния, 
соответствующего стационарному уровню, то переход в стационарное состо­
яние происходит практически ступенчато, без растянутого во времени 
переходного режима (кривая 4).  В этом случае роль «питающего» излучения 
заключается в поддержании баланса между возбуждением и стационарным 
распадом возбужденных состояний; при этом нахождение некоторой доли 
молекул в возбужденном состоянии поддерживает стационарный уровень 
поглощения на отстроенной частоте (более высокий, чем в невозбужденной 
системе). Для «стирания информации» достаточно выключить световой 
поток на время, равное нескольким т£, и система готова к восприятию 
следующего управляющего сигнала.

В рамках анализируемого подхода в качестве «рабочего» параметра, 
управляемого световым воздействием, может использоваться не только 
изменение полосы поглощения, но и интенсивность флуоресценции. Можно 
также предложить варианты реализации, в которых осуществляется воздей­
ствие со стороны молекул индуктора не только на узкую полосу поглощения, 
но и на узкую выжженную щель в уширенной неоднородно полосе, а также 
на узкополосную флуоресценцию при селективном лазерном возбуждении.
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ЗАВИСИМ ОСТЬ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СПЛАВОВ 
НА ОСНОВЕ НИКЕЛЯ ОТ ТЕМ ПЕРАТУРЫ

Рассмотрены особенности температурных изменений электрических 
свойств пермаллоевых и перминварных сплавов 300+1000 К. Обнаружены 
особенности поведения p = f(T ) в критических областях температур. На 
основании рентгенографических, магнитных и термографических исследова­
ний при Т < Т С показано, что эти особенности объясняются температурными 
превращениями, имеющими признаки фазовых переходов первого рода. 
Природа таких переходов связывается с перестройкой спиновой системы 
сплавов.

Для выяснения природы магнетизма сплавов, в том числе высоконике­
левых, важное значение имеет понимание закономерностей температурного
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поведения их свойств. В группу высоконикелевых сплавов входят широко 
используемые в технике материалы, например, пермаллой, перминвар и др. 
Знание температурной зависимости их свойств может также способствовать 
полноценному решению проблемы термообработки материалов.

Отдельные аспекты магнетизма материалов могут быть раскрыты путем 
учета поведения их немагнитных свойств, в особенности кинетических. 
Температурная зависимость таких кинетических характеристик, как удель­
ное электросопротивление р, в переходных металлах и их сплавах отличается 
спецификой, связанной с наличием d-зоны, образованной электронами 
незаполненной d-оболочки атомов. Плотность состояний этой зоны в зави­
симости от энергии электронов имеет сложный характер, что затрудняет 
теоретическое нахождение зависимости = f (T ) и определяет потребность 
в экспериментальных сведениях о такой зависимости.

С учетом сказанного в настоящем сообщении рассмотрены особенности 
температурных изменений электрических свойств пермаллоевых и пермин- 
варных сплавов с целью выяснения взаимосвязи подобных изменений с 
магнитным состоянием материала. Для более комплексной оценки темпе­
ратурного поведения этих сплавов были изучены изменения их отдельных 
магнитных характеристик. В качестве контрольного материала рассмотрен 
такж е никель марки H —О.

Измерения удельного сопротивления проводили в интервале температур 
300+1000 К. Образцы изготавливали в основном из сплавов, содержащих 
(вес. % )  80Ni20Fe и 30Col4Fc55,8Ni0,2Zr. Сплавы выплавляли в индук­
ционной высоковакуумной печи. Для выплавки сплавов использовали кар­
бонильное железо марки ПС, кобальт марки К— I —А и никель марки Н —О. 
Цирконий использовался как раскислитель. После многократной переплавки 
и перемешивания полученные сплавы подвергали вакуумному гомогенизи­
рующему отжигу при T = 1400 К в течение 72 ч. Компонентный состав 
определяли рентгеноспектральным анализом.

Рис. I. Зависимость удельной электропроводности сплавов составов (вес. % ) 80N i20Fe( I ) , 
ЗОСоІ 4F e55 ,8N i0 ,2Z r(2 ) от температуры  

Рис. 2. Зависимость температурного коэффициента сопротивления (T K C ) сплавов состава (вес. 
% ) 8 0 N i2 0 F e (/)  и 3 0 C o l4 F e5 5 ,8 N i0 ,2 Z r(2 ) от температуры

Методом электроискровой резки изготавливали образцы размером 
1,5x3x10 мм, к которым контактной сваркой приваривали проводники. 
Непосредственно перед измерениями образцы выдерживали в вакуумной 
печи при T = 700 К в течение 5 ч, затем охлаждали вместе с печью. 
Электросопротивление измеряли 4-зондовым потенциометрическим методом 
с погрешностью I %. Ш аг изменения температуры составлял 5+16 К, точность 
стабилизации температуры в каждой точке 0,5 К, время выдержки при

Образцы и методика эксперимента

T K C -10’  K '1 T КС-КТ’  K"1

400  600 800  1000 I ,  К 50 0  4 0 0  500 600 T1K
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заданной температуре 0,4 ч. Измерения магнитных свойств осуществляли 
на магнитометре с погрешностью 5%.

Выплавку, термообработку и измерения свойств проводили в условиях 
вакуумизадии при давлении не более 1 ,3 .1 0 -4 Па.

Результаты измерений и их обсуждение

В соответствии с известными экспериментальными сведениями [ I ] ,  
отличительные особенности зависимостей /> = f (T ) для переходных металлов 
состоят в том, что при Т < Т С они имеют аномальный нелинейный ход, в 
то время как при Т > Т С изменение величины линейно. В точке Кюри (или 
Нееля T n ) наблюдаются резкие минимумы или максимумы температурного 
коэффициента электросопротивления. Предполагается, что температурный 
ход электросопротивления сплавов аналогичен рассмотренному для метал­
лов, однако экспериментальных сведений по этому вопросу мало [ 2 ].

Нами выявлена следующая картина зависимости p = f(T )  для пермал- 
лоевых и перминварных сплавов. Во всем температурном интервале ЗОО-ПООО 
К зависимость р = г(Т ) не является монотонной кривой. Как видно из рис. 
I, в указанном диапазоне температур имеется последовательность темпера­
турных областей, где зависимость р (Т ) изменяется по закону A p - а Т  (а  
— коэффициент). Такие линейные участки разделены температурными 
интервалами, в которых на зависимости р (Т ) наблюдаются изломы или 
скачки. Скачки р (Т ) часто сопровождаются одновременным изменением 
наклона прямолинейных участков температурной зависимости. При этом 
области нарушения линейности р (Т ) в отдельных случаях оказываются 
достаточно широкими. На рис. I основные области с аномалиями р указаны 
стрелками.

Наличие последовательности критических диапазонов температур с ано­
мальным изменением р проявляется для всех исследованных материалов. 
Различия в их расположении на шкале температур в зависимости от состава 
материала не являются резкими. Характерно, что аномалии электросопро­
тивления в области Tc обладают качественным сходством с аномалиями р 
в других выявленных критических диапазонах, расположенных при Т < Т С.

Температурным областям с аномальным изменением р соответствуют
ярко выраженные аномалии на зависимостях —-¾- = f ( T ) .  Фрагмент тем-

P а Т

пературного поведения — показан на рис. 2.
р dl

Как видим, аномалии — — в пермаллое и перминваре имеют разные тен-
P d Г

денции проявления. Общим, однако, является наличие температурных точек
I d рс экстремальным изменением — которые могут отражать существование

критических температур.
При многократных повторных нагревах и охлаждениях образцов отме­

ченные аномалии и температурные области их проявления в общих чертах 
сохраняются. He всегда воспроизводится лишь характер самих аномалий. В 
связи с этим аналитическая аппроксимация температурного хода р в подоб­
ных областях температур становится нецелесообразной.

Во многих областях с аномалиями р наблюдается эффект температурного 
гистерезиса электрических свойств образцов. Установлено также, что по 
аналогии с температурными аномалиями свойств реализуются также отжи- 
говые аномалии. Значения энергии активации электросопротивления, опре­
деленные нами по результатам температурно-временных изменений р при 
отжиге, находятся в интервале 0,025н-0,07 эВ. В рассмотренном интервале 
температур имеет место ступенчатая зависимость Ea от температуры. Ве­
личина Ea постоянна в тех диапазонах Т, в которых наблюдается линейность 
зависимости р (Т ). В пределах температурных областей с аномалиями 
электрических свойств Ea изменяется.

Изложенные факты указывают на то, что температурные эффекты в 
выделенных областях температур вызваны спонтанно протекающими про­
цессами типа фазовых превращений. Характерным является аномальное 
изменение постоянной Холла R m в  областях с нелинейным ходом. Обнару­
жена, в частности, скачкообразная смена знака R h при определенных 
температурах (рис. 3 ), что может отражать резкое изменение магнитного
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Р ис. 3. Зависимость постоянной Холла R h 
сплавов состава (вес. % ) 80N i20Fe от темпе­

ратуры
Рис. 4. Зависимость Д Т А  сигнала ( I ) и 
потерь на вращательный гистерезис ( 2 )  
сплава состава (вес. % ) 80N i20Fe от темпе­

ратуры

состояния. Нами выполнен стандартный комплекс экспериментов, позволя­
ющих провести первичную идентификацию таких превращений. Так, рент­
геноструктурный и рентгенофазовый анализы показали, что во всех случаях 
выявленные превращения протекают без изменения типа кристаллической 
структуры и фазового состава, но сопровождаются аномальным изменением 
параметра постоянной решетки (т. е. удельного объема образца) в крити­
ческих областях температур. Термографически установлено, что такие 
превращения сопровождаются также эффектом скрытой теплоты (пример на 
рис. 4, кривая 2 ).

С учетом отмеченного следует кон­
статировать, что, во всяком случае, 
при T <  T c для всех материалов обна­
руженные температурные превраще­
ния проявляют признаки фазовых 
переходов первого рода. Естественно, 
что первопричиной обнаруженных 
превращений является изменение 
энергетического состояния электрон­
ной системы. Поэтому такие превра­
щения могут возникать как при 
Т < Т с) так и при Т > Т С. Важным, 
однако, является вопрос, какие макро- 
характеристики материала непосред­
ственно отражают эти изменения и 
являются ведущими параметрами ф а­
зового превращения.

В пермаллоевом сплаве превраще­
ние в области 700н-900 К во многом 
может быть связано с развитием даль­
него атомного порядка, поскольку эта

P  миг •108, Ом-м

6,0

5,0

4,0

3,0

2,0 Oo

1,0

ш 400 5 0 0 6 0 0  T K

Рис. 5. Зависимость магнитной составля­
ющ ей электросопротивления сплавов состава -
(вес. % )  80№ 20Fe ( I ) и 3 0 C o i4 F e- область близка к температуре Курна-

55,8NiO,2Zr ( 2 )  от температуры кова (T k = 778 К ) подобных матери­
алов. Однако параметр атомного порядка может быть и не основным парамет­
ром реализующегося при этом превращения. Ведущий параметр фазового 
превращения в известной мере может быть распознан по интенсивности 
изменений макросвойств материала в переходной области температур. И з­
учение температурного изменения магнитных свойств рассмотренных мате­
риалов показало, что при Т < Т С наиболее интенсивные аномалии наблю­
даются в отношении тех характеристик, которые отражают магнитную 
анизотропию или ориентацию спинов. Одной из характеристик магнитного 
материала, отражающих связь с ориентацией спинов, являются потери на 
вращательный гистерезис ДБ. Пример температурного поведения величины
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AS показан на рис. 4, кривая I. Видно, что в области превращений 
наблюдается весьма интенсивное возрастание величины AS.

Еще одним из доказательств того, что при реализации выявленных 
фазовых превращений в области Т < Т  с изменяются параметры спиновой 
структуры, могут служить данные по оценке составляющих электросопро­
тивления рассмотренных материалов.

Д ля чистых металлов суммарная величина р представляется в виде [3]:

Р п о л  - Р о с т  + A T 2 +  В ( I ) 3Y 3 ( Y  )  +  С ( I )  5yS ( Y  ) ,

где А, В, С — константы, роот — остаточное сопротивление, определяемое 
рассеянием на примесях, 0  и Y ( ) — температура и интеграл Дебая. Слага­

емое, пропорциональное T2, связано с электрон-электронным взаимодействи­
ем и дает вклад в электросопротивление лишь при T < 1 0  К. Слагаемое, 
пропорциональное T 3, обусловлено моттовским s — d-рассеянием, и слага­
емое, пропорциональное T 5, — s — s-рассеянием электронов на фононах.

В случае сплавов и примесных металлов pss - T 3. При этом невозможно разде­
лить вклады в общее сопротивление рассеянием электронов проводимости 
на фононах s- или d-зоны. В результате рпол = росг + а Т 2 + с ( )  3Y3 ( ) ,

где а, с — коэффициенты, аналогичные А, В, С. Величина росг определяется 
экстраполяцией рпол к T =  0 К. Слагаемое р ^xjh д л я  области промежуточных 
температур, пренебрегая членом аТ 2, можно определить из соотношения
рфон = С ( у  ) 3Y3 ( Y  ) > где параметр С может быть найден по методике,
предложенной в работе [4 ]. Магнитную составляющую электросопротивле­
ния находили из уравнения[ I ] :  рмаг =  р„„л -  A j x,,, - P o cr- Как можно видеть из 
температурной зависимости рм.,г (рис. 5 ), всем переходным областям тем­
ператур соответствует возрастание рмаг, которое обусловлено рассеянием 
электронов проводимости на неоднородностях спиновой системы.

Таким образом, имеются основания считать, что последовательно реали­
зующиеся при изменении температуры фазовые превращения протекают с 
перестройкой спиновой системы за счет возбуждений электронов в d-зоне.
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Г. И. Ш П АК О В С К И Й , С. Г. М У ЛЯРЧ И К, М. Ф. IO H E C (С и р и я )

АЛГОРИТМ  СИНТАЛ ДЛЯ ИЗМ ЕРЕНИЯ 
ПАРАЛЛЕЛИЗМ А ПРОГРАММ В САПР М ИКРОЭЛЕКТРОНИКИ

При переводе САПР микроэлектроники на параллельные ЭВМ возникает 
сложная задача разработки пакета параллельных алгоритмов, поскольку 
существующие алгоритмы имеют итерационный, сугубо последовательный 
характер исполнения [ I ] .  В параллельных персональных ЭВМ (П П  ЭВМ) 
все алгоритмы оформляются в виде программ на последовательных ЯВУ [2 ] , 
поэтому оценить количество параллелизма в таких программах можно 
только с помощью специальных автоматических измерителей, один из 
которых — СИНТАЛ (синтезирующий алгоритм) —предлагается ниже.

Этапы вычислительного процесса в ПП ЭВМ включают распараллели­
вание программы и ее параллельное исполнение.

Параллелизм исходной программы может выражаться в разных формах
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(Ф П ): последовательные участки (П С Л ), конвейерный (К Н В ), векторный 
(BK) параллелизм, параллелизм независимых ветвей (В Т ), локальный 
параллелизм (Л П ) и некоторые другие ФП [3 ] . Этот совокупный парал­
лелизм определяет потенциальное ускорение программы R, которое опре­
деляется отношением T 1 / Т ,  где T 1 — время выполнения программы на 
одном процессоре, a T — минимально возможное время выполнения пограм- 
мы, когда число процессоров выбрано настолько большим, чтобы не задер­
живать процесс выполнения программы.

Рис. I. Блок-схема алгоритма СИНТАЛ  
Рис. 2. Пример гнезда циклов

Реальные автоматические распараллеливатели (А РП ) могут использо­
вать различные методы распараллеливания (гиперплоскостей, координат, 
параллелепипедов, старшинства операций для выражений и др.), но все они 
специализированы для содержащегося в программе параллелизма. Такой же 
избирательностью отличаются и структуры S аппаратуры: структуры с 
одиночными и множественными потоками команд и данных ОКОД, ОКМД, 
МКМД [3 ] , структуры VLIW с очень широким командным словом [4 ]. 
Следовательно, АРП и аппаратуру можно представить в виде фильтров с 
пропускной способностью п<1 (различной на разных Ф П ), тогда реальное 
ускорение г ПП ЭВМ на некоторой программе будет: г = R . ZAPn.Zs.
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Д ля целей измерения исходная программа, АРП и структура S представ­
ляются в виде некоторых моделей (аналитических или имитационных — 
в зависимости от требуемой точности измерения), а процесс измерения 
состоит в подборе такой комбинации алгоритмов АРП и структуры S, что­
бы получить максимальное значение Zapu и Zs, а значит, и г. Другими 
словами, процесс измерения основан на синтезе оптимальной для данной 
программы структуры ПП ЭВМ.

Блок-схема алгоритма СИНТАЛ дана на рис. I.
Объектом распараллеливания обычно являются гнезда циклов, так как 

в них сосредоточен основной объем вычислений.
Под вершиной гнезда циклов понимается вершина дерева вложенности 

циклов, с помощью которого гнездо циклов представляется в памяти ЭВМ. 
Класс вершины определяет, является ли вершина телом, внутренним или 
внешним циклом. Тип вершины определяет реализуемую вершиной ФП: 
ПСЛ, КНВ, BK, ВТ и т. д. ,

Основным элементом СИНТАЛа 
является базовое правило (Б П ). B n i j k 
есть алгоритм вычисления времени 
выполнения вершины класса i с фор­
мой параллелизма j на структуре к с 
заданным числом процессоров п. Об­
щее число БП равно 1*1*К и может 
составлять несколько десятков. Таким 
образом, алгоритм СИНТАЛ, продви­
гаясь от внутренних вершин к внеш­
ним, на каждом этапе накапливает 
время выполнения пройденных вер­
шин (циклов). При достижении по­
следней вершины вычисляется rk, за­
тем выбирается структура Sk с  на­
ибольшим ускорением.

В качестве примера обрисуем весь­
ма упрощенную модель ЭВМ, поло­
женную в основу соответствующего 
БП. Суть функционирования VLIW 
ЭВМ состоит в том, что программа 
каждого цикла разбивается на линей­
ные участки, называемые базовыми 
блоками (Б Б ) . Из ББ строится глав­
ная трасса (наиболее вероятный путь 
исполнения цикла) и подчиненные 
трассы. В главной трассе все ББ упа­
ковываются как единый ББ. За счет 
такого увеличения длины ББ возра­
стает количество извлекаемого парал­
лелизма. Дополнительное ускорение Рис. 3. У скорение, вычисленное алгоритмом  
достигается за счет развертки циклов. СИНТАЛ для р а з н ы х усттй измерения:
>1 ^  о -« гт т т т т  L — величина развертки цикла; VLIWf L = 4(1); OKM D1Таким образом, О С Н О В О Й  модели VLIW L = 4(2): VLIW 1 L = l( 3 ) ;  V U W , L = I 1 верш ина I типа 

1 ’ гт^гт /Л ;  VLIW, L = I ,  верш ины  1 ,3 ,5 ,6  типа ПСЛ (5);
L = 4 (2 ): 
ПСЛ (4); 

VlLIW1 L = I 1 включена коммутация (6)ЭВМ является зависимость 
г = а + b . w, где а и b — коэффициен­
ты, определяемые на основе статистических измерений, a W 
операций в ББ. Общее время выполнения цикла будет:

число

t  =  p . t r r +  Y j  M m - t n T , m
m = I

где д и дю — вероятности выполнения главной и подчиненных трасс; tIT и 
tj-л, m — времена выполнения этих же трасс, a M — число подчиненных трасс. 
Трудность построения БП состоит не только в том, что необходим предва­
рительный сбор статистики для установки ряда коэффициентов, но и в 
необходимости учитывать влияние ряда дополнительных факторов, напри­
мер, затраты на выполнение компенсационных кодов, коммутацию, на 
проверку правильности обращения к памяти. Учет этих факторов в значи­
тельной мере определяет точность базовых правил.
2 Зак. 1186. 33



В качестве базового правила для внешних циклов в СИНТАЛе исполь­
зуется модифицированный алгоритм OPTAL [5 ] .

Определение характеристик программы (состав и количественные харак­
теристики Ф П ) может производиться как вручную, так и автоматически с 
помощью программного комплекса, описанного в [ 6 ].

Продемонстрируем некоторые особенности алгоритма СИНТАЛ на при­
мере гнезда циклов из работы [5 ] (рис. 2 ). В скобках указано число 
итераций цикла или число операций для тела цикла. В исходном состоянии 
все циклы считаются параллельными. Результаты измерений на СИНТАЛе 
приведены на рис. 3.

В исследуемом примере использовались только 3 типа структур для 
внутренних циклов (ОКОД, ОКМД, VLIW) и один тип структуры для 
внешних циклов (М КМ Д). Ускорение измерялось относительно точки: 
структура-ОКОД, число процессоров равно I. Число процессоров во всех 
базовых правилах изменялось от I до 8. Затраты на коммутацию учтены 
только в случае кривой 6. Пунктирные кривые соответствуют развертке 
L = 4. Ускорение растет здесь линейно, поскольку запас параллелизма в 
гнезде циклов намного превосходит 8 (число процессоров). Все остальные 
кривые соответствуют структуре VLIW при L = I .  Кривые 3, 4, 5 соответ­
ствуют постепенному уменьшению параллелизма программы. В случае 
кривой 4, когда только самый внешний цикл сделан последовательным, 
параллелизма все еще достаточно много для 8 процессоров, поэтому кривые 
3 и 4 мало отличаются, зато в кривой 5 недостаток параллелизма уже 
выражен явно.

Кривая 6 (присутствуют затраты на коммутацию) дает падение уско­
рения по отношению к кривой 3 примерно на 30% .

Опыт использования алгоритма СИНТАЛ показывает, что он может быть 
использован как для измерения максимального параллелизма программ, так 
и для выбора структуры на ранних этапах проектирования.
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У Д К  6 8 1 .3 2 7 .1 2 (0 8 8 .8 )

В. Г. Х Л Ц И РЕВИ Ч , Л. Г. Я К У Ш Е В

Ф А З О -И М П У Л Ь С Н Ы Й  СЕЛЕКТОР ДЛЯ УСТРОЙСТВА 
ГРАФ ИЧЕСКОГО ВВОДА ПЛАНШ ЕТНОГО ТИПА

Проблема ввода в ЭВМ почерковой графической информации в режиме 
реального времени (Р Р В )[1 , 2] стимулировала разработку планшетных 
устройств графического ввода (УГВ) с фазо-амплитудным методом форми­
рования кода координат (ФА-метод Ф КК) [3 —5].

К достоинствам УГВ с ФА-методом ФКК относятся: высокая точность 
считывания координат, технологичность электромагнитной системы устрой­
ства, простота и низкая стоимость схем коммутации координатных шин 
планшета, высокие эргонометричсские показатели пишущего узла — гра­
фического индукционного пера (ГИ П ) [ I ,  2].

Усилительно-преобразовательный блок в таких УГВ не содержит анало­
говых запоминающих устройств для преобразования информационного сиг­
нала (И С ) наносекундной длительности в цифровой код. Это обстоятельство 
значительно улучш ает эксплуатационные характеристики устройства, так 
как электронная схема этого блока и самого устройства в целом практически 
выполняется в этом случае на элементной базе вычислительной техники.
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Важным функциональным узлом УГВ с ФА-методом ФКК является 
фазо-импульсный селектор (Ф И С ) [2 —5 ]. Он предназначен для кодирова­
ния фазы ИС бинарным кодом. Выходной импульсный сигнал ФИС пере­
ключает работу устройства с цикла формирования кода грубого отсчета на 
цикл формирования кода точного отсчета.

Рис. I. Структурная схема фазо-импульсного селектора (Ф И С ) в составе 
устройства графического ввода планшетного типа:

ПЛ — планшет; KLLI — координатные шины; БККШ  Y1 БККШ  X — блок коммутации 
координатных ш ин по координатной оси Y и X  соответственно; ГИП — графическое индук­
ционное перо; БФКТО — блок формирования кода точного отсчета; БУ — блок управления

Структурная схема ФИС представлена на рис. I. Он состоит из двух 
основных узлов: формирователя строба (Ф ОС) и схемы селекции (СХ С). 
В свою очередь, формирователь строба включает в себя две ступени 
формирования. Первая ступень собрана на усилителе формирователя 2 и 
порогового элемента 3, в качестве которого может быть применен триггер 
Ш митта. Вторая ступень ФОС состоит из двух последовательно включенных 
одновибраторов 4 и 5. На выходе первой ступени во время работы ФИС 
появляется модулированный по длительности строб (М С ). Благодаря нали­
чию второй ступени на выходе ФОС генерируется уже не модулированный 
по длительности, а с фиксированной длительностью строб (Н С ). Двухсту­
пенчатая структура ФОС обеспечивает устойчивую работу схемы селекции.
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Последняя содержит дешифратор фазы (Д Ш Ф ) и формирователь 12 оди­
ночного импульса, выполняемый на базе одновибратора, выход которого 
является выходом ФИС.

ДШ Ф включает в себя элемент И 8 , триггер 7 первого канала, триггер
9 второго канала, двухвходовый элемент И-НЕ б первого канала, двухвхо­
довый элемент И-НЕ 10 второго канала, элемент HE 11. Второй элемент 
И-НЕ 6 и вход элемента HE 11 объединены и подключены к синхронизи­
рующему входу управления, из которого подается первый опорный сигнал 
«ОПОРН-1». Второй опорный сигнал «ОПОРН-2» формируется путем ин­
вертирования первого опорного сигнала и подается с выхода инвертора 11 
на второй вход И-НЕ 10. Первые входы элементов И-НЕ 6 и И -Н Е 10 
объединены и подключены к выходу одновибратора OB 5.

Измерительная катушка (И К ) ГИП находится в корпусе пера и подклю­
чена к входу предварительного усилителя, который с целью повышения 
отношения си гн ал /ш ум  усилительного тракта располагается также в кор­
пусе пера в непосредственной близости от ИК. Выход предварительного 
усилителя через экранированный провод подключен к входу оконечного 
усилителя / ,  который, как правило, располагается на плате ФИС. ИК 
совместно с предварительным усилителем, соединительным кабелем и око­
нечным усилителем представляет собой магнитоэлектрический преобразова­
тель (М ЭП ) устройства. Он преобразует импульсное магнитное поле коор­
динатной шины в информационный электрический сигнал.

Рассмотрим работу ФИС на примере селекции положительного фронталь­
ного импульса информационного сигнала. По мере приближения опраши­
ваемой шины из числа шин, находящихся, например, слева от ИК, выходной 
информационный сигнал оконечного усилителя I МЭП будет изменяться по 
амплитуде в соответствии с функцией преобразования преобразовательного 
звена; координатная шина с током опроса — приемная измерительная 
катушка ГИП [2 ] . Усилитель-формирователь обеспечивает усиление по 
мощности лишь положительных импульсов информационного сигнала и 
подавляет отрицательные. Поэтому на выходе усилителя-формирователя 2 
по мере опроса координатных шин, расположенных слева от ИК, будут 
вырабатываться периодические положительные регенерационные импульсы 
(П Р И ) (рис. 2, а),  т. е. импульсы, появление которых обязано фронту спада 
импульса тока опроса.

бтформированные импульсы с выхода усилителя-формирователя посту­
пают далее на вход амплитудного дискриминатора. Когда при опросе 
некоторой к-й шины, находящейся слева от измерительной катушки ГИП, 
положительный регенерационный импульс превысит некоторый пороговый 
уровень Uny (см. рис. 2, а) ,  соответственно появляется положительный 
импульс с выхода усилителя-формирователя 2 , уровень которого превышает 
уровень Ппф (рис. 2, б) срабатывания амплитудного дискриминатора 3. 
В этом случае на выходе амплитудного дискриминатора появляется отфер- 
мированный положительный прямоугольный импульс (рис. 2, в).  Длитель­
ность этого импульса (модулированного строба — MC) зависит от того, где 
в пределах диапазона точного отсчета находится проекция геометрического 
центра ИК. По фронту включения амплитудного дискриминатора срабаты­
вает одновибратор 4 (рис. 2, г).  Соответственно от фронта отключения 
одновибратора 4 срабатывает второй одновибратор 5 (рис. 2, г). В результате 
этого на выходе одновибратора 5 появляется выходной положительный 
прямоугольный импульс (немодулированный строб — НС) (рис. 2, д). 
Наличие одновибраторов 4 и 5 вызвано тем обстоятельством, что операция 
фазовой селекции информационного сигнала по положительному фронталь­
ному импульсу (П Ф И ) происходила с некоторой задержкой I1 относительно 
момента окончания первого опорного импульса с длительностью tonl (рис. 
2, е).  Это повышает надежность операции селекции, так, последняя про­
исходит не по фронтам Io2 (рис. 2 , ж) и tBl (рис. 2 , е') соответственно первого 
и второго опорных сигналов.

Поскольку в момент появления выходного импульса одновибратора 5 на 
втором входе элемента И-Н Е 10 присутствует высокий потенциал 
«ОПОРН-2» (рис. 2, ж),  то этот импульс проходит на выход элемента И-НЕ
10 в инвертированном виде (рис. 2, и).  А так как на втором входе элемента 
И-НЕ 6 в момент появления выходного сигнала с одновибратора 5 присут­
ствует отрицательный сигнал «ОПОРН-1», то на выходе этого элемента 
сигнал отсутствует (рис. 2 , з) .
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Итак, когда опрашиваемая координатная шина находится слева от ИК, 
выходной импульс с одновибратора J  проходит на выход элемента И -И Е 10. 
Выходной импульс элемента И-НЕ 10 поступает на единичный установочный 
вход триггера 9 и устанавливает его в единичное состояние. Таким образом, 
при опросе координатных шик, находящихся слева от ИК, работает второй 
канал ФИС, осуществляющий предварительную селекцию, факт которой 
характеризуется установкой триггера 9 в единичное состояние.

е I ^  MC е'

I
J

Рис. 2. Эпюры напряжений временной диаграммы работы ФИС:
ПРИ — положительный регенерационный импульс; ОФИ — отрицательный фронтальный 
импульс; ІІФІI — положительный фронтальный импульс; OPH — отрицательный реге­

нерационный импульс

С приходом первого импульса на единичный установочный вход триггера 
9 процесс опроса координатных шин, находящихся слева от ИК, не прекра­
щается. При этом с каждым опросом очередной координатной шины, 
находящейся слева от ИК, будет поступать соответствующий импульс с 
выхода одновибратора 5 и далее па установочный вход триггера 9.

Импульсы, следующие за первым установочным импульсом, подтверж­
дают состояние триггера 9. В общем случае количество установочных 
импульсов зависит от чувствительности МЭП, усилителя формирователя 
2, величины тока опроса координатных шин, а также от того, какое 
количество шин находится слева от ИК.
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С переходом триггера 9 в единичное состояние и с последующим 
многократным подтверждением этого состояния путем подачи нескольких 
импульсов на его единичный установочный вход ФИС становится подготов­
ленным для селекции ПФИ, наводимого током шины, находящейся справа 
от ИК.

Как только опрашиваемая шина окажется справа от ИК, информацион­
ный сигнал МЭИ меняет фазу с -  180° на + 180° (рис. 2, а').  Теперь ПФИ 
возникает от фронта включения импульса тока опроса коммутирующего 
ключа (рис. 2, а'). Этот фронт практически совпадает с фронтом включения 
tBl первого опорного сигнала (рис. 2 , ё ), поступающего на второй вход 
элемента И -Н Е 6.

Благодаря временной задержке X1, обеспечиваемой одновибратором 4, 
временная селекция смодулированного строба происходит с задержкой 
относительно фронта включения tBl первого опорного сигнала.

Теперь выходной импульс одновибратора 6 (рис. 2, д'), возникший от 
тока опроса переключающей координатной шины, проходит не на выход 
элемента И-НЕ 10 подготовленного канала ФИС, а на выход элемента И-НЕ 
6 основного канала. Это происходит благодаря тому, что в момент возник­
новения выходного импульса одновибратора 5 на втором входе элемента 
И-НЕ 6 присутствует высокий потенциал «ОПОРН-1».

На втором входе элемента И-НЕ 10 подготовительного канала в момент 
возникновения выходного импульса одновибратора J  присутствует отрица­
тельный потенциал «ОПОРН-2» длительностью ton2 (рис. 2, ж'). Поэтому 
импульсный сигнал на выходе элемента И-НЕ 10 в данном случае отсут­
ствует (рис. 2 , и').

Импульс с выхода И-НЕ 6 основного канала поступает на единичный 
установочный вход триггера 7 и устанавливает его в единичное состояние. 
Наличие двух высоких потенциалов с единичных выходов триггеров 7 и 9 
на входах элемента И 8 обусловливает появление высокого потенциала на 
его выходе.

Перепад выходного напряжения элемента И 8 с низкого уровня на 
высокий запускает одновибратор 12. Выходной импульс одновибратора 12 
свидетельствует о том, что опрашиваемая шина находится справа от ИК. 
Этот импульс поступает в блок управления и инициирует в нем переход 
устройства на очередную операцию.

В соответствии с блок-схемой, представленной на рис. I, была разрабо­
тана принципиальная схема ФИС, обеспечивающая точность позициониро­
вания пера не хуже чем 0,08 мм при шаге укладки координатных шин 
планшета, равного одному миллиметру.
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У Д К  6 8 1 .3 2 5 .5 3 (0 7 5 .8 )

Л. II. БАКИ 1Ю ВСКАЯ, Б. И. КРЛСІЮ ГОЛОББІЙ,
В. П. С У П РУ Н , Б. П. Ш П И Л Е В О Й

ПРЕОБРАЗО ВАТЕЛЬ Д В О И Ч Н О -Д Е С Я Т И Ч Н О ГО  КОДА 
В ДВОИЧНЫ Й НА ОСНОВЕ D -Т Р И Г Г Е Р О В

В преобразователях двоичного, или бинарного, кода (BK) в двоич­
но-десятичный (Б Д К ) последовательного типа со сдвигом и коррекцией 
могут успешно использоваться D-триггеры. Возможностям и перспекти­

вам применения D-триггеров в преобразователях BK —> БДК 8421 посвя­
щена работа [ I ] .
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В данной статье этот вопрос рас­
сматривается применительно к преоб­
разователям БДК 8421 —> BK, у кото­
рых входным является двоично-деся­
тичный регистр P rl со схемой коррек­
ции CK, а выходным — регистр сдвига 
Рг2 (рис. I )  [2 ] .

Принцип последовательного пре­
образования БДК —> BK заключается в 
следующем. С поступлением синхро­
импульса (С И ) в результате сдвига 
«вправо» (в сторону младших разря­
дов) содержимое тетрады уменьшает­
ся вдвое и если после деления полу­
чается остаток, то при р = 0 формиру­
ется сигнал переноса р_, а при р = I , кроме того, производится коррекция 
— к содержимому тетрады добавляется пять. Этим принципам соответствует 
приведенный в табл. I алгоритм одношагового (сдвиг и коррекция выпол­
няются под действием одного СИ) преобразования БДК —> BK [3 ] .

Т а б л и ц а  I

X F',
P == 0 P = I

Fj + 1 P - F | + 1 P -

0 F0 F0 0 F5 0

I Fi F0 I F5 I

2 F2 Fi 0 F6 0

3 F3 Fi I F6 I

4 F4 F2 0 F7 0

5 F5 F2 I F7 . I

6 F6 F3 0 F8 0

7 F7 F3 I F8 I

8 F8 F4 0 F9 0

9 F9 F4 I F9 I

Рис. I. Структурная схема последовательно­
го преобразования БДК -* BK

П р и м е ч а н и я :  X — десятичная цифра; F1i -  текущее состояние, двоич­
ные 4-разрядные кодовые слова, отображающие десятичные цифры 0 —9 в 
заданном БДК; Ft + 1; — следующее состояние триггеров тетрады; р — сигнал 
переноса от последующей тетрады; р_ — сигнал переноса в предыдущую тетраду 
(в Рг2 — для младшей тетрады).

Функционально-логический синтез P rl со CK удобнее начинать с млад­
шей тетрады, для чего на основании алгоритма преобразования (см. табл. 
I)  и матрицы переходов D-триггера (табл. 2) составляют сводную таблицу
переходов состояний (табл. 3 ), в которой Qi- Q 4 
рады.

По данным табл. 3 могут быть составлены 
логические уравнения для D-входов всех триг­
геров младшей тетрады и сигнала переноса р_ 
в Рг2, представляющие собой системы недооп- 
ределенных булевых функций пяти перемен­
ных (Q 1—Q4, р ). Минимизацию этих функций 
«вручную» проще всего выполнять с помощью 
карт Вейча— Карно (рис. 2).

Минимизированные и приведенные к эле­
ментному базису И-Н Е уравнения получатся 
в виде:

состояния триггеров тет-

Та бл ица  2

Q t -H Qt + I D1

0 0 0

0 I I

I 0 0

I I I
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Т а б л и ц а  3

F! pt + 1Г І Dl D2 D3 D4 P_
X P = 0 P == I P

Q4Q3Q2Qi Q4Q3Q2Qi Q4Q3Q2Qi 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 I 0 I 0 0 0 I 0 0 0 0
I 0 0 0 I 0 0 0 0 0 I 0 I 0 I 0 0 0 I 0 0 I I

2 0 0 I 0 0 0 0 I 0 I I 0 I 0 0 I 0 I 0 0 0 0

3 0 0 I I 0 0 0 I 0 I I 0 I 0 0 I 0 I 0 0 I I
4 0 I 0 0 0 0 I 0 0 I I I 0 I I I 0 I 0 0 0 0
5 0 I 0 I 0 0 I 0 0 I I I 0 I I I 0 I 0 0 I I
6 0 I I 0 0 0 I I I 0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 I 0 0
7 0 I I I 0 0 I I I 0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 I I I

8 I 0 0 0 0 I 0 0 I 0 0 I 0 I 0 0 I 0 0 I 0 0
9 I 0 0 I 0 I 0 0 I 0 0 I 0 I 0 0 I 0 0 I I I

D i = p Q 2 V pQ 2 = PQ2 Л  PQ2

D 2 -  pQ3 v Q2Q 3 v PQ2Q 3 = pQ3 л Q 2Q 3 л PQ2Q3;

D 3 = pQ4 V PQ2Q 4 V PQ2Q 3 = pQ4 л PQ2Q 4 л PQ2Q 3;

D 4 = PQ4 VpQ 2Q 3 = pQ4 a pQ2Q 3; р_ = Q b

Q,
D 1.-

Q1

D-,:-

Q 2

P— - ( - * —

Q 2

0---------—

Q 2

I - 0 0 I I - 0 Q 3 .0 — 0 0 0 0 I - 11

I - — 0 I — — 0
Q 3 D2.-

I - I I — — 0

I - — 0 I — — 0 I — I I — — 0

I — 0 0 I I — 0 Q 3 0 — 0 0 0 0 | - I j

Q 4 с? 4 Q 4 Q 4 Q 4
г г

0 — I 0 I 0
_

I 0 — 0 0 0 I — 0

0 - — 0 I — — 0 D y Q — — 0 0 — - I

0 - - 0 I — — 0 0 — — 0 0 — - I

0 - I 0 I 0 — I 0 — 0 0 0 I — 0

I — I I I I — I  I

I — — I I — — I

0 — — 0 0 — — 0

0 - 0 0 0 0 — ' 0

Р ис. 2. Карты Вейча — Kapno для младшей тетрады преобразователя БДК
8421 -> BK

В соответствии с приведенными уравнениями построена структурная 
логическая схема младшей тетрады (рис. 3 ), содержащая 13 логических 
элементов и 4 триггера. Применительно к микросхемам серии К 155,
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например, аппаратурные затраты будут следующими: К 155JIA3 (2И -Н Е ) 
— 2 шт., К 155JTA4 (ЗИ -Н Е ) — 2 шт. (при одном лишнем элементе), 
D-триггеры К 155ТМ2 — 2 шт. Следовательно, младшая тетрада с элемен­
тами коррекции может быть выполнена на шести микросхемах.

Логические уравнения для информационных входов первого и второго 
триггеров могут быть записаны как:

D 1 =P Q 2 VpQ2 = р®  Q2;

D 2 -  pQ з v Q г Q з v pQ 2 Q з = PQ 2 • Q з v pQ 2 • Q з = ( PQ г)  © Q з •
Таким образом, для формирования сигналов D1 и D2 в этом случае 

потребуется всего два логических элемента «Исключающее ИЛИ» и два 
элемента 2И—HE (рис. 4 ), т. е. всего четыре логических элемента против 
семи в схеме на рис. 3.

СИ Сброс

Рис. 3. Младшая тетрада Prl е элементами коррекции

Такие же логические уравнения будут и для промежуточных тетрад, при 
синтезе которых под р следует понимать сигнал переноса из последующей, 
более старшей, тетрады, а р_ — есть сигнал переноса в предыдущую тетраду.

Отличительной особенностью преобразования БДК —> BK является суще­
ственное упрощение старшей тетрады, логические уравнения для которой 
получаются при подстановке р = 0 в уравнения для младшей тетрады — нет 
еще более старшей тетрады и сигнала переноса из нее.
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В рассматриваемом случае (для БДК 8421) имеем:
D 1 = Q 2; D 2 = Q 3 V Q 2Q 3 = Q 3; D 3 = Q4; D 4 =O; P - = Q b

что приводит к очень простой схеме старшей тетрады без логических 
элементов коррекции (рис. 5 ).

Трудоемкий процесс минимизации системы недоопределенных булевых 
функций «вручную» может быть автоматизирован. Результатом машинной 
минимизации по одному из методов являются следующие уравнения для 
младшей тетрады:

D i = P Q 2 v p Q 4 VpQ2Q4; D 2 = pQ3 v Q 2Q 3 v p Q 2Q 3;

D 3 = pQ 4 v p Q 2Q 4 v p Q 2Q 3; D 4 = pQ4 v p Q 2Q 3; P - = Q i .

Сравнивая уравнения, полученные при минимизации по картам Вейча — 
Карно, с «машинными», нетрудно заметить, что в последнем случае за счет 
усложнения выражения для D1 достигнуто увеличение числа повторяющихся 
конъюнкций (три против одной). Благодаря этому схема младшей тетрады 
может быть несколько упрощена — для ее построения потребуется на один 
логический элемент меньше, чем в схеме на рис. 3. Это небольшое 
преимущество может сказаться на аппаратурных затратах только при 
преобразовании кодов многоразрядных чисел, т. е. при значительном, коли­
честве тетрад в P r l .

При р = 0 получим логические уравнения для старшей тетрады, совпа­
дающие с приведенными выше и относящиеся к минимизации «вручную».

Изложенная процедура функционально-логического синтеза тетрад на 
D-триггерах с элементами коррекции может быть распространена и на 
преобразователи БДК —» BK с другими весовыми коэффициентами во вход­
ном коде.

Сравнительный анализ показал, 
что преобразователи BK —> БДК 8421, 
двоично-десятичные регистры кото­
рых выполнены на IK-триггерах с 
входной логикой ЗИ, не имеют пре­
имуществ перед преобразователями на 
основе D-триггеров в отношении аппа­
ратурных затрат. Мало того, в преоб­
разователях BK —> БДК 8421 они не­
сколько больше (на одну-две микрос­
хемы в тетраде).

К достоинствам D-триггеров, пере­
численных в работе [ I ] ,  следует от-

Рис. 4. Структурная схем а формирования 
сигналов D 1 и D 2 с использованием элем ен­

тов «Исключающ ее ИЛИ»

нести и более простую процедуру функционально-логического синтеза дво­
ично-десятичного регистра с элементами коррекции. Синтез этих устройств 
на 1К-трнгтерах требует минимизации системы девяти (вместо пяти) не­
доопределенных булевых функций.

СИ
Сброс

0S 
D 
С 
>R

Tr I

Q,
f s
D
■С
R

Q2

Тг2

фс т
D
'С

Г* R

Q3

7УЗ

»<fcs
D 
С 
tR

Q4

Tr 4

P -

Рис. 5. Старшая тетрада преобразователя БДК  8421 -» B K

Преобразователи БДК —> BK на основе D-триггеров могут быть выпол­
нены частично или полностью и на программируемых логических матрицах 
(П Л М ), что приведет к существенному сокращению аппаратурных затрат. 
Таким образом, использование в преобразователях кодов D-триггеров рас­
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ширяет возможности их схемотехнической реализации и можно ожидать, что 
преобразователи со сдвигом и коррекцией на D-триггерах найдут широкое 
применение наряду с преобразователями кодов на специализированных мик­
росхемах.
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Математика и 
механика Igjjg1

У Д К  519.95

М. X. ФАХМИ (АРЕ)

ОБ И Н В А Р И А Н Т Н Ы Х  О Т Н О Ш Е Н И Я Х  И КОНГРУЭНЦИЯХ 
НА А Л Г Е Б Р А Х  А В Т О М А Т Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й

Введение. В статье рассматривается алгебра Pk автоматных отображений 
(или последовательностных ф ункций), описанная в [ I ,  2]. Решетка кон­
груэнций и гомоморфизмы этой алгебры исследовались в работах [2, 4].

В данной работе получено описание конгруэнций на Pk (в терминах 
инвариантных отношений), использующее конструкцию, введенную в [5]. 
Краткое изложение результатов статьи имеется в [6 ] .

Основные определения и обозначения. В статье используются понятия, 
определения к обозначения из [ I ] .  Последовательность а  = х (1 ) ...х (п ) 
символов из Ek= {О, I, ... к -  1} называется словом в Ek. Число п называется 
длиной слова а  и обозначается через ІЫ. Множество всех слов в алфавите 
Ek обозначим Е‘к. Множество всех слов в этом же алфавите, имеющих длину 
п, обозначим Е \ ,  Бесконечные последовательности символов алфавита Ek 
называются сверхеловами в алфавите Ek. Множество всех сверхслов в 
алфавите Ek обозначим E k .

Определение I. Отображение f; Е 'к—> Е*к, удовлетворяющее следующим 
двум условиям, называется детерминированным (д.функцией):

1) если а с  Е ’к и длина слова а  равна I, то длина слова f (a )  также 
равна I;

2) если Q1 = х( I ) ...x (s ) , f ( a 2) = у(1 )...y (s ); a? = x ’( I ) . ..x '(s ) , f ( a 2) = y'( I ) 
...y '(s ) , причем x ( l )  = x ' ( l ) ,  x ( r )  = x '( r)  при некотором l < r < s ,  то 
y ( l ) = y ' ( J ) ,  ..., y ( r )  = y '( r )  (здесь x( i ) ,  x' ( i) ,  у (j ), y '( j)  —символы алфа­
вита Ek),

Следуя [3 ] , можно ввести понятия остаточной функции и ограничен­
но-детерминированной функции (о.-д.функции).

Каждая д.функция f естественным образом определяет некоторое отоб­
ражение Г” множества EJ в EJ1 .

Обозначим через Р \  множество всех д,функций местности п, входной

и выходной алфавит которых есть Ek. Пусть P k = U P k .
п -  I

Кз определения ( I )  д.функции от п переменных следует, что 
каждая такая функция задается последовательностью функций
к-значной логики,

Операции £, т, Д , V, * над функциями из Pk определяем тождествами
( J ,  2):

( C f )  ( х ь  . . . ,  X n ) =  f ( X 2 , X 3 , X n , X 1 ) ,

( T f )  ( X b  . . . ,  X n ) =  f ( х 2 , X 1 , . . . ,  X n ) ,  ( I )

( A f )  ( X 1 , . . . ,  x n_i  ) =  f ( X 1 , X 1 , . . . ,  x „ _ i  ) ,
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( f  Я) ( ^ 1, Xmj Xm + i, ^ni + n-1 ) = f ( s ( ^ l * * M ^ m ) ) ^ m  + lj***)^m + n —I ) .
( 2 )

где f, g — произвольные n -местная и m-местная функции из Рк. Если 
функция f одноместная, то по определению £f = Tf = Af = E

Алгебру Pk= < Р к; £, т, Д, V, * >  будем далее называть алгеброй автомат­
ных отображений.

Пусть Ec — множество всех неотрицательных действительных чисел и 
Ek — множество сверхслов над алфавитом Ek.

E c
Обозначим через ( E tT )  ̂ совокупность всех отображений Ec в Е " ,

т. е. ( E"k f c = {616:  E c-  E ^ } .
Определение 2, Инвариантным отношением называется любое подмно- 

/ \жество множества ( E k")
Определение 3. Функция f(x l t ..., xn)c  Pk сохраняет отношение

[7

R c ( E i T )  если для любых S1, S2, ..., SnSi C R , i = l , . . . , n  отображение 
S, 5 : E c —> ЕГ, 5(a) = f(61( a ) , ..., 5п( а )) , ас  Ec, также принадлежит R.

Основные результаты. Обозначим через F (R )(F 0,.fl(R ))  множество всех 
д.-функций (о.-д. функций), сохраняющих отношение R. Имеет место

E

Лемма I. Для любого отношения R , R c ( E T )  ° , F(R) и F0.a (R) непусты. 
Доказательство леммы I следует из очевидного включения, 

Р 0.д (R)c  F(R) итого, чтоо.-д. функция Sk1, Sk'1 ( X1, ..., x n ) =X i сохраняет лю­
бое отношение R, I < i < п.

Перейдем к описанию конгруэнций на Pk. На Pk имеются конгруэнции 
X o (отношение равенства), X i (тождественно-истинное отношение) и ха 
(сравнимы все функции одинаковой местности и только они).

Для любого т ,  т  = 1,2. . . ,  отношение /сю определяется следующим об­
разом: f ( X1, ..., Xn )/Cmg ( X1, ..., Xp ) <  — > п  = р и <р\ — <p'g для любых І,
I < i < т ,  где ( P g ) — і-я функция в последовательности функций к-знач- 
ной логики, задающей о.-д. функцию f(g).

В [2]  доказано, что на алгебре Pk автоматных отображений имеются 
Т О Л Ь К О  К О Н Г Р У Э Н Ц И И  вида Хо. Ха. Xl. К т. Ш= I, 2, ... .

В работе [4 ] показано, что каждая (за исключением Хо) из перечислен­
ных выше конгруэнций является ядерной конгруэнцией некоторого гомомор­
физма алгебры Pk в R1, где 1= I (для конгоуэнций ха и Xi или I = k m (для 
конгруэнций кт ), Rj — итеративная алгебра 1-значной логики ( I ) .

По аналогии с [5 ] ниже будет описана конструкция, позволяющая 
описывать конгруэнции через инвариантные отношения.

Заметим, что из условия 2 определения I следует 
Лемма 2. Пусть f(x 1; ..., х„) произвольная д .-(о .-д .) функция, R — 

инвариантное отношение, f с  F ( R)  и Si l J i CR,  причем найдется а с  Ec так, 
что для любых i Si( а ), а ,(а ) имеют одинаковое начало длины т .  Тогда 
5(a)  = f (S1 ( а ), ..., 5п( а ) ) и ф )  = f(ff,(a),  ..., J m( a ) ) такж е имеют одинаковое 
начало длины т .

/ \Е<--Определение 4. Пусть R e  ( E iT) . Отношение эквивалентности р на ото­
бражениях из R называется согласованным относительно функций из 
F(R) (c .o . 3 .F(R) ) ,  если для любой д .-(о .-д .) функции f c F ( R )  и любых 
S1, ..., Sn, J 1, ..., j„ ,  SilJ i CR из Spa,, I<і<п, следует, что f (S 1 ..., Sn ) =Spo =
~ f ( О I . ) *

Пусть р — c.o.3.F (R ), зададим на F( R)  следующее отношение 
<  R, р\ F( R)  > :  для любых f, g из F (R) f  <  R,  />; F ( R)  >  g <  = >  арности f 
и g равны, для любых S1, S2, ..., S„, J 1, ..., Jn, где Si, J i CR  i = I, ..., п (п-арность 
f и g ), из Spoi следует, что f(Sl5 ..., Sn) = Spj = g( J 1, ..., j n).

Имеет место следующая
Лемма 3. Пусть k>2, R — произвольное отношение и р — с.о.э. на R. 

Тогда отношение < R , p ; F ( R ) >  является конгруэнцией на F(R) .

( V f )  ( Х ь  X n + 1 ) = f ( x 2 , X 3 , X„ + i ) ,
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Доказательство леммы 3 аналогично доказательству соответствующей 
леммы из [5 ] .

Зададим на R следующие отношения эквивалентности:
1. і„ — отношение равенства отображений: для любых 6, о с  R, б ца <  = >  

для любого а с  Е Д а )  = ст(а);
2. і0 — тождественно-истинное отношение: для любых 6, а с  R, 5і0ст;
3. im — отношение га-префиксного равенства: 6, а C R , 6ima <  = >  <  = >  

для любого а с  Е Д а )  и а (а)  имеют равные префиксы длины т ,  ( т  = I, 2, ...).
Лемма 4. При любом к>2 и любых R 1 R с  ( E k ) с, отношения i0, i„, im, m>l 

являются согласованными отношениями эквивалентности.
Утверждение леммы 4 является очевидным для io и . Для отношений 

im, ш>1 утверждение леммы 4 следует, в частности, из леммы 2.
Имеет место следующая
Теорема. Для любого к>2 и любых R, R с  ( EiT) ‘ , F ( R  ) = P k, х а = 

= < R ,  Іо! P k ^ , X o = ^R>ice» E k ^ ' > ^ m != ■^R, im»®> k ^ ' » m = l>2, . . .
Доказательство равенств < R , i 0; P k> - X a  и < R ,  i„ ; Pk>  = Xo следует 

из определений 3—5 и описания i0, i_. Для отношений im равенство 
< R , i m; P k >  = к ш ш>1 следует из определений конгруэнции кт , с.о.э. im и 
леммы 2.
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У Д К .5 16.72

С. А. П ЕРЕЛ Ы ГИ Н А

ПРЕДЕЛЬНЫ Е ПЕРИ ОДИ ЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Идея предельного пространства была известна уже Лобачевскому: уст­
ремляя кривизну пространства Лобачевского к нулю, в пределе получаем 
евклидово пространство. Аналогично, устремляя радиус сферы к бесконеч­
ности, в пределе получаем евклидову плоскость. В физике эта идея была 
воспринята после создания Эйнштейном теории относительности. Релятиви­
стская механика Эйнштейна при стремлении скорости света к бесконечности 
переходит в классическую механику Ньютона.

В 50-х гг. XX в. возобновился интерес к предельным переходам в
геометрии и физике. В 1953 г. Иненю и Вигнер [ I ]  описали предельный
переход группы Лоренца к группе Галилея на языке алгебр Ли: пусть g — 
вещественная конечномерная алгебра Ли и X1, X2, ..., Xr — некоторый ее 
базис. Проведем замену базиса по формулам:

X i = U jiXj , ( I )

где
Uj = U i + ewj, (2 )

U = E r 0
, CJ = V 0

О о J4 0 Er_s

где V — нильпотентная матрица индекса I. Исследованы условия осуще­
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ствимости такого предельного перехода, дано применение к переходу от 
группы Лоренца к группе Галилея.

В работе Салетана [2 ] описывается предельный переход Иненю — Виг­
нера с матрицей V, имеющей произвольный индекс нильпотентности и даны 
физические приложения.

Предельный переход в геометрии изложен в работе [3 ] ,  посвященной 
исследованию неприводимых симметрических (псевдо)римановых про­
странств. Рассмотрим произвольное симметрическое пространство с основной 
группой G и стационарной подгруппой Н.

Структурные формулы для соответствующих алгебр Ли имеют вид:

где X1, Xn, Хп+1, ..., Xr — базис алгебры Ли группы G, причем X1, ..., Xn 
образуют базис алгебры Ли группы Н. Векторы Хп+1, ..., Xr разделим на две 
группы: X0, Xj. To же самое сделаем с векторами X1, ..., Xn; Xi и Xp. 
Произведем замену базиса в алгебре g:

где E — параметр, который устремляется к нулю. Изучаются условия 
выполнимости указанного предельного перехода, даются применения к 
разысканию симметрических пространств с неполупростыми основными 
группами.

Предельный переход, рассмотренный в [ I ] ,  [2] ,  будем называть предель­
ным переходом первой степени, а в [3 ] —третьей, так как в первом случае 
используется E в первой степени, а во втором — в третьей. В настоящей 
работе исследуем предельные пространства для однородных периодических 
пространств с простыми основными группами, классифицированных в [4 ]. 
Для решения этой задачи мы рассматриваем предельный переход к-й 
степени.

Пусть G — произвольная группа Ли с алгеброй Ли g и X1, ..., Xr — 
некоторый базис алгебры g. Векторы базиса разобьем на несколько групп: 
Xj0, X i l , X 12, ..., X ik, iо I , •••> Го, Ід. — Го 4" I, ..., ГЬ ..., Ік — Гк_! + I, ..., г.

Будем предполагать, что векторы X io, X i2 порождают подалгебру h0 алгебры 
g. Следовательно, мы рассматриваем однородное пространство G / Н .  Сде­
лаем замену базиса:

[ X i j X j ] = C ^ X k, 

[ X p i X i ] =Cp41X q,

[ Xp,  X q ] = С ‘ЧХ ;,

(4 )

(5)

‘0 >кЛ  >к>
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[ X 'ij, X ',2 ] = Е 3Сц + E 2ClJ .2X'u . . .  + E k- 3Cli >2Xlk> (7 )

[ X V i . X ' i J  = E k2 - kC l L i  Л  +  

+  E k 2 - ^ i C l L 1 ^ l l +  . . .  +  E k 2 - ^ c t 1 ikX ' , k ,

[ X'jk, X ' jk ]  =  Е 2кС І к jkX ',0 + E 2k- 1C l i  JkX ' , ,  +  -  + E kCl l ;  j kX ' , k .

Для того чтобы предельный переход Е—»0 был возможен, необходимо и 
достаточно, чтобы подчеркнутые члены были равны нулю. Отсутствие

I І2слагаемого- C j 0 j0X 'i2 означает, что векторы Х ',0 порождают подалгебру h,
E

о

алгебры g. Отсутствие всех подчеркнутых слагаемых приводит к цепочке 
вложенных друг в друга подпространств пространства g,

h 0c h c h 1c . . . c h k_i.

Предполагая, что эти условия выполнены, положим E = O. Получаются 
слудующие структурные формулы для алгебры Ли предельного однородного 
пространства:

[ X i 0 , X j o ]  = c l ° j 0 X l 0 , [ X i 0 , X 1 2 ]  = C 11L 2X 121 [ X i 2 , X j 2 ] =  о ,  

[ X i o j X il  ]  = C l i  і і Х ц ,  . . .  , [ X 101X ik ]  = C l i  ikX l k ,

[ X 111X i2 ]  = C l i  S2X i 2 ,  . . .  , [ X i p X i k ]  = 0 ,  . . . ,

[ X i 2, X i 3 ]  =Cl i  S3X I5, ...- , [ X i p X i k ]  = 0 , . . . ,

[ x ik_P X ik ] = 0, [ X ik, Xjk ] = 0.
Проиллюстрируем указанный метод предельного перехода на конкретном 

примере. Рассмотрим простую группу SO(5) вещественных ортогональных 
матриц пятого порядка с определителем I. Ее алгебра Ли SO(5) состоит из 
всех вещественных кососимметрических матриц порядка 5. Известно [41, 
что любой автоморфизм группы Ли G = SO(S) имеет вид: Ф: SO (5)-+SO (5), 
A—,T A T -1, где T е  SO(5 ); T = ( I 1T l j T2),

I V -T I V  3

T l  = 2 2 , T 2 = 2 2

у Н Т  I V ~ 3~  I

2 2 2 2

Множество всех Ф-неподвижных элементов группы G образует подгруппу
Н. Однородное пространство G / Н  является периодическим пространством 
порядка 3. Как показано в [4] ,  базис алгебры Ли группы g можно взять 
в виде:

X 1 --I23- J 32, X 2 = I45- I 54, Xз = 112 —121, X 4 = I13- I 21, X5 = I14- I 41, X 6 =

=  115 “  151,  X 2 = I 24- I 42, X e = I 2S - I 52 , X s = I 34- I 43, X 1O = I 35- I 53.
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Структурные формулы алгебры g имеют вид:

[ X l l X 2 ] - О ,  [ X 1, X 3 ] = - X 4, [ X 11X 4 J - X 3, 

[ X b X 5 J = O ,  [ X 11X 6 ] = 0 ,  [ X 11X 7 J = - X 9, 

[ X 11X 8 J = - X 10, [ X l l X 9 J = X 7, [ X b X 10] = X 8,

[ X 21X 3] =0,  [ X 21X 4] =0,  [ X 21X 5] = - X 6,

[ X 2, X 6 ] = X 5, [ X 21X 7] = - X 8, [ X 21X 8] = X 7,

[ X 2lX 9] = - X 10, [ X 2, X 10 ] = Х 9, [ X 3, X 4 ] = -  X 1,

[ X 3 l X 5] = - X 7, [ X 3, X6 ] = — X 8, [ X 3, X 7 ] = Х 5,

[ X 31X 8] = X 6, [ X 31X 9] =0,  [ X 31X 10] =0,  [ X 41X 5J = - X 9,

[ X 41X 6J = - X 101 [ X 41X 7J = O 1 [ X 41X 8 J = O 1 [ X 41X 9 J = X 51

[ X 41X 10] = X 61 [ X 51X 6J = - X 21 [ X 51X 7J = - X 31 [ X 51X 8J = O 1

[ X 51X 9 ] = - X 41 [ X 51X 10J = O 1 [ X 61X 7 ] =O1 [ X 61X 8J = - X 31

[ X 6 l X 9 ] =  O1 [ X 6 , X i 0 J = - X 4l [ X 7 , X 8 ] = - X 2l [ X 7, X 9 ] = — X ll 

[ X 71X 10J = O 1 [ X 81X 9 ] = O1 [ X 81X 10J = - X 11 [ X 91X 10] = - X 2.

Делаем замену базиса:

X - J = X 11 X12 = E 2X 21 Х'з = EX31 Х'4 = E X41 X15 = EX5l X16 = E X6l 

Х'7 = E 2X 71 X18 = E 2X 8l X19 = E 2X 91 Xl0 = E 2X 10.

Структурные формулы примут вид:

[ X 1b X12 ] = O 1 [ X 1b X13] =  — X'4l [ X 1b X14 ] =

= X 31 [ X b X 15 ] =O1 [ X 111X16 J =O1

[ X1 b X17 ] = - X 9l [ X l l X 8 ] = - X  10l [ X b X 9J = X 7l [ X l l X 10 J = X 8l

[ X 121X13J = O 1 [ X 121X14J = O 1 [ X 121X15 ] = - X 61 [ X 121X16J = X 151 

[ X 121X17 J = - E 2X 81 [ X 121X18J = E 2X171 [ X 121X19J =

3 Зак. 1186. 4 9



= - E 2X'io, [ X72l X710 ] = E2X79,

[Х '3, Х '4 ] = - E 2X7ll [ Х'з, Х'5 ] = -  Х'7> [Х'з,  X76 ] =

= - X 78, [ Х'з, Х'7 ] = E2X's ,

[ Х'з, X78 ] = Е2Х'6, [ Х'з, Х'9 ] = 0, [ Х'з, Х'10 ] = О, [ X 74 l X75 J = - X 79,

[ Х ' 4, Х '6 ] = - Х ' ю ,  [Х'4, Х '7 ] = 0 ,  [ X 74 l X78 ] =O1 [ X 74 l X79 ] = E 2X75,

[ Х'4) Х'ю ] = E2X76, [Х'5, Х ' 6 ] = — Х'2, [ X's, Х'7 ] =

= - E 2X73, [Х '5, Х ' 8 ] = 0 ,

[Х '5, Х ' 9 ] = -  Е2Х'4, [ Х'5) Х'ю ] = 0, [ Х ' 6, х ; ]  = -  E2X73, [ X 765 X77 ] = О,

[ Х'6,Х'9 ] =0,  [ X 76 l X710] = - E 2X74, [ X 775 X 8 ] =

= - E 2X72, [ X 771 X79 ] = - E 4X71,

[ X77, X710 ] =0,  [ X78, X79 ] = 0, [ X78, X710 ] =

= - E 4X71, [ X 791X710] = - E 2X72,

Полагая E = 0, получаем следующие структурные формулы для алгебры Ли 
g предельного однородного пространства:

[ X 715X72 ] =0,  [ X 715X73 ] = - X 74, [ X 711X74 ] = X 73 5 [ X 711X75 ] =0,  

[ X 711X76 ] =0 ,  [ X 711X77 ] = - X 79, [ X 711X78 ] = - X 7105 [ X 715X79 ] = X 77,

[ X 711X710] = X 78, [ X 725 X73 ] =0,  [ X 72 5 X74 ] =0 ,  [ X 721 X75 ] = - X 76,

[ X 721 X76 ] = X 755 [ X 721 X77 ] =0 ,  [ X 721 X78 ] = 0 ,  [ X 721 X79 ] =0,

[ X 721X710] =0,  [ X 73 5 X74 ] =0,  [ X 73 5 X75 ] = - X 77, [ X 731 X76 ] = - X 78,

[ X 73 1 X77 ] =  0, [ X 73 1 X78 ] =  О, [ X 731 X79 ] =  о, [ X 731X710] = о,

[ X 74 1 X75 J = - X 791 [ X 74 1 X76 J = - X 7105 [ X 74 1 X77 J = O 1 [ X 74 1 X78 ] =0,

[ X 74 1 X79 ] =  О, [ X 741X710] =  о, [ X 751 X77 J = O 1 [ X 751 X76 J = - X 72,

[ X 751 X78 ] =  О, [ X 751 X79 ] =  О, [ X 751X710J = O 1 [ X 761 X77 J = O 1

[ X 761 X78 I = O 1 [ X 761 X79 J = O 1 [ X 761X710J = O 1 [ X 771 X78 J = O 1



[X'7, X ' 9 ] = 0 ,  [Х '7,Х 'ю ]  =0,  [Х '8, Х '9 ] = 0 ,  [Х 'в .Х 'ю ] =0,

[ Х ' в . Х ' ю ]  =0.
Из этих формул видно, что алгебра Ли g не является простой. 

Рассмотрим линейную подстановку ф в алгебре Ли g:
X'I = X 1, Х'2 = Х 2,

Х'10= - | Х 7 -  
4

Подставляя эти выражения в формулы _{7), убеждаемся, что ф является 
автоморфизмом 3-го порядка алгебры g. Таким образом, мы получаем 
предельное однородное периодическое пространство порядка 3 с непростой 
основной группой.

Применяя указанный предельный переход к периодическим простран­
ствам с простыми основными группами, классифицированными в [4 ] , можно 
получить целый ряд новых периодических пространств с непростыми основ­
ными группами.

При грамматическом разборе требуется установить, принадлежит ли 
данная цепочка языку, порождаемому данной грамматикой; причем в 
нисходящем разборе [ I ]  пытаются эту цепочку получить из начального 
символа. Эта проблема весьма важна для класса КС-грамматик из-за их роли 
в порождении языков программирования [ I —3]. Мы опишем еще один класс 
грамматик, впервые упомянутый в [4] ,  с помощью которого в будущем 
предполагается облегчить проблему грамматического разбора для КС-грам­
матик благодаря возможности выводить слова не только из начального 
символа.

Определение I. Аксиоматическая грамматика (кратко АК-граммати- 
к а )—это упорядоченная тройка G = < V , A, R > ,  где V—конечное непустое
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множество (называемое алфавитом), А—конечное (возможно, пустое) мно­
жество слов в алфавите V (называемых аксиомами) и R —конечное (воз­
можно, пустое) множество выражений вида х—>у (называемых правилами 
вывода), в которых х и у—различные слова в алфавите V, а символ —» не 
принадлежит V.

Определение 2. Скажем, что слово b непосредственно выводимо в 
АК-грамматике G из слова а (символически а (= Ь ), если а = (J1Xd2; b = dxyd2 
(dx и d2—возможно, пустые слова) и G имеет правило х—>у. Слово а 
порождается G, если существует последовательность слов X1, х2, ..., хт  такая, 
что Xm = а и каждое X 1 есть или аксиома из G, или Xj \= Xi при j < i  (будем 
говорить, что хш выводимо из X1 и писать X1I— Xm).

Множество всех слов, порождаемых АК-грамматикой G, называется 
АК-языком (или просто языком), порождаемым G.

Замечание I. Каждое конечное множество А слов в алфавите V является 
АК-языком, ибо за аксиомы можно взять это множество А при пустом 
множестве правил. Это же множество порождается и автоматными грамма­
тиками (А-грамматиками) [5 ] . Ho, с другой стороны, существует АК-язык, 
который не является A-языком. Действительно, известно, что язык 
L 1 = { a nb n I п>1 } не порождается ни одной А-грамматикой [ 1. 6. 152], но 
этот язык L1 порождается следующей А К -грам м атикой  G1= < {а, Ь), 
{ab}, {ab—»а2Ь2} > .

Условимся через Ixl обозначать длину слова х, пустое слово будем 
обозначать Л. В дальнейшем нам понадобится одно утверждение о КС-язы- 
ках, которое имеется во многих источниках, но мы приведем его в том виде, 
в котором оно сформулировано в [ I .  С. 223].

Теорема I [ I ] .  Пусть L — КС-язык. Тогда существует такое натуральное 
число п, что если zeL и lzl>n, то z может быть записано в виде z = uvwxy, 
где ухфА, lvwxl<n и для любого і>1 выполнено условие uv'wx'yeL.

Основываясь на этой теореме, введем
Определение 3. Наименьшее число п из теоремы I назовем индексом 

КС-языка L. Две цепочки Z 1 и Z2 из данного КС-языка индекса п длины 
не менее чем п назовем словами одного и того же типа, если существуют 
такие цепочки u, v, w, х, у, что Z 1 = uvmwxmy, a Z2 = uvkwxky; в противном 
случае о таких цепочках будем говорить, что они различного типа*.

Замечание 2. He следует думать, что каждая цепочка z из данного 
КС-языка индекса п при lzl>n представима единственным образом в виде 
z = uvwxy из теоремы I. Например, КС-язык L2 = {anbmamb"ln, т > 1 ]  имеет 
индекс 4 и цепочка z = abab, для которой Izl = 4, может быть представлена 
следующими двумя способами:

1) z = U1V1W1Xiy1 при U 1 = X1 = a, W1A, V1 = у: = b и U1Vi1W1Xi1SL2 для всех і>1;
2) z = u2v2w2x2y2 при U2 = у2 = Л, V2 = a, X2 = b, W = Ьа и U2Vi2W2XiJy2SL2 для 

всех і>1.
Поэтому одна и та же цепочка с разными по структуре цепочками может 

быть одного и того же типа. Ho ясно, что одна и та же цепочка каждого 
КС-языка обладает только конечным числом различных типов. Еще заме­
тим, что L2 является АК-языком, так как порождается АК-грамматикой 
G2= < (a, b ] , {abab}, {abab-*a2bab2, ba-*b2a2} > .  Аналогично доказывается, 
что любой КС-язык вида:

r  m i  m o  m i r ,  т ь  ,  т о ,  m i ,  . ,  . л л
{ а 1х а | 2 ... a ik Dik... b i2 Dil I Vm> l,l< i< k } ,

где все буквы а ^ , . . ,  a ik, b i l , ..,b ik попарно различны, есть АК-язык; но следу­
ющий КС-язык L3 = {anbmakbkambn I m, п, к>1] не является АК-языком (см. 
далее).

Лемма I. Число попарно различных типов слов конечно в каждом 
КС-языке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем некоторый КС-язык L. Пусть его индекс 
равен п. Тогда найдется КС-грамматика G, которая порождает этот язык 
L. Если L является конечным, то лемма доказана. Если же язык L есть 
бесконечный, то грамматика G является рекурсивной [6 ] и, согласно 
доказательству теоремы I из [ I ]  или [6] ,  будет выполнено условие: из А

‘Часто вместо термина слово  будем употреблять цепочка.
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будет выводима цепочка vAx, т. е. символически А I—vAx, где у х ф К ,  I vwx I <п 
и, значит, I vx I < n ,  а А—некоторый вспомогательный символ. Тогда цепочки 
uv'wx'y (і>1) из L, являющиеся цепочками одного и того же вида, будут 
определяться свойством А I— vAx при I vx I <  п для данного индекса п. 
Т ак как каждая КС-грамматика содержит конечное число основных и 
вспомогательных символов и конечное число правил, то такая грамматика 
обладает только конечным числом свойств вида A l — vAx при Ivxl  < п  для 
фиксированного п. Следовательно, каждая КС-грамматика задает КС-язык, 
содержащий слова только конечного числа различных типов. Лемма до­
казана.

Итак, каждый КС-язык индекса п содержит только конечное число 
различных типов слов длины не менее чем п:

Uiv1IW ixiy1, u 2v i w2xi  у 2,..., u kvLwkXkyk, ( I )

причем некоторые слова могут быть представлены разными типами.
Определение 4. КС-язык индекса п назовем языком типа I (кратко 

К С -1-язы ком), если в последовательности ( I )  никакое из слов 
VmWmXm ( 1<ш<к) не является подсловом слов Vj1WjXj1 ( l<j<k,j*m ) и во всяком 
представлении z при I z 1>п в виде z = uv’wx'y (i>n) подслово v”wxn имеет 
единственное вхождение в z и не имеет ни одного вхождения в слова из 
языка других типов.

Замечание 3. He каждый КС-язык является К С -1-языком. Рассмотрим 
КС-язык L4 = (anbn I n> l}u{a2nb" I п>1} индекса 3, порождаемый КС-грамма- 
тикой G4 с правилами

S-IS11 S2, S1-^aSib I ab,S2—>a2S2b I a2b.

Т ак как слово а3Ь3 есть подслово слова а6Ь3, то L4 не КС-1-язык. К то­
му же можно «прямо в лоб» доказать, что язык L4 не порождается ни одной 
АК-грамматикой. КС-язык L3 из замечания 2 не является КС-1-языком, так 
как для цепочки z = ababab, представимой в виде z = uvwxy при и = у = ab, 
v = a,w = A, x = b (причем uv‘wx‘yeL3 при любом і>1) подслово V6Wx6 = абЬ6 
является также подсловом слова a7b7a6b6a7b7 из L3.

Теорема 2. Для каждого КС-1-языка найдется АК-грамматика, порож­
дающая этот язык.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем некоторый К С -1-язык L. Если язык L 
является конечным (а  эта проблема разрешима, согласно теореме 4.1.2. из 
[ 3 ] ) ,  то за аксиомы искомой АК-грамматики возьмем множество L при 
пустом множестве правил. Если же L является бесконечным и его индекс 
равен п, то для цепочек из L длины не менее чем п, согласно лемме I, 
все различные типы слов задаются последовательностью ( I ) .  В этом случае 
за аксиомы АК-грамматики G возьмем все слова из L длины строго меньшей 
чем п, и еще все слова, задаваемые последовательностью ( I ) ,  в которых 
показатель степени i удовлетворяет неравенству i<n (их конечное число, 
потому что, как замечено в доказательстве леммы I, выполнено неравенство 
I VmWmXm I <п, 1<ш<к). Правила вывода определяются по последовательности 
( I )  и полагаются следующими:

VmWmXm-^Vm+1WmXm+1, 1<Ш<к, (2 )

где для любого m( l<m<k)  выполнено I vmwmxm I <п.
Теперь убедимся, что язык L порождается АК-грамматикой G. Согласно 

определению множества аксиом G, все слова из L длины не более чем п 
порождаются грамматикой G как аксиомы; причем таким же образом 
порождаются и слова из L длины больше чем п всех типов, в которых 
показатель степени не превосходит п. Остальные слова этих типов получа­
ются применением правил (2) .

Наконец, докажем, что G не порождает ни одного слова, не принадле­
жащего L. Во-первых, ни одно из правил (2 ) не применимо к словам длины 
не более чем п, ибо не бывает вхождений слов большей длины в слова 
меньшей длины. Во-вторых, к словам длины не более чем п выписанные 
правила применяются, согласно определению K C -I-языка или однозначно
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(порождая все соответствующие слова одного типа), или вообще не при­
меняются (из-за отсутствия вхождений левых частей правил). Теорема до­
казана.
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УДК 519.71

С. Ф. л и п п и ц к и й

КО М ПЬЮ ТЕРН Ы Й ПРАКТИКУМ : М АТЕМ АТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
И АЛГОРИТМ Ы  АВТОМ АТИЗИРОВАННОГО ОБУЧЕНИЯ 

РЕШ ЕНИЮ  ЗАДАЧ

Эффективность автоматизированных обучающих систем (AOC) суще­
ственным образом зависит от степени их интеллектуальности [ I —3].  Однако 
отсутствие надежного математического фундамента является серьезным 
сдерживающим фактором интеллектуализации АОС. В данной статье пред­
лагается математическая модель интеллектуальной системы обучения реше­
нию задач. На уровне математического моделирования исследованы условия 
построения эффективных процедур обучения и разработаны алгоритмы 
генерации маршрутов решения задач.

Основные понятия и определения. Пусть имеется некоторое конечное 
множество, элементы которого будем называть задачами, а для каждой
задачи—і-й вариант ее решения ( i = I , п ) т. е. конечное множество Ri , 
состоящее из терминальных элементов—шагов решения задачи—и двух 
нетерминальных—начального и конечного шагов. На множестве Ri опреде­
лен строгий порядок Oi (транзитивное и антирефлексивное отношение). 
Считаем, что строго упорядоченное множество < Ri, Ct1 >  (будем называть 
его маршрутом решения задачи) имеет наибольший (начальный шаг реше­
ния задачи) и наименьший (конечный шаг) элементы, причем у двух 
вариантов начальные и соответственно конечные шаги разные. Пусть такжеП
R = URi —множество всех шагов всех вариантов решения задачи, a 2R—

і = 1
n

множество всех подмножеств множества R. Заметим, что отношение a=  U a i
i = I

—строгий порядок на R.
Определение I. Всякое конечное бинарное отношение р на множестве 2R 

назовем продукционным. Элементы отношения р будем называть правилами 
продукции, причем если (А, В )<—/>, то множество А назовем левой, а В— 
правой частями правила (А, В).

Определение 2. Ш аг решения задачи beR назовем непосредственно 
выводимым из множества шагов ScR, если b£S и существует правило 
продукции (А, В)ер такое, что AcS~n beR.

Определение 3. Ш аг решения задачи beR назовем выводимым из мно­
жества шагов SeR, если b^S и существует кортеж < 8 Х = S, S2, . . . , S11>  (1>2) 
подмножеств множества R такой, что для любых i,j = I , I (H j ) Sî Sj и всякий 
шаг каждого последующего множества кортежа непосредственно выводим из 
предыдущего или является его элементом, a beSj.

Определение 4. Множество ScR шагов решения задачи назовем однова­
риантным, если существует вариант R,cR (іе{1, 2, ... п}) такой, что ScRi.

Определение 5. Одновариантное множество ScRi (іе{1, 2, ... , п}) шагов
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решения задачи назовем насыщенным, если для любых шагов asR^beS, 
удовлетворяющих соотношению (а, в)©?;, справедливо aeS.

Пусть ScR i(i€{l, 2 , ... , п}) и SU{b}, где b&R„ b^S—насыщенные мно­
жества. Тогда будем говорить, что шаг b непосредственно следует за 
множеством шагов S, или S непосредственно предшествует Ь.

Определение 6. Продукционное отношение назовем представительным, 
если для любых насыщенного множества S и шага решения задачи b любого 
варианта R i ( i  = 1 , п )  таких, что b непосредственно следует за S, шаг b 
непосредственно выводим из S.

Определение 7. Продукционное отношение назовем корректным, если для 
любого насыщенного множества S и любого шага b любого варианта
R i ( i = I , п ) таких, что b непосредственно не следует за S, шаг b не является 
непосредственно выводимым из S.

Определение 8. Продукционное отношение назовем непротиворечивым,
если для всех i = 1 ,п  любой шаг a e R \ R ; не является выводимым из началь­
ного шага r(i)eR j.

П рямая консультация. Построение всякого маршрута решения задачи 
связано с нахождением после каждого выполненного шага совокупности 
шагов, каждый из которых может следовать за этим шагом. Эту совокупность 
определим как прямую консультацию.

Определение 9. Непустое множество L cR j(i£{l, 2, ... , п}) всех шагов 
решения задачи, непосредственно следующих за произвольным насыщенным 
множеством ScRi, назовем прямой консультацией, соответствующей S.

Теорема I. Если продукционное отношение представительно, корректно 
и непротиворечиво, то прямая консультация, соответствующая любому 
насыщенному множеству шагов, есть одновариантная совокупность всех 
шагов, непосредственно выводимых из этого множества.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ScR j(ie{1, 2 , . . . ,  п}) —любое насыщенное 
множество шагов решения задачи. В силу корректности р любой шаг а, не­
посредственно выводимый из S, непосредственно следует за S. Тот факт, что 
aeR ;, вытекает из непротиворечивости р. Таким образом, а является эле­
ментом консультации, соответствующей S. С другой стороны, любой шаг 
консультации, соответствующей S, непосредственно выводим из S в силу 
представительности продукционного отношения.

Пользуясь теоремой I , построим следующий алгоритм получения прямой 
консультации.

Алгоритм I. На входе алгоритма—насыщенное множество 
ScR.(iGj[i, 2 , ... п }),  число вариантов п и представительное, корректное и 
непротиворечивое продукционное отношение. На выходе—все прямые кон­
сультации, соответствующие S, для всех i = I, п. Алгоритм состоит из следу­
ющих шагов.

1. Найти правило продукции (А, В)ер такое, что AcS и B \ S ^ .  Если 
такое правило найдено, то перейти к п. 2, иначе—к п. 3.

2. Выдать консультацию B \ S ;  р : = р \ { ( А ,  В)}. Перейти к п. I.
3. i: = I.
4. Если BiX S ^ , где Bi—правая часть правила продукции с левой частью 

r ( i ) ,  то выдать консультацию BiXS, иначе—i: = i + l.
5. Если i<n, то перейти к п. 4, иначе —КОНЕЦ.
Алгоритм I заканчивает работу не более чем за Ipl—кратное повторение 

шагов I, 2 и не более чем за п проходов шагов 3—5.
Обратная консультация. Определение 10. Непустое множество M 

всех шагов варианта R ^ i e f l ,  2 , ... , п}) ,  непосредственно предшествующих 
шагу beRj относительно ст;, назовем обратной консультацией, соответству­
ющей шагу Ь.

Теорема 2. Пусть отношение р корректно и для него выполнены следу­
ющие условия: ____

1) для любого шага Ь, кроме начального любого варианта R i ( i  = I, п ) ,  
существует правило продукции (А, В)ер такое, что beB, a AcRi;

2) (А, В)ер только тогда, когда для любого варианта R i ( i =  1 , п )  
такого, что AcRi, для всех аеА, ЪеВ справедливо (а , Ь)естг

Тогда обратная консультация, соответствующая шагу beR j(i€{l, 2 , . . . ,
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п}) ,  есть множество А \ Н ,  где AcRi- левая часть правила продукции, правая 
часть которого содержит шаг b, a H —множество всех шагов варианта Ri, 
для каждого шага h из которых существует кортеж правил продукции <  (C i, 
D1), (C 2, D2) , ... ,(C 1 D1) > (1>2) такой, что h e Q , b eD1 и DjHCj+ ^  для всех
j=  1 ,1 - 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть b —любой шаг любого варианта
К;(1е{1, 2 , . . . , n}) ,  а (А, В )ер—произвольное правило продукции такое, что 
beB, a AcRi, которое существует в силу п. I условия теоремы 2. Докажем, 
что любой шаг IieAnRi, для которого существует указанный в условии 
теоремы 2 кортеж правил продукции, не предшествует непосредственно шагу 
b относительно Pi. Действительно, согласно п. 2, условия теоремы 2 для 
любых CeCj, deDj ( j = 1,1)  (с, d)ea,, а поскольку 1>2, то в силу транзитив­
ности и антирефлексивности а;(Ь, Ь)е<т; и h не предшествует непосредственно 
шагу Ь. Докажем теперь, что для любого шага heA, не предшествующего 
непосредственно шагу Ь, существует указанный выше кортеж. Поскольку (h, 
Ь)еа,, то из строгой упорядоченности варианта Ri следует существование 
кортежа шагов C h  = Ii1, h2, . . . , hm = b > ( r n > 2 )  варианта R,, где h k непос­
редственно предшествует hk+1 относительно Pi для всех k = I , m — I . Далее, со­
гласно п. I , условия теоремы 2 и корректности р, для шагов hk и hk+1 найдется 
правило продукции (C k, Dk+1)ep такое, что hkeCk, hk+1eD k+1 для любого к = 
= I, m — I, т. е. искомый кортеж правил продукции существует.

Используя теорему 2, построим следующий алгоритм нахождения обрат­
ной консультации.

Алгоритм 2. На входе алгоритма—шаг b варианта R j(ie{ l, 2 , ... п}) и 
корректное продукционное отношение, для которого выполнены условия 
теоремы 2. На выходе—обратная консультация, соответствующая шагу 
Ь. Алгоритм включает следующие шаги.

1. Н: = ф. Найти правило продукции (А, В)ер такое, что beB, a AcRi.
2. Выбрать произвольный шаг heA.
3. Искать кортеж правил продукции < ( С 1, D Ц, (C 2, D2), . . . , (C 1, D1) > ,

1>2, такой HToheCijbeD1, DjOCj+х+ф для всех j = I, I— I. Если кортеж найден, то 
A: = A \{ h } ,  H: = HU{h}; перейти к п.2. Иначе—A: = A \{ h } ;  перейти к 
п. 4.

4. Если Афф, то перейти к п. 2. Иначе—КОНЕЦ (восстановить множество 
А и выдать обратную консультацию А \ Н ,  соответствующую шагу Ь).

Алгоритм 2 заканчивает работу не более чем за IAI—кратное повторение 
шагов 2—4.

Путем многократного использования алгоритма I или 2 можно построить 
весь маршрут решения задачи.
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Л. Н. Б А Т У Р И Н А , II. А. Л Е П Е Ш И П С К И Й

ЗАДАЧА О МАКСИМ АЛЬНОМ  ПОТО КЕ НА ПРОСТЫ Х ПУТЯХ

Пусть G = ( X ,  А, с )—неориентированная сеть с множеством узлов X, 
множеством ребер (х ;, Xj)eA и целочисленной положительной функцией 
пропускных способностей с. В сети требуется найти целочисленный макси­
мальный поток из источника s в сток t, реализуемый на простых (ацик­
лических) путях длины (по числу ребер) не более К.

Введенное ограничение на множество путей, на котором реализуется 
поток, не позволяет непосредственно использовать для решения задачи 
известные (напр, приведенные в [ I ] )  эффективные алгоритмы определения
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максимального потока. В работе [2 ] предложен метод решения этой задачи, 
основанный на пошаговом построении дерева простых путей заданной длины 
и определения потока по каждому из этих путей. На каждом шаге в дерево 
либо включается новый путь, либо модернизируются потоки на ранее 
найденных путях с целью обхода дуг, насыщенных потоком. Эффективность 
алгоритма (по числу обобщенных операций) оценивается величиной 
О ( m l2V (ip  ( G )  ) ) ,  где m —число дуг сети, I—число простых путей, на 
которых реализуется максимальный поток, и V( t p (G) )—величина макси­
мального потока как функция пропускных способностей дуг.

Предлагаем иной подход к решению задачи, основанный на предвари­
тельном построении дерева простых путей заданной длины и нахождении 
максимального потока на этом дереве из корня во все висячие узлы. В этом 
случае можно построить алгоритм с оценкой, линейной по отношению к 
числу путей в максимальном потоке. Эффективность этого алгоритма во 
многом определяется эффективностью перечисления простых путей.

Сведения о простых путях можно представить (как было показано в [ 3 ] )  
в виде таблицы P размерности (п — 1)хК, где п—число узлов сети, К —мак­
симальная (или заданная) длина простого пути из s в t. В каждую клетку 
[І, I] таблицы помещен список Pil таких узлов xpe P (s )  (где Г ( X j )  = {xql(x;, 
x q)eA ), что дуга (х ;, хр) является 1-й дугой хотя бы одного простого пути 
из s в t. Для любого узла хреР и определена метка-список M Ц, составленная из но­
меров узлов X jSr(s), через которые проходит хотя бы один простой путь 
из s в t, включающий дугу ( X i, хр) в качестве 1-й дуги этого пути.

Проход по клеткам таблицы P позволяет восстановить узлы, по которым 
проходит любой простой путь из s в t. Процедура этого восстановления, 
основанная на определенном порядке просмотра меток и узлов в каждой 
метке, обеспечивает построение специального дерева T  = T ( G ) ,  которое 
представляет собой «пучок» наборов узлов всех простых путей из s в t сети 
G, собранный так, что любой общий для некоторых путей подпуть, начи­
нающийся в s, входит в T только один раз. В дереве T  естественно 
выделяются поддеревья Tj с корнями Xj6r(s ) .,

Назовем на сети G простой путь из s в t длины к, восстановленный по 
таблице Р, к-путем. Все дуги этого пути можно считать ориентированными 
от s к t.

П о т о к ,  реализуемый на к-путях (к =  I, 2 , . . . ,  К) ,  назовем к-потоком.
Множество дуг, удаление которых прерывает все k-пути (к  = I, 2, ... , К ) 

из s в t, назовем к-разрезом.
В работе [3 ] доказано, что любому k-потоку на дереве T в висячие узлы 

соответствует поток на простых путях в сети G. При этом на некоторых 
ребрах ( Xi, х.) могут быть ненулевые потоки f;j и fp в обоих направлениях. 
Известно [2 ] , что сокращение их на величину min (fy, Pji) не допускается, 
потому что оно может привести к нарушению требования, что поток 
реализуется на простых путях заданной длины.

Если на сети G (и  соответственно на дереве Т ) определен ненулевой 
k -поток, то к-путем увеличения потока (ПУВ) (или k-путем уменьшения 
потока ( ПУМ) )  назовем k-путь, на всех дугах которого дуговые потоки 
можно увеличить (или соответственно уменьшить) на некоторое положи­
тельное значение.

Определим по заданному k-потоку f множество узлов сети, используя 
правило А:

1) SeX 1.
2) Пусть узел хре Р г1 входит в множество X1.
а) Каждый узел xqeP pl+1 включаем в множество X1, если выполняются 

условия fpq< c pq при М?,лМ;?1+1*0 и Xq̂ X1.
б) Каждый узел xqeX L и такой, что xqe P pl+1, включаем в множество X1, 

если выполняется условие fqp >  0 .
Повторяем п. 2 до тех пор, пока множество X1 нельзя будет более 

расширять за счет включения новых узлов.
Определим множество X1 = XNvX1. Нетрудно видеть, что если K-X1, то 

множество дуг (хр, xq)€ (X 1; X1), для которых выполняется условие 
М|5пМР1+1чь̂ , образуют k-разрез, отделяющий s и t. Пропускная способность 
k-разреза равна

С ( Х Ь X 1 ) -  E  E Cpq,
X p c X 1  X q C X 1
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где для всех узлов XpSX1 и X4SX1 справедливо условие
Назовем дугу прямой, если для нее выполняется условие а ) ,  и обратной, 

если выполняется условие б) правила А.
Д ля нахождения максимального к-потока на дереве T (и  соответственно 

на сети G ) предлагается алгоритм, суть которого в следующем.
Сначала находится некоторый ненулевой k-поток, реализуемый на каж­

дом поддереве T j(X jS r(s)). Производится проверка на максимальность этого 
потока. Если найденный k-поток не является максимальным, то осуществля­
ется перераспределение ранее построенного потока по дугам k-путей с целью 
выделения на некотором поддереве Tj дерева T нового k-пути увеличения 
потока. Исходной информацией для работы алгоритма является заранее 
построенная таблица Р.

Алгоритм определения максимального к —потока (О М КП ).
Считаем вначале, что на дугах дерева T задан нулевой поток и все 

поддеревья Tj дерева T  не просмотрены.
Ш аг 0. Выбираем любое непросмотренное поддерево, пусть эта  Tjb. Если 

таких поддеревьев нет, то переходим к шагу 2 .
Ш аг I. Нахождение ПУВ на поддереве Tj0.
1.1. Узлу Xj0 присваиваем метку ( + s, Csj0—fsj0). Пусть узел XpSTj0 помечен 

из узла XiSTj0, принадлежащего некоторой клетке P rl. Тогда, если для 
непомеченного узла XqSPim  выполняется условие fPq < cpq при j 0sM ^1+1, 
то ему присваиваем метку [ + х р, eq = min(6p, Cpq—fpq)]-

Процесс расстановки меток заканчивается, если I ) узел t помечен, 2) 
узел t не помечен и других меток расставить нельзя.

В первом случае переходим к п. I. 2, во втором считаем поддерево Tj0 
просмотренным, удаляем старые метки и переходим к шагу 0.

1.2. Увеличение потока на найденном ПУВ поддерева Tj0.
Изменяем поток на всех дугах найденного ПУВ, начиная с узла t,

по правилу:
Если узел хр помечен из узла X 1, то для дуги ( X 1, хр), принадлежащей 

ПУВ, полагаем
f jo
I l p . =  f t p  +  е.>

■ 1р = ■ E 4
X jCT ( s )

где fjp —дуговой поток, принадлежащий k-пути поддерева Tj, flp—суммарный 
поток по дуге (х„ хр) и et = min ер—значение, полученное при пометке узла t.

по всем 
узлам  Г1У13

Процесс изменения потока заканчивается, если увеличен поток по дуге 
( s, Xj0 ) .  Удаляем старые метки и повторяем шаг I.

Ш аг 2. Полагаем V =  Y  f sj , где V—величина найденного к-потока
X j c r  ( S )

в сети.
Строим, используя правило А, множество X1. Если IeX1, то к-поток 

величины V является максимальным и алгоритм заканчивает работу. В 
противном случае переходим к шагу 3.

Ш аг 3. На пути из s в t, выделенном при построении множества X1, 
найдем последнюю обратную дугу и, начиная с нее, выполним последова­
тельно для всех обратных дуг пути следующие действия.

3.1. Пусть (x q, X p ) —обратная дуга выделенного пути, принадлежащая 
поддереву T jt . (Принадлежность дуги (xq, хр) некоторому поддереву T jt
определяется по значению j,s M i m , при котором узел X q вошел в X1 по 
условию б) правила А.)

3.2 Найдем на T jt ПУМ из Xq в I, содержащий дугу (xq, хр) и значение 
S1 > 0, на которое можно уменьшить поток по нему.

Найдем на Tjt ПУВ из X q в t  и значение б 2 >  0, на которое можно увеличить
поток по нему. Пусть S = O T i n ( S 1) S2 ) .

Уменьшим на ПУМ поток на S и на ПУВ увеличим на 6, изменив по 
формулам ( I ) и ( 2 ) соответствующие значения дуговых потоков.
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3.3 Переходим к п. 3.1 для следующей обратной дуги пути. Если 
просмотрены все обратные дуги пути, то повторяем алгоритм для непро­
смотренного дерева при найденных значениях дуговых потоков.

Алгоритм ОМКП заканчивает работу, если на шаге 2 построено множе­
ство X1, не содержащее узел t.

Покажем, что в этом случае найденный с помощью алгоритма к-поток 
величины V является максимальным.

Предположим, что найден максимальный поток и при этом teX :. Из 
правила А следует, что в этом случае выделен некоторый путь П из s в 
t. Если все дуги этого пути прямые, то найден ПУВ из s в t, и, следовательно, 
шаг I алгоритма не завершен.

Пусть для определенности выделенный путь П = (s, x is, ... ,хр, xq, X 1, . . .  , t) 
содержит одну обратную дугу (xq, хр). Разложим путь П на следующие 
подпути: IIs = (s, Xjs, . . . ,  хр) —ПУВ со значением ер> 0 , принадлежащий под­
дереву T js; ( xq, хр) — дуга некоторого поддерева T jt, для которой Iqp >  0; ITq = ( Xq, 
X 1, ... , t ) —ПУВ со значением е,> 0, принадлежащий T j,.

He уменьшая общности, будем считать, что jt#js. Из условия сохранения 
потока [4 ] следует, что на поддереве T it есть хотя бы один ПУМ со значением
6(>0 из Xq B t, содержащий дугу (xq, хр). Найдем eq = min(5„ €,). Уменьшим 
поток на ПУМ на eq и увеличим на эту же величину на IIq. Покажем, что 
в результате этих действий обязательно будет выделен на поддереве T js 
ПУВ из s в t. Предположим, что такой ПУВ не найден. Это возможно лишь 
в том случае, когда ни один простой путь из хр в I поддерева T jt 
не принадлежит T js. Тогда из условия, что узел хр является одновременно 
1-музлом в простом пути из X j s в t и из X j 0 B i (иначе узел X q нельзя было 
бы пометить из хр по условию б) правила А) следует, что путь Пр = 
= ( х р, Xi1, . . . , t )  поддереваТі( не принадлежит T js только в том случае, ес- 

лион  содержит узел хг, из которого HaTisестьпутьвхр.Следовательно,хгяв- 
ляется (І-і)-ы м (і> 1) узлом пути из X is  в t и (I +  j ) - M  ( j > l ) узлом в пути из X i t  

в t. Отсюда следует, что путь из X 1 в t принадлежит одновременно 
поддеревьям T jt и T js и, значит, уменьшение потока на ПУМ приведет к
выделению ПУВ на поддереве T is.

Эти рассуждения нетрудно обобщить на случай нескольких обратных дуг 
в пути П. Тогда, применив описанные действия к каждой паре поддеревьев 
T jk и T it, можно выделить ПУВ из s в t, на котором можно увеличить поток. 
Это противоречит условию максимальности величины V, следовательно, 
IeX1.

Из проведенных рассуждений вытекает
Теорема. Величина максимального целочисленного k-потока в сети G 

равна минимальной пропускной способности k-разреза, отделяющего s и t.
Сформулированное утверждение по структуре аналогично известной 

теореме Форда—Ф алкерсона[4]. Однако для ее доказательства потребова­
лось ввести понятие k-разреза, построенного по правилу А.

Оценим трудоемкость алгоритма ОМКП. Построение таблицы и поиск 
по ней k-пути требует [3 ] не более п4 действий. Тогда трудоемкость шага 
I алгоритма не превосходит O(Ln4) s где I1-HHcmo k-путей в потоке, 
определенном на шаге I. На шаге 3 для перераспределения потока просмат­
ривается не более I2 = 2IT(s)i k-путей. Следовательно, трудоемкость алгорит­
м а ОМКП в лучшем ,случае оценивается величиной O(Ln4) 1 а в худ­
шем—O(Ln)*  где L = I1 + I2.
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В. В. Б О Б К О В , Н. А. Б О Б К О В А

К  ВОПРОСУ О ПОСТРОЕНИИ МЕТОДОВ 
ЧИСЛЕННОГО РЕШ ЕНИЯ Ж ЕСТКИ Х  СИСТЕМ

Основное внимание нами будет уделено задаче с начальными условиями 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

ко многое из изложенного ниже может быть использовано при конструиро­
вании разностных схем и в случае других эволюционных задач с диффе­
ренциальными операторами более сложной структуры, а также при разра­
ботке итерационных процессов для стационарных задач, привязанных к 
соответствующей системе вида ( I ) через идею установления решения во вре­
мени.

При построении вычислительных алгоритмов для решения исходной 
дифференциальной задачи обычно обязательным этапом является переход 
к аппроксимирующей ее разностной задаче, многие свойства которой (напр., 
устойчивость) часто рассматривают [ I ]  как внутренние свойства разностной 
схемы. Очевидно, что замена дифференциальной модели разностной, не 
претерпевающей конструктивных изменений во времени, значительно сни­
жает возможности так организованного численного моделирования. И если 
адекватность дифференциальной модели исследуемому процессу может со­
хранятся при этом на всем рассматриваемом промежутке, то для разностной 
модели (особенно в случае явных схем) такой адекватности часто удается 
достичь лишь при значениях шагов сетки, значительно меньших, чем те, 
которые являются естественными для наблюдения данной стадии процесса. 
Это особенно актуально в том случае, когда мы сталкиваемся с явлением 
жесткости [2 ]  и вынуждены численно анализировать медленно изменя­
ющуюся стадию процесса при наличии быстро затухающих возмущений. 
Существенная разномасштабность составляющих процесса обычно заставля­
ет при выборе шага сетки ориентироваться на более «быстрые» составляющие 
и в той стадии процесса, когда их вкладом в пределах точности наблюдения 
уже можно было бы пренебречь. Более экономичным мог бы быть такой 
вычислительный алгоритм, в основе которого лежит требование хорошей 
аппроксимации только тех составляющих решения, которые наблюдаемы в 
пределах заданной точности, а для других составляющих обеспечен лишь 
некоторый уровень их качественного поведения. При построении такого типа 
разностных схем, привязанных к интересующему нас решению, следует 
обеспечить выполнение ряда новых условий, на часть из которых было, 
например, обращено внимание в [3 ] . В качестве системы дифференциальных 
уравнений, на которую естественно ориентироваться при постановке такого 
рода дополнительных требований к конструируемым методам (в том числе 
и универсального назначения), может быть взята система

с постоянными матрицей А и вектором Ь. Такой выбор обусловлен не только 
тем, что проблема численного решения систем вида (2 ) представляет 
значительный самостоятельный интерес, а основные задачи линейной алге­
бры, построение итерационных процессов для которых может быть непос­
редственно связано с (2) ,  наиболее часто встречаются в вычислительной 
практике, но и тем, что в общем случае системы ( I )  часто бывает 
оправданной предварительная аппроксимация на каждом шаге сетки исход­
ной задачи последовательностью линейных задач (в  сочетании с известным 
приемом «замораживания» коэффициентов, а такж е с оценкой области 
адекватности решений таких задач). Конструктивное обеспечение таких 
дополнительных требований согласованности дифференциальной и соответ­
ствующей разностной задач удобно проводить, скажем, с использованием 
идеи построения результирующего разностного оператора на вспомогатель­
ной сетке узлов [4 ] либо посредством корректировки спектральных свойств

u' = f ( t , u ) , (О

u' = Au + b (2 )
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разностного оператора [5 ] . В последнем случае удается избежать трудоемкой 
операции умножения матриц, что особенно существенно в случае систем 
большой размерности. Данная работа выполнена в развитие [5 ] .

Опираясь на прием пошагового выделения и точного обращения главной 
части исходного дифференциального оператора [6 ] , применительно к (2 ) 
запишем интегральное соотношение:

u ( t + т ) = u ( t ) + тр ( д т ) [ ди ( t + т ) + а ]  ехр ( -  д т ) +
t +T

+ \ [ А и ( х )  + Ь —д и ( х )  — а ] е х р [  д О —х )  ] dx, (3 )
t

где />(г )  = (exp z— I ) / z ,  а правила выбора значений скалярного д и вектор­
ного а параметров будут предопределяться соображениями, излагаемыми
ниже. Точное соотношение (3) ,  в отличие от используемого в [5 ] , ориен­
тировано на неявные методы.

Заменив в (3 ) интеграл простейшей квадратурной суммой с экспонен­
циальным весом и вводя корректирующий множитель а (типа а -  1 / ( 1  + а т ) 
из [5 ] с числовым параметром с*>0), приходим к приближенному равенству:

й«и + тр ( д т ) ехр ( —д т ) [ дй + а + (Au + Ь—ди—а ) а ] , (4)
где для компактности записи использованы обозначения u = u ( t ) , u  = u ( t  + r ) .  
С (4)  сопряжем метод вида:

ў = у + тр ( д т ) ехр ( —д т ) [ дў + а + ( Ay + Ь—ду—а )а  ] , (5 )
зависящий от параметров д, а и корректора а. Здесь у«и, ў«й, т > 0 .  

Учитывая скалярную неявность метода (5) ,  его легко записать в форме

ў = Sy + g = у + Qy + g, (6 )
где

S = I + Q = ехр ( д т ) I + тр ( д т ) ( А—д 1 ) а, (7)

g = тр ( д т ) [ а + ( b а ) и ] . (8)

П о д ч и н и м  выбор а требованию спектральной согласованности матриц S 
и ехр (At ) ,  при этом будем исходить, например, из следующих соображений.

Если в рассматриваемом п-мерном векторном пространстве решений 
системы (2 ) из собственных векторов матрицы А можно выбрать, например, 
ортонормированный базис £2, . . . ,  отвечающий собственным значениям 
X1, X2, . . . , Xn соответственно, то любая траектория системы (2 ) с неособенной 
матрицей А может быть записана в виде:

u ( t )  = —A _1b +  £  Ci^ e x p ( X j t )  (9)
i *  I

со своими значениями коэффициентов C1, с2, ... сп, определяемыми ее началь­
ным состоянием. Применив метод (6) ,  (7) ,  (8)  к системе (2 ) при y = u( t )  
из (9) ,  придем к равенству:

ў  = g - S A -1b + f )  C j£ ‘e x p  ( X j t ) S i , (10)
i =  I

где
Si = е х р ( д т ) + т д ( д т )  ( Х і - д ) а .  (11)

Обычно для явного типа методов применительно к (2 ) обременительные
ограничения на шаг т, связанные с обеспечением согласованности в каче­
ственном поведении решений дифференциальной и соответствующей разно­
стной задач, возникают в случае ReXi < 0 , особенно при большом разбросе 
собственных значений Xi, і = 1, 2 , . . . ,  п. Рассмотрим для простоты лишь 
случай вещественного спектра. Тогда выбор множителей Si, і = I , 2, ... , п,



вида (11) ,  как и в [5 ] , естественно подчинить ограничениям 0 < Si< I ,
1 = 1 , 2 , . . . ,  п, или очевидным более строгим требованиям expf — 'r]|A)|)<si<  I , 
i = 1 , 2 , . . . ,  п. Легко проверить непосредственно, что при — ||А||<д<0 выпол­
нение, например, последних условий может быть обеспечено для любого 
т > 0 ,  если корректор а выбрать по правилу:

а = ехр ( д т ) р [ - т ( ||А || + д )  ] / р ( д т ) .  (12)

В силу (12) ,  если т—»0, то а—»1, при этом (см. (11) )  и Si- >1, i=  1,2, ... , 
п. И аналогично, а—>0 и Si-^O (i = 1,2, ... , п ), когда т-+оо. При этом, очевидно 
0< ст< 1  для любого фиксированного т > 0 .  Заметим далее, что в (10) вектор 
g—SA_1b отличается от истинного положения равновесия системы (2) 
слагаемым т р ( дт ) ( 1—и ) ( а —дА_1Ь),  которое зануляется при а = I для любых 
д и а, а при офі—лишь в случае

Аа = дЬ. (13)
Д ля однородной системы (Ь = 0) выполнение условия (13)  может быть 
обеспечено без обращения матрицы А выбором а = 0 (при любом д). 
Вычисляя в этом случае, как и в [7 ] , значения д через отношение Релея 
на приближенном решении, мы не только обеспечим свойство точности 
метода на гармониках системы, но и гарантируем для случая симметричной 
матрицы А монотонное поведение этого решения вдоль разностных траек­
торий, приближающих, согласно данному методу, отличные от гармоник 
нетривиальные решения. Последнее легко проверить непосредственно, если 
учесть, что выбор а по правилу (12) гарантирует выполнение естественного 
УСЛОВИЯ Sj <  Sk для Xj <  Ak.

Так как в общем случае неоднородной системы (2 ) производная u '( t)  
является решением соответствующей (2 ) однородной системы, а для одно­
родного случая выбор значений всех параметров был выше обсужден, то тем 
самым принципиально описан вычислительный алгоритм для приближенного 
нахождения значений u' ( t ) ,  которые могут быть уже использованы при 
конструировании соответствующих (5 ) численных методов для случая ис­
ходной неоднородной системы.

Как мы уже отмечали, Si- >0 (i = 1,2, ... п) при т—>оо . Поэтому в случае 
Ы=0 при выборе способа задания а ориентироваться на выполнение условия 
(13)  естественно лишь в тех случаях, когда построенный метод будет 
точным, например, на решениях типа

u ( t ) = и 1 ( t ) = -  A _1b + Cj£'exp ( X;t ).

Поскольку для решений такого вида справедливо соотношение
u  ( I )  —  u ( t ) / A i  =  -  А  _ 1 Ь ,

то выбор в качестве а вместо дА_1Ь вектора, близкого к u '—XiU, становится 
естественным, по крайней мере, для систем, моделирующих процессы с 
наличием регулярного режима [ I ] .  Учитывая простую покоординатную 
связь посредством (5 ) векторов а и ў, выбор а можно связать и с неизвестным 
значением ў. Это в сочетании с описанным выше алгоритмом для прибли­
женного нахождения значений производной u ' ( t )  делает вполне понятным, 
например, следующий выбор вычислительной процедуры:

V 0 = A y0 + Ь, v = v + тр ( д т ) [ ( I — а ) /Л + uA ] v, 

ў = у + тр ( дт ) [ ( I — а ) V + а ( Ay + b ) ] /  [ ехр ( д т ) — тр ( д т ) да ] , 

д = до ( V) ,  до ( х ) = ( Ах, х ) /  ( х, х ) ,  р ( z ) = ( ехр z -  I ) / z ,  

о = ехр ( дт ) р [ -  т ( ||А|| + д ) ] /  р ( д т ).

Здесь через у0 обозначено начальное состояние U0 наблюдаемой траек­
тории системы (2) .

В заключение отметим, что предлагаемые расчетные формулы можно 
интерпретировать по аналогии с классическими разностными схемами с 
весами (см., напр., [ I ] ) ,  однако весовые коэффициенты здесь, в отличие
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от классического случая, не фиксированы, а изменяются во времени, 
адаптируясь к численно наблюдаемой траектории.
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УД К 517 .518

В. И. К О Р ЗЮ К

ОБ ОПЕРАТОРАХ ОСРЕДНЕНИЯ С ПЕРЕМ ЕННЫ М  Ш АГОМ. II

Работа посвящена дальнейшему изучению свойств операторов осреднения 
В. И. Буренкова [ I ,  2] с целью последующего их использования при 
доказательстве разрешимости граничных задач дифференциальных уравне­
ний. Будем пользоваться обозначениями и понятиями [3 ] без предваритель­
ного объяснения, а также продолжим нумерацию формул, свойств и лемм. 
П о ™ , ,  пр„ ссылках „а  „еаьш ук, „умерлц„Ю необходимо смотреть работу

Обобщим утверждение J-6  на случай производных любого конечного 
порядка а. Пусть функция а(х)еС1°1(П). Для UeHl-I(H)

Fa1U ( х )  = D0[ aJku - J k ( a u )  ] =

= E E E E a ^a .a ,D11Ipm ( х ) х  (13)
m  =  0  ftia  q i a —p y-Za — /3 — 7

х ( _  j } j _  р . - , - , - ,  { w р  ) D l D , [ а ( х ) _  а ( у ) ] } и ( у ) dy,
Omk

где ар, а7, а,—коэффициенты формулы Лейбница производной произведения
двух функций, Dx = ( ... ) ,  Dy ( ... ) .  Аналогично,

OXl о х п Oy1 Oyn

F „ <2 ) u ( x )  =  D“[ a J k U - J k  ( a u )  ]  =  (14)

= E E E  E W ,  ( - I ) '- '-ULx
m  =  0  1 «  /H a - р  O m J1

X p ; - ' ’-7 { W ( ^  ) D ^tyra ( у ) DJ [ a ( X) -  a ( у ) ] } u ( у ) dy.
С 0 mk

Отметим, что в ( 13) и ( 14) DJ DJ [ а ( х ) -  а ( у ) ] = O при 7*0 и т]фО. В силу
симметрии при т) = 0 и некотором q<a найдется слагаемое, которое вместо
множителя в подинтегральном выражении D J [ а ( х ) — а ( у ) ] будет содер­
жать D j [ a ( x ) - a ( y )  ] .  Поэтому (13) и (14) представляют собой сумму 
слагаемых, в подинтегральное выражение которых будут входить коэффи­
циенты DJa ( х ) -  DJa ( у ) для всех q<a. На основании сказанного, используя 
схему доказательства J - 6, примененного к выражениям (13) и (14),  
получим следующее утверждение

J —7. Для любых ueHW(f i ) ,  a e O I ( f l )  и keN можно выбрать так числа 
-Smk = Smk(U), что

II F„(i> u ||l2 (q> I и Пн '“' - 1 ( а ) , 1=1,2.  (15)

J —8. Для любых UeL2(H ) можно выбрать так числа Smlc = Smk(U), что
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I JkU- u  I l2 (e) <-£-1111 I l 2 (B), (16)

I JkU — u ||l2 (в) —Ij"- ! u | | l 2 (а) • (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как £  фт ( х ) = I для хбП и
m = 0

—  \ш ( Tz j - ) dy = 1 Для XGsupp фт, то
& т к й  m k

Il J k U- U  IIl2 (O) = ( E  Ф Oi-J-І ш( - х - У) [ u ( y ) - u ( x )  J d y  ) 1/2.
m = 0 ^mkQ

Отсюда на основании неравенства треугольника для нормы IIJIl2 (а) и леммы 4
при соответствующем выборе Smk получим (1 6 ). Неравенство (17) доказы­
вается аналогично, используя еще непрерывность фт(х) .

Из J —-3 и J —8 вытекает следующее утверждение.
J —9. Для любых UGL2(H ) можно выбрать так числа Smk = Smk(U), что

| |u | | L2 (о) < с I Jk u, J k u I L2 (о) ,  ( 1 8 )

где постоянная с >  О не зависит от и, запись | |J ku, Jiufl L 2 ( а )  означает
Il JkU Il2 (о) или I J kUlb2 (о).

Введем обозначения
F a(3)u ( x )  = [ D“, J k ] u ( x )  =

= Ё  E D V m ( x )  ( - l ) l“- /,|4 - 5 D ; - % ( ^ ) u ( y ) d y  (19)
S nika

A-O

(см. ( 4 ) )  и
F„(4)u ( x ) = [ D ' , J i ] u ( x )  =

= Ё E ( - і ) ' " “/,І4 - 5 ° Г [ ^ ( | :іІ)о>л,(у)]й(у)ау. (20)
m  =  0  (tea S  m k  2  m ^

Из J —5 (см. также замечание в конце [ 3 ] )  и J - 7 в силу J —9 вытекает 
следующее утверждение.

J —10. Для любых ueHl- l (H),  аеСІ-І(П) и keN можно так выбрать числа 
Smk =  Smk( U ) ,  ЧТО

Il F„( i ) u IIl 2 ( а ) < Y -Il Jk U, J i u  Ilн w - 1 ( а ) , ( 2 1 )

1 - 1 , 2 ,  3, 4.
Операторы F„(l) будем рассматривать как операторы из L2(H ) в L2(H) с 

областью определения D ( F 0<lJ ) = H |а| ( H ).
Лемма 5. Операторы F„(l) :L2 ( П ) —>L2 ( H )  допускают замыкание, i = I , ...

4.
Доказательство проводится стандартным образом. Пусть us—>0 в L2(H ), 

где useH l“l(H ), и F 0fl jUs-^f в L2(H ) при s —>оо . T огда

( f ,  V ) L 2 ( n ) =  I i m  (  F  0( , )  u  s ,  v )  L 2  ( а )  =
S -юс/

= Iim ( Ut ( F .(i) ) *v ) l2 (а) = 0 (22)
S -юе

для любого veC~o ( H ) .  Здесь С”0 ( H ) —множество бесконечно дифференци­
руемых функций с компактным носителем в Н, ( F 0flJ ) -  сопряженное к
F„flJ выражение относительно скалярного произведения в L2(H ). Так как
С~о(П)  плотно в L2(H ), то из (22)  следует f = 0. Лемма 5 доказана. =
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Замыкание операторов F a( 0 будем обозначать теми же символами. Из 
формул( І З ) ,  (14) ,  (19) и (20) следует,что значения F a(l) и операторов F a(l) 
определяются для каждого UeL2(A) э т и м и  же формулами. Таким образом, 
Fa определены на всем пространстве L2(A),  понимая под F„(l) замыкание 
исходных операторов. Путем предельного перехода неравенство (21)  можно 
распространить на любую функцию UeL2(A ), т. е. справедливо следующее 
утверждение.

J - 11. Для любых UeL2(A ), аеС |о|(А) и keN можно так выбрать числа
^ m k = S mk( U ) ,  ЧТО

I F e(i)u||«.2 ||JkU, JkU I„1*1-1 (а) , 1 = 1 , . . . , 4 .  (21')

Здесь в (21 ') производные от JkU и J ’ku для UeL2(A) понимаются как 
значения замкнутых операторов, получаемых в результате замыкания со­
ответствующих операторов с областью определения Hl-I(A).

Обозначим через Pr(x , D) дифференциальный полином P r(x , D ) = 
= Y  b„ ( x ) D “ порядка г, г>1.

1-1<г . . .

Рассмотрим по аналогии с F a коммутаторы
[ Pr ,  J k ] = P r J k - J kPr,  [ Pr,  J k ] = P r J k - J kPr 

оператора Pr с операторами осреднения Jk и J 'k. На основании неравенства 
(2Г)  можно сделать следующее утверждение.

J - 12. Для любых UeL2(A ), ЬаеС1-1(А) и keN можно выбрать так числа 
Smk = Smk(U), что

I [ Р г, J k ] u, [ Pr,  J k ] u I L2 (2)< ~  IIJk U1Jk UlIHr- 1 ( А ) .

Список литературы

1. Б у р е н к о в  В. И. / /  ТР. МИЛН СССР. 1974. Т. 131. С. 39.
2. B u r e n k o v V .  I. / /  Nonlinear analysis, function spaces and applications. Leipzig, 1982. V.

2. P. 5. (T eubner— Texte Math., Bd. 4 9 ).
3. K o  p зга  к В. И. / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  2. С. 49.

Поступила в редакцию 14.04.92.

УД К 519 .24

Л. А. ХА ТК Е ВИ Ч

СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА М ОДИФИЦИРОВАННОЙ 
ОЦЕНКИ КОВАРИАЦИОННОЙ Ф У Н КЦ И И

Рассмотрим стационарный случайный процесс X( t ) ,  teZ =  ( 1 , 2 , ...}. 
Пусть MX(t )  = О, R (т)  = M{X( t )X( t  + т)},  t, re Z —неизвестная ковариацион­
ная функция, X ( I ) 1 Х ( 2 ) , . . . , X (T )—наблюдения над случайным процессом 
X(t ) ,  teZ.

Введем функцию h ( u ) —окно просмотра данных, удовлетворяющую ус­
ловию A ). h ( u ) ,  ueR ограничена, имеет ограниченную вариацию, h ( u ) = 0  
при и е(0 ,1 ].
Пусть

H k Т) = X) h k ( -Jr ) ,  к = I, 2 , . . . .  ( I )
t = l 1

В качестве оценки ковариационной функции Я(т )  рассмотрим статистику:

Rh(T) ( т )  = - J - E  h ( ± ) h ( i i i ) x ( t ) x ( i  + T ) .  
Н2(Т) 1-1 1 1

В частном случае, когда

(2 )
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Ь ( и ) = И пРи 0 < и £ 1 ’v I О при остальных и,

свойства оценки (2 ) исследовались во многих работах, например, в [ I ] .  
Нами получены асимптотические выражения для совместных кумулянтов 
оценок R ь 1J ( т ) и доказана асимптотическая нормальность этих оценок при 
некоторых дополнительных условиях на кумулянты случайного процесса 
X( t ) .

Д ля упрощения дальнейшего изложения введем в рассмотрение функцию

h (T) ( О  = h ( ± ) ,  (4)

вместо R h(T) ( т )  будем использовать обозначение R (т) ( т ) .
Лемма I. Если функция h ( u )  удовлетворяет условию А ), то

l £ h (T) ( t  + U l ) ... h (т) ( t + u k_x ) h (т> ( t ) - H k(T) 1<К ( Iu1I + ... +Iuk_1l)
t

при некотором конечном К.
Рассматриваемое утверждение—частный случай леммы из работы Г 3. С. 

432].
Теорема I. Пусть выполняется условие А) и H (т) ( т )  =

Т — 7 J J +  ^
= Yj  h (  — ) h ( - ^ ) .  Тогда для оценки (2 ) справедливы соотношения

t = i 1 1

MR (т) ( т )  = н (Т) ( r ) R ( r ) ,
H (т) (0)

MR (т) ( т )  = R ( г ) + 0 ( Т - 1 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая (2) ,  используем свойства математи­

ческого ожидания и определение ковариационной функции

М Й  ( Т )  ( т )  h ( T ) h ( 1 T I  ) R < t )  =  1 1 I t I ( T ) r < 7 > -M 2c t M = I 1 1 Н ( т ) ( 0 )

Запишем смещение оценки R <Г) ( т ) :

Ь (т) ( т )  = M ( R (T) ( т )  - R  ( т )  ) = Н (Т) (7) —  <Т) ( 0 } R ( т ).
н (т) ( 0 )

По лемме I, принимая во внимание (4) ,

IH (т) ( т )  - H  (т) (O)I  = E h  (Т) ( т ) Ь  (т) ( t  + т )  - H  (т) ( 0 ) 1 < К ( т ) .

( 3)

Так как при выполнении условия A) H (1) ( 0 ) -T  j h 2 ( u ) du, то
о

( т )  ( т )  -  11  ( т )  ( 0 ) 1I b cic ( т  ) I -  '  c L c- - R --------H L M R ( T ) I

TS h 2 (tj  ) du 
0

и  „ Klrl I R ( T ) IHo выражение в правой части не превосходит — - —— , откуда следует
TS h 2 ( u ) d u  

о
второе утверждение теоремы.

Введем необходимые в дальнейшем определения. Составим из множества 
пар чисел ^ =  {(i,  j ) ,  l<i<k, I<j<2} таблицу
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( I ,  I) ( I ,  2)
(5 )

( к ,  I )  ( к ,  2 ) .

Назовем разбиение и = ^'и^"построчным, если для каждой строки таблицы 
(5) все ее элементы попадут либо в и', либо в и". Набор непересекающихся 
множеств {иь  ... , ир}, UlCu, 1= I, ... , р, 1<р<2к— I назовем неразложимым, 
если не существует построчного разбиения и = и Vu"  такого, что для любого 
1<1<р UlCu  либо U1CU".

Теорема 2. Пусть выполняется условие А) и для любого неразложимого 
разбиения и = U1V  ...V u p таблицы (5):

Yj ... E  I cum {X ( Ui + [ -2- ] Ti ) ,  ( i , \ ) & / i  } ...
Ul = Uk_l = -о,

... c u m { X ( U i +  [ у  ] т ; ) , ( i, j ) Sup } I <  оо, ( 6 )

где c u m { X ( u ; +  [ у ] т ; ) >  ( i , j ) e ^ i }  —совместный кумулянт наблюдений

случайного процесса X ( U i + [ у  J r i ) с индексами (i, j ) e ^ ,  I = I , ... , р, Uk = О, 
[ z ]—целая часть z. Тогда

T klCum { R  ( Т )  ( T 1 ) , . . .  , R  ( т )  ( т к )  }  =

= S h 2k( u ) d u  ( \ h 2 ( u ) d u  ) k Ё
О О Ui=I

Ё  E  cum { Х (  U i +  [ у ] т ; ) ,  ( i , j )  Gi^iJ ...
Uk- I - I  V

... cum {X ( U i + [ -i- ] T1) ,  (i ,  ] ) е и р } + ет , (7)

где суммирование ведется по всем неразложимым разбиениям таблицы (5) ,
6]—>0 при Т—»оо равномерно по T1, ... , тк.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании известных свойств кумулянтов

R W t ,  ) R ctW t v M =   I V 1cum { R  (T 1 ) ,  ... , R  ( т к ) } =
( п 2<т> ) kU^i

. . . Т Е  h ( T J ( t 1 ) h f T J ( t 1 + T 1 ) . . .
tk = I

h  ( т )  ( t k  )  h  <т) ( t k  +  T k )  c u m  {  X  ( t !  )  X  ( I !  +  T 1  ) ,  . . .  ,  X  ( t k  )  X  ( t k  +  T k  )  }  .

Для преобразования выражения введем новые индексы суммирования: 
1 : = 1 ю CJj =  tj — tk, j =  I , . ..  , k -  I :

c u m  { R  <T) ( T 1 ) , . . . , R (т) ( т к ) } =

j  Т - м - 1  T - J k - I

E -  E E ,
( Н2(т) ) U1 =1- (T-Tk) Uk- i =1- (T-Tk) •

h  < Т )  ( U 1 + t ) h  < I J  (  U 1 +  t +  T 1 ) . . .

... h  (Т) ( u k_i  +  t ) h  <т) ( UkM + t +  Tk_j  ) h  <т) ( t ) h  <т) ( t + т к ) ,  

c u m  { X  ( U 1 ) X  ( U1 +  T 1 ) , . . . , X  ( uk_ i ) X  ( uk_! +  тк_ і ) , X ( O ) X ( T k ) }.
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Применив лемму I, получим:

cum {R (Т) ( T1 ) ,  , R (т) ( т к ) } =

H2jT> т- п - і  T -g_i

(  И 2( Т )  )  к u I = 1 -  ( Т - т к ) U l c 1 = I -  ( Т - т к ) ,

cum { X ( U1 ) X ( U1 + T 1 ) , . . . ,  X ( u k_i ) Х  ( u k_i + т к_х ) ,X ( O ) X  ( т к ) } +

+ (8)

где
т к_1

< --------------  Y  ••• Yj К ( Iu1I+ ... + Iuк_л.1) х
1 * ( н 2(т) ) к “I '  ик-1 =-»

xlcum { X ( U1 )Х  ( U1 + T 1 ) ,...,X ( Uie1 ) X ( u k_j + T k_ j ) ,  X ( 0 ) X ( т к ) } I. (9)

Кумулянты попарных произведений наблюдений процесса X( t ) ,  согласно 
[3] ,  можно представить в виде сумм произведений совместных кумулянтов

c u m { X ( u 1 ) X ( u 1 + T 1 ) , . . . , X ( u k_1 ) X ( u k_1 + T k_1 ) )X ( 0 ) X ( T k ) } =

( Ю )

= Y  сщп {X ( Ui + [ -у ] t i  ) ,  ( i, j ) e u l } ...cum ( X ( U1 + [ - 2 - ] т ; ) ,  ( i , j ) e / p },
о

где суммирование производится по всем неразложимым разбиениям

v ~ ^iu  — u ^pтаблицы ( 5 ) .Подставив (10) в (8)  и заменив Н 2(т)и Н 2кт ) на 
эквивалентные величины

Н 2(Т)~Т[ h 2 ( u ) d u ,  Н 2(кт )~ т | h 2k( u ) du,
о о

получим (6) .  Остаточный член с учетом (9 ) и (10) не превосходит 
величины, эквивалентной

T 1 E -  S  ( Iu1I+ ... + IUie1Ox
u I  - ° °  u k - l  =

X I cum { Х ( U i +  [ Т . ]  T j ) ,  ( i ,  j  ) e ^ i }  ... с и т { Х ( и ; + [ -^-  ] T i ) , ( i ,  j ) е г / р } I.

Так как T - ^Iu1I + ... + Iu1̂ 1I ) - >0при Т —>оо и имеет место условие (6 ̂ T o e 1- *0 
при T —too, откуда следует утверждение теоремы.

Следствие. T k_1cum { R h( ) ( T 1 ) , . . . ,  R h(Т) ( т к ) } достигает минимума 
по h( . )  в асимптотике при условии

) h 2k ( u ) du = ( \ h 2 ( u ) du ) k. 
о о

Доказательство получаем, применив интегральное неравенство Гельдера:

I  к - 1

5 h 2 ( u ) du< ( [ h 2k ( u ) du ) к ( \ Ldu ) к .
о о  о

Отметим, что знак равенства имеет место, в частности, при h (u) ,  опреде­
ляемом формулой (3) .
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Теорема 3. Пусть выполняется условие А) и для любого неразложимого 
разбиения и = ^1U ... Uizp таблицы (4):

Y -  Y  Iuil I cum { X ( Ui +  [ у ] т і ) , ( і ,  j )  e ^ i }...
u I  u k - l

...lcum { X ( Ui + [ І ] ті ) ,  (i ,  j )€i^p }1<оо 

при любых 1 = 1 ,... , к - I,  ик = 0. Тогда

j h 2k( u ) d u

T k - 1 C u m  { R  ( т )  ( T 1 ) ,  . . .  , R  ( т )  ( т к  )  }  =  ------------------------------------- х

(  J h 2 ( u ) du )  
о

xE  -  E  E  cum { X ( U i + [ -i- ] Ti ) , ( i ,  j ) е й  I } ...
U l  U k _ l  *

... cum { X (Ui + [ Y  ] т ; ) ,  ( i ,  j ) a > p } + 0  ( у  ) ,

где суммирование производится по всем неразложимым разбиениям
z2sz2IU--UiZp таблицы (5 ) . Оценка порядка остаточного члена равномерна 
по T1, ... , т к.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.
Теорема 4. В условиях теоремы 2 случайные величины

л /т ~ ( й  (т) ( T1 ) - R  ( T1 ) ) ,  ... , д / т і  R (Т) ( т к ) -  R ( т к ) ) имеют в асимп­
тотике нормальное распределение с нулевым вектором математических 
ожиданий и ковариационной матрицей E =  (с^(т;, Tj) )  с элементами, опре­
деляемыми формулой

I  .

J h ( u ) du

Uij (  T i ,  T j )  =  — J ---------------------- - X

(  S H2 ( u ) d u )
О

xE  [R ( u )R  ( u + Ti -  Tj) + R ( u - T j )  + R ( u + t ; ) +
U

+ cum { X ( u ) ,X ( u + Ti ) ,  X ( 0 ) ,  X ( Tj ) } ]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 2, кумулянты случайных ве­
личин -\/т " (  R (т) (T 1 ) -  R ( T1 ) ) ,  ... , - \ / t " ( R  <т) ( т к ) - R  ( тк ) ) сходятся 
к кумулянтам нормального распределения: все кумулянты порядка выше 
двух равны нулю. По теореме I математические ожидания случайных 
величин равны нулю при Т—><х>. Выражения для ковариаций получены по фор­
муле (7 )  с использователем формулы ( 10) ,  которая при к = 2 имеет вид:

cum { X ( u ) X ( u  + T j ) , X ( O ) 1Х ( Tj ) } =

= cum { X ( u ) ,  X ( u + T i ) ,  X ( O ) 1 X ( Tj ) } +

+ cum { X ( u ) ,  X ( 0 ) } cum { X ( u  + T i ) , X ( T j )  } + cum { X ( u ) , X ( t j ) } x

xcum { X ( u  + T j ) , X ( 0 )  }.

Заключение теоремы следует из леммы работы [2. С. 434].
Следствие. Пусть выполняется условие А) и

Y  I R 2 ( u )  +  R ( u - t ) R ( u + t )  +

U

+ cum { Х ( и ) , Х ( и  + г ) , Х ( 0 ) , Х ( т )  } 1<оо .
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Тогда случайная величина л /  T ( R <т) ( т )  -  R ( t )  ) распределена 
асимптотически нормально N(0,  а 2( т ) ), где 

I .

Jh ( u ) du

а2 ( т )  =  — ° -------------------------------------Y  [ r 2 ( u )  +  R ( u - t ) R ( u + t )  ]  +

(  S h 2 ( u ) d u )  2 u 
о

+ cum { X ( u ) , X ( u + t ) , X ( 0 ) , X ( t ) } .

Следствие. Дисперсия оценки R h(т) ( т ) минимальна по h(. )  в асимптоти­
ке при условии, что окно просмотра данных h ( u )  удовлетворяет условию

] h 4 ( u ) du = ( \ h 2 ( u )d u  ) 2. 
о о

Утверждение—частный случай следствия теоремы 2.
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Краткие 
сообщения

У Д К  538 .245:538.21

М . И. ДЛН И Л ЬКЕВИ Ч , Д. А Л Ь -Ш А РР (С и р и я )

О С Ц И Л Л О Г Р А Ф И Ч Е С К И Е  И С С Л Е Д О В А Н И Я  
Д И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Г О  Г И С Т Е Р Е З И С А  

С О Е Д И Н Е И Й  F e 3_ xC r x0 4

В хромозамещенных ферритах железа Fe3_xCrx0 4 при 1<х<2 обнаружены 
[ 1 , 2 ]  особенности температурной зависимости диэлектрической проница­
емости е' A-типа, свойственные сегнстоэлектрикам. В образцах, спеченных 
на воздухе [2 ] ,  в отличие от синтезированных в смеси CO2 + H2 [ I ] ,  переход 
в параэлектрическую фазу более размытый и наблюдается сложный гисте­
резис б '(Т ), характерный для структур с несоразмерными фазами. Наличие 
максимума на температурной зависимости е является, как известно, необ­
ходимым, но не достаточным признаком сегнетоэлектрического состояния. 
В то же время наблюдение этого явления в исследуемых объектах осложнено 
значительной проводимостью, а также изменением характера импеданса из 
емкостного на индуктивный при повышении температуры [2 ] . Поэтому 
представляет интерес получить дополнительные сведения, подтверждающие 
существование сегнетоэлектричества в исследуемых шпинелях методом ос- 
циллографирования диэлектрического гистерезиса.

Рис. I Схема осциллографирования петли гистерезиса:
ЗГ— звуковой генератор; ЭО-7— осциллограф электронный; Cx- исследуемый конденса­

тор; Cq- добавочный конденсатор в I мф.

Рис. 2  Температурная зависимость диэлектрической проницаемости  
шпинели Fe16Сг3 40 4, измеренная осциллографическим ( I ) и мостовым

( 2 )  методами

Схема экспериментальной установки представлена на рис. I. Экспери­
ментальные данные —на рис. 2 и 3. На горизонтальные пластины осцил­
лографа подается напряжение, пропорциональное действующему на иссле­
дуемом конденсаторе Cx. Снимаемое с дополнительного конденсатора C0 
напряжение U0 подается на вертикальные пластины. Поскольку в каждый 
момент времени заряды на C0 и Cx равны, то

300 400 500 T X

и .\С х _ Qx _ B xS x 

C 0 C 0 C 0 ( I )

71



Следовательно, отклонение луча по вертикальной оси осциллографа пропор­
ционально величине электрического смещения D, а наблюдаемая петля 
гистерезиса с точностью до постоянного множителя описывает зависимость 
D от напряженности поляризующего поля Е. Получив петлю гистерезиса в 
координатах U0(ux), пересчитывали ее в зависимость D( E)  и определяли 
мгновенное значение диэлектрической проницаемости

/ _ ^мпіт _ D0 ^ UoCodx
^  МГТІ р  -  17  о ,  T i  о  I  V /<ГоЬга *ДЕС ZfoUxbx

где dx и 2SX—толщина образца и площадь его поляризующих электродов. 
Величины напряжений U0 и Uci, соответствующие остаточному смещению 
D0 и коэрцитивному полю Fc, отсчитывали с экрана осциллографа, пред­
варительно определив масштабные коэффициенты по вертикальной и гори­
зонтальной оси.

у,кГц D

* Dmn.m L—

0,2 1 ¾  1:1
l '

E c

у,кГц D

U u

(N
1:3

У

10 j 1:1
^ L - J Z  ГГг;

20 I 1:2 20 _ ]  I:

290К 440К 560К

Рис. 3 Петля диэлектрического гистерезиса шпинели Fe16Cr14O4, измерен­
ная осциллографическим методом при постоянной величине максимального 
поляризующ его поля E = 5  к В /м  в зависимости от частоты v  (растет сверху 

вниз) и  температуры 'Г (растет слева направо).

Наблюдаемое поведение е„га (T )  и петли D(E)  в зависимости от темпе­
ратуры, амплитуды и частоты поляризующего поля E свидетельствуют 
скорее в пользу ее происхождения от нелинейности сегнетоэлектрической 
поляризации, нежели релаксационного характера, хотя последний, как 
показали измерения частотной зависимости е' [3 ] ,  такж е сильно выражен.
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Явление вязкости усложняет температурные деформации петли и приводит 
к ее частотной зависимости. Известно, что в случае гистерезиса, обуслов­
ленного сегнетоэлектричеством, наклон эллипса поляризации слабо зависит 
от амплитуды и при сколь угодно малой частоте эллиптичность кривой 
поляризации не вырождается в прямую линию. Изменения напряженности 
поля в пределах от 0,2 до 5 к В /м , приложенного к образцам Fe3_xCrx0 4 
с х =1 , 4  и 1,6 как при комнатной температуре, так и при 360 К, где е 
принимает максимальное значение, не влияют на наклон эллипса поляри­
зации. Второй признак сегнетоэлектричества —сохранение эллиптичности 
кривой при низких частотах—также имеется в исследуемых образцах. 
Зависимость 6„П1 ( T ) ,  полученная из параметров петли гистерезиса (2) ,  на 
начальном участке роста проницаемости с точностью до постоянного мно­
жителя примерно повторяет ход б '(Т ), установленный из мостовых изме­
рений, фиксирующих только емкостную составляющую импеданса. Отсут­
ствие максимума на кривой е'мги ( T )  связано с тем, что осциллографический 
метод реагирует и на индуктивную часть импеданса, которая особенно 
велика в области Т>450 К [2 ].

Описанные свойства поляризации феррохромовых шпинелей характерны 
для невысоких частот порядка I кГц и менее. При увеличении частоты выше 
этого предела в поведении эллипса поляризации в зависимости от частоты 
и температуры начинают сказываться индуктивные свойства образцов. 
Наклон эллипса приобретает обратный знак, т. е. максимальное значение 
D оказывается во втором квадранте. Поворот эллипса поляризации против 
часовой стрелки характерен для схемы с большой индуктивностью, подклю­
ченной вместо исследуемого образца. Обращение знака импеданса исследу­
емых образцов, полученное мостовыми методами на частоте измерения I кГц 
при нагревании выше 500 К, из емкостного на индуктивный [2 ] свидетель­
ствует в пользу предположения о том, что деформации петли диэлектри­
ческого гистерезиса при нагревании вызваны сначала преимущественно 
зависимостью от температуры сегнетоэлектрической составляющей диэлект­
рической поляризации, а затем на фазовый угол и величину амплитуды 
начинает влиять индуктивность L исследуемых образцов. Наличие L порядка 
нескольких миллигенри в образцах, лишенных каких-либо обмоток, может 
быть или результатом резонансного поведения диэлектрической проница­
емости с переходом е в область отрицательных значений, или же связано 
с особенностями движения носителей тока в спиралевидных магнитных 
структурах, образуемых за счет ионов хрома. Ответ на эти вопросы требует 
тщательных исследований магнитной и кристаллической структур изучае­
мых объектов.
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УД К 535 .42
А. М . ВЕ Л ЬС К И Й

НЕДИФ РАГИРУЮ Щ ИЕ ПУЧКИ И ЭФ Ф ЕКТ ТАЛЬБОТА

Работы [ I —2] привлекли внимание к любопытным решениям уравнения 
Гельмгольца

AU + k 2U = 0, ( I )
недифрагирующим пучкам, т. е. волновым полям, удовлетворяющим ус­
ловию:

I U ( х, у, z ) I = I U ( х, у, 0 ) I. (2)
Ось z называют осью пучка. Пучки, удовлетворяющие условию (2) ,
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имеют одинаковое распределение интенсивности в любом поперечном сече­
нии z = const.

В данном сообщении показано, что можно ввести более широкий класс 
решений уравнения ( I ) ,  также обладающих в некотором смысле «бездиф- 
ракционным» характером, так что пучки, удовлетворяющие условию (2) ,  
будут представлять частный случай таких решений.

Общее решение уравнения ( I )  при условии (2 ) легко получить, исполь­
зуя представление любого волнового пучка в виде углового спектра плоских 
волн:

U ( х, у, z ) = ( £  ) 2H  F ( р, q ) Iik <рх+чу+тг) dpdq, (3 )

где (р, q, m )—проекции вектора волновой нормали (p2 + q2 + m2= I ) ;  F (p, 
q )—функция углового спектра, имеющая смысл фурье-образа поля 
U(x,  у, 0).

Д ля того чтобы (3 ) удовлетворяло (2) ,  необходимо, чтобы величина m 
сохраняла постоянное значение при изменении р и q, т. е., чтобы угловой 
спектр пучка (3 ) состоял только из плоских волн, имеющих одинаковые 
проекции волновой нормали на ось пучка (ось z) [3 ] . Этому условию можно 
удовлетворить, положив

F ( p , q ) -  ( ^ ) 2 Е , ( , 3 ) 6 ( р - р о ) ,  -  (4)

где р = р cos /3, q = p s i n /3; F ,( ^ )—произвольная функция.
Подставляя (4 ) в (3) ,  для поля произвольного недифрагирующего пучка 

в цилиндрической системе координат получим:

U p ( r , p , z )  = 4 ^  Fp (Z i)I ikivcos 0l^ d / ? .  (5 )
M  о

N
В частности, если Fp ( ,3) = £  A sS ( / 3 -  f is ) ,  то недифрагирующий пучок (5 )

S  =  І

представляет собой суперпозицию N плоских волн, волновые нормали 
которых образуют угол в = arc cos (m ) с осью z. Если же положить Fр(/3)=I , 
из (о )  получим так называемый бесселев пучок

U p ( r , z )  = J o ( k r p ) l 4  (6)
свойства которого хорошо изучены [ I —2].

Ослабим несколько условие (2) ,  заменив его условием
I U ( х, у, Z 0 ) I =  I U ( х, у, 0 ) I, (7 )

т. е. потребуем, чтобы исходное распределение интенсивности воспроизво­
дилось в плоскости z = z0, не накладывая никаких требований на распреде­
ление интенсивности в промежуточных поперечных сечениях 0 < z < z 0.

Д ля нахождения решений уравнения ( I ) ,  удовлетворяющего условию 
(7) ,  воспользуемся недифрагирующими пучками (5 ) и положим, что иско­
мое решение можно представить суперпозицией

I
U (г , ip, z )  =^ U p (г,  (р, z ) dp .  (8)

О

Из (5) ,  (7)  и (8)  получаем, что
Fp( / 3 )  = E F s ( ^ ) S ( P - P s ) ,  (9)

S

где ps—корни уравнения

kz0 ( I - P s ) 1/2 = km0z0 + 27rs, s = 0 ,± 1 ,... (10)
0<гпо<1—произвольная действительная постоянная.

Окончательно, используя (9 ) и (5) ,  получаем:

U (г , <р, z )  = I ikmozE  Г Г о ± Л  F 5 (Д  U i k l f s ■ (11)
s L<K О

По условию, 0<ps<I и ( I -  Ps ) 1/2>0; следовательно, уравнение (10) имеет ко­
нечное число решений:
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Ps = [ I  -  ( m 0 + s ^ - ) 2] 1/2,
z O

где целое число s может изменяться в пределах

( 1 2 )

- m 0y < s < (  l - m 0 ) y .  (13)

Таким образом, любой пучок, удовлетворяющий условию (7 ) (такие 
пучки мы будем называть самовоспроизводящимися или пучками с продоль­
ной периодичностью), можно представить в виде суперпозиции конечного 
числа недифрагирующих пучков. Максимальное число S слагаемых в такой 
суперпозиции не зависит от постоянной т 0 и равно S = [z 0/ А] ,  где 
[х ] —целая часть числа х.

Из (11)  следует, что U(r ,  ip, nz0) = U(r ,  ip, 0) ,  n = 0, 1 , 2  ..., т. е. ес­
ли пучок воспроизводится в плоскости z = Z0, он будет самовоспроизводиться 
периодически с продольным периодом Z0. Если т 0*0, восстановление поля 
осуществляется с точностью до фазового множителя exp(ikm 0nz0). Таким 
пучкам также присуще своего рода свойство «бездифракционности», посколь­
ку начальное распределение интенсивности периодически восстанавливается. 

Следовательно, если в плоскости Z = O создано распределение поля

и  (Г, Р, 0 )  = ^ E  J F s ( ^ ) I ikr'8 005 (14)
s О

оно будет саморепродуцироваться; структура этих распределений определя­
ется S произвольными функциями Fs(0 ) .  В частности, если все Fs, за 
исключением одной, тождественно равны нулю, мы получаем бездифрак- 
ционные пучки, которые самовоспроизводятся в любой плоскости z = const. 
Если же положить

F . ( 0 )  = * A S[ 6 ( 0 )  + 6 ( 0 - * )  ] ,
из (14)  получим:

U (х , у, 0 )  = E  As cos (kpsx ) ,  (15)
S

т. е. одномерные, симметричные относительно х структуры.
Пучки с продольной периодичностью тесно связаны с известным в оптике 

эффектом Тальбота (см. напр., [4 —5 ] ) —саморепродуцированием дифрак­
ционных решеток при их когерентном освещении.

Действительно, если ограничиться параксиальным приближением, из 
(12) для Hi0 = 0, z0»A приближенно получим ps«  ( —2 A s/z0 ) 1/2. Полагая,что 
\ ф0, только если s =  - q 2, из (15)  получим:

U ( x , y , 0 ) = E  AqCos [ kqx ( — ) 1/2 ] .  (16)
ч 20

Формула (16)  представляет собой разложение в ряд Фурье периодической 
четной функции с периодом d = (Az0/ 2 )F2. Другими словами, любая одно­
мерная решетка с периодом d будет в параксиальном приближении само­
репродуцироваться на расстоянии z0 = 2d2/A , что совпадает с формулой 
Релея для эффекта Тальбота.
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УДК 517.948.32:517.544

Е. А. СЕТЬКО

ЗАДАЧА О ВДАВЛИВАНИИ ГЛАДКОГО Ш ТАМ ПА 
И СИСТЕМ Ы  ГЛАДКИХ Ш ТАМПОВ В УПРУГУЮ  ПОЛОСУ

Рассмотрим задачу о вдавливании в полосу одного штампа. Известно, что 
напряженное состояние в плоской задаче теории упругости описывается с 
помощью комплексного потенциала Ф(г)  формулами Колосова—Mycxe- 
лишвили:

( 1 )

(2 )

о х + O y = 2 ( Ф ( г )  + Ф ( г ) )  ,

Oy — іт ху ■= Ф ( z ) — Ф ( z ) + ( z - z )  Ф' (г) ,  

2 д ( £  + і £ )  -  л Ф ( г )  + ¢ ( 2 ) -  ( z - - z ) W ,
OS. Oy

где Ф (г)-кусочно-голом орф ная функция, определенная в областях S •= 
= { z e C I - h < I m z < 0 }  и S + = {zeCIO <  Imz <  h }; д и /с—известные постоян­

ные; ох, Гу и Тху—компоненты тензора напряжений; и и v—компоненты 
вектора смещений.

Рассмотрим полосу—h<lmz<0, лежащую на жестком основании. Пусть на 
участке —a<Re z<a, Imz = O в полосу вдавлен штамп с плоской подошвой 
"(рис.1, а ) , и пусть трение на участке контакта отсутствует. Внешняя 
нагрузка на остальной части полосы также отсутствует.

S+ ,----------

у 0

-----------1 *
S- ~а 0 а (¾)

xW W W W W W W

w w w w w w v

4/A\\\\\\\V\\\\\\\\VA

у 6
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L ---------, х
-а а

v w w w w w w Kih XWWW1WWWW

яга
в  Л

.ягд
е ^ г

Рис. I, а, б.

Рис. 2

На основании формулы (2) ,  учитывая условие задачи оу = т = 0  при 
Ixl> а и тху = 0, v = const при Ixl< а ,  получаем, что функция Ф( г )  должна 
удовлетворять условиям:

ф -  ( х )  —Ф + ( х )  = О, I х I> а ,

Im ( Ф~ ( х ) -  Ф + ( х ) ) = О, I х I<а ,

Im ( /сФ ' ( х ) + Ф + ( х ) ) = О, I х I< а.

(3)

Рассмотрим полосу шириной 2h(pnc. I, б ). Тогда первое из уравнений 
(3 ) означает, что функции Ф+(х)  и Ф~( х ) являются аналитическим 
продолжением друг друга. Из двух других уравнений (3 ) следует, что

Im Ф ( I ) = 0 , tcL, (4 )
где L—замкнутая кривая, изображенная на рис. I, б. Будем считать, что 
функция Ф ограничена на бесконечности и имеет интегрируемые особенно­
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сти в точках ± а. Граничные условия на краю полосы не заданы. Потребуем, 
чтобы там функция Ф удовлетворяла условию периодичности:

ф ( 0  = 0 ( t  + 2ih K te L 1. (5)

Приступим к решению краевой задачи (4) ,  (5 ) . Сведем задачу для полосы 
с разрезом к задаче для плоскости с разрезом (рис. 2 ). Д ля этого отобразим

яг

полосу на плоскость с помощью функции w = е h . Для плоскости w с разрезом 
будем решать задачу ImF!(w )= 0 , weL, где функция F(w ) ограничена на

*а

бесконечности и имеет интегрируемые особенности в точках е h . Наиболее 
общий вид функций, которые удовлетворяют всем указанным условиям, 
будет следующим:

с  / \ aw + pF (w )  = -------------------------------   ,

VT - я  а

eh - w) (w- е h )
где a , /SeR—произвольные константы. Решением же исходной задачи (4) ,  
(5 ) будет функция ® ( z ) = F ( w ) ,  т. е.

ае h +р
Ф ( z ) = ----------------------------------------------- . (6)

VT - я  а

е h - eh ) (е h- е h )
В более общем случае, когда вдавливание происходит на отрезке [а , Ь], 
общее решение задачи будет иметь вид:

яг

a e h +P
Ф ( z ) —------------------------------------------- . (7 )

/  яг  ла яБ JTz

( еТ  - T  ) (е т-е T  
И, наконец, наиболее общий случай вдавливания в полосу системы п 

гладких штампов. Пусть [ а к, Ьк ] ,  к =  I, п —отрезки, определяющие об­
ласти контакта штампов с полосой, причем -о о  < a 1< b 1< . . . < a n< b n<  + 

±оо. Аналогично рассмотренному выше задача для полосы с разрезами 
сводится к задаче для плоскости с разрезами, лежащими на вещественной 
оси. Общее решение задачи дается формулой:

. OT0 + o f i w + or2w 2 + ... +ornw n
F ( w ) = ------------------------------------------------------------ ,

-------------------------------------------- JTk----------------Jrtr1J------------

( - D n- 1 Il  (  w - e ~  )  (  e ^ - w  )
k = I

где arkeR vk = 0, n  —произвольные постоянные. Решение исходной задачи для 
полосы с разрезами будет следующим:

n ITkE «ке ь
к = 0Ф ( г ) = --------------------------k^ ---------------------------------- . (8)

----------------------- и---- ----------------------м—
( - D n- 1Il ( е ^ - е ”  ) ( е~°~ -  )

к = I

Поступила в редакцию 29.01.91.



Р Е Ф Е Р А Т Ы

У Д К  530 .145

Н и ч и п о р  И. В ., Ф  е р а  Ii ч у  к И. Д . Операторный метод описания системы  трех тел с  
кулоновским взаим одействием / / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф и з. Мат. М ех. 1992. №  3.

Рассмотрено обобщ ение операторного метода для описания многомерных систем на примере 
квантовой системы трех тел с кулоновским взаимодействием. П олучено нулевое приближение 
для энергии низшего колебательно-вращательного уровня для различных молекул.

Библиогр. 5  назв., табл. I.

У Д К  535 .35
О н и щ е н к о  И . С. Немарковость деф азировки квантовых систем в когерентной спектроско­
пии Ч. I I . / /В е с т и .  Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Описана немарковская дефазировка квантовых систем на основе обобщенных квантово-ки­
нетических уравнений. Моделью стохастических флуктуаций, вызывающих дефазировку, вы­
бран телеграфный процесс. В качестве приложений рассмотрен ряд нестационарны х нелиней­
но-оптических когерентных явлений.

Библиогр. 5  назв., ил. 3.

У Д К  530.12; 535

Л а в р и н е н к о  Л. В. Оператор здмитанса в граничных задачах электродинамики движ ущ их­
ся с р е д / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Проведено обобщ ение операторного метода кристаллооптики на равномерно движущ иеся  
среды. Получены тензорные соотношения, устанавливающие связь м еж ду полевыми векторами 
падаю щ их, преломленных и отраженных волн в общем случае произвольных поляризаций  
падаю щ их волн и произвольных направлений движения обеих сред и границы раздела.

Библиогр. 13 назв.

У Д К  534 .231 .2

С е м ч е н к о  И.  В. ,  С е р д ю к о в  А. П ., X а  х  о  м о  в С. Л. П р охож ден и е акустических волн  
ч ер ез  слой сегнетокерамики с нестационарной анизотропией, индуцированной вращ ающимся  
электрическим полем / /В е с т и .  Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Исследовано распространение циркулярно-поляризованной акустической волны в кристалле 
с аномально-высокой диэлектрической проницаемостью, некоторый слой которого испытывает 
воздействия вращающегося электрического поля. Разработан приближенны й метод, позволя­
ющ ий определять амплитуды и фазы прош едш их, обращенной и отраженной от границ слоя 
акустических волн, не прибегая к численному реш ению системы из восьми уравнений. Изучена 
зависимость интенсивностей обращ енной и прошедшей волн от толщины слоя с вращающейся 
анизотропией. Определены условия, при которых интенсивности обращ енной и прошедшей воли 
достигают экстремальных значений.

Библиогр. 11 назв., ил. 2.

У Д К  535.34

U I e п е л е в и ч  Вик. В. Зависимость эф фективности четы рехволнового взаимодействия  
в B i12^iO2O от ориентации кристалла/ / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. 
№  3.

Проведены исследования зависимости коэффициента обращ ения при четырехволновом 
смещ ении от угла поворота кристалла BSO вокруг оси [1 1 0 ] . При этом изменялся угол между  
вектором решетки и кристаллографическим направлением [001 ] .  Показана необходимость учета 
оптической активности и пьезоэффекта. Получено хорош ее согласие теоретических расчетов с 
экспериментом.

Библиогр. 6 назв., ил. 2.

У Д К  535.37

Г о р б а ц е в и ч  С.  К. ,  Г у л и с  И. М. Ф отоиндуцироваины й Ш тарк-эф ф ект в молекулярных 
ансам блях/ / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Проведен теоретический анализ эволю ции спектральных характеристик ансамбля молекул 
с  узкополосными электронно-колебательными спектрами, неоднородное уш ирение которых 
индуцируется взаимодействием дипольных моментов в возбужденных состояниях. Показано, что 
в этих системах возможны режимы , при которых световое воздействие вызывает рост сечения 
поглощения. И зменение поглощения системы после ступенчатого включения света начинается
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через некоторый интервал времени, длительностью которого мож но управлять. П родемонстри­
рована возможность ступенчатого изменения состояния системы (переклю чения) путем воздей­
ствия короткого слабого сигнального импульса.

Библиогр. 2  назв., ил. 3.

УДК 669.018.5:669.24
M a к у т и  н Г.  В. ,  С у х в а л о  С.  В. ,  В л а с о в  В.  В. ,  К о н ю ш  к о  Л.  И. ,  Х о х о л к о в  Д . Л. 
Зависимость электрических свойств сплавов на основе никеля от температуры / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Рассмотрены особенности температурных изменений электрических свойств пермаллоевых 
и перминварных сплавов в диапазоне температур 300т I ООО К. Обнаружены особенности  
поведения /> = f (T )  в критических областях температур. На основании рентгенографических, 
магнитных и термографических исследований при T c T c показано, что эти особенности  
объясняются температурными превращениями, имеющ ими признаки фазовых переходов первого 
рода. Природа таких переходов связывается с перестройкой спиновой системы сплавов.

Библиогр. 4 назв., ил. 4.

УДК 681.3.06
Ш п а к о в с к и й  Г. И. ,  М у л я р ч и к  С.  Г. ,  Ю н е е  М. Ф .(С и р и я ). Алгоритм С И Н Т А Л  для  
изм ерения параллелизма программ в С А П Р микроэлектроники / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 
I: Ф и з. Мат. Мех. 1992. N9 3.

В статье предлагается алгоритм синтеза структуры параллельной персональной ЭВМ  
СИНТАЛ и библиотека базовых правил. В процессе синтеза строится комплексное правило, 
которое позволяет определить время выполнения некоторой задачи на заданной структуре. 
Приводится пример синтеза структуры.

Библиогр. 6 назв., ил. 3.

УДК 681.327.12(088.8)
Х а ц и р е в и ч  В. Г. ,  Я к у ш е в  А. К . Ф азо-импульсны й селектор для устройства граф и­
ческого ввода планш етного т и п а //В е с т н . Белорус, ун-та. Сер. I: Ф и з. Мат. Мех. 1992. №  3.

Разработана блок-схема фазо-импульсного дискриминатора для устройства ввода в реальном  
времени почерковой графической информации. Описан принцип действия схемы и приведены  
диаграммы электрических параметров, определяющ их ее  работоспособность.

Библиогр. 5  назв. ил, 2.

УДК 681.325.53(075.8)
Б а к и н о в с к а я  Л.  H. ,  К р а с н о г о л о в ы й  Б.  H. ,  С у п р у н  В.  П. ,  Ш п и л е в о й  Б. Н. 
П реобразователь двоично-десятичного кода в двоичны й на основе D -триггеров / /  Вестн. 

Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Описаны возможности использования D -триггеров в преобразователях двоично-десятичного  
кода в двоичный последовательного типа CO сдвигом и коррекцией. И зложена методика 
логического проектирования тетрад двоично-десятичного регистра на D -триггеррах со схемой  
коррекции.

Библиогр. 3 назв., ил. 5 , табл. 3.

УДК 519.95
Ф  а х  м и  М. X . (А Р Е ) Об инвариантных отнош ениях и конгруэнциях на алгебрах автоматных 
о т о б р а ж ен и й //В ести . Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. № 3.

Вводятся понятия инвариантного и  согласованного отнош ений эквивалентности в алгебре 
автоматных отображений. В терминах этих отнош ений дается описание всех конгруэнций ал­
гебры.

Библиогр. 6 назв.

УДК516.72
П  е  р е  л ы г и п а С. А. П редельны е периодические пространства / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Ф из. Мат. М ех. 1992. №  3.

Описан предельный переход к-й  степени для призволыюго однородного пространства. 
Указанный метод применяется для получения новых периодических однородных пространств 
из пространств с простыми основными группами.

Библиогр. 4 назв.
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М о щ е н с к и й  В.  А. ,  Д в о р ц о в о й  Д . В. К онтекстно-свободны е и аксиоматические 
грамматики/ / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф и з. Мат. Мех. 1992. № 3.

Описывается класс аксиоматических грамматик без вспомогательных символов, в которых 
порождаемы е цепочки языка выводятся из других таких цепочек. Доказы вается, что порож ­
даемы е ими языки имеют непустое пересечение с классом КС-языков.

Библиогр. 6 назв.

УДК 519.71
Л и п H и ц  к и й С. Ф . Компью терны й практикум: математическая м одель и алгоритмы  
автоматизированного обучения реш ению  задач / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. I : Ф и з. Мат. Мех. 
1992. №  3.

Предлагается математическая модель интеллектуальной системы автоматизированного об­
учения реш ению задач. В рамках математической модели исследованы условия построения 
эффективных процедур обучения и разработаны алгоритмы генерации маршрутов решения 
задач.

Библиогр. 3 назв.

УДК 519.17
Б а т у р и н а  Л . I l . ,  Л е п е ш и н с к и й  II. А. Задача о максимальном потоке на простых 
п утя х / / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. № 3.

И сследуется задача определения в неориентированной сети максимального стационарного 
потока, реализуемого па простых путях заданной длины. П редложен метод решения задачи, 
основанный па предварительном представлении спедепий о простых путях в виде специальной  
таблицы. Оценка эффективности соответствующего алгоритма линейна относительно числа 
простых путей в максимальном потоке.

Библиогр. 4 назв.

УДК 519.62
Б о б к о в  В. В ., Б о б к о в а И . А. К  вопросу о  построении методов численного реш ения  
ж естких си стем / / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

На примере задачи с начальными условиями дня линейной системы обыкновенных 
дифференциальны х уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных, 
предлагаются новые явные методы модульного типа, ориентированные на случай асимптоти­
ческой устойчивости. Отличительной чертой рассматриваемых вычислительных алгоритмов 
является их адаптивность к наблюдаемой траектории.

Библиогр. 7 назв.

УДК 517.518
К  о р з  ю к В. И. Об операторах осреднения с перем енны м  шагом. II / /  Вести. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Рассматриваются операторы осреднения с переменным шагом, сохраняющ ие на границе 
области условия осредняемых ф ункций, если последние имеют смысл на границе. Для указанных 
операторов изучаются свойства, необходимые для доказательства теорем о существовании и 
единственности реш ений граничных задач для дифференциальны х уравнений.

Библиогр. 3 назв.

УДК 519.24
X  а т к е  в и ч Л . А. Статистические свойства м одиф ицированной оценки ковариационной  
ф у н к ц и и / / Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. М ех. 1992. №  3.

Найдены асимптотические выражения для совместных кумулянтов модифицированной  
оценки ковариационной функции стационарного случайного процесса. Доказана асимптотиче­
ская нормальность оценки при некоторых дополнительных условиях на кумулянты.

Библиогр. 3 назв.

У Д К  681.3.06:51

УДК 538.245:538.21
Д  а н и л ь к е в и ч М. И ., Д . Аль-Ш арр (С и р и я ). О сциллограф ические исследования диэлект­
рического гистерезиса соединений  F c3^ xCrxO4 / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. I : Ф из. Мат. Мех. 
1992. №  3.

Впервые получены петли диэлектрического гистерезиса D(E) феррохромовых шпинелей
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Fe з -  х С г х О 4 ( х  = 1, 2. . . 1, 6)  и показано, что они обладают всеми признаками сегнетоэлект- 
ричества. Установлено влияние индуктивной части импеданса на частотные и температурные 
изменения параметров петли.

Библиогр. -3 назв., ил. 3.

УДК 535.42
В е л ь с к и й  А. М. Н едиф рагирую щ ие пучки и эф ф ект Тальбота/ / Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

Получены общ ие выражения для поля скалярного волнового пучка с продольной периодич­
ностью. Показано, что пучок с продольной периодичностью можно представить конечной суммой  
недифрагирую щ их пучков. Установлена связь между продольной периодичностью и эффектом
Тальбота.

Библиогр. 5  назв.

УДК 517.948.32:517:544
С е т'ьк о Е. А. Задача о вдавливании гладкого штампа и системы гладких штампов в упругую  
п о л о с у / / Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. Мат. Мех. 1992. №  3.

П олучено общ ее решение задачи о вдавливании гладкого штампа и системы гладких 
штампов в упругую  полосу, которое является периодическим аналогом известных формул  
Келдыш а— Седова. Метод решения заключается в сведении поставленной задачи к задаче для 
плоскости с разрезами, лежащ ими на вещественной оси.

Ил. 3.


