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Физика

У Д К  530.12
М. Ii .  П О Л О З О В ,  X. Ш Э Б Е  (Герм ания)

Э Л Е К Г Р О Р Е О Л О Г И Ч Е С К И Й  ЭФФЕКТ В ОТО

Электрореологический эф ф ек т  (ЭРЭ)  про является  в изменении в я з ­
кости некоторых жи дкостей под действием внешнего электрического  по­
ля.  Поско льк у  гравитационное  поле т а к ж е  приводит к изменению 
свойств жидкостей,  пре дс тавляет  интерес исследование совместного 
влияния  гравитационного и электромагнитного  полей на вязкие  свойства 
жидкостей.  Естественно,  что такое  рассмотрение  до лж н о  проводиться в 
р а м к а х  обще релятивистской теории гравитации.  В данной работ е  к а н а ­
лиз у  Э Р Э  пр ивлекается  р а з в и т а я  автор ами в [I,  2] теория  эволюции 
м ате р и а ль н ы х  параметров .  Н ай д ен ы  первые поправочные члены,  о б я ­
за нные  д в иж ени ю  среды во внешнем гравитационном поле. Полученные 
р езу льтаты  применяются  к системе,  дв и ж у щ е й с я  по круговой орбите  в 
поле Ш в ар ц ш и л ь да .

I. Общерелятивистский подход к ЭРЭ.
Ра ссмот ри м жидкость ,  д в и ж у щ у ю с я  в 4-мерном псевдоримановом 

многообразии V4 сигнатуры + 2  с метрическим тензором g„b (индексы 
а, Ь, с, . . . , h  про бегают знач ени я  от 0 до 3, индексы i, к, . . . —■ от  I до 3 ) . 
С п л о ш н а я  среда  выдел яет  сопутствующую систему отсчета,  с помощью 
которой могут  быть ка к  введен ы собственные хара кте рис тики среды, так  
и проведено пространственно-временное  расще пле ние  всех исследуемых 
тензоров.  Последнее  осущес твляетс я  [3] с помощью 4-скорости среды 
Ua (U a Ua =  - I )  и о пе ратор а  Pb =  дь +  UaUi,, проектирующего в соб­
ственное пространство  среды. Величины,  спр оектированные с по­
мощью Pt ,  отмечаем сим волом например,  (sa) x =  Pb sh. Среди
кинематических хар а к т е р и с т и к  среды отметим 4-ускорение a b =  D u b, 
где D =  UbV b  — оператор  абсолютной производной по собственному 
времени,  a V i , — оператор  ков ар и ан тн ой  производной,  а т а к ж е  еаъ =  
=  (VbUa) i — релятивистский пространственный гради ент  скорости.  
И з  еаъ могут  быть получены тензор скорости д еф ормаци и d ab =  е^ь) и 
тензор угловой скорости соаь =  б[аь] (пр остранственно-спроектирован­
ные) .

Исходн ым соотношением об ще релятивис тск ой теории сплошных сред 
сл у ж и т  неравенство  К л а у з и у с а  — Д ю г е м а  (напр. ,  [3, 4]):

где р — собственная  плотность массы;  1F — термодина мический потен­
циал  —  с вободная  энергия  единицы массы; т] — энтропия единицы соб­
ственной массы; 0  — собственная  темп ерату ра;  ^ ba — тензор упругих 
на п ря ж ени й ;  i,fhn — тензор вя зк и х  на п ряж ени й;  Р", М"  — 4-векторы по-

— р ( D V  +  TiD0) +  E t b a  eab — P a D E a —  M a D B a - Q - l Qa Qa -|-

(1)

з



Л я р и з а ц и и  и н а м а г н и ч е н и я ;  E a и B a —  с и л о в ы е  в е к т о р ы  э л е к т р и ч е с к о г о  
и м а г н и т н о г о  полей ;  g a — пл от но с ть  то к а  п р о в о д и м о с т и ;  Q a —  вектор

плотности потока  тепла  и 0 а — релятивистский градиент  температуры.  
Все величины в ( I)  подвергнуты 3 +  1-расщсплению.

Эф ф ект ы ,  связанн ые с вязкостью жидкости,  с о д е р ж а тс я  в слагаемом 
Dtbaeab, причем в прен ебрежении кван товыми э ф ф ек т ам и  [5] тензор в я з ­
ких н а п р я ж е н и й  симметричен,  т. е. Dt ba = Dtab. Сл едовательно,  в ( I )  вхо ­
ди т  d ab вместо еаЬ. Вязкий тензор нап ря ж ени й (термодинамический по­
ток)  м о ж е т  быть в ы р а ж е н  через тензор скорости деф ормаци и ( термоди­
нам ическую силу) посредством соотношения

D f b a  =  d bae-def, d bac'f =  d"b(’f =  d bufe ( 2 )

с помощью ма те ри аль н ог о  п а р а м е т р а - — пространственного  тензора  d h"ct, 
специфического д л я  к а ж д о й  жи дк ос ти  и учитыва юще го  ее вязкость.  
За ви си мост ь  d baef  от электрического  поля и приводит  к электрореологи-  
ческому эффекту .

В отсутствие  гравитационного  поля тензор d bapf д ля  жи дк ос тей  може т  
быть построен только  из ска ляро в  и единичного пространственного тен ­
з о р а  P ab, а именно,  в виде  [6]:

d bap! =  kiPd>\e\Pa)l - f  Iz2P baP e!. (3)

П о д ст а н о в к а  (3) в (2) пок азывает ,  что второе  сл ага ем ое  в (3) учиты ­
вает  д еф о р м а ц и ю  всестороннего  сжа тия ,  т. е. k 2 соответствует второй
вязкости,  ко тор ая  в д ал ьн ей ш ем  р а ссм ат р и ватьс я  не будет. В свою оче­
редь,  ск а л я р н ы й  ко эф фиц иент  вязкости Iii д л я  электрореологических 
жи дк осте й д о л ж е н  зав исеть  от нап ряж енности  электрического  поля Ea. 
Из  со о бр аж ен и й  тензорной размернос ти  и изотропии ж и дко сти  в отсут­
ствие  гравитацион ног о  поля  очевидно,  что ki  м о ж е т  быть функцией т о ль ­
ко от ска ля ров ,  об р аз о в ан н ы х  из E a и  P b- Если внешнее  электрическое  
поле  слабое ,  то гла вны м являе тся  с ка ляр  E 2 =  P abE aE b, т. е. k\ — 
=  ki (P abE aEb).  Р а з л а г а я  ki  в ря д  по E 2 и ограничиваясь  первым сущест­
венным членом,  находим:

ki  =  CL0 +  CIi P cdE cE d , (4)
с к алярны е  ко эф фиц иенты  а 0, Cti з ави сят  от плотности и температуры.

В соответствии с [I], при дв иж ени и среды в гравитационном поле ее 
м ате р и а ль н ы е  п а р а м е т р ы  из меняю тся  опр еделенным образом,  описы­
ваемым так  на з ы в а е м ы м  за кон ом  эволюции ( З Э ) .  В дал ьн ейш ем  З Э  для  
мат ери аль н ого  п а р а м е т р а  d bae-f постулируется  в виде:

[Ldbae-0 ± =  0, (5)
R

г д е / ,  — д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  с п е ц и а л ь н о г о  в и д а  [2]:

[L At) I =  (DAt) I  -  A t  + со? At. -  dac At. + 4  At, (6)
R  R R

a dcb обоз начает  реляти вистскую часть  тензо ра  дефо рма ции.  За к о н  эво-
R

люции (5 ) поз воляет  учесть прямое  влияние  релятивистской деф орм аци и 
среды и гравитацион ног о  поля  на вязки е  свойства  жидкости.  Р е ш а я  при 
зад анном  дв иж ени и среды уравне ние  (5) ,  мо ж н о  получить значения  d baPf 
в любой точке среды в любой момент  времени,  если они известны на не­
которой на ч аль ной  пространственно-подобной гиперповерхности Н.  Д л я  
определенности по лож им ,  что H  яв л яе т с я  пространственной гиперплос­
костью вне гравита ционного  поля.

В соответствии с [2], тензор d bae-f д о л ж е н  быть построен только из 
ска ляров  и вспомогательного  тензор а  Cab =  Cba, о б лад аю щ его  сл еду ю­
щими свойствами:

( L C ab) 1  =  0 , Cab \н =  P ab- (7 )
R

4



Ре ш ен ие  З Э  (5) сводится тогда просто к за мене  P ab на Cah в соотно­
шениях д л я  мате ри аль н ы х па рам етров  жидкости,  нах одящейся  вне г р а ­
витационного  поля.  Сопоставление  (3) ,  (4) и (7) дает  д ля  искомого м а ­
териального  п а р а м е т р а  следующее выраже ние:

Clbacd =  [а,  +  а3 Cef E eE f ] С<йIс ' Са> d, ( 8 )
Po

а зн аче ния  постоянных р0, а 2 и а 3 за д ан ы  на Н.  Коэффициент

- £ - a 3 C ' f E e E f  (9)

о пр еделяет  искомый ЭРЭ.  Д л я  оценки влияния  гравитационного поля  на 
Э Р Э  необходимо вычислить ра зни цу ме ж д у  (9) и соответствующим в ы ­
р а ж е н и е м  вне гравитационного  поля,  т. е. Ct3P eZEeE i .

В ы р а ж е н и е  (9) включает  две  части:
1) изотропное  изменение  Э Р Э  вследствие  отличия р от р0,
2) анизотропное  изменение  Э Р Э  вследствие  отличия Cab от P ab.
Д л я  того чтобы и зб еж ать  координатных эффектов,  сопоставление

обоих в ы раж ени й дол ж но  проводиться в некоторой по дходящей  систе­
ме тетрад .

2. П ре два ри тел ьны е соотношения для  поля Ш ва рц ши льд а .
П рим ени м полученные резул ьтаты  к жидкости,  которая  покоится в 

системе отсчета  (напр.,  на спутнике) ,  вр а щ а ю щ е й с я  в поле Ш в а р ц ­
ш ил ьд а  по круговой орбите.  П р едп о л ага я ,  что спутник движ ется  по 
геодезической,  найдем тетр ад ные  компоненты тензора Cab и собственную 
плотность массы р.

Поле  Ш в ар ц ш и л ь д а  з адае тся  линейным элементом
ds2 =  — ( I — 2M/R)'d t*  +  d R 2/{  I — 2 М R)}+ R 2 (с/02 +  sin20  Ap2), (10)

где M  — масса  тяготеющего центра.  Перейдем  к в р а щ а ю щ е й с я  ко о р д и ­
натной системе с помощью пр еоб ра зо вани я  ф =  соt +  х, где со обозначает  
угловую скорость.  Тогда (10) примет  вид:

ds2 =  [— ( I — 2M / R )  +  R-Zо2 sin2 0 ]  dt2 +  d R 2/ (  I — 2 M / R )  +
+  R 2 (с/02 +  sin2 0  с/х2) +  2 Р 2со sin2 Qdtdx.  (11)

4-скорость среды,  покоящейся  в системе (11),  имеет компоненты
Ua =  (— [ ( I — 2M / R )  —  R 2CO2 s in20 ] >/2; 0; 0; 2 P 2cosin2 0  [ I — 2 M / R  —

— R 2 со2 sin2 ©I 1̂ 2).

Отличны от нуля следующие компоненты проектирующего оператора Р£:

P 11 =  (I  - 2 M / R ) ~ \  P 22 =  P 21 P 03 =  - 2 Р 2 cosin20,

Ряз  =  I —"  t o # s i n *  0  +  * 2 Sin2 0 - ( 12 )

Чт обы  найти тензор Cah, «выключим» [7] гравитацион ное  поле, устрем­
л я я  Ni к нулю, т. е. Cat, =  I imPab- Ра зл ич ие  м еж д у  Cah и P ah обязано

м->-о
только  релятивистской д еф ор маци и,  а тензор Cah д о л ж е н  быть решением 
уравнен ия  (5) с на ч аль ны м условием (7) (см. [2]).  Тогда

/ . ,  , г , 5  / I с  г , : ,  ,  р  /—. г-,0  • р  г ,  I j З Р 2 CO2 Sln4 0C 11  =  I , C22 =  R - , C03 =  2р-со sin- 0 ,  C33 =  P -Sin 0  —j _^ 2W2 Sjn2 q  ■

Д л я  вычисления тетр адных  компонент  тензора Cah введем на тура льны е
тетрад ы L aih). П о л а г а я  Р “о) =  иа, получим после выкладок:

L a0 ) =  {0, ( I — 2 Л 4 / Р ) 1/2, О, О,), L i 2, =  (0, 0, I / Р ,  0),

L (3)
-2 м

I —  2 A l / R  +  З Р 2м2 s in 20  

I — 2 /И /Р  —  P-CO2S in2 0  
P 2 s in 2 0  [ I —  2 M / R  - f  3P 2 со2 s in 2 0 ]

4 Р 4 м 2 s in 4 0  п ,  . ,  „
f  P -Sin- 02 /И /Р  —  P 2 со2 s in 2 0  

4 Р 4со2 s in 4 0

1/2 ^
, о Л

I —  2Л 4 /Р  - P 2M2 s in 2 0 P 2 Sin2 0
1/2
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Тогда  тетр адные  компоненты Cab суть:

C(i)d) =  I — 2714/7?, С(2)(2) =  I,
P  •_  ( I — 2 M / R — 7?3ш3 sin2 0 ) ( 1 + 3 ( 0 =  T?3 sin2 0 )  /1jtN
'-(3)(3) -  (I _  2M /R  -f- 3R-  CO3Sin3 0 )  (I — со2 R 2 sin3 0 )~ '  ( 1 4 '

Ис по льз уя  сферическую сим метрию поля Ш в а р ц ш и л ь д а ,  положим 
0  =  я/2.  Тогда  (14) упр ощ ается  до

г    (I — 2М/ R  — R 2CO2) (I 4- 37?2ы2) -
'-(3)(3) ( I — 2М/ R  37?3со2) ( I —■ /?2со2) '

Поск о л ь к у  изу ч аемая  система д в и ж е т с я  по круговой орбите,  то су­
ществует  соотношение,  с в язы ваю щ ее  ее угловую скорость со с радиусом 
орбиты  R.  Это соотношение  м ож ет  быть найдено из уравне ния  геодези­
ческой а ъ =  D u h =  0.

Вы чис ляя  скобки К р и сто ф ф ел я  и находя абсолютную производную 
от 4-скорости,  получаем д л я  4-ускорения

-I ь  _ _ n (I — 2M/R)  (27?м2 sin 0  — 2 M / R 2) ш2 sin 2 0
I - 2 M / R  —  7?3ш2 sin3 0  ’ I — 2 M / R  — R2a~ sin3 0  ’

П о д с т а в л я я  снова 0  =  я /2 и п ри равн и вая  а ь к нулю, приходим к соотно­
шению 27?со2 — 2 M / R 2 =  0, откуда

со 7? =(714//?)1-/2. (16)
П о д с т а в л я я  (16) в (15) ,  находим

Q  з,(3) =  [I — (ЗМ/ /?) 2]/[ I — (М/7?)2]. (17)
Испо льзуя  [4], для  собственной плотности массы находим

[ d e t C ^ )  ] ~ ‘/ 2=  I + 2 М / 7 ?  +  0(2М/7?),  (18)
Ij O

где 0(2714/7?) об озна чае т  члены более высокого п орядка  по 2714/7?, чем л и ­
нейный.

3. Обсуждение примеров.
Вернем ся  к соотношению (9),  которое  в тетрадных компонентах 

имеет  вид:

- f  O8C M M E w E w . (19)
Po

Изотропный эффект. И з  (18) непосредственно видно, что изот роп­
ный в к л а д  имеет  п орядо к 2M /R .  Сл едо вательно,  гравитацион ное  поле 
усили вает  Э РЭ .

Анизотропный эффект. При рассмотрени и анизотропного  вкл ад а ,  в ы ­
званного  отличием C 1-iCt) от T3(iXft), п р ед ста в л я ю т  интерес 3 возможных 
ориентации электрического  поля:

а) ра д и а л ь н о е  н а п ра влени е  (к центру  поля  Ш в а р ц ш и л ь д а ) .  П о с к о л ь ­
ку C(1Xj) =  I — 2M/R,  то Э Р Э  ослабля етс я .  И зот ропный и анизотропный 
э ф ф ек ты  ком пенсируют  друг  д р у га  в первом п орядке  по 2M/R.

б) нап рав лени е  дв иж ени я .  Ф о р м у л а  (17) показыв ает ,  что C(3Xs) дает  
э ф ф ек т  только  2-го пор яд ка .  Следов ательно ,  остается  изотропный вклад.

в) поперечное направ лени е .  Если электрическое  поле пер пе н ди ку ляр­
но к а к  радиусу ,  т ак  и н ап ра вл ен и ю  д в иж ени я ,  то никакого анизотроп­
ного в к л а д а  не появл яется  д а ж е  в более  высоких порядках .

Таки м  образом,  Э Р Э  увеличиваетс я  в первом порядке  относительно 
главного члена,  если эле ктри ческое  поле  пер пен дикулярно к р а д и а л ь н о ­
му направлени ю.

Оценим поряд ок поправочного чле на  2 M / R  д л я  разл ичных  небес­
ных тел.

П ри м ер  I. Искусственный спутник З ем ли.  О б ы чн а я  орбита  спутника  
л е ж и т  примерно на высоте  300 км от поверхности Земли.  Тогда  7? =  
=  6,7 • IO3 км от поверхности З е м л и  и поскольку  д ля  Зе мли [8] 2Л4з — 
=  0,8876 см, то 2714/7? =  1,32 - IO-9. Столь  м а л а я  величина  не позволяет  
о б н а р у ж и т ь  его современными средствами.
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П рим ер 2. Пусть  космический кор аб ль  д ви ж ется  по круговой орбите  
вокруг  С олнц а  в пред елах  орбиты Меркурия .  Тогда  R  =  57,9 • IO6 км, 
2M c =  2,9533 • IO5 см, 2 M /R  =  5,1 • I О” 3. Тако й эф фект  все еще д о с т а ­
точно мал ,  чтобы повлиять,  например,  на работу  технических ко н стр ук­
ций, но у ж е  м ож ет  быть измерен с помощью высокочувствительной а п п а ­
ратуры.

Отметим в заключение,  что полученные выводы являю тся  следствием 
вы бранного  закон а  эволюции (5) для  матер иального  па р а м е т р а  Cib a c -1 

(т. е. выбран ной  модели среды) н могут не иметь места  для  другого 
з а к о н а  эволюции,  например,  д л я  ЗЭ  вида  ( D d bacl) 1  =  0.
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А. И. У Р Б А Н О В И Ч , А. П. Н О В И К О В . Н Г У Е Н  B A H  К О Н Г  (С Р В )

ТЕРМОУПРУГАЯ ГЕ НЕ РА ЦИ Я П Р О Д О Л Ь Н Ы Х  
АКУСТИЧЕСКИХ К О Л Е Б А Н И Й  ПРИ Т О Р М О Ж Е Н И И  
Б Ы С Т Р Ы Х  З А Р Я Ж Е Н Н Ы Х  ЧАСТИЦ В К РИ СТ АЛЛ АХ

В нас тоящее  время в литературе ,  посвященной вопросам ионно-луче­
вой обработки мате ри алов  широко об суж дае тс я  проблема «дальн оде й­
ствия».  Суть ее зак лю ча ется  в регистрации изменений дефе ктн о-пр име с­
ной системы кр и ста лла  на расстояниях,  в сотни и тысячи раз  п р е в ы ш а ­
ющих средний проективный пробег  внедренных ионов. В качестве  одной 
из причин м ож ет  р а ссм ат р и ватьс я  генерация  акустических волн з а р я ­
ж ен ны ми частицами.  Следу ет  заметить ,  что в наст оящее  время отсутст­
вует пос ледовательная  теоретическая  модель возникновения акустиче­
ских волн, у ч ит ыв аю щая  поперечные ра зм е р ы  трека  и особенности тер- 
мал и за ц и и  выдел яемой в кр и ста л л е  энергии.

В работе [I] рассмотрено возбуждени е  акустических колебаний пуч­
ка ми з а р я ж е н н ы х  частиц ма лой плотности и проведен расчет  акустиче­
ского сиг нала  от перегретой об ласти  вблизи трека  з а р я ж е н н о й  частицы 
в предположении,  что трек  пре дс та вл яет  собой бесконечно тонкую нить, 
вдоль  которой происходит  непрерывное выделение  энергии с постоянной 
интенсивностью.  Т а к а я  модель  применима д ля  сф оку сированных ионных 
пучков или д а ж е  д ля  отдел ьны х частиц при условии,  что скорость пере­
дач и энергии,  выделенной в треке  в приграничную область,  постоянна.  
Естественно,  пр ед ста вляет  интерес  выйти за  ра мки  этих прибл ижений и 
учесть как  поперечный ра зм е р  трека ,  т а к  и временную зависимость  м о щ ­
ности энерговыделения.

Р ассм отри м пр охо жде ние  за р я ж е н н о й  частицы через тонкую пл асти­
ну вещества  толщиной h  ^  Iip, где Iip —  р а д и а ц и о н н а я  дл и на  вещества  
мишени.  В этом случае  трек  мо жн о  представить  в виде  цилиндра ,  р а д и у ­
сом R 0, в котором происходит  выделение  энергии с мощностью S ( t ) h ,  
где  S ( t ) — мощность,  п р и х о дя щ а яс я  на единицу длины.  Будем т а к ж е  
считать,  что величина  S экспонен циально  зависи т  от времени t и прове­
дем расчет  акустического сигн ала  от перегретой об ласти  д ля  коротких 
п ро меж утко в  времени,  сл еду ю щи х за моментом пр охо ж дения  частицы. 
В этих  условиях
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S  ( / )  =  S 0 exp [  — I st ;  S 0 11
2 Г O

( I )

где  /о —  х а р а к т е р н о е  в р е м я  и з м е н е н и я  м ощ но ст и .
П р и  учет е  а к с и а л ь н о й  с и м м е т р и и  ур ав н ен и е ,  о п и с ы в а ю щ е е  т е м п е р а ­

т у р н о е  по л е  T (г, /)  в о к р у г  тр е к а ,  бу дет  им ет ь  вид:
д T  .

рст д( —  I
д -Т  . I дТ_
дг- 1 г дг ( 2 )

где р, Cr, X —  со о т в е т с т в е н н о  плотн ос ть ,  у д е л ь н а я  т е п л о е м к о с т ь  и к о э ф ­
ф и ц и е н т  т е п л о п р о в о д н о с т и  сре ды ;  г —  п о п е р е ч н а я  к о о р д и н а т а .

И з м е н е н и е  а м п л и т у д ы  в о з н и к а ю щ е й  р а с х о д я щ е й с я  з в у к о в о й  во лн ы 
и  ( г ,  /) м о ж н о  най ти  из у р а в н е н и я  [2]:

д 2и
d t2

д2и 
дг2

I ди 
г дг * ) -

-  а/е
д Т
дг (3)

где а  — к о э ф ф и ц и е н т  о б ъ е м н о г о  р а с ш и р е н и я ;  k  —  м о д у л ь  вс ес тор он нег о  
с ж а т и я ;  с —  ск о р о с ть  п р о д о л ь н о г о  з в у к а  в в е щ е с т в е  м и ш е н и .  У р а в н е н и я  
(2 ) ,  (3)  бу д ем  р е ш а т ь  м ет о д о м  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  при ну лев ых 
н а ч а л ь н ы х  и с л е д у ю щ и х  г р а н и ч н ы х  ус л ов и ях :

Iini
' -rRn

=  0 ,

Iim T  ( г ,  / )  <  о о , Iim м (г, / ) <

(4а)

(46)

(4в)

где р. —  п а р а м е т р  П у а с с о н а .
Ф и з и ч е с к и  у с л о в и е  (46)  о з н а ч а е т ,  что н а  г р а н и ц е  г  =  R 0 р а д и а л ь н ы е  

н а п р я ж е н и я  в в е щ е с т в е  а , т р а в н ы  нулю.
В сл у ч ае ,  к о г д а  р а д и у с  т р е к а  м а л  ( R 0-^ -O),  п р и б л и ж е н н о е  р еш е н и е  

си с т е м ы  (2— 4) и м е е т  вид :  -

и  (г,  /)  =  U1 (г,  /)  +
О при / <  

M2 ( г ,  /)  при / ^

где  U1 (г, /)  =  и \ 0) +  u \ l) +  u Y \  IL2 (г,  /) =  M2U> +  « 2,(I) ( 2 ) ,(О) Ub( 2 )

/ ° >  UI yc2rt
8а

1 4а/ I
I +  1 exp

( I )

„ (2) MI

Н)

_f

yc2rt
8а

Aat ,

(20 агЧ +  32 а2/2 +  г1)
24ал2/п ехр —

Ei

4а/

г- 
4 at

\ AArti

I
R

-  4 2 /3

Г“

~4а” т » г ) Е (-

1 3_
2

г2/2
я

I
WrH
16а2

Г“
Aat 

г 0

64а3 t  ехр 4 а/

І 2 А Р  +
9гЧ2 

а
ЗгЧ
Aa2

Ei

/Д0) = с/ | / с 2/2 -

64а3 I 4а  (  4а/

T2 +  Г ІП Г  — Г ІП  (с/ -) I^C2/ 2 — Г2)

Il 2 2r.t„
с2/2 +  2/-2 

Зс

(5)

с2/2 — г2 +  r t  [In /' —  In (с/ +  I ' с2/ 2 —  г )

(2)«9 .
16/рге

4 -  (2с2/3 +  13л2/) 1 / с 2/ 2 —  г2 +

C f  ^  г Ч ?  ■ г %  In
У  сЧ2 — г2 ■ Ct
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и

Рис. I. Зависимость смещений U 1 и U2 от Рис. 2. Зависимость смещения и от I  в различные моменты времени т. 
I  в различные моменты времени т: (Обозначения те же, что и на рис. I. М асш таб кривой I  увеличен в 3 ра-

0  /  —  T  =  0 . 1; 2 —  т  =  0 ,3 ; 3  —  т  -  0 ,5 ; 4  —  х  =■ 0 ,7  з а )

Рис. 3. Зависимость | « шім| 
от х  при т = 0 ,1



Y
a  ItSl,

Y , а  =  V p с.2лЛ р с2

Еі( л ' ) — инте гр ал ьн ая  п о к аза те льн ая  функция. Первое  с л а га е м о е  нДг,  t) 
опи сывает  перемещения,  возни каю щие  одновременно во всех точках  р а с ­
см атр и ваем ой  области,  связанн ые  с бесконечной скоростью ра с п р о с т р а ­
нения тепловой энергии.  С лагае м ое  u2(r, t) пр ед ста вляет  собой упругую 
продольну ю волну,  фронт  которой д ви ж ется  со скоростью с.

Н а  рис. I, 2 представ лены зависимости Hi( I ) ,  U2(I)  и н ( | )  при фик си­
рованных т, где I  =  г/г0, т =  t / tx, tx =  го/4а, r0 =  IO-4. В этом случае д ля  
значений |  ^  go =  s x ( r  ct) ,  где  s =  сг0/4а,  происходит  сум м и р о в а ­
ние U1 и н2. В обла сть  | > | о  волна  U2 еще не п р и ш л а  и в ней u ( | )  =  Ui( | ) .  
Это иллюст рир уется  кривой I рис. 2, д л я  которой |  =  0,5. Д л я  кривых 
2, 3 , 4 соответствующие знач ени я  | 0 р авны  1,5; 2,5; 3,5.

Учет  временной зависимости S ( t )  приводит  к уме ньшению абс ол ю т­
ных значений и (штриховые линии на рис. 2) .  Рис.  3 иллюс триру ет  з а в и ­
симость абсолютной величины смещения | u mi„| от х  =  tx/to при т =  0 , 1 .

В случае,  когда  Ro ф  0, при бл иж ен но е  решение  системы (2 ) — (4) 
имеет  вид:

при t < r ~ R°
и {г, t) =  U1 (г, 0  -L

0

U 2 ( г ,  I) п р и  t >

с
Г— Rn

где U1 (г, 0  =  « (|0 ) + « (.1) +  « (.2), и* (г, 0  =  « 20) 1 "' -° 1 'Л2)

,(0)

Ui

C2Y (г — R 0)
6 У л  а/?0г 

3 V n a

5/ 4- (r Я0)2
2а

U2 +  U 2 

(г ■

«I(I)

1 ( г - Я о

C2Y (/-J- Яр)
6 V л аЯ 0г 

К  ла

Я„)

I 1 ¾ 33/- 4

а ' 1 12а4

7 R  — R0Y2 1 , R

ехр 

Erf

Aat  

г —  г,

а 4а2

2 у  at 

ехр

(г R 0)t0
t3 4 3 ( г - V ) 2/2

2а
( r - R 0) 4  

4 а2

(2) C2Y (г — Я0) 
U j  =

48 V  я а /?0 105/й

R - R 0V 
8 а3 ехр R - R 0V

Aat

R - R o V
30а3

279 /3 +

2 У ла  
(Г Яо)

R - R 0V

120 а3 

185 R - R 0V  V

1680а4

/ ; ( 0 )  U 2

и[Х)

2с (I 4- р) K S 0 У  а Д  г — Я 0 I 

ЗлХ (I — ц) VnRiYr  V с /

- R o

Д  +  

Erf

3 / 2

2 а

2Р (г -  Я0)2 
а

- R 0

R — R0Y2
Aat

E r f f - ^ = - S  
V 2 / а /

27 R - R 0V t , 
4 а2

(г -  V )4/2 
2 а2

2 VoF 

8с3у
.(I  — р) ]4 л Я 0 

4с ( I -P (х) а  S0 V a
15згЛ/0(1 —  Li) Y z i r R 0

t
5 /2

is Y 7iarR0

16с3 у

105 tQ Y 71arR 0

5 /2

t — ■-RoY12

</(2>U2
С-2 I 8 ( 1 +  р) a  S0 V a

V n r i? , ,  
32ус 

945 t \  Y a

105 п  X e  /д (I — р)
t — • — Я„ V /2

I —
■Я » \ 9 / 2

; t

с

Г -  Rn

Erf (X)
Y— I ехр (—  t2)dt.
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Анали з  полученных соотношений показывает ,  что пространственная  
зависи мость  и ( т, | )  качественно носит такой ж е  характер ,  как  и в слу­
чае  Ro =  0 .
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Д Ж И Х А Д  А Д Д А С И  (И ордания) ,  А. Л. ТО Л С Т И К ,  Л. В. Ч А Л Е И

Ф А З О В Ы Й  ОТК ЛИК  РАСТВОРОВ К РАСИТ ЕЛЕ Й,  
И Н Д У Ц И Р У Е М Ы Й  ПЕР ЕХ ОД АМИ М Е Ж Д У  В О З Б У Ж Д Е Н Н Ы М И  

Э Л Е К Т Р О Н Н Ы М И  состояниями
П еревод  молекул в возбужденное  состояние с помощью оптической 

подкачки и р е а л и з а ц и я  нелинейных эф фект ов  за  счет переходов между  
возб уж денн ыми энергетическими уровнями пре дста вляю т  интерес в св я­
зи с развитием методов оптической об работки информации.  Управление 
эффективностью нелинейных процессов при этом м ож ет  осуществляться  
независимым световым пучком,  от которого,  в общем случае,  не требу ет­
ся высокая  степень когерентности и монохроматичности.  Так,  в р а б о ­
те [I] была  р еализ ов ана  с а м од и фрак ци я  излучения  в растворе  кр а с и ­
теля  родамин 6Ж ,  обуслов ленн ая  поглощением с возбужденного  синг- 
летного уровня  молекул (X =  1,06 м к м ) ,  и пок аза на  зав исимость  э ф ф е к ­
тивности самоди фр ак ци и от интенсивности оптической подкачки в основ­
ную полосу поглощения (X =  0,53 мкм ) .

Н а м и  исследовано светоиндуцированное  изменение п ок аза тел я  пре­
ломления (фазовой отклик)  растворов  красителей,  вызванн ое  пе ре ход а­
ми м е ж д у  во зб уж де нны ми  уровнями молекул.  А нал из  проводился  для  
красителей,  м оде ли руемых наиболее типичными трех- (S 0 — S i - S 2) и 
четырехуровневой (S 0 — Si — T t — T2). схемами.  Н а р я д у  с резонансным 
механизмом вследствие  низкого квантового выхода  люминесценции в 
возбужденном к ан ал е  у ч и тывалась  тепл ов ая  нелинейность.

Р ассмотр и м следую щую схему взаимодействия:  оптическая  подкачка  
(интенсивность I 0, частота  соо) настроена  в полосу пог лощения основного 
синглет-синглетного перехода  S 0 — S b а волны, уч аст вующ ие в нелиней­
ном процессе,  (интенсивность / ,  частота  со) вы зы в а ю т  переходы молекул 
в возбужд енн ом синглетном ( S i— S2) либо триплетном ( T i — T2) каналах .  
Решение  системы кинетических уравнений д л я  населенностей энергети­
ческих уровней Ni  в стац ион арн ом р е ж и м е  взаимо дейст вия  в этом слу ­
чае  можн о представить  в виде:

N I =  N (BoJo/vp2i -f- I ) ( B 32I / v p 32 -р  I ) /К ,
N 2 =  N ( В [2Iolvp2i) (B 32IIvps2 +  I ) /К ,  ( I)

Ns  =  N  (В l2B 23IoI / v zp2ip3P_) I К,  

где N  =  Ni  -р N 2 -)- N 3, К  =  I -р (612  -р B 2i ) Io/vp2\ +  B 32I I v p 32 -р ( В 12603 -р 
- f  ( B a  +  S 2I) B 32) IoI /v2p 2 ip32 Для трехуровневой модели ( S 0 - S i - S o )  и

N i  = N  (BnJo/v (p2i -р р23) +  \ )  (Bit3I I v p i3 Д- I )РК,
N 2 =  N  ( В I2IoIv (р2{ -(- р2з ) ) (Bii3I I v p i3 +  I ) /К,

N 3 =  N  ( В I2IoIv (р2\ -J- рзз ) ) ( B i3I I v p i3 -р I ) рзз/рзіК,
N i =  N  ( В I2B 3J 0I Iv2 (р21 +  р2а) Рьз)р-гз/PsiK,

где N  — Ni  -(- N 2 -f- N 3 -р N  4 , К — I -f- ( S )2 ( I -Tp23I P зТ) -р 6 2і) /  о/и (p2i~\~ Рзз) -р 
-р B i3I Ivp i3 -)- (Bi2B 3iP23Ip3I -р (6із(1 -р PisIp3T) -р 6 2i ) B i3) I 0I Iv2 (р2 \ -р



+  Р2з)Різ д ля  четырехуровневой модели кра си те ля  (S 0 — Si — T 1 -  T2). 
Зд есь  N  — число молекул в единице объема,  p v  —  с у м м а р н а я  ве роят ­
ность спонтанных и без ызлуч ательны х переходов в к а н а ле  І — /, 
V =  с/п  — скорость света  в среде.  Ко эф фиц и ен ты  Эйнштейна  B 12 и S 2I 
определяю тся  на частоте  подкачки coo, a B 2з(34> и B 32(Zl3) —  на  смещенной 
частоте  со.

При на хожде нии фазового  отклика  раствора  кра си те ля  учтем, что

комплексный п ок аза те ль  преломления среды щ;, =  Hii +  іхц,  обуслов ­
ленный резонансными переходами в к а н а ле  І — /, опр ед еляется  в ы р а ж е ­
нием [2 ]:

п ц  И  =  M  N  -  N j Qji (со)), (3)

где Qij  =  Qij +  iBij,  ©г.;(со) связаны  дисперсионными соотношениями с 
ко э фф ициен та ми  Эй нш те йн а  S i j ( co) . С учетом ( I )  — (3) имеем следу ю­
щие в ы р а ж е н и я  д л я  комплексного по к аза те ля  пр елом ления  среды, обус­
ловленного перехо да ми в к а н а л а х  Si  — S 2 я  T 1 — T2.

/C23 =  /I23 +  ск23 =  X0Z0 (9-23 (B32I /  vp32 -J- I ) Q32B 231 / Vр 32) / v  р 21 К, (4) 

,1з і  — п з і  Ф~ Cx34 =  X0 Z0 ( 0 34 (Bi 3I/ Vp i3 + 1 )

— Qi 3B3i I f v p i3) p 23/ p s i v ( p 2l +  р 23) К,  (5)

где хо =  N i i c B l2l2v  — линейный коэффи циент  экстинкции.  При интенсив­
ностях I =  0 из (4) ,  (5) имеем нач аль ное  значение  п о к аз ате л я  пр елом­
ления ,  отвечающее  наве де нному  поглощению с уровня  S t (Ti):

CC23 =  х о0 , 3 10Z iv p 21 +  ( S 12H-B21) I0), (6 )

се34 == x o0 34Zop 23/ р 31 (v (P21 -)- P23) +  ( B 12 (I ~г P23/ P31) +  B 21) I0). (7)

Соответственно изменение п о к аз ате л я  преломления,  связанное  с перехо­
дам и  в во збуж де нн ом  кан але :

A n 3̂ A n 23 —j— /Ax2з — х 0 S 23Z0Z ( 0 23 B 13I 0 ф-

+  032 (и°21  Ф- ( B i 2 +  B 21) I0) )/V-  P 21P 32 (Vp21 +  ( S 12 +  B 21) Z0) Z(, (8)

Acc34 =  Acc34 с ' А х 34 =  X0 S 34 Z0Z ( 0 34 B 1 2 I0P23/ р31 +

H- 043 (v ( р21 Ф Рзз) Ф” (B 12  (I ф- P23/ P 31) Ф" S 21) Z0)) P23/ P 31V- (р21 ф-
Ф" P2з) Р аз (v  (Р21 4-  P23) +  (B 12  (I +  P23/ P 31) +  B 21) I0) К ■ (9)

Тепловое  изменение  п о к а з а те л я  преломления,  выз ванное  безызлуча- 
тельными переходами в к а н а л е  с — /, в условиях ади абатического  на гр е ­
ва среды можно оп реде ли ть  в ы ра ж ени ем :

Anfi =  N j  (I — P1 г) P1-; A coZ ( d n / d T ) /Co,  (10)

где и,,  — ква нтовый выход люминесценции,  Cp — теплоемкость  единицы 
объема,  t — время,  d n / d T  — термооптический коэффициент .  При этом 
надо иметь в виду, что поглощение  излучения  в к а н а л е  S t - S 2 ( T 1— T2), 
м еня я  населенность нижнего  ур овня  S 1 (T j), изменяет  т а к ж е  и те пл овы ­
деление  в к а н а ле  S 0 — S t. В отличие  от резонансного  фазового  отклика  
тепловое  изменение п о к а з а те л я  пр еломления  вследствие  его слабой 
спектральной селективности будет о пр ед ел ять ся  тепловыделением в 
обоих сп ек трал ьн ых  ка н а ла х .  С учетом ( I ) ,  (2) и (10) имеем:

A n 7 - A n f 2 +  A n r23 — -  XnB 23I0I ia0 (I — р 21) B 1J 0I v p 32 —

- . - о  (I -  Li32) ( I +  ( S 12 +  B 2 1 ) I J v p 2 1) ) / ( v p 21 ■ +  (B 12 +  S 21) I0) К  ( И )
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д ля  трехуровневой и

Atir =  A n 7l2 -г А/?з4 =  — хп S34 /„/ (о,, ( I — р21) B lJ nZvpn  —

- - 0 ( 1 — 14з) (I -т- (B 12 (I H- P 23/ ряi) ! S 21) I J v ( p 21 +  р 23))) X

X Р-із/Рзі (v (Pu  +  Роз) ( S 12 (I -г  Р*я/Pai) +  S 21) I 0) К  (12)

д ля  четырехуровневой модели красителя ,  где o0=2u)o  (dn /dT)  t /cCp, а  =  
=  2(о (d n /d T )  t/cCp. Причем в ф о р м у л а х  (11),  (12) при рассмотрении теп­
ловыде лени я  в основном к ан ал е  A n \ 2 остав лена  только  та его часть,  к о ­
т орая  связа на  с переходами м е ж д у  возб ужд енн ыми энергетическими 
уровнями.

Из  а н а л и з а  в ы раж ен и й (8),  (9) ,  (11),  (12) д ля  резонансного An23f34)
T  Tи тепловых А/г 12, A n 2з(34> изменений по к аз ате ля  прело мления следует  

их насыщение при интенсивности излучения  в возб ужд енном к а н а ле

12—з =  (Vpoij T ( B 12 +  S 21) I0) V P 32/ (Bs2Vp21- ( B 12B 2J r ( B 12 J B 21)B 3J I 0), (13)

1'з—4 =  (v (р21 +  р 2Я) ( S 1 о (I 4- ро3/ р 31) -f- S 21) I J v p n / (B 13V X
X  (роI -; P 2з) 4~ ( S 12S 34P 23/ psl — (B12 (I -j- p 2s/ p s i ) - -  S 21) S 43) I0, (14)

при которой компоненты фазового  от кл ик а  достигают половину от своего 
ма кс има льно го  значения .  Из  (13),  (14) видно, что интенсивность на сы ­
щения возбужде нного  к а н а л а  зависит  от интенсивности оптической под ­
качки в основном канале .  При небольших интенсивностях подкачки 
/ о С  Vp21IS ,2(21)(Io <С v ( p 21 4- Р23) P31/PzsB 12(21)) интенсивность насыщения 
к а н а л а  S i — S 2CSi — T2) I 2- з<з-4) =  Урз2(43)/В32(43) опред еляет ся  в ы н у ж д е н ­
ными перехо да ми только  с верхнего  энергетического уровня  S 2(S2). 
Т а к а я  ситуация  связан а  с тем, что при м а л ы х  интенсивностях подкачки 
уровень S 1( S 1) слабо  за селен по сравнению с основным энергетическим 
состоянием S 0, и с ростом интенсивности излучения в к а н а л е  S i — S 2(S i— 
— S2) происходит  постоянный приток  частиц с уровня  S 0 на уровень 
S 1(Si ) ,  населенность которого остается  неизменной.  С ростом интенсив­
ности подкачки переход So — S 1 начин ает  просветляться ,  приток частиц 
в систему уровней S 1 — S 2(Si — S2) сок ращ ается ,  и нас ыщение в о з б у ж ­
денного  к а н а л а  будет определят ься  вынуж денны ми переходами из обоих 
во зб уж д ен ны х состояний. При  больших интенсивностях подкачки,  когда 
к а н а л  So — Si полностью просветляется ,  ф орм улы  (13),  (14) даю т соот­
ношения

12—3 =  (B 12 4-  S 21) Vp32/ ( B 1 2 B 23 +  (S 12 4" S 21) S 32), (13)

Аз—4 =  (В12( I 4" Po3Zp31) 4- S 21) vpis/ (B 12 S 34 р 23/ р 31 4~
4“ ( S 12 (I +  Ро3/ р 31) 4~ S 21) S 43), (16)

которые при условии эффективного  за селен ия  уровня  S 1( S 1) ( B 12) ^  S 21, 
р23 >■ psi) аналогичны в ы р а ж е н и ю  для  двухуровневой модели среды 
Arac =  Vp2il ( S 12 4~ S 21) .

С к аз ан но е  илл юстрируется  на рис. I, где пре дстав лены зависимости 
отдельных компонент  фазового  откл ика  раствор а  кра си те ля  от интен­
сивности излучения  в возб ужд енн ом к а н а л е  I, рассчи танны е д ля  трех­
уровневой модели среды при ра зл ич ны х интенсивностях подкачки.  
Ш тр и х ам и  на кривых отмечены интенсивности на сы щ ен ия  / 2—з (13).  
В расче та х  предполагалось ,  что воз буж дени е  осущес твляетс я  в центр 
полос поглощения So — S 1 и S 1 — S 2 д л я  среды с гауссовой формой з е р ­
кал ьн о-симметричных полос  пог лощения и исп ускания  при стоксовом 
сдвиге в 1,6 полуширины контура,  (d n / dT)  C f  =  — КХ4 Д ж -1 см3, t =  
=  IO-8 с, 11 =  1,36, psjpai  =  ЮО, (.I2I =  0,5, (132 =  6,25 IO-4, A23 =  2Ai2 =

13



Рис. I. Зависимости резонансного PeAп2з (a), I m k n i 3 (6) и теплово­
го A n j 2 (в) ,  A n23 (г) изменения показателя  преломления от интен­
сивности излучения в возбуж денном кан ал е  Si-— S 2 при интенсив­
ности подкачки /о =  О,I ( I ) ,  I (2), 10 (5). Интенсивности нормирова­

ны на величину Iuac =  v p 2\ l ( B 12+ B 21)

=  I мкм,  АА-23 =  4 АА-12 =  ЮО нм (Xij и AXij — центр и полуш ирина  поло­
сы по глощени я в к а н а ле  І — / ) .

Теперь рассмотрим за вис имо сть  фа зо во го  от к л и к а  раствора  кр а с и ­
теля  от интенсивности излучения  в основном к а н а л е  So — S 1. К а к  с л е ­
дует  из в ы р а ж е н и й  ( 1 1 ), ( 1 2 ), тепловое  изменение п о к а з а те л я  преломле-

T  Tния в основном An  12 -и во зб ужд енн ом  А«23(34) к а н а л а х  монотонно м е ­
няется  с ростом интенсивности подкачки,  н а с ы щ а яс ь  при интенсивно­
стях,  п р е в ы ш а ю щ и х  интенсивность на сы щен ия  основного перехода:

/ l _ 2  =  (I -f- B 32I / Vp3o) Vp2 1 / ( B 12j T В  2 1 -{-( B 1 2 B 23 j T  ( B 12  jT B 21)  B 32)  I  Zvp32) (17)

для  трехуровневой и

11—2 = ( 1 4 - B i 3I / v p i3) v (p 21 P23)/ ( B 12 (I -f- р 23/ р 31) -f- S 2I Т~
T  (B 12  B31 р 23/ р 31 T  (B 12 (I T- P23Zlhi)  -b B 21) Bi3) I / v Pi3) (18)
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четырехуровневой схемы, при ко ­
торых поглощение в основном к а ­
нале  Xi2 умень ш ается  в два  раза .
В то ж е  время характер  поведе­
ния резонансного фазового  о т к л и ­
ка Л«23(34) зависи т  от интенсивнос­
ти и отстройки частоты излучения  
в возб уж де нном к ан але  относи­
тельно контуров поглощения и 
испускания .  Так,  д л я  частоты 
излучения С0> 0323(34) или CO <  03 32(43) 
имеет  место монотонная  з а в и с и ­
мость фа зо вого  отклика.  При в ы ­
полнении условия

023 >  I 032 I ( ( 6 l 2 -(- 6 2і ) / 6 І2) ( I -f- 

-f- В 33,1 /vpsz) /  (2 —)— (2Вз2 +

+  6 і26 2з / ( 6 і2 +  В2і) К /о р з г ) , (1 9 )

034 >  I 043 I ( ( 6 і 2( I -f" Ргз/рзі) -f-

+  6 2l ) / 6 i2) (I  -(- 643/ / 1Ш43) Рзі/

/ргз(2 -)-(2643  -f- 612634Р23/Р31 X 

X ( 612 (1  +  ргз/рзі) +  621) ) І/'оріз)

(2 0 )

(длина  волны л е ж и т  м е ж д у  конту­
рами полос  поглощения и испус­
кания)  зав исимость  Дя2з(34>(/о) носит немонотонный характе р .  Причем,  
если 0 2 3 >  I  ©32 I  (612 -)-621) / 612 , 0 3 4 >  I 043 I ( 6 i2 ( I —)—р2з/Рзі) +  6 21) Р31/Р23612, 
то ф азо вы й отклик Ап 2з(щ о б р ащ а е т ся  в нуль при интенсивности

Io =  — 0320Р21/  ( 6 12023 +  (612  -)- 621) 032) ,  (2 1 )

/о =  — 043О(р21 +  р2з) /  (6і2©34р2з/рзі + ( 6 )2(1 -{- Р2з/Рз1 ) + ^ 2l) 04з) (22)

для  трех- и четырехуровневой схемы соответственно.  Ук аза нн ые  особен­
ности зависимости резонансного от кли ка  ра ств ора  красите ля  от интен­
сивности подкачки ил люстрируются  на  рис. 2. Там  ж е  отмечены зн аче ­
ния интенсивности н асыщ ен ия  I 1IaI 2 (17) .  Уменьшение  интенсивности н а ­
сыщения в основном к а н а л е  с ростом интенсивности в возбужденном 
объясняе тс я  уменьшением числа  частиц в системе уровней S 0 — S 1 за  
счет их отток а  на верхний энергетический уровень S 2 (T2).

Таки м  образом,  проведенные расчеты показыва ют,  что оптическая 
подкачка  в к а н а ле  S 0 — Si влия ет  на резонансные характе рис тики воз­
бужденного  синглетного,  триплетного ка н а ло в  и позвол яет  осуществить 
некогерентное  упр авление  нелинейно-оптическими свойствами растворов 
красителей,  обусловленными поглощением с воз бужд ен ны х уровней м о ­
лекул.
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A n 23I x 0

Рис. 2. Зависимости резонансного изме­
нения показателя преломления R eA n 23 от 
интенсивности подкачки при отстройке 
частоты излучения в канале  S 2— S 3 в 
длинноволновую область относительно 
полосы поглощения на половину (о) и 
одну (б) полуширину контура и интен­

сивности / = 1 0  ( / ) ,  IO2 (2),  IO3 (3)
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У Д К  535.35
Н. С. О Н И Щ Е Н К О

HEM APK OB OC Tb  Д Е Ф А З И Р О В К И  К В А Н Т О В Ы Х  СИСТЕМ 
В КОГЕРЕНТ НОЙ СП ЕК ТР О СКО П И И . Ч. I

Д е ф а з и р о в к а  кванто вых систем (разрушени е  когерентности фа з  
квантов ых  состояний объектов ,  сос та вляющ их  анс ам бль )  под действием 
разл ичных  внешних ф акт оров  ок а зы в а е т  опр ед ел яю щее влияние  на ф о р ­
му сп ек трал ьн ых  линий и на ход нестацио на рны х когерентных нелиней­
но-оптических (H K H O )  явлений.  С другой стороны, деф а зи р о в к а  и ф а ­
зовая  са моо рг ан из аци я  систем составл яют  предмет  исследований в р а м ­
ках  синергетического подхода ,  который в последние  годы широко при­
меняется  при изучении самых ра зл ич ны х классов объектов ,  п р е д с та в л я ­
ющих собой ан самб ли взаимодейс тв ующ их подсистем.  Это позволяет 
использовать  ка к  синергетический подход д ля  изучения  спе ктральных и 
H K H O  явлений,  т а к  и наоборот  — спектр альны е и нестационарные опти­
ческие методы д ля  исс ледования  общих синергетических аспектов.

Обычно процесс  деф ази р о в к и  описывается  введением в оптические 
уравнения  Б л о х а  феноменологического п а р ам етр а  T2 — времени д е ф а ­
зировки.  Од нако в последнее время использование  методов высокого 
спектрального  и временного разре шен ия,  применение в оптических э к с ­
периментах  мощных высокос табильных  пе ре ст раив ае мы х  лазеров  и л а ­
зеров,  генер иру ющи х сверхкороткие  световые импульсы, позволило по­
лучить  ряд  резул ьтатов ,  которые невозм ожно объясн ить  в р а м к а х  у р а в ­
нений Блоха ,  основанных на марков ск ой модели ф ор ми ров ани я  д е ф а з и ­
ровки квантовых систем, нах од ящи хся  в сильном лазер но м поле.

Неприменимость  блоховских уравнен ий  д ля  описания некоторых 
спектроскопических экспериментов  св я з а н а  п р е ж д е  всего с нарушением 
л е ж а щ е г о  в их основе марковского  при бл иж ен ия ,  соответствующего 
прен ебр ежи мой малости времени кор рел яци и тс д еф а з и р у ю щ и х  во зм у­
щений по сравнению с другими х а р а к т е р н ы м и  вр емена ми квантовой си­
стемы. Из  общ их  терм одина ми чес ких с ообр аж ени й ясно,  что учет немар-  
ковости процесса  д еф ази р о в к и  (т. е. учет конечного времени к о р р е л я ­
ции Tc р еальн ы х  д еф а з и р у ю щ и х  воз мущен ий или, что то ж е  — учет 
конечной ширины их спектра  у с =  т ^ 1) м о ж е т  быть существенным в двух  
случаях:  когда  состояние рел акс и р у ю щ ей  кванто вой  системы успевает  
измен яться  на  вре мен ах  ~ т с либо в процессе самой деф азировки,  или 
под действием внешних причин, нап ример,  элек тромагнит ног о  излучения.

2 K J

У

П е р в ы й  случай реализуется  при 
выполнении условия  тс ^ t T2, 
которое  м о ж е т  иметь место для  
сильных,  слабо  стохастических 
д е ф а з и р у ю щ и х  возмущений,  х а ­
р ак тер и зу ю щ и х ся  большим 
временем корреляции тс и в ы ­
сокой эффек тивностью возд ей­
ствия  на квантовую систему. 
Второй случай  связан с вы по л­
нением соотношения тс ^  tint, 
где tint —  ха ракт ерное  время 
изменения  квантовой системы 
под действием излучения,  опре­
д е л я ю щ е е с я  в резонансных 
условия х обобщенной частотой 
Р а б и  Q =  (е2 +  4 V2) 1/2 (е —

о IOrj-  р а сстр ой ка  резонанса , 2 V —

К классификации квантовы х систем по 
свойствам дефазмрующих возмущений и 

типам поведения при релаксации

обычн ая  частота  Р а б и ) :  i;,u =  
=  Q-1 . Очевидно,  что при вы ­
полнении условия  Q t c Ss I де-
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ф а з и р у ю щ и е  возмущения ок азы ваю тс я  про модулированными рабиевски- 
ми осци лляциями,  в результате  чего процесс деф ази ров ки  становится  
з а вис ящ им  от характерист ик  излучения . Особенно существенные и зм е­
нения  имеют место при 2 Утс ^  I, когда процесс деф азиро вк и начинает  
зависеть  от интенсивности излучения  (нелинейность д еф аз ир овк и) .  
В предельном случае Q t c I д еф ази рую щ ие  возмущения эффективно 
усредняют ся  до нуля и к в ан то ва я  система вообще перестает  чувствовать  
окружение .

Р а з л и ч н ы е  ситуации, во зн и каю щи е при учете конечного времени п а ­
мяти Tc деф ази р у ю щ и х  возмущений,  можно проилл юс три ровать  схемой 
(см. рисунок) .  Здесь  ф игурирую т следующие ха ракт ерн ы е  времена:  
I) время корреляц ии  тс; 2 ) время вза имодействия  с излучением Kni =  Q "1;
3) время спонтанной релакса ции T 1 =  А ~ х (А  — вероятность спонтанных 
переходов) ;  4) время деф ази ро вк и T2 =  (АГо +  Л / 2 ) —1, где К о — блохов- 
ска я  скорость «чистой» д еф ази ро вк и под действием окр ужения,  которую 
пр иближ енно можн о оценить к а к  интенсивность фурье-компоненты 
спектра  энергии д еф а з и р у ю щ и х  возмущений Ux на нулевой частоте:

интенсивности излучения  величину Ко,  имеющую смысл фурье -ко мпо ­
ненты кор реляционной функции < U XU°>  на  частоте Q.

В зависимости от соотношения этих  времен разли чн ые механизмы 
деф ази ровк и и системы можн о кл асси фиц ир овать  по свойствам д е ф а з и ­
рующих  возмущений и типам поведения  при релаксации.

П р е ж д е  всего можно выделить  области  сильно и слабо  стохастиче­
ских возмущений,  оп ре д еляе мы е  соотношениями KoTc <С I и Korc >  I 
соответственно.  Н а  рисунке  эти области  р азд ел ен ы  горизонтальной п р я ­
мой 2К оТ і =  2 T J r c. П р я м а я  I ( Q t c =  I) р а з д ел я е т  плоскость на участки,  
в которых излучение  существенно изменяет  состояние  системы за  в ре ­
мя Tc ( Q t c I) или полевое  воздействие  за  этот пр ом еж ут ок  времени 
незначительно ( Q t c <С I) .  Л и н и я  2 выдел яет  обла сть  пар аметров ,  где 
влияние  д еф ази ру ю щ их  возму щен ий Ux незначительно (2Kq <  Л ) .  Она  
проведена  д л я  K si =  Ко/ ( Q t c) 2, что пр и ближ енн о (при Q t c I) соответ­
ствует  ло ренцовскому спектру  д еф а з и р у ю щ и х  возмущений K q = Ко/(I +

Сое диняя  точки (I ;  I) и (27У тс; 0) прямой 3, получаем,  что плоскость 
изменения па раметров  условно р а з д ел яется  на 4 области:  ( I ) — область 
применимости уравнений Б л о х а  ( Q t c <С I, KoTc <С I) ,  ( I I ) — область  
«подавления» д еф а з и р у ю щ и х  возмущ ений ( Q t c >> I, 2КоП  ( Q t c) 2). 
Сущ ествование  такой области  впервые было пр едс казано  Редфи льд ом 
в 1953 г. [I]  при термодинами чес ко м рассмотрении ре лакс аци и спиновой 
системы в сильном радиочастотном поле. П оэ том у  ее мо жн о  назвать  
редфильдовской.  ( I l l ,  I V ) — области,  где наибол ее  существенны эффекты 
и зависимости,  связанные  с нема рко востью и нелинейностью процессов 
дефазир овки .  Они соответствуют сильно и слабо  стохастическим в озм у­
щениям.

По поведению при изменении интенсивности мо ж н о  выделить  три 
типа  систем: (I) а — тип (Ti  <  T2) — при увеличении поля  система пере­
ходит из блоховской обла сти  ср азу  в редфиль до вскую ;  (II)  |3 — тип 
(Ti  >  T2 >  Tc)— при возра стан ии  поля система проходит  последова­
тельно блоховскую, переходную и редф иль довскую  области;  ( II I )  у — 
тип ( К г - < т с) — д а ж е  в случа е  сл абых оптических полей ( Q t 0 <С I) си­
стема  не описывается блоховскими уравнениями.

Идеи,  схематически из лож енн ы е  выше,  у ж е  неоднократно вы с к а зы ­
вались  ранее.  Их  истоки в теоретической радиоспектроскопии,  где было 
пре дсказано явление  з а м е д л е н и я  ф азовой релакс аци и в сильном ради о ­
частотном поле [ I ] ,  а т а к ж е  построены ф о рм ал ьн о точные интегроди- 
ффе ренц иа льны е кинетические  уравнения  (КУ)  д л я  матр и цы  плотности 
спиновой подсистемы, учитыв аю щие,  в отличие  от уравнений Блоха ,  не-

аналогии с Ко мо жн о  ввести з а вис ящ ую  от
о
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марковость  и нелинейность процесса д еф ази ровк и [2 ] .  В 60-е годы в 
связи  с разр аб от ко й теории взаимодействия  мощного когерентного л а ­
зерного излучения  с веществом эти идеи проникли в оптику.  В частно­
сти, в ра бо тах  [3, 4] на основе обобщенных КУ  были рассмотрены т а ­
кие  спектрально-оптические  проявления  нелинейности процессов д е ф а з и ­
ровки, к ак  эф ф ек т  полевого сужения  линий поглощения мощного из л у ­
чения,  а т а к ж е  слабой пробной волны в присутствии сильного изл уче­
ния. В 70-е годы наибол ее  активно исследовались  ра зл ич ны е  аспекты 
модифи каци и л а з е р н ы м  излучением ст олкновительного  уширения,  с в я ­
занного  с д еф а з и р у ю щ и м и  столкновениями [ 5 ] . Од на ко  вследствие  м а ­
лости времен корреляции,  име ющи х в данн ом  случае  смысл средней 
длительности столкновения  (тс ~  10~12 с) ,  условия  проявления,  н а п р и ­
мер нелинейности процесса  столкновительной д еф ази ров ки ,  были д о с т а ­
точно экзотическими и ре а л и з о в ы в а л и с ь  ли ш ь  при интенсивностях  п о­
р я д к а  сотен М В т / с м 2. Отметим,  что в соответствии с предложе нн ой к л а с ­
сификацией рисунка  д еф а з и р у ю щ и е  столкновения  в р а з р е ж е н н ы х  газах  
соответствуют случаю сильно стохастических д еф а з и р у ю щ и х  в о зм у щ е ­
ний, а поведение  систем при увеличении поля  мо ж н о  отнести к а-типу.

Существенным в к л а д о м  в изучение нем арковости и нелинейности пр о­
цессов д еф ази ровк и стал  эксперимент  Д е -В о я  и Б р ю э р а  [6J, в котором 
было об на руже но  существенное  отклонение  полевой зависимости скоро­
сти з а туха ни я  сигн ала  свободной пол яри за ц ии  в низкотемпературном 
к р и с та л л е  P r 3+ : L a F 3 от блоховских пре дсказаний.  Д е ф а з и р о в к а  опти­
ческого перехода  иона  P r 3+ в этом кр и ста лле  происходит  вследствие  сто­
хастической модул яци и его частоты из-за па рн ых  переворотов спинов 
ядер фтора,  св яза нн ых  с яде рн ы м спином P r 3+ дипол ь-дипольным в з а и ­
модействием.  Эксперимент  [6] пос луж и л  пробным ка мн ем  д ля  многочис­
ленны х теоретических работ ,  в котор ых  при мен яли сь  ра злич ны е модели 
стохастических флу к ту ац и й  частоты перехода  P r 3+ (модели гаусс-мар-  
ковского,  телеграфного ,  обобщенного  телег рафно го  процессов).  И с п о л ь ­
зо вани е  известных статистических свойств этих  процессов позволило 
построить  обобщенные К У  д ля  м атр и ц ы  плотности примесного иона и 
аналитически рассчитат ь  сигнал р а с п а д а  свободной поляризации.  П о д ­
гонкой значения  времени ко рр еляци и т с уд алось  в основном правильно 
объяснить  эк сп ер им ен тальн ые  д ан н ы е  [6] в р а м к а х  разли чн ых  моделей.  
Н ай д ен н ы е  значения  т с позволили отнести P r 3+ : L a F 3 к системам (3-ти- 
па  [7].

Нелинейность  процессов д еф ази р о в к и  изу ч алась  т а к ж е  в серии экспе­
риментов [9— 1 1 ] на  р а з р е ж е н н ы х  о б р аз ц а х  рубина ,  помещенных в по­
стоянное магнитное  поле  при ни зках  тепературах .  Существенные откло ­
нения  от блоховских пре д ска за ни й были заре гис три рованы  в опытах  по 
изучению мощностного уш ире ния  провалов ,  в ы ж и га е м ы х  нестационарно 
(за  времена  T T 1) в нео днородно-уширенном оптическом переходе 
L42( — 1 / 2 ) — £ ( — 1/2) ионов C r3+ в рубине  [9], а т а к ж е  при исследовании 
эф фек тов  насыщ ения при ра с п а д е  нестаци он арно во зб уж д аем ой  свобод­
ной по ляриза ци и д л я  того ж е  перехода  в рубине  [11]. Ана ли з  последнего 
эксперимента  на  основе теле граф но й и гаусс-марко вской  моделей ф л у к ­
туации частоты оптического  перех од а  C r3+ п о к а з а л  [I I], что сколь-нибудь 
удовлетворите льное  описание  эксп ерим ент альн ых  д ан н ы х  удается  полу­
чить при Tc — T2. Этот  вывод,  однако,  противоречил экспериментальным 
ре з у л ь т ат а м  по з атух ан и ю  си гна ла  ротационного  эха  в рубине  [ 10 ], со­
гласно которым н а б л ю д а ем о е  з а т у х а н и е  было экспо ненциальным в ш и ­
роком диа па зо не  интенсивностей излучения,  что соответствовало  п ред ­
ск а за н и я м  оптических уравне ний Бл ох а ,  тогда  к а к  при тс ^  T2 о ж и д а ­
ла с ь  существенна я  неэ кс пон енциальность  з а т у х а н и я  эхо-сигнала.  Таким 
образом,  к на стоящ ем у  времени уд овлет ворит ельн ое  объяснение  с единой 
точки зрения  им ею щи хся  э к сп ер и м ен тал ьн ы х  д а н н ы х  по выж иганию 
провалов ,  распа ду  свободной п о ляриз ац ии  и за т у х а н и ю  ротационного 
эх а  в рубине  отсутствует.  П о п ы т к а  такого  а н а л и з а  ук аза н ны х экспери­
ментов [10— 11] и д ел а е т с я  в н астоящем  сообщении.  Исходной идеей
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является  пре дположение  о при надлежности C r3+ : Al2O 3 к системам 
у-типа,  под держиваемое ,  во-первых,  полученным в [ 1 1 ] пр ед варит ельны м 
условием т, — Т-> и, во-вторых, тем фа ктом,  что в отличие от иона P r 3+ 
в системе р-типа P r 3+ : L a F 3, имеющего только  ядерный спиновый м о ­
мент, у иона C r3+ отличен от нуля спин электронной оболочки,  б л а г о д а р я  
чему он существенно сильнее взаимодействует  с окружением.  Д л я  о п и ­
сания  всех трех экспериментов используются  полученные ранее  [7] н е а в ­
тономные обобщенные КУ стохастической теории релаксации.  В качестве  
модели стохастических флу к туац ий  частоты резонансного оптического 
перехода  иона C r3+ выбран телеграф ны й процесс (ТП ) .  Выбор такой 
простейшей модели обусловлен тем, что д л я  нее построенные КУ я в л я ­
ются  точными при произвольном соотношении па рам етров  случайного 
процесса (времени корреляции т с и дисперсии о) ,  а т а к ж е  при пр о и з­
вольных интенсивности излучения  и расстройке резонанса.  Поэт ому 
именно она позволяет  исследовать  эф фек ты  нелинейности процессов де- 
фа зи ровки  д л я  у-систем.

Перейдем  к сравнительном у а на лиз у  нестационарных когерентных 
оптических явлений.  Исходным пунктом ана лиз а  являю тся  стохастиче­
ские уравнения  Ли уви лля ,  описыва ющи е взаимодействие с мощным  и з ­
лучением квантовой системы, частота  резонансного перехода  (2 ->- I) к о ­

торой флу кт уир ует  под действием окруж ения:  o)2i ( / )  =  ш2 +  щ, где E t — 
телегра фный процесс,  х ара кт ериз ую щ и йс я  частотой скачков v (тс =  v._1)

и дисперсией а. После  их усреднения по р еализ аци ям  процесса Et для  
м атриц ы плотности ац  квантовой системы получаем [7]:

а 22 =  —  стп =  IVcr2 1 —- iV  g \ 2, ( la )

G2 I =  (G i2) 'і- = : —  ZeG2 I —  iV  (022 —  Oi l )  —
t t

—■ \ dx  у*~т о 2 I — f (FrfFwc о] 2 , (16)
о о

где
УI—. =  а 2 e-v«--> [2s2 +  4 e~iQ{t~ ' } +  с і  ^>]/4, (2а)

рс-- — O2 е V {t ~) s2 Jcos Q --- I ] / 2  (26)

HS =  2V/Q,  с =  e/Q,  с+ =  I ±  с. B уравне ниях  ( I )  не учитываютс я  спон­
танные  переходы 2 - > 1 , поскольку  все ана лиз и ру емые эксперименты 
[9— 1 1 ] выпо лня лис ь  в нес тацио на рны х условиях t <С T 1.

Неста циона рн ое  решение  уравнений ( I)  имеет вид:

Oy =  ^  lim (Р — Pa) 0G 1 (3)
a P^Pa

гГ ГРІи в ы р а ж а е т с я  через л ап л асо в ск и е  о о р а з ы  о г/ элементов матр и цы  пл от­
ности и корни характе ристического  уравнен ия  системы ( I ) ,  которое  в 
данном  случае сводится к

X3 +  2 ( й 3 +  о2) х 2 +  [ (Q 2 +  о2) 2 +  Q2Y2 -  4е2о2]х +  4 V2v2O2 =  0, (4)
где х  =  р ( р  +  v) .  Ш ест ь  корней ра р а сп адаю тся  на па ры  р х± =  — v/2 ±  
± У Xtt +  (v/2) 2 (к  =  О, I, 2 ) .  Д в а  дей ствительных кор ня  р 0+ и Po- =  
=  — V — Po+ отриц ательны  и ограничены по величине  0 ^ | p o ± | ^ v ,  а 
остальные попарно комплексно с о п р яж ен ы  pi+ =  (p2+)*,  p i -  =  (p2- ) *  =  
=  — v — pi+. В большинстве  ра с с м ат р и в а е м ы х  случаев хорошим пр и ­
ближением д л я  корня  Xo уравне ни я  (4) является  соотношение  Xo — 
~  — 4V2v2o 2/ [ ( Q 2 +  о 2) 2 +  Q2V2 — 4е2о2], справед лив ое  при X0 <С Q2 +  о2 
или Xo C  Y2 Веса  вкладов ,  св яза нн ых  с различ ным и корнями ра, о т ли ­
чаются  д л я  р азн ы х  не ста циона рны х оптических явлений.  К а к  п о к а з ы ­
вают расчеты,  вклад ,  обусловл енн ый корнем ро+, явля ется  о п р е д е л яю ­
щим при описании в ы ж и га н и я  пров алов  и ра с п а д а  свободной п о л я р и з а ­
ции, в то время к а к  корни р 1+ и р2+ оп ред еляю т сигнал  враща тельног о  
эха.
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У Д К  517.926

А. П. Х А П А Л Ю К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Й  Э Й Л Е Р А

Классические  решения линейного диффе ренц иа льн ого  уравнения  
Эй лера  п-то п орядка  (аи — постоянные числа)

2 ¾ * * - J T  ф (*) =  0а х я

х о р о ш о  изв е ст н ы.  И х  о бы чн о  и щ у т  в ви де  ф і ( х )  =  X1 [ I ,  2] (или  | х | -̂ [3]) .
П о с л е  п о д с т а н о в к и  Cpi (х)  в ( I )  и с о к р а щ е н и я  на о б щ и й  м н о ж и т е л ь  X х
п о л у ч а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о е  у р а в н е н и е  п -го п о р я д к а  о тн о с и т е л ь н о  Я ( х а ­
р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е ) :

П

П (I — aj) = 0, (2)
/= I

простые корни которого а,- (характ ерист ическ ие  числа)  опре де ляю т на 
всей оси х п линейно нез ависимых частных решений вида:

Фі7 (А') =  х  (3)
Считается  [ I — 3], что это ф у н д ам е н та л ь н а я  система и любое  другое  р е ­
шение д о л ж н о  быть линейной комбин ацией решений (3) .  Од нако о к а з ы ­
вается,  что это утве р ж д е н и е  неверно.  С по мощью подстановки Ip2 (A) =  
=  Xх s g n  х,  к отор ая  приводит  к тому ж е  ура вне нию (2 ), можн о получить 
еще п  других решений

Ф2;- ( х )  =  X aJ sgn  х. (4)

В ре зул ьтате  получается ,  что ур авнен ие  n -го по р я д к а  ( I )  имеет  2п  л и ­
нейно не за ви си мы х  решений.

Поя влен ие  дополнит ельны х решений можн о пояснить следующим 
образ ом.  Соответс твующ ее  нецелому характ ерист ическ ом у числу а 
классическое  реше ние  х® является  многозначной функцией с точкой вет­
вления х =  О и поэ тому недоопределено.  П ри лю бом варианте  выбора
ветвей,  число котор ых  м о ж е т  быть велико,  эта  ф ун кция будет решением.  
Однако д л я  любого  а  среди всех вари ант ов  вы б о р а  ветвей только две  
функции линейно независимы,  остальн ые  я в л яю т ся  их линейными к о м ­
бинациями.  Эти дв е  баз исные функции и будут  д в у м я  решениями у р а в ­
нения Эйлера ,  соответствующими одному и том у ж е  ха ра кте ри стич е­
скому числу.  Они не опр еделяю тс я  однозначно,  и базис можно выбр ать  
по-разному.  Один из них построим следующи м образом.  На  по л о ж и т ел ь ­
ной части оси х возь мем арифмети чес кое  значение  функции х “ . При пе-
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реходе  через точку ветвления  на отрицательную ее часть можно попасть 
на любую ветвь, что зап ишется  следующим образом (т  — целое число) :

Л ю бо й  вариа нт  вы бора  ветвей х а мо жн о представить  к ак  линейную 
ком бин ац ию  базисных функций х+  и XaL. Этот базис, по-видимому,  н а и ­
более простой.  Н азовем  его каноническим.

В некоторых случа ях  более удобным м ож ет  оказ ат ься  другой базис ,  
для  функций которого используем специальные обозначения  и опр еде ­
лим их форм улами [ 4 ] :

Этот базис  назовем аналитическим,  т ак  ка к  его базисные функции м о ж ­
но считать сужением (предельным значением)  на действительную ось 
аналитической вне ее функции

Имеетс я  еще один практически очень удобный базис, который назовем 
четно-нечетным; одна базисн ая  функция его будет четной, др уг ая  — н е ­
четной, и определяются  они по ф орм улам:

Очевидно,  что базисные функции любого  из этих базисов можн о считать 
линейно независимыми решен иям и уравнен ия  ( I ) .  О ба  эти решения 
мо жн о расс м ат р и в а т ь  ка к  резу льт ат  уточнения  классического  решения,  
которое  неоднозначно определено.  В частности,  решения (3) — (4) легко  
представить  в виде линейной комбинации введенных выше базисных 
функций.

Такое  уточнение классических решений может  показаться  несущест­
венным и д а ж е  тривиа льным .  Тем не менее оно выводит нас  за  рамки 
классического а н а л и з а  в обла ст ь  обобщенных функций.  Ба зи сны е  ф у н к ­
ции всех трех базисов  (6 ) — (9) являю тся  типичными обобщенными 
ф ункциями [4, 5 ] . В соответствии с этой терминологией все 2п  решений 
ур авне ни я  ( I )  следует считать об общенными функциями.

Ра ссмотри м теперь случай кратных,  но опять не целых,  х а р а к т е р и ­
стических чисел. П редп о л о ж и м ,  что характеристическое  число а  т - к р а т -  
но. Известно [ I — 3], что классические  решения,  соответствующие этому 
числу,  имеют вид x“ ln fe|x]  (k =  О, I, 2, . . . , т — I ) . Ис по льз уя  в ы ш е ­
изл ож ен ны е сообр аж ени я,  легко  показать ,  что еще т линейно не зав иси ­
мых функций вида  х а Inft | x |  Sgn х  т а к ж е  будут решениями.  П оэтом у и для  
кр атны х ха ракте рис тичес ких чисел число обобщенных решений в два  
ра за  больше классических.

П ереход  к це лым характе рис тичес ким числам приводит  к нетриви­
альным осложнен иям ,  что видно уж е  из определения функций а н а л и т и ­
ческого базиса  ( 7 ) . Сущность  во зни каю щих здесь проблем можно из у­
чить фактически без ограничения  общности на примере  решения у р а в ­
нения Эйле ра  первого пор ядка:

При нецелом а решен иям и будут  функции х а и ха Sgn х.  Д е л о  сводится 
к изучению этих решений к а к  функций п а р а м е т р а  а. П ер во е  решение  ха 
к ак  функция комплексного  переменного а является  аналитической ф у н к ­
цией и поэтому остается  решением при любом значении а, вклю чая  це­
лые значения .  Второе  решен ие  Xa Sgn х  являе тся  ме ром орфно й функцией 
комплексной переменной а  [4]. П о л ю с а  ее расп о л о ж ен ы  в точках  целых

(5)
где [4, 5]

(6)

(х  +  Ю)° =  х+ +  XaL еш л , (х — Ю)а =  х+ + х  " е~‘ая. (7)

Iim (х +  iy )a =  (х ±  Ю)а.
(8)у -+О

(9)

(10)
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отриц ател ьн ых  значений а: (а  =  — s, s =  I, 2 , . . . ) ,  что является  причи­
ной упомянутого  осложнения.  Вне этих полюсов функц ия будет вторым 
решением уравнен ия  (10).  Осталось  выяснить роль  этих  полюсов.  В б л и ­
зи полюса ее мо жн о р а з л о ж и т ь  в ря д  Л о р а н а  по переменной а  +  s [4]:

Xa sg/г х =  S) +  F  (х, s), (11)

где первое  слагаем ое  — главная ,  а второе  — ре гу л яр н ая  части р я да  Л о ­
рана ,  С- i  (х, s ) — вычет  функции в полюсе а =  — s.

Р еш ен и е  урав нен ия  ( I ) ,  к а к  известно,  опр ед еляет ся  с точностью до 
мно ж ит ел я ,  который м о ж е т  быть функцией п а р а м е т р а  а. Воспользуемся  
этим свойством и возьмем решение  в виде у (.v, а)  =  (« +  s ) x a s g n x ,  к о ­
торое  у ж е  в точке  га =  — s не имеет  полюса и равно вычету,  который как  
ф ун кция переменного  х  будет дополнительным решением уравнен ия  ( 1 0 ). 
В явном виде это решение  запи шет ся  [4] так:

§ 0 —I) /х \ ' ~ б (х)
Jirn  ̂ (a +  s) XaiSgn х =  с_ 1  (х, s) =  2 (— l ) s — уу р =  2 (12)

К а ж д о м у  числу s  уравнен ия  Э й л ер а  соответствуют дв а  линейно н еза в и ­
симых  решен ия x~s и 6(s_1) (x) ,  которые мо жн о р а с с м ат р и в а т ь  ка к  баз ис ­
ные функции четно-нечетного базиса.

При ведем  еще один метод получения  этих решений,  который д ае т  
во зм ожн ость  взглянуть  на  них с другой стороны. Бу де м исходить из 
функц ий аналитического  базиса  (8 ) . На  первый вз гл яд  м ож ет  п о к аза ть ­
ся, что при целом a  (a  =  — s) зн ак и ±  не играют роли. Во многих с лу ­
ч ая х  так  оно и есть. О дн ако  в м а та н а л и з е  встречаютс я  операции,  при 
выполнении которых знаки в (8 ) будут  существенными. Д л я  ко нкрет­
ности возьмем случай a  =  — I и вычислим интеграл:

/ = J  f  ( х ) х - '  dx ,  (13)

где функц ия f ( x )  при X =  O не р а в н а  нулю и бесконечности.  Типичный 
метод вычисления  следующий. Ра з о б ь е м  его на три слагаемых:

J =  I  /  (х) л— 1 dx  -f- I' f  (x) л:- 1  dx  +  j  f  (x) x- 1  dx.  (14)

Вычислим к а ж д ы й  из этих  интегра лов  по отдельности при достаточно 
м а л о м  т, а затем  устремим т к нулю. С умма  первых двух интегралов 
опр еделяе т  главное  значение  по Кош и инте гр ала  (13).  В третьем инте­
грале  за мени м пр ямолин ейн ый отрезок интегри ров ан ия  на п о л у о к р у ж ­
ность. Здесь  у ж е  п ро являетс я  неопределенность подынтегральной ф у н к ­
ции, так  к а к  пол уо к ру жн ос ть  мо ж н о  провести двояки м образо м в ве рх ­
ней или нижней полуплоскости.  В обоих случаях  инте гралы вычисляются  
эле ментарно:

J /  (х) х ~ '  dx =  Д  i n f  (0) =  +  in j  f  (x) 6 (x) dx.  (15)

Верхний з н а к  означает ,  что пол уо к ружн ос ть  проведена  в верхней,  н и ж ­
н и й — в ни жней полуплоскости.  О тсю да  видно,  что об ычная  функция х - 1  
в (13) после  уточнения п о р о ж д а е т  две  разн ые  обобщенны е функции,  к о ­
торые и будут  линейно не зави сим ыми решениями ур авне ния  (10) .  Естест­
венно, знаки в (15) однозначно св яза ны  со зн ак ом  в равенстве  (8 ). 
П оэт ом у имеем:

Iim ( х ±  й/)_ 1  =  (х  ±  Ю)—1 =  P  ( - M  +  in  б (х), (16)
у->+о V W

где буква  P  о б озн ач ает  главное  значение  по Коши функции ,W. Сумма  
и разность  функций аналитич еског о  базиса  (16) д ае т  прежнее-значение  
функций четно-нечетного базиса .  • - -
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Совершенно аналогичные рассужд ения можно провести д ля  л ю ­
бого s, и в резул ьтате  получим функции аналитического  базиса :

Iim (х  +  i y )~s — (х  ±  iO)s =  P (x~s) + i n — -xI . (17)
и-*+о ' Xs

Отсюда легко  получаются  функции четно-нечетного базиса  решений 

(х +  i0 )~s +  (х —  i0)~s =  2Р (х~$), (х +  i0)~s — (х —  Юу  =  2 i n - ~ l .  (18)

Б у к в а  P  в ( 1 7 ) - ( 1 8 )  обозначает,  что x~s — обобщ енная  функция и по­
нимается не в обычном (классическом)  смысле.  Если ее понимать в 
обычном смысле,  то из вышеизложе нного  видно, что в интег ралах  типа  
(13) она о ка зы вается  недоопределенной.  К а к  обобщ енная  функц ия она 
становится однозначной,  но за  счет того, что интеграл  типа  (13) в ы чи с ­
ляе тс я  следующим образом:

оо оо s—• I

f /  ( X )  P  (дг-) dx  =  J  [ /  (X) -  2  S r  f W  * J  *~S dx ( 19)
—-V —CO k—0

и на зыв аетс я  регулязацией соответствующего обычного интеграла  [4].
Осталось  рассмотреть случай кратных отрицательных целых корней 

характеристического  уравнения .  Случай целых неотрицательных к р а т ­
ных корней существенно не выделяется ,  и соответствующие решения 
определяются  по общим фо рм улам .  П редполож им,  что х аракт ери ст ич е ­
ское уравнение  (2 ) имеет  м н о ж и тел ь  (к +  s ) m (число s — m -кратный ко ­
рень) .  К а к  известно,  обычные т  решений,  соответствующие тако му х а ­
рактеристическому числу, имеют вид x r * \ n h \x\  (k =  О, I, . . . ,  т — I).  
До по лни те льн ые  решения при k Ф  О определяю тся  стандартной ф о р м у ­
лой x~s In* Iх I s g n  х.  При k — О функц ия x~s s g n  х  не явл яе т с я  решением,  
недостающи м решением будет И(лс). Напр име р,  легко  проверить,  что 
частными решениями уравнения  второго поря дка  (s =  I, т  =  2 ):

+  3 x I u + ^  =  0  (2 0 )

будут  четыре  линейно незав иси мые функции х ~ \  .v—1 I п | ,v | , б (х) ,
.V- 1  In I х I s g n  х.

Зам етим ,  что полученные здесь результаты,  в частности,  удвоения  
числа линейно независимых решений,  не противоречат  обычным теоре­
мам теории обыкновенных д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений.  Утверждение  
о том,-что  ди ф ферен ц иа льн ое  уравнение  п -го поряд ка  имеет  п  линейно 
нез ависимых частных решений,  д о ка зы ваетс я  д ля  ин тер вала ,  на котором 
нет особых точек. В нашем случа е  х  =  О является  особой точкой, и это 
утвержде ние  для  интерв ала ,  вкл ю ча ю щего особую точку,  уж е  недейст­
вительно.

Аналогичные ситуации имеют место д ля  других диф ференц иал ьны х 
уравнений,  в частности д л я  уравнен ия  Бесселя  [6].
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У Д К  535.513
А. Д . Т И Т О В

П О Л Я Р И З А Ц И О Н Н Ы Е  СВОЙСТВА  
ПРЯМОУГО ЛЬ НОГО С В ЕТ ОВОЗ ВР АЩ АТЕ ЛЯ .

2. М Е Т А Л Л И З А Ц И Я  ЧАСТИ ОТ РАЖ АЮ ЩИХ  ГРАНЕЙ

В работ е  [I] исследованы по ляриз ац ионны е свойства  прямоугольных 
световоз вращ ател ей ( П С В ) ,  все три боковые о т р а ж а ю щ и е  грани кото­
рых металлиз и ро ваны  двумя или тремя  м ета ллам и.  В данной работе  
ана лиз и ру ю тся  ПСВ,  имеющие одну или две  о т р а ж а ю щ и е  грани,  р а б о ­
та ю щ и е  в р е ж и м е  полного внутреннего о тр аж ен и я  ( П В О ) .  Соответст­
венно две  или одна боковые грани ме тал лиз ир ова ны ,  причем рассмотре­
ны случаи использования  к ак  одного,  т а к  и двух  металлов.

Численный анал из  матри чным методом Д ж о н с а  [2— 5] с учетом си м­
метрии П С В  показал ,  что полное пре дставление  о поляриз ац ион ны х

Рис. I. Зависимости эллиптичности поляризации tg  (5. и азимута  ориентации большой 
оси эллипса поляризации а Вых вы ходящ его  излучения от азимута поляризации а ве 
входного лйнеіпіо-полярнзованного света дл я  ^  =  500 нм и п =  1,5. Цифры обозначают 
номера секторов фронтальной грани (штрихи относятся к нижним наборам металлов)"

24



(I'! An.,X

Рис. 2. Зависимости от показателя преломления максималь­
ных значений эллиптичности поляризации пучков, вы ходя­
щих из ПСВ типа M 1M2FL Цифры обозначают номера сек­

торов фронтальной грани

свойствах  у ка за н н ы х св ето во зв ращ ат елей можно получить,  изучив 
структуры,  обозначенные нами  к ак  П П М  (явление  П В О  на 1-й и 2-й 
о т р а ж а ю щ и х  гранях ,  м е та л л и з а ц и я  3-й грани,  рис. I [I])  и М М П  в сл у­
чае использования  одного ме та л л а  и М і М 2П —  в случае  использования  
двух металлов .  Все иные во зм ожн ые  вар иа нт ы  мета ллиз ац ии  и неме- 
т ал ли за ци и граней сводятся к простой перенумерации секторов фрон­
тальной грани.

Л ин ейн о-по ляр из ованн ый свет, па д аю щ и й  на П С В  перпендикулярно 
его фронтально й грани,  становится на выходе  в обще м случае  эллип ти­
чески по ляри зо ван ны м (см. рис. I ) .  Причем к а ж д ы й  из шести секторов 
фронтальной грани формирует  отраж ен н ы й  пучок со своим, отличным 
от других, -состоянием поляризации.  На  рис. I для  сравнения  приведены 
поляриз ац ион ны е ха ракт ерист ики пучка,  вы ходящего  из 1 -го сектора  све­
т о в о зв ращателя ,  все три боковые грани которого рабо таю т  на эффекте
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П В О  (штриховые кривые) и серебрёны (штрих-пунктирные кривые) .  
Д л я  зависимостей t g p ( a BX) хар акт ерн ы  общие закономерности [2]: в 
интер вале  a Rx =  0° . . . 180° имеют место по дв а  ми нимум а и максим ума ,  
в точках  минимумов отраже нн ый свет линейно-поляризован.  З а в и с и м о с ­
ти а Вых(сівх) д ля  некоторых секторов близки к линейным, причем с ро с ­
том авх имеет  место как  увеличение,  та к  и уменьшение  а Вых- Очевидно,  
что часть секторов  исследуемых П С В  формир ует  отр а ж е н н о е  излучение  
с поляризац ионны ми ха ракте рис тикам и,  близкими хара кт ерис тик ам  
пучков,  о т ра ж ен н ы х  призменными с в ето воз вра щ ател ям и П В О ,  остальные 
секторы рабо таю т  аналогично моно ме талл и зи ро ванн ым  ПСВ.

Н а  рис. 2 приведены зависимости м акс и м ал ьн ых  значений эл ли п ти ч ­
ности от раж ен ны х пучков ( t g  (S)max от п ок аза те ля  пр елом ления  п  при 
дл и не  волны Я =  500 нм для  П С В  типа  А^МоП. Здесь  ж е  штриховой 
кривой по к аза на  ана логи чна я  зав исимость  д л я  с в ето во з вр ащ ател я  ПВО,

(IqAmx

Рис. 3. Зависимости от показателя  преломления максимальных 
значений эллиптичности поляризации пучков, вы ходящих из ПСВ 
типа П П М  и ММ П. Сплошные кривые отвечают первым, а штри­

х о в ы е — вторы-м секторам ф ронтальной  грани
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0.0172“

Рпс. 4. Зависимости показателя  преломления, соответствующего минимуму 
максимальной эллиптичности пучка, выходящего из второго сектора ГІСВ 
типа ПП М , и самих значений максимальной эллиптичности от длины вол­

ны падающего света

од ин ак ов ая  для  всех шести о т р а ж е н н ы х  пучков.  П о к аза тел и  пр елом ле ­
ния вз яты  из [6]. Рис. 3 иллюс триру ет  функцио нал ьн ую связь  ( t g |3 )max(n ) 
д л я  структур  П П М  и М М П .  К а ж д о й  точке кривых на  рис. 2, 3 соответ-

ш а х  гтлствует свое конкретное  значение  а вх • JaK же,  ка к  и световоз вращ ател ь  
ПВО,  исследуемые ПС В по зволяю т пре об разо вать  линейно-поляризован-  
пое п ад аю щ ее излучение в циркул яр но -п оляр из ов ан но е  отраженное .  Это 
в озм ож но  не для  одного единственного значени я  п о к а з а те л я  пр елом ле­
ния (п =  1,7675, GIbx ра зличен д л я  всех шести пучков [2]).  Н апр им ер ,  при 
Я =  500 нм для  первых пучков П С В  типа  П П М  такими по ка зател ями 
прелом ления  явл яю тся  зн аче ния  п =  1,5602; 2,0161; 1,2633; 1,4612 соот­
ветственно д л я  серебрёной,  алюминированной,  золочёной и меднёной 
третьей грани. Отметим отсутствующее у известных призменны х и моно- 
м ета ллиз и ро ванн ы х П С В  свойство пучков,  вы хо дящ их  из некоторых се к­
торов фронт альн ой грани,  со хра нят ь  по ляриза ци ю близкой к линейной 
независимо от аз им ута  п о ляри за ц ии  пад аю щ его  света.  Это свойство х а ­
рактерно д л я  точек  я Кр кр и вы х  рис. 3, наиболее близких к оси абсцисс. 
Рис. 4 иллюс триру ет  д л я  пучков,  выхо дящ их  из вторых секторов  П СВ  
типа  П П М ,  зависимости таких  критических п ок аза тел ей  прело мления /?кр 
от дли ны волны пад аю щ его  света.  Здесь  ж е  приведены соответствующие 
зависимости м акс им альн ой эллиптичности пол яриз ац ии  этих  пучков. 
Видно, что д ан н ы е  П С В  имеют существенно меньшую эллиптичность 
пол яризации выходящего  света,  чем м ета л л и зи р о в ан н ы е  с в е то в о з в р ащ а ­
тели [2]. Напр име р,  д л я  Я =  600 нм критический п о к а з а те л ь  п релом ле ­
ния равен  я Кр =  1,4288; 1,2957; 1,6149; 1,5854 при соответственно сереб ­
рёной, алюминированной,  золочёной и меднёной третьей грани.  При этом 
м ак си м ал ьн ые  з начения  эллиптичности равны:  ( tg(3)max =  0,0029; 0,0132; 
0,0167; 0,0148. С в е т о в о з в р а щ а т е ль  с тремя серебрёными гранями при 
таких Я и «кр имеет  значени я  ( tg (3 )nuix =  0,0608; 0,0485; 0,0797; 0,0766.

Средние  коэффиц иен ты  о т р а ж е н и я  (в процентах)  ПС В ,  не все боко ­
вые грани которых мета ллиз и ров аны ,  приведены в та блице .  Усреднение 
проводилось по азимуту  п ол яриз ац ии  пад аю щ его  излучения  в к аж д о м  
из шести вариан тов  отр аж ен и я ,  затем  оп реде лял ся  средний коэ ффици­
ент [7]. Важно,  что эти П С В  имеют существенно больш ие ко эф фициен ­
ты отраже ни я ,  чем о т р а ж а те л и ,  все боковые .грани которых мета ллиз и­
рованы  [1 ,7 ] .  . '
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М еталлизированны е ПС В, и =  1,5

П п П п Ag Al Au Cu Ag Ag Ag Al Al Au

I = П п п п Ag Al Au Cu A l Au Cu Au Cu Cu

5 °  I Ag Al Au Cu п п п п П п П п п п

400 94 89 33 52 8 8 78 10 27 83 30 49 29 46 17
500 97 87 50 58 95 76 25 33 85 49 56 44 50 29
600 98 8 6 90 91 96 74 80 82 84 8 8 89 77 78 81
700 98 83 95 95 96 69 91 90 81 93 93 79 79 91
800 98 80 96 96 96 64 92 92 79 94 94 77 77 92
900 98 8 ! 97 96 97 6 6 93 93 80 95 95 78 78 93

1000 98 8 8 97 97 97 77 94 94 8 6 95 95 85 85 94

Выявленн ые  в раб оте  по ляри зац ион ны е свойства  прямоугольны х све­
тов оз вра щ ателей  р а с ш и р я ю т  возможности их исп ользования  д ля  опти­
мизации па раметров  оптических устройств.
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С. К. Г О Р Б А Ц Е В И Ч ,  И. М. ГУ Л И С . P A M M A  Я Ш В А Н Т Р А О  ( М а вр и к и й )

В Л И Я Н И Е  Б Е З Ы З Л У Ч А Т Е Л Ь Н О Г О  
И НДУКТ И В HO-Р Е ЗО Н  AHCHO  EO ПЕ РЕ НО СА  ЭН ЕРГИ И  

Э Л Е К Т Р О Н Н О Г О  В О З Б У Ж Д Е Н И Я  
НА С П Е К Т Р А Л Ь Н О - К И Н Е Т И Ч Е С К И Е  Х А Р А КТ Е РИ СТ ИК И  

З А М Е Д Л Е Н Н О Й  Ф Л У О Р Е С Ц Е Н Ц И И  
Т В Е Р Д Ы Х  РАСТ ВО РО В П Р О Ф Л А В И Н А

Вопрос о влиянии индуктивно-резонансного  переноса энергии эл ект ­
ронного возб уж дени я  на спек тральные ,  пол яриз ац ио нн ые  и временные 
ха ра кт ерис тик и флуоресц енции с л о ж н ы х  молеку л в условиях неодно­
родного уширени я уровней энергии изучен достаточно подробно (см. 
напр. ,  [ I — 4]).  Од на ко  его пр оя вл ен ия  (речь идет об 5 — S -переносе эн ер­
гии) в сп ек трал ьн ых и временн ых х а р а к т е р и с т и к а х  фосфоресценции и 
зам едл енн ой флуоресценции (ЗФ )  пра ктически еще не изучались.

В качестве объектов  ис следования  выбер ем  раствор  профлавин а  в 
п ленках  поливинилового  спирта  ( П В С ) ,  х а р а кт ерис тик и ЗФ  которого 
достаточно хорошо изучены,  а для  ис следо вания  гетеропереноса  энергии 
воспользуемся  классической донорно-акцепторной парой профлавин — 
ро дам и н 6 G ( твердые раство ры в П В С ) .

На рис. I приведены спектр поглощения (кривая  I )  и ЗФ  (кривые 
2 , 3 ) про ф лавин а  в пленке  поливинилового спирта  при температуре  
295 К  для  кон центраций пр оф лави на ,  р авны х  5 • IO-5  и 4 ■ 10~3 моль/л
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Рис. I. Спектры поглощения ( I)  и замедленной флуоресцен­
ции (2, 3) профлавина в матрице ГІВС, С = 5 - 1 0 ~ 5 (2, 4) и 
4 • IO^3 моль/л (3,5). Зависимости среднего времени жизни 

замедленной флуоресценции от частоты регистрации (4,5)

соответственно.  С лабы й максимум в области  17500 см - 1  соответствует 
фосфоресценции (при данной температуре  в к л а д  фосфоресценции в з а ­
медленное  свечение м а л ) .  В ре зу льтат е  нап равленности индуктивно-ре­
зонансного переноса энергии м е ж д у  синглетными уровнями пр оф лавин а  
спектр З Ф  сдвигается  в низкочастотную сторону по отношению к спектру  
ЗФ в отсутствие  переноса энергии (см. рис I, кривые  2, 3 ) .

На рис. I (кривые 4, 5) приведены зависимости среднего времени 
жизни З Ф  пр оф лавин а  от частоты регистрации по спектру испускания  
для  р а з н ы х  концентраций профлавин а .  К а к  видим,  при увеличении кон­
центрации пр оф лавина  до величины, при которой возмо жен  перенос 
энергии, время жи зн и З Ф  сокр ащается .  Вследствие  того, что индуктив­
но-резонансный перенос энергии м е ж д у  синглетными состояниями с л о ж ­
ных молеку л протекает  за  времена ,  соизмеримые с временем жизни  
5 г состояния,  а м е ж д у  триплетными состояниями — запрещен,  влияние 
переноса  энергии на кинетику З Ф  носит опосредованный хара кт ер  и св я ­
зано со спектральной гетерогенностью времени жизни З Ф  и н а п р ав л е н ­
ностью переноса  энергии электронного  воз буждени я.  Действительно,  как  
было показано  в р а бо тах  [5, 6 ],  время ж и з н и  З Ф  с ростом частоты 
регистрации увеличивается .  В результате  S  — 5 -переноса  энергии эл е к т ­
ронного возб уж де ния  (в силу его направленности)  повышается  в к л а д  в 
свечение низкочастотных центров,  о б л а д а ю щ и х  меньшим временем ж и з ­
ни ЗФ,  поэтому су мма рно е  время жизни З Ф  концентрированных р а с т ­
воров про флавин а  в твердых матр и ца х П В С  ока зы ва ется  более низким,  
чем д л я  разбавлен ных .  По мере  уменьшения частоты регистрации это 
различие  падает.

Если перенос энергии происходит  м е ж д у  молеку лами различного  ти ­
па (гетероперенос) ,  то наличие  переноса энергии т а к ж е  приводит  к сни­
жению времени жи зн и З Ф  донора .  Н ап р и мер ,  д л я  тверды х растворов  
про флавин а  в матрице  ПВС ,  когда  в качестве  акцептора  использовался  
родамин 6 G, при наличии 5  —  5-пер ено са  энергии время жизни ЗФ  
донора  с о к р ащ аетс я  с 0,31 до  0,28 с. О д н а к о  причины сни жения времени
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жи зн и при гетеропереносе и гомопереносе энергии различны.  Д е й с т в и ­
тельно,  к а к  следует из в ы ра ж ени я  ( I ) ,  для  времени ж и з н и  замедленной 
флуоресценции [7] при увеличении константы K n скорости безызлуча-  
тельного перехода из S i -состояния врем я ж и зн и  З Ф  уменьшается :

где Tf;/ — время жи зн и ЗФ;  Kg, Kr — константы интеркомбинационной 
( S I —-Ti )  и обратной интеркомбинационной конверсии соответственно; 
Km — константа  интеркомбинационной конверсии в основное  состояние; 
Kf ,  Kph —  изл уч ате льные  константы флуоресценции и фосфоресценции 
соответственно.

Перенос  энергии из S i -состояния м олеку лы  п р о ф лавин а  на молекулу 
р о д ам и н а  6 G можно ра ссм ат ри вать  к а к  дополнительный к а н а л  безызлу-  
чательной дез ак ти вац и и  уровня  S i и поэтому он д о л ж е н  приводить к по ­
нижению н аблю даем ог о  времени з а т у х а н и я  З Ф  про фл авина .

П р о а н а л и зи р у е м  подробнее  вопрос  о тушении флуоресценции и ЗФ  
донора .

Вокруг  молеку лы донора  опишем сферу ра диуса  R >  2Ro, где R 0 — 
критический радиус  переноса.  Нетрудно  показать ,  что если в выдел ен­
ном объеме находится N  молекул акцептора,  то для  величин квантовых 
выходов  флу оресценции и З Ф  доно ра  (cpf, ср$ )  мож н о  записать :

Соответственно д л я  сенсибили зи рованны х флуоресценции и ЗФ 
акц ептора  имеем:

В качестве  одного из критериев  эффектив нос ти  переноса использует­
ся отношение квантового  выхода  сенсибилизированного  свечения к к в а н ­
товому выходу люминесценции донора .  Если не принимать  во внимание  
статистическое распр еделени е  по рассто яни ям  м е ж д у  м олеку лами доно­
ра  и акцептора,  сущ ествующ ее в реал ьн ом  растворе ,  то, к а к  видно из 
(2, 3),  соответствующее отношение д л я  зам ед лен н ого  свечения cpd/ДрІ/ 
равно cpf/cpf.C качественной стороны ясно, что пр остр анственн ая  неодно­
родность  и сил ьна я  зав исимость  вероятности индуктивно-резонансного 
переноса от р ассто ян и я  д о л ж н ы  определен ным  об ра з ом  повлиять на р е ­
зультат ,  полученный д л я  а н с а м бл я  молекул.  Действительно,  в силу кон­
куренции процессов переноса энергии и интерком бин ацио нной кон вер­
сии в триплетное  состояние будут переходить  преимущественно молекулы 
донора ,  н а хо дящ и ес я  в не б лагоп рия тном  д л я  переноса  энергии о к р у ж е ­
нии. В резу льт ат е  в спектре З Ф  интенсивность полосы донора  по отно­
шению к полосе ак ц епт ора  о к а ж е т с я  большей,  чем в спектре  ф л у о р е ­
сценции.

Д л я  количественного решения з а д ач и  необходимо провести конфигу­
рационное  усреднение в ы ра ж ени й (2, 3) .  Д л я  простоты пренебрежем 
переносом энергии по донору,  т. е. будем считать,  что его концентрация 
достаточно м а л а .  З а д а ч а  о нах ож де ни и квантового выхода  флуоресцен-

(1)Kf +  Ku +  Kg ) ’

« ?
N

K f +  к
I =  I

KeKi (2\

------  - XiJb _
0£>

ГИИ.

Здесь Kpt  =

N

(3)



Ции донора  при наличии переноса энергии на акцептор в ан сам бл я х  м о­
леку л решена аналитически [8 ]. Однако процедура  аналитического н а ­
х ож де ния  усредненного по анса мблю  < q v / >  нат ал ки вается  на т р у д ­
ности. Поэт ому мы ограничимся  аналитическим решением д ля  случая  
низких концентраций и па ра ллель но  проведем численный расчет д л я  ш и ­
рокого д и а п а з о н а  концентраций.

Д л я  аналитического  вычисления  усредненных по ансам блю значений 
квантов ых  выходов < ф f (df ]> ограничимся  областью концентрации,  для  
которых вероятность попадания  в выделенный объем двух и более м о л е ­
кул акцептора  мала .  Тогда  д л я  усредненных по ан самбл ю  значений 
кв ан товых выходов  <<pf((i / j >  справ едлив ы выраже ни я :

<<pf(d/) >  =  Po < Ф Д Д )> Л Ь = 0  +  P I < ф ш / ) > Л '= Ь
А а (. )

< ф /(<//)> =  P  1<Ф/(<Ц)>Л'=1-

Здесь  Po и P I — о пре деляемые распределением П уа ссон а  вероятности 
отсутствия  и попадания  одной молеку лы акцептора  в выделенный объем 
соответственно;  <ф.пв7) > . v = i  — усредненные по расстояниям ме жд у м о ­
л е к у л а м и  донора  и акцептора значения  кванто вых выходов  ф луоре сц ен­
ции (замедленной флуоресценции) донора  (акцептора)  при условии,  
что в выделенном объеме находится  одна  молек ул а  акцептора;  
<ФИй))>л '=о — значения  квантовых выходов при условии,  что в в ы д е ­
ленном объе ме отсутствует м ол еку ла  акцептора  (определяется  из в ы р а ­
ж ен ий (2, 3) ,  если положить  константу  переноса  равной нулю) .  У сред ­
ненные значени я  величин квантовых выходов  <фцй/))> а - = і  опр еделяются  
следующим выраже ни ем:

R

<<Pf>((df j >N= l  =  ~ р г \  /‘2ФHdf) dr. (5)
0

Здесь  ф/У<ц) определяется  из (2, 3) при N  =  I.
Аналитический расчет по описанной процедуре  дае т  д л я  низких кон­

центраций акцептора <  C0 =  ' j  и в предположении феф< <  I

(ГДе f '  “  К „ Т к ! + К »  ’ ф' = « ,  +  * (  + < г )  результат:

,  £) D 0 / ,  Я  С
< Ф / > ~ Ф / “ I - “S’ -сГ

^  Щ  A 0 Я  С< ф /  >  як Ф, - у  ~с

,  о г  \  (6)
< ф ° ц >  S »  ф , ° 1’ ф ,  ф е  ^  I  —  - J -  Я  -  

< Ф d f >  ~  ф / 5’  ф <  ф е  - J -

С„

Здесь  ф / \  ф/4° — к вантовые  выходы флуоресценции д о но ра  и акцептора  
в отсутствие  переноса энергии.

И з  соотношения (6 ) получаем,  что д л я  ма л ы х  С/Со отношение  
<q>df>I <<fdf> к <ф/4> / < cpf*>  (обозначим его р) приблизительно р а в ­
но 0,5. (Н апо мни м,  что без учета  статистического распр еделени я  р а с ­
стояний м е ж д у  мо л еку л ам и  д о но ра  и акцепт ора  ( 3 = 1 ) .

Д л я  области  более высоких концентраций проведен численный р а с ­
чет интенсивности флуоресценции и за медл енн ой флуоресценции по с ле ­
дующ ей модели.  Вокруг  молеку лы доно ра  описали куб с ребром 20 нм, 
в центр которого поместили м ол еку лу  донора .  Д а л е е ,  исходя из в ы б р а н ­
ной средней концентрации акцептора ,  случа йн ым о б ра з ом  (в соответст­
вии с распределен ием П уассона )  опр еделили число молек ул  акцептора ,  
которые стохастически расп редел и ли  в пр ед ел ах  выделенного  кубиче-
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C 4. м о л ь / л

Рис. 2. Результаты  расчета концентрационных зависимостей квантовых 
выходов флуоресценции (I,  3) и замедленной флуоресценции донора 
(I ,  2) и акцептора (3, 4).  Зависимости величины (3 от концентрации 
акцептора (5, 6);  аналитический расчет для  С/С0<  I (5), численное

моделирование (6)

ского об ъема.  Д л я  полученной таки м  об раз ом  группы молекул,  исполь­
зуя  в ы р аж ен и я  (2, 3 ),  рассчи тал и значения  ква н товых  выходов  флуорес­
ценции и З Ф  для  д о н о р а  и акц епт ора  (критический ради ус  переноса был 
вы бран  5 нм) .  Д а л ее ,  проводя  у ка за н н ую  процеду ру  многократно,  мы 
получили усредненные по а н сам бл ю  зн ач ени я  кв ан тов ых выходов 

>■ Р е з у л ь т а ты  такого  расчета  п ре дс тавлены  на рис. 2. Из  рисун­
ка  видно, что тушение  З Ф  д о но ра  с ростом концен траци и акцептора  опи­
сывается  более крутой зависимостью,  чем тушение  быстрой флуоресцен­
ции (см. кривые I, 2 ).  З а ви си м ос ть  квантового  вы хода  сенсибилизиро­
ванной ЗФ  а к ц епт ор а  яв л яе т с я  немонотонной ( к р и в а я  4 ) .  Полученная  в 
численном расчете  велич ина  р близ ка  к 0,5 в обла сти  низких кон цен тра­
ций. Н е бол ьш ое  отличие  объяснимо,  т ак  к а к  в ы р а ж е н и я  (6 ) получены в 
пред положении срдрг <С I, а к р и в а я  5 я в ляе тся  ре зу льт ат ом  аналитиче­
ского расчета  без этого допущен ия.  С пов ышением концентрации акцеп­
тора  величина р с н и ж а е тс я  (к р и в ая  5) .  В эксперим ент е  (в качестве  д о ­
нора  был в ы б р а н  про флавин ,  Cd =  2 • IO-3 моль/л ,  акцептора  — р о д а ­
мин 6 G, Сд =  2 • IO-4 м оль/л )  получена  величина  р =  0,8, т. е. величина  
P <  I, что свидетельствует  о проявлении  описанного  эф фек та .  То обстоя­
тельство,  что по луче нна я  велич ина  з ам етн о  вы ш е  расчетной,  обусловле­
но миграцией энергии по м о л е к у л а м  донора ,  в р е зу льт ат е  которой проис­
ходит  «перем еш ива ние» ко н фи гурац ий  с разл и ч н ы м и  расстояниями Год. 
Испо льзов ани е  в эк спе рим ент е  высокой концен траци и донора  было вы ­
звано необходимостью иск лючения осложнений,  связанн ых  с непосред­
ственным во зб уж дени ем  акцептора .
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Т а к и м  о б р а з о м  п о к аз а н о ,  что  р е з у л ь т а т о м  си нг л ет -си н гл ет н о го  и н ­
д у к т и в н о - р е з о н а н с н о г о  пе р е н о с а  э н ерг ии  я в л я е т с я  с о к р а щ е н и е  д л и т е л ь ­
ности ЗФ.  К р о м е  того,  с о о т н о ш ен и е  инте нси вно ст ей  ф л у о р е с ц е н ц и и  д о ­
но ра  и с е н с и б и л и з и р о в а н н о й  ф л у о р е с ц е н ц и и  а к ц е п т о р а  р а з л и ч н ы  д л я  
б ы с т р о г о  и з а м е д л е н н о г о  св ечения .
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У Д К  539.193/194:661.729

И. П. ЗЯ Т Ы уО В ,  И. Д . К Н Я Ж Е В И Ч ,
В. II. Г О Г О Л И Н С К И Й ,  Г. А. П И Ц Е В И Ч

К В АН ТО ВО ХИ М И ЧЕ СКИ Е РАСЧЕТЫ СТРУКТУРЫ  
И К О Н Ф О РМ А Ц И Й  К Р Е М Н И Й О Р Е А Н И Ч Е С К И Х  П Е Р О К С И Д О В

Н а м и  проведены квантовохимические  расчеты геометрического  строе­
ния и электронной структуры р я д а  органических и кремнийорганических 
пероксидов.  Р асч ет  проводился  квантовохимическим полуэмпирическим 
методом M O  JIKAO в при бл иж ен ии  M N D O  с полной опт имизацией всех 
геометрических параметров .  Б ы л а  исполь зо ван а  п а р а м е т р и з а ц и я  д ля  
кремния из ра бо ты  [I]. Б ы л и  изучены метилпероксид C H 3O O C H 3 ( I ) ,  
трет-бутилпероксид ( C H 3) 3C O O C ( C H 3) 3 ( I I ) ,  триметилсилил-трег-бутил-  
пероксид ( C H 3) 3S i O O C ( C H 3) 3 ( I I I ) ,  хлордиметилсилил-трег-бутилпе-  
роксид ( C H 3) 3C O O S i ( C H 3) 2Cl ( IV) ,  бис - ( три мет илс или л)  пероксид 
( C H 3) 3S iO OSi  ( C H 3) 3 ( V ) , З-метил-З-триметилсилилперокси-1-бутинпе-  
роксид H C = C C ( C H 3) 2O O S i ( C H 3) 3 (VI) ,  1,1-диметил-2-пропинил-трег-  
бутилпероксид H C  =  C C ( C h 3) 2O O C ( C H 3) 3 (V II ) .

Д л я  пероксидов I, I I h V b  л и тер ату ре  имеются  д ан н ы е  рентгенострук­
турного а н а л и з а  и электронной ди ф р ак ц и и  в газовой ф а з е  [2— 4], р е з у л ь ­
таты квантовохимического  расч ет а  в при бл иж ен ии  M I N D O / 3 [5], а д ля  
пероксида  I — данн ые  неэмпирического  квантовохимического  расче та  с 
использованием базиса  4— 2 1 G [6]. Р е з у л ь т а ты  на ших  расчетов в п р и ­
ближен ии  M N D O  и другие  эк спе ри м ент альн ы е  и расчетные да н ны е  пр и­
ведены в табл .  I— 4.

Д л я  всех изученных пероксидов  I— VII  M N D O  расчет  у к а з ы в а е т  на 
наличие  « d -эффекта» ,  т. е. ис к а ж е н и е  симметрии С 3у  трег-бутильного 
фрагмент а ,  отмеченное  в [3] д л я  пер оксида  III  по дан ны м рентгенострук­
турного а н а л и з а  (углы CCO  (Ф и X) и CSi O  (Ф и X) в табл .  I— 4).

Ра ссмот ри м полученные р е зу льт ат ы  применительно к основным гео­
метрическим п а р а м е т р а м  мол ек ул  пероксидов.

I. 0  — 0  связь.  П ол уэм пирические  ква нтовохимические  расчеты,  к ак  
известно,  д аю т  зан и же нн ое  значение  дли ны  пероксидной связи,  что в и д ­
но из таблиц.  Экс п ер и мент ал ьн ые  р е з ул ьт ат ы  у к а з ы в а ю т  на увеличение  
дл и ны  пероксидной связи в р я ду  пероксидов  I, II, V, в то вр емя  к а к  р а с ­
четы методом M N D O  и M I N D 0 / 3  д а ю т  увеличение  дл и ны  О — О связи 
при переходе от пероксида  I к II (оба  органические) ,  но уменьшение  ее
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Т а б л и ц а  I
Рассчитанные и экспериментальные 

геометрические параметры молекулы пероксида I

П а р а м е т р  
(нм, г р а д )

Р а с ч е т
M N D O

Э к с п е р и ­
м е н т  [2 ]

Р а с ч е т  
M I N D O / 3  [ 5 ]

Р а с ч е т  
4 - 2 1 G  [ 6 ]

01о

0 ,1297 0,1457 0,1394 0,1411

п I о 0 ,1417 0, 1420 0,1352 0,1422
COO 113.4 105,2 115,0 105,4
ОСН(Ф) 105,6 — — 105,8
OCH (X) 112,6 — — 111,1
COOC 142,9 119(10) 109,6 115,5

Т а б л и ц а  2
Рассчитанные и экспериментальные 

геометрические параметры молекулы пероксида II

П а р а м е т р  
(н м ,  г р а д )

Р а с ч е т
M N D O

Э к с п е р и ­
м е н т  [ 3 ]

Э к с п е р и ­
м е н т  [ 4 ]

Р а с ч е т  
M I N D O / 3 [ 5 ]

0 — 0 0,1299 0,1478 0 ,1480 0,1410
C - O 0,1437 0 ,1439 0,1460 0,1387

C - C 0,1564 0 ,1532 0 ,1523 —

COO 114,8 106,7 103,9 114,5

ССО(Ф) 103,1 100,7 — —

CCO(X) 111,8 110,8 ■ — —
COOC 178,3 164,0(4) 165,8 174,4

Т а б л и ц а  3
Рассчитанные и экспериментальные 

геометрические параметры молекулы пероксида V

П а р а м е т р  
(нм, г р а д )

Р а с ч е т
M N D O

Э к с п е р и м е н т
[ 4 ]

Р асч ет  
M I N D O / 3 [ 5 ]

0 - 0 0 ,1275 0,1481 0,1393

S i - O 0 ,1769 0,1681 0,1683

S i - C 0,1856 0 ,1855 —

SiOO 112,1 106,6(1,4) 113,3

CSiO(®) 102,6 — —
OSiO (X) 109,6 — —

SiOOSi 179,5 143,5(6,0) 179,9

при переходе от  II к V, когда  в пероксидной цепочке углерод за меняе тся  
на кремний.  Б л и ж е  всего к эк сп ер им ен тальн ой величине  длины О — О 
связи о к а з а л с я  ре з у л ь т ат  неэмпирического р асче та  в базисе  4— 21 G для  
пе роксида  I.

2. Двугранный угол при О — О связи. Р а с че т  пре дска зы вает  трансо- 
идное строение  пероксидной цепочки практически д л я  всех изученных 
пероксидов ,  кро ме  пер оксида  I и хлорзамегценного  пер оксида  IV. Тот ж е  
р езу л ьт ат  д ае т  и расчет  M I N D O / 3. Д а н н ы е  структурн ых исследований 
у к а з ы в а ю т  на увеличение  двугр ан ног о  у г л а  при О — О связи с ростом 
о бъе ма  за мести те лей в пероксидной цепочке.  Так ,  например,  метопом
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Рассчитанные геометрические параметры 
молекул пероксидов III, IV, VI, VII

Т а б л и ц а  4

П а р а м е т р  
(нм, г р а д )

Номер пероксида

I I I IV VI VII

0 - 0 0,1283 0,1283 0,1283 0,1298

C - O 0 , 1 138 0,1440 0,1441 0,1441
0,1564 0,1565

C - C 0,1563 0,1563
0,1475 0,1474

S i - O 0,1770 0,1750 0,1770 —

S i - C 0,1856 0 ,1855 0,1856 —

S i - C l — 0,2128 — —
C s C — ■ .— 0,1196 0,1196
COO 115,8 115,9 115,4 115,4
SiOO 111,7 1 1 3 ,1 111,5 —
ССО(Ф) 103,6 103,3 103,4 103,1
CCO(X ) 111,6 111,5 112,0 111,8
CSiO(Q) 1 0 2 ,1 104,4 102,1 —
CSiO (X ) 109,5 113,9 109,5 —
t O-O 179,2 167,6 179,5 179,0

* T0-O обозначает двугранный угол при 0— 0 связи.

рентгеноструктурного  ана лиз а  для  пероксида  (C 6H 5) 3S i O O S i ( C 6H 5) 3 [7] 
д о ка за но  трансоидное  строение.

3. Длина С — О и Si — О связи. Ра сч ет  в пр иближ ении M N D O  хо ро ­
шо воспроизводит  длину С — О связи в сравнении с экспериме нта льным и 
р езу льт ат ам и д л я  пероксидов  I и I I 1 в отличие от расчета  M I N D O / 3, ко ­
торый з а н и ж а е т  ее величину. В изученном ряду  пероксидов дли н а  С— О 
связи меняется  незначительно.  Ра ссчи та н на я  дл и на  S i— О связи д л я  пе­
ро ксида  V з а в ы ш ен а  по сравнению с эксперим ент ально й величиной,  а 
т а к ж е  д анн ыми [7], где она  состав ила  0,1668 нм.

4. Другие  параметры. Д л и н а  связи С — С в изученном ря ду  перо­
ксидов практически постоянна.  Д л я  пероксидов VI и VII  на ряду с обы ч­
ной длиной С — С связи получено значение  0,1475 нм д л я  С— С связи,  
пр и мыка ю щ ей к тройной связи в третичном ф р агм ен те  (С — C =  C) .  
Д л и н а  связи C =  C, согласно расчету,  р ав н а  0,1196 нм. Д л я  сравнения,  
в м ол еку ле  метил аце ти лен а  H — C =  C— C H 3 [8] дл и ны  этих связей со­
с тав ляю т  0,1459 и 0,1202 нм соответственно.  Н а и б о л ь ш у ю  длину  имеет 
связь S i— Cl, дл и на  которой,  согласно расчету,  р авна  0,2128 нм. В а л е н т ­
ные углы SiO O в изученном ря ду  пероксидов  несколько изменяются  
(м акс им ально е  значение  д л я  пероксида  IV) ,  но всегда  меньше углов 
СОО,  что противоречит  эк спе ри мен тал ьн ы м данным .

Таки м образом,  квантовохимические  расчеты в пр иближ ени и M N D O  
неадекватно о т р а ж а ю т  часть  па раметро в  геометрии молекул и те нден­
ции их изменения  в изученном ряду  пероксидов.

В табл .  5 предста влены  порядки связей по Вибергу  в ал ен тн о св я за н ­
ных атомов изученного р я д а  и з а р я д ы  на  ато мах  кислорода .

Видно,  что влияние о к р у ж е н и я  ощутимо д л я  связей О — О и Si— О. 
П о р я до к  О — О связи последовательно растет  в ряду пероксидов при з а ­
мещении углерода  на кремний в пероксидной цепочке.

Н а иб ольши й из рассчи танны х порядков  О — О связи (0,9858) получен 
д л я  пероксида  V, у которого в пероксидной цепочке находятся  только 
атомы кремн ия (S i— О — О — Si) .
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Рассчитанные порядки связей по Вибергу 
и заряды  на атомах кислорода

Т а б л и ц а  5

Тип
связи

Номер пероксида

I и III IV V VI VII

C - O 0,969 0,947 0,948 0 ,942 — 0,942 0,940

0 - 0 0,973 0,972 0,983 0 ,982 0,986 0,985 0,974

S i - O — — 0,770 0 ,805 0,788 0,768 —

S i - C — — 0,877 0 ,874 0 ,877 0,878 —
0,946 0 ,945

C - C _ 0,953 0,953 0 ,954 —.
0,961 0,962

S i - C l — — — 0,755 — — —

C = C — — — — — 2,918 2 ,917

Заряды на * . —19 ...
атомах X  1,0 • 10 ІК.Л)

O 1 —0,195 —0,192 —0 , 185 —0,178 —0,396 —0,180 —0,187

O 2 —0,195 — 0,192 —0 , 404 —0,392 —0,396 —0,406 —0,194

Е. к Д ж  МОЛ!)

Зависимость энергии связи молекулы пероксида IV  от угла вращения 
группировки (C H 3)2Cl вокруг связи Si— О.



Несколь ко  меньшие порядки пероксидной связи получены для  перо­
ксидов III, IV и VII,  у которых в состав пероксидной цепочки входят  как 
углерод,  т ак  и кремний (С— О — О — Si) .  Причем наименьший в этой гр уп­
пе поряд ок О — О связи на бл юд ает ся  у хлорзамеще нного  пероксида  IV.

Группа органических пероксидов I, II и VII об ла д а е т  наименьшим и 
п ор яд ка м и связей О — О.

М акс и м ал ь н ы й  порядок Si— О связи наб людается  д л я  х л о р з а м е щ е н ­
ного пероксида  IV (для него ж е  длина  Si— О связи м и н и м а л ь н а ) .  Д л я  
других пероксидов  такой обратной зависимости не наблюдается .

П о р я д о к  связи С— С д л я  изученного ря да  пероксидов не меняется,  за  
исключением пероксида  VI.  В этом случае  д ля  связи С— C H 3 он меньше 
обычной величины, а д ля  связи С— C =  несколько больш е обычного.  
П о р я д о к  связи C =  C составил 2,918.

Из  вышеск азанн ого  видно, что пероксид IV по ряду па раметров  в ы ­
дел яется  в общем ряду.  Д л я  него возможно об разо ван ие  конформеров  
в зависимости от полож ени я атома Cl по отношению к S i— О связи.  Д л я  
уточнения  строения  воз мож н ых  кон формеров  был проведен M N D O  расчет 
д л я  случая  в ра щ ен ия  группировки ( C H 3) 2Cl вокруг  связи Si— О. Расчет  
проводился  при фиксированном угле при Si— О связи с шагом 30° (в о б ­
ласти  экстре мумов проводились уточняющие расчеты с меньшим шагом)  
с опт имизацией остальных пар аметров .  К ри в а я  зависимости энергии свя ­
зи мо лекул ы от угла  в ращен ия  пре дставлена  на рисунке.  Н али ч и е  двух 
минимумов ук а зы в а е т  на во зможн ость  образо ван ия  двух  кон формеров  
(углы при Si— О связи 30° и 195°). Об а  полож ения минимумов соответ­
ствуют гош-конформерам.

К а к  известно,  порядок  связи сл уж ит  показателем  прочности соответ­
ствующей связи.  Таким образом,  проведенные нами расчеты порядков  
пероксидных связей свидетельствуют об усилении прочности О — О связи 
при переходе от органических пероксидов  к кремнийорганическим,  т. е. 
п о д т в ер ж да ю т  известную из практики более высокую стабильность  
кремнийорганических пероксидов.
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С. В. С У Х В А Л О ,  Л  И. К О Н Ю Ш К О

СВОЙСТВА И Н Т Е Р М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х  
С О Е Д И Н Е Н И И  GdFe2 И ErFe2

И нтерметал лич еские  соединения на основе редк озе мельных  и пере­
ходных металлов  при вле к аю т  особое вни мание  ка к  м а те р и а лы  с уни­
ка льны ми свойствами,  п ре д ста вл яю щ и м и  интерес для  широкого  п р а к ­
тического применения.  Т ак и е  представители этого кл ас са  материалов ,  
ка к  соединения гадолиния и эрбия  с же лезом ,  могут найти применение
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в устройствах памяти в качестве носителя  инфо рмаци и ' [ I ] . Однако  по­
лученные к настояще му  времени сведения  о соединениях подобного т и ­
па недостаточны д ля  объяснения  природы их свойств.  В связи  с этим 
их применение сталк ива етс я  с рядом проблем научного и прак тичес ко­
го хара кт ер а .

В настояще й работе  д ля  объяснения  особенностей свойств соединений 
G d F e 2 и E r F e 2 в аморфн ом и кри сталлическом состояниях привлекается  
явление  магнитных ф азо вы х превращений.  С этой целью проведен ко мп­
лекс  экспериментов по их выявл ени ю в р а с с м ат р и в а е м ы х  м атериа лах .  
ЕІамй были изучены свойства  поли кр ист аллических массивн ых  образцов  
G d F e 2 и ам орфн ых пленок G d F e 2 и E r F e 2.

М ассивные об раз цы  в ы п л а в л я л и  дуговым методом.  П л ен ки  толщиной 
100  нм из готавлив али высокочастотным ион но-плазменным распы лени ­
ем. В дополнение к ст андартной методике очистки по д л о ж ек  применяли 
очистку в пл азм е  в течение 15 мин. Пред вари те льн ое  р а з р е ж е н и е  в к а ­
мере  со ста вл ял о 4 • ICF5 Па ,  д ав л е н и е  аргона  высшей очистки во время 
о с а ж д е н и я  пленок было 1,3 • IO" 1 П а .  Пленки на п ы л я л и  на  о х л а ж д а е ­
мые водой подложки.  С м е щ а ю щ е е  на п р яж е н и е  при напылении не исполь­
зова ли.  Состав  пленок опред еляли  с помощью химического а н а л и з а  с 
относительной погрешностью 2 -В 4 % д л я  ка ж д о го  компонента  [2]. Н а л и ­
чие аморфного  или пол икрис таллического  состояния  пленок вы явл ял и 
эле ктр оно граф ическ им методом.  Б ы л о  найдено,  что при нагреве пленок 
их ам орфно сть  со храня лась  до 600 К. Темпе ратур ны х изменений струк ­
туры поли кр ист аллических пленок о б н а р у ж е н о  не было.

Удельное  электросопротивление  опре де лял и потенциометрическим 
методом с погрешностью не более  I %. Намагниченн ость  пленок — с 
помощью магнитометра ,  константу  эффектив ной  магнитной ани зотро­
п и и — на анизометре  по методике,  пре дл оже нной в работ е  [3].  Н а м а г ­
ниченность массивных об раз цов  изм ер яли на вибраци онном магн ит омет ­
ре, теплофизические  эф фек ты  н а б л ю д а л и  термо графическ им методом.  
Погрешность  измерений механических моментов на анизометре состав­
л я л а  2 ч - 3 %, намагниченности на вибраци онном магнитометре  — не б о­
лее  5 %. Определение  константы эф фек тивно й анизотропии на анизом ет­
ре м ож ет  быть выполнено лиш ь с достаточно высокой погрешностью — 
около 40 %.

О б н а р у ж е н и е  ф а зо вы х магнитных пр евращени й в о б р аз ц а х  соедине­
ний и исследование  их особенностей проводили методом изучения з а ­
висимостей свойств от на п ря ж ен но сти магнитного  поля Fl в диа па зон е  
0 ч- 6 • IO5 А / М  и т емп ерат ур ы  на грева ни я  и о х л а ж д е н и я  в области 
150— 500 К д л я  аморфн ых  и 100— 800 К д л я  кри ста ллических образцов.

Ча сто й особенностью зависимости намагниченности массивных по ли­
кр и ст аллич еских  образ цов  G d F e 2 от на п ряж енн ости возр астаю щего  м а г ­
нитного поля  является  наличие при оп реде лен ных  значени ях  H переходов 
от на сы щ ени я  к изменению величины намагниченности.  К а к  известно [4], 
т акие  ано малии  могут иметь  место при нар ушении под влиянием м а гн и т ­
ного поля кол лин еарности ант ип ар а л л е л ь н о  ориентир ованных  подреше-  
точных векторов  намагниченности либо при ре а л и за ц и и  спин-переориен- 
т ац ион ны х переходов,  в ы зв ан н ы х  изменением Fl.

Х арак тер  темпе ратурн ой зависимости намагниченности (рис. I, а)  не 
соответствует бриллюэновскому:  на  кривой зависимости при опр ед елен­
ных зна ч ени ях  T  имеются участки немонотонного  изменения  на ма гн и чен ­
ности. Вблизи темп ерату рн ых  точек с ан о м ал ьн ы м  изменением н а м а г н и ­
ченности н аблю дает ся  темп ера ту рн ы й гистерезис.  В этих ж е  областях  
н а б л ю д а ю т с я  особенности темп ературн ой зависимости и других свойств 
G d F e 2, в частности электро-  и магни тосопротивления .  Н а  основании д а н ­
ных об ано мал ьн ом  изменении намагниченности и других свойств в о п р е ­
делен ны х и н те рв алах  темп ера ту р  мо ж н о  сде лать  за клю чение  о п ро тека ­
нии в этих  условиях ф азо вы х  пр ев ращ ени и неструктурного  типа.  Такой 
вывод п о д твер ж да ется  те рмо граф ич еск им и и дилатоме трическ ими  изм е­
рениями.  Получен ные  т е р м о г р а м м ы  (рис. 1, 6 ) пок азы вают,  что в темпе-
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a.(A-M2J1Kr

Рис. I. Температурная зависимость удельной намагниченности (отнесенной 
к единице массы) и ДТА — сигнала поликристаллических массивных о б ­

разцов G dFe2 во внешнем магнитном поле: 
а) 5,2 • 10е ( / ) ;  1,4 • IO3 (2); 4 ■ IOi (.3) А /М ;  б) 0 ( / )  и 1,2 ■ IO5 (2) А/м

ратурн ых  и н те р ва л ах  с аном альны м изменением намагниченности и д р у ­
гих свойств н аб лю даю тс я  тепловые эффекты.  В этой ж е  области  темп е­
ратур,  ка к  свидетельствуют д илатометрические  исследования ,  имеет  мес­
то т а к ж е  резкое  изменение  линейных разм еров  массивных образцов  
G d F e 2. Характерно,  что эффекты,  подобные ука зан ны м выше,  р а з в и в а ­
ются  в несколько этапов в достаточно широком те мп ературном интер­
вале .  Их особенности и т емп ерат ур н ая  область  проявлени я  за вис ят  от 
напр яже нност и магнитного  поля.  При отсутствии внешнего  магнитного 
поля  эти области расп оложе н ы приблизительно в следую щих ин тервалах  
температур:  HO— 120 и 360— 480 К.

Ано мальн ы е  изменения магнитных свойств ам орф н ы х и пол ик рис тал ­
лических пленок G d F e 2 о б н а р у ж е н ы  приблизительно в тех ж е  об ластях  
температур ,  которые были установлены для  массивных обр азц ов  G d F e 2.

К а к  и в случае  массивных образцов ,  в пленках  происходят  фазовые  
превращ ения,  вызванные изменением напряженности  магнитного поля 
(рис. 2) .  П р и  низких темп ера ту рах  в области  ф азо вы х  превращений 
магнитный гистерезис отсутствует.  Начи на я  с т емп ерату ры  270 К ано­
малии в виде резкого изменения намагниченности сопр овож даю тся  з н а ­
чительным гистерезисом по полю: форма гистерезисной петли близка  к 
прямоугольной.  В диапа зо не  360-f-400 К гистерезис  по полю изменяет 
знак,  причем имеет место возникновение  двойной или более сложной 
петли гистерезиса.

А но мальн ое  поведение  те мп ературной зависимости свойств,  преж де 
всего магнитных,  н аб л ю д ает ся  в пленках  E r F e 2. К а к  и в случае  G d F e 2, 
оно вызва но развитием ф азо в ы х  неструктурных превращений.  Прим ер 
темп ерату рн ых  зависимостей свойств, на которых ярко  пр оя вляется  р а з ­
витие подобных превращений,  по к аза н  на рис. 3. М о ж н о  видеть,  что тем ­
пературные д и апа зо ны  с ан о м ал и я м и  I s — f ( T)  и Kaф =  / С П  в пленках 
E r F e 2 имеют другое  местоположение  на температурно й шкале ,  чем в 
пленках  G d F e 2. Так,  при т е мп ера ту ра х  T <  300 К  какие-либо а н о м а ­
лии I s и Кэф в пленках  E r F e 2 полностью отсутствуют.  П е р в а я  аномал ия  
п а ра м етра  Kaф возни кае т  ли ш ь при T г» 300 К- Явно з а м е тн а я  аном алия  
лишь при T  >  400 К- З атем  происходит  чередо вание  ди ап азо но в  темп е­
ратур с ан омалия ми и без аномалии — I s и K aф- Вы явлен ны е  те м п е р а ­
турные аномалии,  к ак  правило,  имеют вид ос цилля ци й величин I s и Кэф-

Таким образом,  несмотря  на то, что ан ом алии  свойств в об разц ах  
G d F e 2 и E r F e 2 про являю тся  в различных  темп ерату рн ых диапазонах ,  
в общем плане  они схожи и часто имеют вид осцилляций.  В ди ап азо на х  
темп ер ату ры с ан ома лия ми свойств д л я  обоих соединений наб людается  
темп ературный гистерезис.

Сочетание  в определенных ди апа зо на х  T резких аном алий свойств, 
температурного гистерезиса,  термоэ ффе кто в  свидетельствует  о том, что 
как  в массивных,  та к  и в пленочных об р аз ц а х  обоих соединений реали-
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Рис. 2. Зависимость удельной намагниченности (отнесенной к единице о б ъ ­
ема) железо-гадолиниевых пленок от напряженности магнитного поля, из­
меренных при температурах 220 ( / ) ;  270 (2); 320 (3); 360 (4)\  370 (5);

400 (6) и 440 (7) К

Рис. 3. Температурная зависимость намагниченности и константы эф ф ек­
тивной анизотропии в пленках ErFe2 при напряженности магнитного поля

4 - IO5 А/м

зуются  темп ературн ые ф азовые пр евращени я с ха ракте рно й спецификой 
протекания.

Поскольку ,  по д ан н ы м  эксперимента ,  про явление  та ки х  превращений 
в на ибольш ей степени о т р а ж а е тс я  на  магнитных свойствах,  можно счи­
тать,  что их механизм связан  с из мерениями в спиновой системе,  обус­
л о в л и в а ю щ и м и  изменение магнитного состояния  м ате р и ала ,  в частности 
ориентации спинов. Та ко е  за кл ю чение  п о д тв ер ж дается  рассмотрением 
температурно го  поведения  равновесной ориентации вектора  н а м а г н и ­
ченности в про странственных координатах .  В случае  пленочных о б р а з ­
цов р авно весн ая  ориентация  вектора  намагниченности ( P O B H )  была  
ох а р а к т е р и з о в а н а  углом 0  м е ж д у  вы бран ны м на пр авлени ем  в плоскости 
пленки,  совмещенной с нап равлени ем  магнитного  поля,  и пространствен­
ной равновесной ориентацией вектора  намагниченности,  реализующейся  
при послед овательном изменении темп ературы.  Эксперим ентальн ое  опр е­
деление  P O B H  и н а хо ж де ни е  величины угла 0  осуществлялось  с по­
мощ ью одновременного  измерения  на вибрацио нном магнитометре  трех 
равновес ных  проекций вектора  намагниченности ( j f ,  J ysi  J ) -  Величина  0  
оце н ив алас ь  т а к ж е  из а н а л и з а  кр ив ых механических в р а щ а ю щ и х  мо­
ментов.

Ока за лос ь ,  что в облас ти  температур ,  где отсутствуют аном алии м а г ­
нитных свойств,  величина  0  либо остается  неизменной,  либо плавно из ме­
няется.  В т емп ера ту рн ы х  о б ла ст ях  с о с ц и лл яци ям и магнитных свойств 
зав исимость  0  =  f ( T )  т а к ж е  имеет  вид осцилляций.  Пери од  и амплитуда  
колеб аний величины 0  =  f ( T )  в ра зл ич ны х  д и а п а з о н а х  температур  р а з ­
личны. Н а ч а л о  коле ба ний  0  и их период в к а ж д о й  серии осцилляций з а ­
висят  от намагниченности нас ыщения,  кон стант  магнитной анизотропии 
и други х ф у н д ам е н та л ь н ы х  свойтв м а те р и а ла ,  технологической пре ды ­
стории образцов ,  скорости н а р а с т а н и я  Т.

О б н а р у ж е н н ы е  осци лляцион ные э ф ф ек ты  можно интерпретировать  
в р а м к а х  предста влени й о дина мич еских  нелинейных возб уж де ния х спи­
новой системы. Впервые полный теоретический а на лиз  возбужденных 
состояний одномерного ф е рр омагне тик а  выполнен в работе  Бете [6], 
который по к аза л ,  что они пр е д с та в л я ю т  собой неоднородности поля на-
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магниченное™,  вызванные взаимодействием спиновых волн. П р е д с т а в ­
ления  Бете  получили затем  д альн ей ш ее развит ие  в теории спиновых 
волн (напр. ,  [7]). П р я м о е  экспериментальное  обна руже ни е  э ф ф ек та  д и ­
намических нелинейных возбуждений в магнитных м ате ри ала х  до н а ­
стоящего времени не проводилось.

Экспери ментально е  изучение явления  температурной спиновой пере­
ориентации,  смы каю ще йся  с явлением спиновых осцилляций,  впервые 
было проведено в раб от ах  [8, 9] на примере  пленок интерметаллических 
соединений системы Gd — Co. В работе  [10] приведены эк спе ри ме нт аль­
ные д ан ны е  о температурной осцилляции равновесного  на пр авлени я  век­
тора  намагниченности в сп лавах  системы Fe— N i— Co.
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В .  В .  Б О Р Щ Е Н С К И Й ,  Д .  И .  Б Р И Н К Е В И Ч ,

Ф .  M  E P  А  A U  ( С А Р ) .  В .  В .  П Е Т Р О В

В З А И М О Д Е Й С Т В И Е  ЗОЛОТА И К И С Л О Р О Д А  
В МО Н О К Р И С Т А Л Л И Ч Е С К О М КРЕ МНИИ

Обычно легир ование  золотом используется  для  снижения времени 
жизни носителей з а р я д а  в монокристалл ическом  кремнии.  Это обстоя­
тельство определяет  необходимость  исследования  влия ни я  Au на пр о­
цессы д еф ект оо бразо ва ни я  в Si. Учитывая ,  что базовым матери ал ом  сов­
ременной электроники яв ляе тся  кремний,  полученный по методу Чох- 
ральского  [I], следует  отметить,  что особенности поведения примеси з о ­
лота  B S i i O  практически не изучались,  в частности,  остается  открытым 
вопрос о влиянии ки слород а  на ди ф фузи ю  Au в кремнии.

В экспе риментах  исп ользовались  пластины бездислокационного  п- 
кремния с удельным сопротивлением (р) 20 Ом • см, легированного ф ос ­
фором в процессе в ы р а щ и в а н и я  по методу Чохральского .  Д а н н ы е  о кон­
центрации кислорода  ( N 0 ) в м еж доуз ельн ом  положении,  измеренные 
методом И К  поглощения [2] на спе ктр офотометре  «Specord- 75 IR»,  при ­
ведены в табл .  I. С о д е р ж а н и е  Au ( N au) опр ед елялось  методом нейтрон­
но-активационного а н а л и з а  ( H A A ) . И зм ере н и я  э ф ф ек та  Холла  и прово­
димости вы полнялись  в темп ерату рн ом ин тер вале  78— 300 К по стан д а р т ­
ной методике  в ре ж и м е  постоянного электрического  и магнитного 
полей [3].

Д и ф ф у з и я  Au о сущ ествляла сь  из пленки,  полученной химическим 
о сажд ени ем  из раство ра  на основе д и ц и ан а у р а та  калия ,  в атмосфере  в о ­
дорода  при 1150— 1250 К в течение 5— 24 ч. После  ее проведения  н а р у ­
шенный приповерхностный слой толщиной ~  100 мкм,  обогащенный з о ­
лотом,  сошли фовы вался .  С целью исследования  влия ни я  преципитатов

41



Параметры материалов Si : Au, О
Т а б л и ц а  I

Н
ом

ер
об

ра
зц

а П о л о ж е н и е  о б ­
р азц а  на 
п л а с ти н е

Л, , „ — 17 - 3  N 0- 10 , с м
N  . - I O - 1 4 .

Au
— 3

CMи сх о д н ая п о сл е  д и ф ­
ф узи и

I ц 9,29 9,82 1,1
к 5,75 5,85 1 ,2

2 ц 12,00 8,46 5,7
к 5,87 5,96 5,5

з ц 12,90 4,8 7,0
к 9,15 9,99 7,1

ц 13,50 3,30 9,9
к 8,19 9,40 9,1

* Здесь Ц  — центр пластины, К  — край пластины. Д и ф ф у ­
зия проводилась при 1200 К длительностью 5 ч.

кислоро да  на  процесс д иф фузи и Au часть образцов  подвергали п редва ­
рительной термо обработк е  (П Т О )  при 1275— 1475 К длительностью 
до 70 ч.

Кр ив ые  ра ди альн ого  распр ед еления  удельного сопротивления  д и ф ф у ­
зион но-легированных пластин К ЭФ- 20  с различным  с о де рж ани ем  кисло­
рода  приведены на рис. I. Отметим основные особенности:

I. В центральной части пластин с N 0 >  I • IO17 см-3 компенсации 
проводимости не происходило и удель но е  сопротивление  было близко 
к его значению в исходном м атери але .  Характерно,  что с увеличением

Рпс. I. Радиальное  распределение удельного сопротивления по пласти­
нам Si : (Au, О) с различной концентрацией кислорода. Номера кривых 

соответствуют номерам образцов в табл. I
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Рис. 2. Температурные зависимости холловскоіі 
подвижности носителей заряда :

/  — и сход н ы й  КЭФ -20; 2 — о б р а з е ц  № I (т а б л . 2 ); 3 — о б р а ­
зе ц  N° 2 (та б л . 2)

с оде рж ани я  кислорода  в м ежд оузельно м положении с н и ж а л а сь  степень 
компенсации.  Это свидетельствует  об уменьшении концентрации Au в 
электрически активном положении зам еще ни я.  С другой стороны,  д и ф ф у ­
зионная  разг он к а  золота  при 1200 К  со п р о во ж дал ась  удален ием  ки сло ­
рода  из междоузельно го  п о л о ж е ­
ния. В данном случае  имел место 
процесс преципитации кислорода ,  
причем на иболее  интенсивно он 
протекал  в образцах ,  в которых 
компенсация  проводимости Au 
была  минимально й (см. табл .  I) .

2. В периферийной краевой 
области  пластин,  имеющих в с л е д ­
ствие испарения  в процессе роста 
слитка  пониженную к о н ц е н т р а ­
цию кислорода ,  н а б л ю д а ла с ь  к о м ­
пенсация  р.

3. В пласт инах  с N 0 =  9,3 X 
X IO17 см-3 компенсация  пр о во д и ­
мости происходила  по всему о б ъ е ­
му пластины,  причем заметного  
удален ия  кислорода  из м е ж д о ­
узельного полож ени я не н а б л ю ­
далось.

4. Согласно данным НАА, п о л ­
ная  кон центрация  Au не п р о я в л я ­
ла  зависимости от места лока ли-

Параметры диффузионно-легированных 
образцов Si : (Au, 0), 

прошедших предварительную 
высокотемпературную обработку

? IJ oШ о

В ид  о б р а б о т к и
^ A u X

ХЮ И , 
—3CM

р, О м -см

I 1150 К ,  20 ч (Au) 4 ,2 4800

2 1375 К ,  70 ч +  
1150 К ,  20 ч (Au) 3800 4980

3 1225 К ,  20 ч (Au) 5 ,0 840

4 1275 К ,  60 ч +  
1225 К ,  5 ч (Au) 2500 930

5 1475 К ,  70 ч +  
1150 К ,  20 ч (Au) 2100 ЗОЮ

П р и м е ч а н и я: Исходная концентра­
ция кислорода во всех образцах  составляла 
1,1 • IO18 см ” 3.
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зации о бра з ца  в пластине ,  но она ув ели чи валась  с ростом содерж ания 
кислорода  (см. табл .  I).

Приведенны е эксп ери мент альн ые  р езу льтаты  по зв ол яю т  сделать  з а ­
ключение,  что в м а те р и а ле  с высоким соде рж ани ем  к и сло рода  часть пр и­
месных атомов Au находится в электрически пассивном состоянии.  Д о л я  
последних в о зр астал а  при увеличении N 0- Известно [4], что присутствие 
термического  оки сла  на поверхности кремния приводит  к увеличению 
концентрации Au у границы р азд ел а  S i— Si O 2. С другой стороны, при 
преципитации кислорода  имеет  место уд ал ен ие  его из междоузельного  
по лож ен ия  и о б ра з ов ан ие  частиц S iO 2 [5]. He  исключено,  что зах ват  по ­
следними диф фу н д и р у ю щ и х  атомов Au и приводит  к «потере» ими э л е к ­
трической активности.

Д л я  проверки этого пр едпол оже ни я проводился  эксперимент  по д и ф ­
фузионному введению Au в кремний,  подвергнутый П ТО .  Установлено,  
что по лна я  концентр аци я  Au в таких пл аст ина х  была  выше,  чем в о б р а з ­
цах, не прош едш их ПТО,  но р обоих материалов -по сле  д иф фу зи и Au были 
близки (табл.  2) .  Этот  ф а к т  свидетельствует  о том, что в об р аз ц ах  после 
П Т О  во зр астае т  ко нцент рац ия  зо лот а  в электрически пассивном поло­
жении.  Анализ  темп ерату рн ых зависимостей холловской подвижности 
носителей з а р я д а  (рис. 2) позволяет  заключить ,  что ко нцент рация  м а к р о ­
дефектов,  о к р уж енн ы х обла стями пространственного  з а р я д а  в кремнии, 
легированн ом Au, после  П Т О  зна чительно выше,  чем в контрольных не­
легиров анн ых пластинах ,  подвергнутых ана логичному нагреву,  и в о б ­
р а з ц а х  Si : Au, не пр ош едш их ПТО.  Д а н н ы й  ф а к т  свидетельствует о том, 
что атомы Au преимущественно лок а л и зу ю т ся  вблизи преципитатов кис­
лорода .

Таким образом,  в ки сло р о д со д ер ж ащ ем  кремнии золото  м ож ет  э ф ф е к ­
тивно вз аи мод ейс твовать  с прец ипи тат ами кислорода ,  что приводит к 
ум ень шени ю степени компенсации проводимости м а те ри ала .
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Р .  Г А Б А С О В .  Ф .  М .  К И Р И Л Л О В А .  О .  И .  К О С Т Ю К О В А

ПОСТР ОЕНИЕ О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  ЭСТИМАТОРОВ  
Д Л Я  Л И Н Е Й Н Ы Х  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  СИСТЕМ

Н а бл ю де н ие  с целью повышения эффективности упр авл ени я  ис по ль­
зуется  при опт имизации динами ческих систем в условиях неоп ред елен­
ности. Эта  п ро б лем а  систематически ис следо валась  в р а м к а х  ст охасти­
ческих моделей [I]. С появлением современной теории оптимального  
уп ра влени я  [2, 3] стали р а з р а б а т ы в а т ь с я  другие  модели неоп ред елен­
ности в з а д а ч а х  к а к  упр авлени я  [4], т ак  и на бл юд ени я [5]. С р е з у л ь т а т а ­
ми, полученными в этой области ,  мо жн о озн ак омиться  по [6, 7].

И з л о ж и м  новый подход к проблеме построения  эстимат оро в  (н а б л ю ­
д ат ел ей ) ,  котор ые  способны в р е ж и м е  реального  времени вычислять  
оценки,  необходимые регулят ору д ля  оптимизации в том ж е  р е ж и м е  л и ­
нейных динам ических  систем. По постановке исследуемых з а д ач  и м ето ­
д а м  их решения статья  п ри м ы ка ет  к работе  [8] и пре дс та вляет  разви тие  
последней на  ситуации позиционного  наблюдения.

Р ассм отри м динам ическую  систему, поведение которой на п р о м е ж у т ­
ке T (t*)  =  [0, t*] описывается  уравнением:

X  =  A x  ( X G z R n ) .  (I)
П р е дп олож им ,  что на ч альн ое  состояние  х (0 ) =  X0 системы не известно.  
А при орн ая  ин фо р м ац и я  о нем имеет  вид:

x0 G X 0 =  { x e i ( " : ^ < j ; <  d*}.
С целью уменьшени я ук аза н но й неопределенности будем вести н аб ­

людение  за  поведением системы ( I ) ,  з ап и сыв ая  выходные сигналы и з м е ­
рительного  устройства:

g  = k 'x +  h  (2)
которое  в к а ж д ы й  момент  t е  T (t*)  с ошибкой £( /)  из м еряет  проекцию 
состояния  x ( t )  системы ( I )  на нап рав лени е  k  е  R n . При этом в качестве 
ошибок измерения  l ( t ) , t ^ T ( t * ) ,  могут р е ал и зо ватьс я  лю бы е непре­
ры вны е функции,  у д о в ле тво ряю щ ие  неравенствам:

£* =¾ W X  I*. t ^ T ( t * ) .  (3)
Пусть устройство (2) з а п и с ал о  сигнал  g ( t ) ,  t е  T( t * ) .  С о д е р ж а щ а я с я  

в нем и н фо рм аци я  о нач альн ом  состоянии X0 позво ляет  ум еньшить  исход­
ную неопределенность  и вместо априорного ра спр ед елен ия  начального

V  л
состояния X 0 расс м ат р и в а т ь  апостериорное  распре дел ен ие  X 0(t*) ,  кото-

V
рое  включает  те и только  те элементы  z е  X 0, которые способны вместе 
с некоторыми допустимыми ош и б к а м и  измерений l ( t ) ,  поро­
дить н аб л ю д аем ы й  сигнал  g ( t ) ,  t е  T( t * ) .
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При получении гарантированно го  р е зу льт ат а  в условия х неопреде­
ленности в линейных  за д а ч а х  оптимального  уп р ав л ен и я  используются

V л
линейные оценки множеств  X 0, X 0( /*) :

V V A  А
а  =  т а х р ' х ,  х  CE X 0; a (t*) — max р ' х ,  х  е  X 0 (/*). (4)

Вычисление таки х  оценок назовем линейными з а д а ч а м и  оптимального 
априорного  и апостериорного наблюдения.  Конечные алго ри тм ы решения 
за д ач  (4) описаны в [9].

Оценки (4) получены или до на чала  переходного процесса  в систе­
ме ( I ) ,  или после  его окончания .  П оэтом у их (и соответствующие им
зад ач и (4) )  молено н азв ать  програм мны ми.  Они пригодны д л я  построе­
ния пр ограммны х опт им ал ьн ы х  управлений.  В пр и ло ж е н и я х  предпочтение 
отдается  упр авл ени ю  в р е ж и м е  реального  времени.  У п равле н ия  такого  
типа в з а д а ч а х  опт имизации в условиях неопределенности требуют оц е ­
нок, соответствующих име ющейся  ин формаци и в к а ж д ы й  текущий м о ­
мент.  По доб ны е  оценки и задач и опт имального  на б л ю д ен и я  по их вычис­
лению назовем позиционными.  Устройства , р е ш а ю щ и е  в р еж и ме  р е а л ь ­
ного времени позиционные з адач и  опт имального  наблюд ения ,  наз ываю т 
опт им альны ми эс ти м ато р ам и  ( н а б л ю д а те л я м и ) .

Допустим,  что эстиматор построен и пр о р а б о та л  на  пр оме жут ке  
7’( т ) = [ 0 ,  т]. И с п о л ь з о в а в  зап и сан ны й сигнал  g ( t ) ,  t ^ T ( т) ,  он в м о­
мент  т знает  решение  зад ач и

А Л  л
а  (т) =  р ' х  (т) =  т а  х р ' х ,  і ё Х 0 (т), (5)

  л
где р  =  (p j , /  =  I , п)  — д-вектор; х (т) — апостериорная оценка начально-

A
го состояния  хо; Х 0( х ) — апостериорное  распр еделен ие  начального  со­
стояния  системы ( I ) ,  соответствующее на бл юд ению g ( t ) , t е  Т ( х ) .  ( П р а ­
вила  построения  реш ен ия  з адач и  (5) при т =  0 при ведены ни же ) .

В подробной записи з а д а ч а  (5) имеет  вид:

р'х-+-  max ,  a* ( t )  a ' ( t ) x  a* ( t ) , t ^ T ( x ) ,  d*  =¾: x  ^  d*,  (6)
где <x*(0 =  g* — g ( i ) ,  a* ( t )  =  £* — g ( t ) ,  a ' ( t )  =  (a} (t ) ,  j  <= J) =  — k ' F ( t ) ;  
F ( t ) ,  t  e  T ,—-ф у н д а м е н т а л ь н а я  м атр и ц а  решений уравне ни я  ( I )  (P =  
=  A F ,  F(O) = £ ) , / = { I, 2, . . . , л}.

Опишем решен ие  з адач и  (6) в предполо жен ии,  что ее ограничения  
при любом т е  [0, /*] уд о влетво р яю т  условию Слейтера .

Обозначим

T a (т) =  T t  (T) и Ta  (T), T +  (T) =  ф е Т ( т ) :  a'  (f) * (т) =

=  а *  ( / ) } ,  Ta  ( T)  =  { ^ г  ( T ) :  a'  ( t ) x ( т )  =  а *  ( О } ,  ( 7 )
J+ (т) =  {/ €= J: Xj (т) =  dj},  J -  (т) =  {/ е  J  : X 1 (т) =  d, j } .  

Согласно [9], существуют такие числа у  (t) =  у  (t, т),  t EE. Ta (x); y ( t ) ^ - 0 ,

t E = T t i  т); г / (0  <  0, ( е Д ( т ) ,  что для х  (т) и оценок X j (т) =  2 ]  X
іета(-.)

X  Cij  (і) у  (t ) — pj ,  /  SE J,  выполняются соотношения:
A j ( T ) ^ O  при /  е / - ( т ) ; Aj-(т) при / е  J+(x)E;  (8)

Aj-(T) =  O, / е - i \ ( J +  (т) (J J ~  (т)).
Вектор y x = ( y ( t ) ,  t ^ T a ( x ) )  назовем о п тим альны м  двойственным 

планом задач и (6) .  П а р у  {х (т ) ,  у х} из оп т и м а л ь н ы х  прямого и двойст­
венного планов  будем н а з ы в а т ь  решением з адач и  (6) .  Решение  з а д а ­
чи (6) на зы вается  не вырож де нн ым ,  если

r a n k  ( 4 - ( 0 .  t  C E T a ( X ) ;  h j ( t ) ,  t  Е Е  T a ( X ) \ { 0 ,  т } \  =  | ^  ( т )  ^

V j  CE J 0 (х) J
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( а,- (Z), Z e= T1 ( т) \  
rank i e  /o(T ) =  I 7V O  I; у  (t) # о , і е Т а (т ) ;

d * j < X j  (т) C d / ,  | ' G J „  (t).

Здесь  /о (т )  =  {/ e  Z : А; (т)  == 0}.
Без  ограничения  общности можно считать,  что | 0} е  7 а (т) при т >  0. 
Пусть  | х  (т0) , Ухо), Ух» = { y { t ) ,  Z e  Ta (т0) } — невырож денное  решение  

зад ач и (6 ) при т =  т0. У к аж ем  алгоритм работы эст иматора ,  который 
в р е ж и м е  реального  времени строит  решение  | х ( т ) ,  г/т} зад ач и ( 6 ) для 
I  е  ]т0, Z*] в предположении,  что функция х ( т )  непрерывна  на отрезке 
[то, t * l  _

В озм ож н ы  случаи:  I. т о е Г 0 (то); П. то е  Ta (т0) . Ра ссм от ри м слу­
чай I. Пусть  д л я  определенности а ' ( т 0) х ( т 0) =  а * ( т 0). П р е дп ол ож им ,  что 
а' (то)х(т0)ф= а * ( т 0). П о л о ж и м  ^ = | 7 а (то) | ,  J0 =  / о ( т 0),  Tn (T0) =  IZi(T0), 
Z е  / 0} ,

4  =  { I ,  , q } ,  Z 0" =  { І  GE Io  - i t  (t I)) G= T  a (T0) } ,

Io =  W o " ;  J + =  ( - /Vo)  n  J + (То), J ~  =  ( / V o )  n Z -  (T0).

Из (7),  (8 ) следует,  что при т е  J + (T0) совокупность элементов

т ( т ) ,  г/т =  (г/(Z), Z е  Tn (T)),  Та (т) =  (Zi (T), Z е  / 0}, (9)

состоящ ая  из решения з адач и  (6 ) и активных моментов,  находится из 
уравнений:

Л , Л
Xj (т) =  d j , / е  J - ;  Xj (т) =  d^j,  / 1 = J + ;

л __
а/ (Zi (т)) х (т) =  Cti (Zi (т)),  1 = 1 ,

a (Zi (т)) л- (т) =  а г (Zi (т)),  Z = I ,  <7— 1 ;  Iq (т.) =  т;

<7

2  aJ Vi V )  1J  Vt V )  —  Т/ =  °.  / е  Z 0.
<=1

Здесь Т + ( т )  — правосторонняя окрестность точки т, Cii (Z) =  a* (Z) при Z e  
e / o ' ;  аг (Z) =  а* (Z) при Z e /Г- Ясно, что уравнения (10) полностью 
определяются совокупностью <7, J 0, J+ ,  J - ,  /ф,  /ф, которую назовем 
структурой уравнений ( 10 ).

При решении уравнений (10) отрезок [т0, Z*] разб ив ае тс я  на части 
с постоянной структурой.

Момент т изменения структуры уравнений (10) характеризуется одним из
следующих свойств: I) при некотором Z0 е  [0, t ] \ | Z ; ( t) ,  Z = I 1 <7} имеет

Л _  Л _
место равенство a'  (Z0) х  (т) =  a* (Z0) (либо a (Z0) х (т) =  a* (Z0)); 2) при

л _ л ,
некотором /0 е  J 0 имеет место равенство х;-0 (т) =  d j a (либо х/0 (т) =  djo) ;
3) при некотором Z0 GE Z0\{<7} имеет место равенство у  (Zio (г)) =  0; 4) при
некотором /0 е  J V o  имеет место равенство Д/0 (т) =  0; 5) имеет место

равенство а '  (т) х (г) =  а ? (т).
Исследуется  общий случай и поэтому к ак  исключительные не р ас ­

см атр и ва ют ся  ситуации, когда  а) одновременно р еализ ую тся  дв а  и более 
из у к аз ан ны х выше свойств I ) — 4) ;  б) какое-то из свойств I ) —4) р е а ­
лизуется  на нескольких индексах  / e J  или нескольких мо ментах  Ze[0 ,  т]; 
в) при некотором Z е  [0, т] имеют место равенст ва  a(v)(Z)x(x) =  a  . ( Z )  
(либо a<v>'(Z)x(T) =  a*(r>(Z)), v =  0, 2 (к этой ситуации сводится и _слу- 
чай, когда имеет  место слипан ие  двух  акт ивных моментов,  т. е. Zi (T) =  
=  Z/(x), Z /, Z, j 6Е Z0).
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Следуя  [10], мо жн о сф ор му ли роват ь  пр ав и ла  изменения структуры 
в ситуациях I ) — 4 ) .

Р ассмотрим случаи II. Д л я  т е  G+ (T0) элементы (9) имеют вид:

А'(т) = A - ( T f t ) , у т =  I/ T0 = ( 1 / (  0 ,  /  е  F a ( T f t ) ) ,  Ta {г) =  Tn (T n) .  (11)
Решение^задачи (6) строим по прав илу  (11) до тех пор, пока при неко­
тором т E  [т0, /*] не выполня тс я  соотношения а ' ( г ) х ( х )  =  а. , .(г) , 
а ' ( т ) х ( т )  =/= а* (т) ,  либо G7( T ) A ( T ) = G C ( T ) ,  а ' ( т ) х ( т )  Ф  а* (т).  Д л я  
т е  T + ( rZ) решен ие  задачи  (6) строим по п р ав и лам  случа я  I.

Вернемся к урав не ни ям  (10).  М о ж н о  пре дложи ть  следующий числен­
ный метод их решени я на уч аст ках  постоянства  структуры. Д л я  у р а в н е ­
ний (10) м а тр и ц а  Якоби имеет  вид: G ( a ( t ) ,  U( т ) ,  y ( U ( т ) ) ,  i =  I, q) ,  где

  U l D l  ° \  ( a j ( U) ,  /  =  J A
G (х, t u Уі, і = 1 ,  Д =  U 2 D 2 0 , А Л  - I  у —  ,

\  О A 2 A i J  V  1 ’  q '

A i  _  I  Qi (U) ,  ( E E J 0)  f d b g < } ( t „ x ) ,  « • = ' . 9 - 1 ) ] е Г ( н ,
0 0  ... о ... о

D 2 =  diag(f (tu a), / = 1 ,  ¢ / - 1 ) ,  A 2 =  A 2 Axag (уи  г ' =  I, q —  I),

f  (t, а )  =  a'  (t) х  —  а г (/) ;  f  ( t ,  х ) =  д /  (t, х ) / d t ,  f  ( t ,  х)  =  d 2f  ( t ,  х ) / д Р .

Л е гк о  показать ,  что det G ( x ( t o ) ,  G ( t 0), y ( t i ( то)) ,  i — I, ¢/)=^ 0. С л е д о в а ­
тельно,  для  т е 7 + ( т )  существует  единственное непрерывное  решение  
(9) системы (10) .  Опи шем численный метод построения  этого решения.

Пусть известно решение (9) в узлах сетки т =  т0 +  s h ,  S =  0, v — I, 
где Ii >  0 — шаг сетки (параметр метода) . Д л я  вычисления элементов (9)

в узле т =  т0 +  v/г построим векторы: z' =  (xl , U, г/ь І =  I, q), I — I, m; 

4  =  т, А/ =  d], j JE J +; X 1j =  d*y, /  ( = J - ,  I =  I ,

/'  =  G (т —  /г), i =  I ,  г/—  I ;  г/£ =  г/ (G (г — /г)), i =
, А ~

Xj = X j ( T - I T ) ,  J E E J 0-,

( х \ ‘ , JJEl J 0, t ( ‘ , г =  I ,  г/— I ;  г/г1 , I =  I, </) =  (ау, j

1 =  1, J  — 11 г/', 1 = 1 , г/) — G - 1 (х-\ 4  г/г, г =  1, г/) (f (/

/ • Я 0>

I, г/;

/ ( / г ,  х г) ,  г =  I ,  q — I, J i Oj (U) y t — P j ) ' .
I= I

Положим

а  (т) =  (а- , / =  J ) ,  г/~ =  (г/ (ti (т)) =  г / г  , г =  I ,  г / ) ,

T a (т) =  (G(T) = / Г ,  г =  I, q).
Опишем п р а в и л а  построения  решения зад ач и (6) (т. е. элементов (9) ) 

д л я  т =  0.
Построим вектор а 0 =  ( а / ,  j J E  J)' ,  х ° =  d...j, если / Д С  0, x f  =  d j , если 

Pi  >  0, / е  J  Если g  (0) — AJx0 =  [£*, I * ] , ’ то при т =  0 элементы (9)

имеют вид а  (0) =  a 0, T a (0) =  0  (q =■ 0).  Предположим, что g  (0) -  
— k ' x ° £  [g*, £*]• Положим v = l ,  если g  (0) — £ ' ( x ° ) ; > g * ;  V =  — I, 
если g  ( 0 ) — Al'X0 C g * ;  Oj =  - P j f v k j , если Pj Vkj <  0 либо /д =  0, vA^-C 
C O ;  (Tj- —  о о  в  остальных случаях,  /  =  J-  Числа Oj  С  ° о ,  j E z J ,  упорядо­
чим по возрастанию: Oji  С  а /2 <  - ° / s. (s O O -  Найдем числа а ь  г— I, s,
из рекуррентных соотношений:
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«О = I g  (O) - -  k'  X 0 —  I 1, CCi =  Cti-.! —  I kj. I (d*. —  d , / f ), i =  I ,  s,

где I  — I* при V =  I, £ = ё *  при v - — I. Пусть J0 S  {I, , s } — такой
л ' 0

индекс, что а , =  , > 0 ,  га,-„<0. Положим Xj ( O ) = -  X,-, j <= J \ { j „ ...

л 0
Xj (O) =  X j  +  (df —  d t j) s ign kjV, j < = { j \ ,  , / г . - і } .

*/. (0) =  I g ( O ) - I -  2  k j x j  ( O ) W .
'» \ j e J \ j  I l«

Элементы (9) при т =  0 имеют вид х ( 0 ) ,  T1a (O) =  (O), у0 =  (у (0) =  хо, ).
1H
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У Д К  517.518

В. И. К О Р З Ю К

О Б  О П Е Р А Т О Р А Х  О С Р Е Д Н Е Н И Я  С П Е Р Е М Е Н Н Ы М  ША РОМ. I

О п ерац и я  осреднения функций играет  в а ж н у ю  роль  в ра зл ич ны х  воп­
росах.  О пер аторы осреднения позволяют строить последовательность 
гладк их функций,  стремящ их ся  в определенном смысле  к  зад анной ф унк­
ции (см. [ I — 13] и др . ) ,  д л я  р а зб ие ни я  единицы [13, 14 ] , д л я  инте граль­
ного пре дс тавления  [I,  15], д л я  пр о д о л ж ен и я  функций [13, 16—28].  
В данной работ е  р а с см ат ри ваю тс я  опе раторы осреднения с переменным 
шагом [6, 2 9 ] . Здесь  д л я  ко м мутаторов  ук а за н н ы х  операторов  с д и ф ф е ­
р енц иал ьны ми опе раторами получены оценки,  а т а к ж е  д ок азы ваю тся  
другие свойства осреднений с целью дал ьн ейш ег о  использования  их при 
д о к аза тел ьс тв е  разрешимости  граничных задач .

Пусть  R n — /z-мерное евклидово пространство  точек х  =  (хь . . . , х п), 
Q — открытое  ограниченное  связное мно жес тв о  в R n с кусочно гладкой 
границей dQ,  п редста вл яю щ ее  собой достаточно простую геометриче­
скую структуру.  О бласть  Q разобьем на подобласти Gm ( m =  — 1,0, I , . . . ) ,  
к а к  это сделано в ра бо те  [6]. Из  [6] или [30] будем исп ользо вать  лемму 
о разбиении единицы с помощью функций -фт (х) (tn =  0, I, . . .) в сле ­
дующ ем варианте.

Л е м м а  I. Существует  пос ледовательность  нео трицательных функций 
фт (х)<= C00( R n ), т  =  0, I, . . . , таких,  что:

т = 0 1 0 ,  * 6  0 ;

4 Зак. 934 49



2) Q =  U supp г|зт , причем кратность покрытия множествами supp -ф
/72= О

не превышает двух;
3) supp ф т  с= Gm_ ! U Gm U Gm+\ , т  — О, I, ... ;
4) для любого мультииндекса а — (O1 ... , а„)

I O u Ifm (х) I <  са 2 2т I а I,

Ca зависит только от а.
Здесь С°° ( Rn) — множество бесконечно дифференцируемых в R n функ­

ций, supp ф т  — носитель функций ф,„ и supp =  { х  | ф,„ Jxj  ф  0} (замыка­
ние), Ctft (k =  I, ... , п)  — целые неотрицательные числа, | а | =  а х +  ... ф  
+  а п, D a — (Фа 1/5х“‘ ... дх аф .

Основным здесь гильбертовым пространством будет пространство 
квад ратично сум миру ем ых  функций L 2(Q) с соответствующими о б о з н а ­
чениями зна чений ска ля рно го  произведения  ( . ,  .)z,2(q) «  нормы || ■ IL2(Q)- 

Относительно L 2(Q) сф ормули руем  л ем м ы  о непрерывности [13. С. 45]. 
Л е м м а  2. Д л я  любого  числа  е >  О и любой функции W e L 2(Q) су­

ществует  такое  число б (и) ,  что \ \и(х  +  у)  — и ( х )  Hl2(Q) =¾ е для  любых 
\ у \ ^  б (и) .  Зд е с ь  W e L 2(Q) считаем определенной на  всем R n, полагая  
W =  O при х  е  Q.

Л е м м а  3. Д л я  любого  е >  О и W e L 2(Q) мо жн о  у ка за ть  6 ( w ) > 0 ,  
что д ля  произвольного измеримого мно ж ес тва  L e Q ,  д ля  которого

m e s L  <  6 ( и ) ,  имеет  место неравенство  | [ и ( х ) d x  I <  е.
E

Л е м м а  4. Д л я  любого  и е  L2(Q) и е >  О можн о ук а з а т ь  такое  число 
6 (и) ,  что

\ \и(х ф у )  —  и ( х )  Hl2(Q) =¾= e | |w|L2(Q) (I )

д л я  лю бы х I у  I ^  б ( и ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  К а к  только и е  L 2(Q) ,  то либо | |w|L2(Q) =  О,

либ о IIwIL2(Q) ф  0. Если IIwIL2(Q) =  0, то и w =  О и неравенство ( I )  оч е ­
видно. В случа е  HwIL2(Q) Ф  О д ля  числа  e | |w|L2(o) ут вержден ие  л ем м ы  4 
вытекает  из л е м м ы  2.

Ра ссмотрим  осреднения В. И. Бу р е н к о в а  [6, 29], сохран яю щ ие г р а ­
ничные условия,

CO

J k u ( x )  =  J ft (Ф, со) и ( х )  =  ^  ф т  ( X)Jdmk U (х),  ( 2 )
т = 0

OO

J k U( X)  =  2  Je mh (Ф т “ ) (X) , (3)
т =  О

где J&mh и (х) =  — —  j со — — j  w (y)dy  — операторы осреднения Соболе­

ва [I];  со (х) G C v ( Rn),  носитель supp со (х) cz {х \ \ х  | <  I}, со (х) >  О, 
со (х) — четная функция по каждому независимому переменному Xj ( j— I , . . . ,
п),  I CO (х) d x =  I; 6mft < 2 - ' n- 4 , 6 mk =  6m h (u) выбираются в зависимости 

Rn
от функции w (см. л е м м у  2 ) ,  6т /2—>- О при k —*- оо.

Х а р а к т е р н а я  особенность операторов  осреднения  (2) и (3) та, что они 
с о хр аня ю т  гранич ные  условия  осре дн яю щих  функций,  если последние 
имели смысл на границе.  К р о м е  того, д л я  (2) и (3) ха ра кт ерн ы  свойства  
операторов  осреднения,  котор ые  будут кр атк о  сфор му ли рован ы в виде 
свойств.  Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на  нера венст ве  Ко ши — Буняковского  
[31, С. 41] и др уги х свойствах  ин тег рала  Леб ега .

J-1. Д л я  w, V е  L 2(Q) сп ра ве д ли во равенс тво

(Jj ,U,  w)l2 (Q) : : («, J  k v )  L1 (Q)-
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J-2. Д л я  любого UE=L2 (Q) J ku, J k u GE C x (Q).
J-3. Справедливы неравенства

Il Л »  Il / . ,(Я>< С | |»  11/. = (2).

Il Л  и Il L A й) <  С Il И Il I s(Q), 
где с >  0 не зав ис и т  от ы, и  е  L2(Q).

J-4. Д л я  и е  L 2(Q) ЦДи — MlIi2(Q) 0 при k ->- оо.
Обозначи м через H 1(Q)  пространство Соболева  квадратично с у м м и ­

руемых вместе  со всеми до п ор яд ка  I включительно квадратично с у м м и ­
ру емым и обобщенными производными. Д л я  M e Z L a I(Q) рассмотрим 
к оммутатор  Jk с оператором диф ференциро вания  Da =  d d / d x ? 1 . . . д х апп 
( а  •— мультииндекс ,  | а |  =  a i  +  • • • +  а п ) , т. е.

[Da, J k] и =  D a J h (ф, со) м — J k (ф, со) D u M =  2  «а Ju Ф рф, со) D a-V и,  (4)
Р<а
IPl^O

J h ( О рф, со) D a~ p и (.х ) —

=  2  'Фт (*) f ® [j l Y T r  ) « (*/МД
m=o S/n* a v бт* '

Здесь  под неравенством мультииндексов  р и а  понимаютс я  н е р а ­
венства P j = ^ c i j  д ля  всех / =  I, . . . ,  я; а р — коэффициен ты  ф ор м улы  
Ле й б н и ц а  частной производной D a произведения  двух  функций.

Отметим,  что последнее в ы р а ж е н и е  в  (4) имеет  смысл д л я  и е  
е  DIa C 1(Q).  В дал ьн ейш ем  под коммутаторо м [Da , Jh]u будем понимать 
это вы ра же ни е .  Об означим через N  множество н а тур альны х  чисел.

J-5.  Д л я  любого  и е Я Ia C 1(Q) и любого  L e i V  мо жн о так  вы бра ть  
числа  бmh =  б ть (м ) ,  что

Il [ D a , J h] M Il I 2 ( Q )  < . [ - ^ - | | м | | ^ | а | —  I ( й ) .  ( 5 )

Д л я  до ка за тел ьс тва  данного  утвержден ия достаточно провести 
оценку в L2(Q) д ля  Jk (D Рф, со) Da-Vu.  В силу того, что при P = ^ O

т= о
2  ДРфп, (х)  = 0 ,  вы р а ж е н и е  это мо жн о представить  следующим образом:

J h (DP ф, со) D a- ^ u ( X )  =
OO

=  2  LP фт  (X) Л -  j  CO [Da-P  м (у) -  D a-P  м (X)I Ay . (6)
 п О,,,;, о \ mk Jтк Q

Тогда

О

Il J k (DP ф, со) D a-P  и Il i 2 (q ,  <  2  Il ° Р Фт Il T oo X
т= О

f CO I [ Da- P и (у)  -  D a-P  M (X)] ChJ
л V °mft /

( 7 )

Из леммы I следует оценка

Il D p фт  Ili^  <  ср22т| P I. (8)
В силу леммы 4

P  f “ ( P j l ) iDU~p “ (у ) -  Du_p«(*) I ^ с (О т _ , UOfflи о т + 1 ) <

CmftIILa P« | | i 2(Gm_ iUCmU0m + 1)

Таким образом,  при соответствующем выборе 6mft в силу (8) — (9) и не­
равенства  Коши — Бу няк овс ког о  (7) можно сде лать  сколь  угодно м а ­
лым через оценки в DIa C i ( Q ) j т е д ля  любого е >  О



Il J h (Z)P l|), CO) D a~$ U I! L2(Q) Il W
k 11 “  11 H 1 “ 1 1 (£2) ‘ ( 1 0 )

Следовательно,  соотношение (6) и неравенства (10) д аю т  оценку к о м м у ­
татора  вида  ( 5 ) .

J-6. (Лемма Фридрихса).  Д л я  любых HGEL2 (O )1 a ^  C x (Q) и LjeZV 
можно вы бра ть  числа  8т и =  8т к (и ) ,  что ,

[ClJhU -  J h (аи)\
L 2 ( Q )

<  ~ Y  Il и Il L1(Q). (H)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ра спи шем под ын тегральное  вы р а ж е н и е  левой 

части ( 11) в удобном виде для  проведения  оценок в L2( Q ) :

I a J hU -  J h (аи) I (х)

У
W= О д х  I ttik Q

CO X— у

+  t m (X) CO
yjHIk Q

^mh 
X - I J
Vmk

[а (хУ— Ci(Ij) I и (у) dx  4 

да (х) да {у)
дх,- ду і

+  M - 4 г  f У г  [to (-¾ V ) (а (у) —  а (х)) 
bm k  Q 0 l J ‘ L V /

Здесь было использовано также и равенство:

и (у) dy  H- 

и(у)  dy. ( 12)

f * CU I X— у \

Й ду,- L \ bmk )
(а ( у ) — а (х)) dy  - -  О, т  =  О, I ,

И спо льзуя  условие  а  е  C 1( Q ) 1 неравенство  Коши — Бун яковского  и л е м ­
му 4 д л я  оценки в L 2(Q) в ы р а ж е н и я  (12),  получим док а зы в а е м о е  н е р а ­
венство (11) при соответствующем выборе  бто/{(м).

Утверждения J-2 — J-6 справедливы и для  оператора Jjl .
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В. В. В И Д Я  К И Н . И. P. X A P  P А З О В А

К Р Е ШЕ НИЮ С Т А Ц И О Н А Р Н ЫХ  ЗАДАЧ  
ФИ Л Ь Т Р А Ц И И  ВЯЗ КОПЛАСТ ИЧЕ СКОЙ ЖИ Д К О С Т И  

С П Е Р Е М Е Н Н Ы М  Н А Ч А Л Ь Н ЫМ ЕР АДИЕНТОМ

Р а с с м а тр и в ае т с я  пло ская  з а д ач а  стационарной фи льтрац ии  в я з к о ­
пластической жи дк ос ти в однородном недеформируемом пористом пласте  
по сл едую щему закону с нач аль ны м градиентом [ I ] :

и =  0, I V p |  <  G; u =  — ( k / n ) Wp ,  I V p |  ^  G. ( I )

Здесь  и — скорость фильтрации;  V p  — градиент  давления;  £ — к о э ф ф и ­
циент проницаемости;  р — вязкость ;  G —  начальный  градиент.  И с с л е ­
дуемое  течение о бла дает  рядом  качественных особенностей,  в частности,  
в областях ,  где | V p  | <  G, об разу ют ся  застойные зоны. П редп о л о ж и м ,  что 
пласт  вскры т системой т  наг нет ате льны х и I д о бы ва ю щ их  скважин,  р а с ­
по лож ен ны х таким образом,  что существует  только одна зас той на я  зона,  
з а н и м а ю щ а я  внешность некоторого зам кнутого  кусочно-гладкого конту­
ра  OQ.

Р асче т  предельно-равновесной конфигурации границы застойной з о ­
ны сводится  к следующей крае вой за д ач е  д ля  отыск ани я  дав л ен и я  р и 
формы  контура  <?Я [2]:

Ap =  O (х,  p ) ( = Q ,  (2)

др / д п  =  0, \ dp / ds  \ =  G (х , у)  е  <3Q, (3)

Iim [ I (/г/р) (д р / д / и ) do] =  Qi, (4)

где п, s  — внутренняя  норма ль  и к а с а т е л ь н а я  к контуру dQ\  y i  — контур,  
о х ватыва ю щи й І-ю с кв аж ин у с дебитом Q i, расп олож ен ну ю в точке 
(хі,  Уі) (І — I, tn +  /) ;  tii — внутренн яя  но рм аль  к уь  х,  у  — дек артовы 
коорди на ты в плоскости течении. За метим ,  что сф ор му л и р о в ан н а я  к р а е ­
вая  з а д а ч а  допускае т  другую физическую интерпретацию,  соответствую­
щую з а д а ч е  об определении предельно -равнов есных  конфи гурац ий цел и­
ков остаточной вязкоп ластич еской  нефти,  воз никаю щих при вытеснении 
ее водой.  Ее  решение  в точной постановке вы зы вает  бо льшие трудности 
и м о ж е т  быть получено только в частных случая х  д л я  специаль ных  з а к о ­
нов изменения начального  градиент а  [I]. В настояще й работ е  приводится 
метод,  поз воля ющи й численно исс ледовать  (2) —  (4) д л я  широкого  к л а с ­
са зависимостей G(x ,  у) .

По аналогии с [3] распределен ие  дав л ен и я  будем искать  в виде супер­
позиции потенц иала  внешнего поля  cp(x, у)  и потенц иал а  простого слоя 
с плотностью у (а ) ,  сосредоточенного  на контуре  dQ:

р  (.г, у) =  ф (х, у)  +  j V (о) In / ? - 1 do,
dll

где
тА-1

Ф (X, у)  =  2  I ^ r ln \.(x —  Xi)2 (у —  IJi)2], R 2 = ( X - I ) 2 + ( у  —  Ii)2,
I=I

о — д у го вая  абсцисса точки ( | ,  г | ) е  dQ.
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Грани чные условия  (3),  (4) приводят  к следующей системе нелиней­
ных ин те грод ифференц иал ьны х уравнений д ля  отыск ани я  плотности 
V(а) и ф о р м ы  контура dQ:

2л

j vI g i a ) ,  g ( f t ) ]  = [g2( f t ) — g ( f t ) c , (  a, f t ) — g ' (ft) C2 (a, f t ) ] x~l[ g ( a ) ,  g(A) ] ,  

^[ g(a) > S W ]  =  [ g W s ' W —g ' W M a ,  A ) + g ( A ) c 2(a, A ) ] x - ‘[ g ( a ) ,  g(A) j ,  
Ci (a, ft) =  g ( a ) cos ( f t  — a ) ,  c2(a,  A) =  g  (a)  sin (A — a ) ,

*[£(<*),  S' (A)]= ^ 2(A) 2 g ( A) c i ( a ,  A ) + S 2(a) ,  L 2(ft) = [ g 2(A) +  s ' 2(A)],

r, ft — п олярн ы е  коо рд ин аты  в плоскости течения.
В качестве  пр им ера  рассмотрим решение  зад ач и о границе  застойной 

зоны д ля  течения,  создаваемого  источником и стоком равной интенсив­
ности Q,  распо лож ен ны х на расстоянии 2 а друг  от друга  в безграничном 
пласте.  Система (5) ,  (6) р е ш а л а с ь  численно.  Во зн и ка ю щи е  системы не­
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных значений 
функций S(A)  и V(А) в у зл ах  разностной сетки рассчи тыв ались  о б общ ен­
ным методом Ст ефф енс ена  [4]. Н а  рис. I в б ез раз мерн ы х коо рдинатах  
X  =  x/L,  Y =  y!L ( L2 =  Q\ia/G<ffik) и з о б р а ж е н ы  границы застойных зон

— nv (А) +  [ V (a) N  [g (a),  g  (A)] L  (а) <4а +  Ф I s  W l  =  0, (5)
О

j  V (а) К  Ig (a),  g  (ft)] L  (a) da +  W Ig (а)] =  G [g (f t),  ft) L  (ft),  (6)
о

где

m - f  I

m - f  гm - f  г
_  ft " У  O -  g  W  g '  W  — S'  (A) g,- cos (ft —  (Xi ) +  g (ft) g i  s in  (A —  CXi ) 

2 n k  1 g 2  ( f t )  —  2 g  ( f t )  g i  cos (A —  a,-) +  g ?

Xi =  gi  cos a  i, tji =  gi  sin a  i, dQ =  {r =  g ( f t )  \ O s=: A =¾; 2я},

1.6

1,2

Рис. I
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Рис. 2

д л я  случая  G =  G0( l + Y - V)> a G0Jtfc/(Q|a) =  О,I. Кр ивы е I — 3 соответ­
ствуют значениям у L  =  —  0,4; 0; 0,4. Н а  рис. 2 пре дс тав лены ана лог ич ­
ные кривые для  зависимости G =  G0(I -f- у |  r / | ), G0 =  const .

Полученные численные решения системы (5),  (6) тестирова лис ь  на 
известных аналитических.  Н а  рис. 3 построены границы застойных зон 
д л я  з ако н а  G =  Go ехр ( у х ) . Сплош ные  линии отвечают точному решению 
за дач и [I] при a G 0n k l (Qp)  =  0,1; y L  =  — 0,5; 0; 0,5 (кривые I — 3 ) . П у н к ­
тирные линии ( I '— 3')  ил люс триру ю т соответствующие численные р е ш е ­
ния системы (5),  (6) .  Соп оставление  результатов  по к азы вает  их хорошее  
совпадение.

Рис. з
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H з акл ю че ни е  отметим возможность  обобщ ения по аналогии с [5] 
из лож енной методики получения  численных решений з а д ач  с перемен­
ным н ачаль ны м  градиентом на  случай неоднородной пористой среды.
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У Д К  517.948.32:517.544

С. Л. Ш Т И Н

Я В НОЕ  Р Е ШЕ Н И Е  ОД НОЙ О Д Н О Р О Д Н О Й  
З А Д А Ч И  РИМАНА Д Л Я  ПЯТИМЕРНОГО ВЕКТОРА

Ра ссмотр и м векторную за д ач у  сопряж ен ия:  найти кус оч но-голоморф ­
ный вектор F ( z )  =  ( L i ( 2 ), . . . ,  L 5^ ) ) *  (здесь Z озн ач ает  т ра н сп он и ро ва ­
ние) с линией скачков L  =  L 1 (J L 2, где L i =  [— 1,0], L2 =  [0 , I], ориенти­
рованной в направ лении от н а ч а л а  координат,  который ограничен в 
окрестности узлов  2  =  — I, 0 , I и имеет на бесконечности полюс по ря д ­
к а  < s  при условии с о пр яж ен ия  L+ (Z) =  G(Z)L-(Z) ,  где G(Z)— кусочно­
постоянн ая  матр и ца

О б щ а я  теория  подобных за д ач  приводится  в [ 3 ] . В настоящей работе 
р а с см ат р и в ается  з а д а ч а  частного вида  с кусочно-подстановочной м а т р и ­
цей в качестве  к оэ фф и ц и ен та  Р и м а н а .

Н еобх одим ые д л я  д альн ейш ег о  свойства  т аки х м атр и ц  рассмотрены 
в [I]. Д л я  м а тр и ц  01 и O2 существует  такое  пр ео б р азо в ан и е  подобия,  ко ­
торое  р а з л а г а е т  их в пр яму ю  сумму моно миа льн ых  м атр и ц  порядков  I 
и 4. Это п р еоб разо ва ни е  о су ще ствл яет ся  посредством матрицы

Перейд ем  к новому неи звестному вектору Ф ( г )  =  ( Ф Д г ) ,  . . . , Ф 5( г ) ) '  
с помощью линейной за м е н ы  неизвестных Ф ( г )  =  S - i F ( Z ) .

С. 1072.

П о сту п и л а  в р ед а к ц и ю  11.11.90.
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Граничное  условие  за пи ше тся  в виде:

Ф + ( 0  =  S - i F + ( t ) = [ S ^ G ( t ) S ] S - ' F ~ ( t ) =  G1( Z )O - (Z )1
где G1(Z) =  S - 1G(Z)S.

Выполнив ум но ж ен ие  матриц,  получим:

Л О О О Ox 
O X O O
О О X2 О , Z e L 1 
О О О X3 

' О О О
G1 (Z) =

I

Z e L 2

Теперь рассмотрим ри ма нов у поверхность Y 4 =  z ( l  — z ) 3, состоящую 
из четырех сфер Р и м а н а  с разре зом  по отрезку L2 и склеенных м еж д у  
собой согласно подстановке  (2, 4, 5, 3),  пре дставляемой матрицей,  з а д а н ­
ной на L 2. Н а  этой поверхности возникает  с к а л я р н а я  з а д а ч а  сопряжения,  
эк в и в а л е н т н а я  данной векторной задаче:  найти кусочно-голоморфную 
функцию 4F( z ,  Y )  на ри манов ой поверхности,  ограниченную в окре ст ­
ности точек с про екциями Z  =  — I, О, I, имеющую над  точкой оо полюсы 
по ря дка  и у д о вле тво ряю щ ую  граничным условиям:

Y t  (Z) =  X* 1FL (Z) 
/г =  I, 2, 3, 4

при Zt-  (— I, 0),

при Zge (О, I).

' 1FL (Z) =  X3 Y T  (Z)
Y t  до =  я  ¥ Г  (Z)
W t  (Z) =  X4 Y F  (Z)

, Y |  (Z) =  X2 Y F  (Z)
Здесь  через Y i- ( Z ) =  Ф ; ( г )  обозначены ограничения  Y (z, Y )  на Z-м листе  
поверхности,  Z =  I, 2, 3, 4. Н у м е р а ц и я  листов поверхности выбирается  
так,  что при Z s  (О, I )

W f  (Z)

(*)

}/Ц\  - Z ) 3E E R > 0,
Y t  (Z) =  Z Y t  (Z),
Y t  (Z) =  - Z Y t  (Z)1
Y t  (Z) =  - Y F  (Z).

Р и м а н о в а  поверхность Y 4 =  z ( I — z ) 3 допус кае т  ра ци она льную  п а р а ­
метризацию

z I

. ^ • р т г
с помощью которой эту поверхность  можн о конформ но  отобразить  на 
плоскость F

Найд ем  об раз  контура  L =  Li U L2 в плоскости £: 

z =  Oi->£i =  £2 =  £з =  С4 =  О,



При такой п а р а м е т р и з а ц и и  з а д ач а  со­
пр яж ен ия  на риманов ой поверхности пе­
реходит  в с к алярн ую  з а д а ч у  сопр яже ни я 
на плоскости £ с контуром скачков  К  =

4 4

=  ( U Г;) U ( U Л;)> по ка занн ым на рисунке.
I I

. Точнее, требуется опред елить  кусочно-
/ г*

голомор фну ю функцию x(?)  =  tF

ограниченную
.! +  S4 ’ 

везде,  кроме
I + S 4

окрестностей точек 0;f, где она  имеет  по­
люсы по рядка  s и уд овле тво ряет  следу ю­
щим условиям сопряже ни я:

i X + ( 0  =  V y r ( t ) ,  f e  A i ,  і =  I ,  2 ,  3 ,  4  
X+ (0 =  ^3X-  (0> t GE Г і,

[х+ (0 =  x%~(t) ,  < е г „
х+ (о  =  Xi X -  (t), / е г 3, 
х+  (t) =  х2х - (0 ,  ^ e e T 4.

Если ввести обозначение
I

Я  (О

X31 /GE T1; X, ^ g A 1 
Я, / G E ;  Г-, / е  A2 
X4, / ?Е Г3; X3, / GE A3 
X21 ^ g T 4; X4, /GE A4,

где X =  ехр(2яг /5) ,  то общее  решение  последней задач и со пр яже н ия  з а ­
писывается  в виде [2]:

X (?) =  R  (?) ехр й г ( 2 1(=1 д.

In H  (!)
t — t dt I V In H  (/)

£ =  I Г ,

I3
Ii +  I d/l

где R(Z) — р а ц и о н а л ь н а я  функция,  в которую вход ят  в под ходящих сте­
пенях Ши м но ж ит ел и (£ — С/,) п‘к д л я  всех уз лов  ск е  К  и которая ,  кроме 
того, имеет  полюсы п оря дка  s в точках  0¾, k  =  I, . . . , 4 и ограничена  на 
бесконечности [2]. В силу того, что мы требуем ограниченности в ок рест ­
ности точек £i, £2, £3, ?4, множ ители (£ — £г) войдут  в Р ( £ )  в нулевой сте­
пени.

Д л я  у зл а  0 имеем:

— ”2лТ ^ ’m H  У) +  ••• +  1™ ' п Я  (/) +  Iim In H  (/)
/-> 0  по T 1 t -*-0 по T4

+  Iim In Я  (01 =  — 4.
^->0 по A 4

Д л я  узла оо получаем:

*— [ п т  in п  (t) -f- ... -+-
ПО T 1 t-+ 00 ПО

Таким образом, в О (£) входит сомножитель
-2 I £»

І-+0 ПО А I

W50 =  [lim In Я  (0 +  •■• +  Iim In H  (01 2 .

? ( т Г (S4 +  I)4' (S4 +  IY ’

Д л я  того, чтобы ф ун кц ия  R(Z1) бы ла  ограничена  в окрестности оо, она 
д о л ж н а  иметь  вид:

D Cf \    ^ 4 s — 6 (£ ) Zb

где P/lS_6( £ )— некоторый многочлен степени 4s — б, не имеющий корней
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в точках 0/, (при s  =  I Piis-а (I) — I /  ( a t 2 bt, -)- с ) ) .  В о зв р ащ аяс ь  на ри- 

м ано ву  поверхность  IF4 =  г ( I — 2 ) 3 и учитывая,  что £4 =

V =  , У  г ( I -  г)»
~ V  ( I — г) ( I — г)3

4F (Z, 117)

I —  г т. е.

W

I — г 

P

, получаем д л я  общего  решения формулу:

4 s—6
w W

W
4-  I

X W

где

X  (£) =  ехр ■2щ

4
У In н  (/) , . . V f i  „  ... / I  I3 \ 

Л  +  2  J In H (t) (T z z r -  , i q r r j

Ф 5 (2)0:

1=1 Д;
dt

Отсюда получаем решение векторной задачи ( Ф і ( г ) ,  .

Фі  (г) =  Qs (г),

Ф г (г) =  40 (г)

Wt
4s— 6 ( I — г

Wi

W i

I — г

X W j  

I—г i =  2,

где W i ( z )  выбирают ся  в соответствии с (*),  a Q s ( z ) — произвольный м н о ­
гочлен степени s.

Окончательно получаем д л я  компонент  вектора  F ( z )  следую щие в ы ­
раже ния:

F i ( Z )  =  Ф I ( Z )  +  Ф 2 ( г )  +  Ф 3(2) +  ф *  (2) +  Ф 5 (2) ,

F^ (z) — Ф I (z)  +  7>4Ф2 (z)  +  ОІФз (2 ) -F Л2Ф 4 (z)  ~F ОФ5 ( z ) ,
F3 (2 ) — Фі  (z)  -F Х3Ф 2(г) -F ЯФз(г)  -F Х4Ф 4 (z)  +  Х2Фб ( z ) ,
F i (Z) =  Ф 1 (2 ) -F Х2Ф 2(г) -F 04Фз(2)  +  ЯФ4(2) +  Х3Ф 5(г) ,

F 5(2 ) =  ®i(z)~F ХФ2(2 )-Д Я2Ф з ( 2 ) +  03Ф 4( 2 ) ф  XFp5 (z) ,  1K =  ехр(2лі /5) .
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Т .  A .  U I E  В  И Л  А

К Р А Е В А Я  З А Д А Ч А  К А Р Л Е М А Н А  В П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  Ep

I. Пусть  D — кон ечная  од нос вязна я  область ,  огранич енн ая  контуром 
Л я п у н о в а  Г. П р едп олага ем ,  что начало  координ ат  п р и н а дл е ж и т  о б л а с ­
ти D.  Н а  контуре Г з а д а н ы  две  функции G (t)  и g ( t ) ,  G ( t ) — непрерывная  
функция,  g ( t ) е  L p ( T) ,  I  <  р  <  с о .

Ра ссмотри м сл ед ую щу ю кра евую  задачу .
Найт и все функции Ф ( 2 ),  п р и н а д л е ж а щ и е  пространству  E p (D)  и 

удовлетворяю щие след ую щем у  к раевом у условию:

Ф И О ] =  G ( t ) 0 > ( t ) + g ( t )  ( ! )
почти д л я  всех t е  Г.

Зд есь  а ( 0  переводит контур Г на себя  с изменением ориентации и 
удовлетворяет  следую щим условиям:  I) а [ а ( 0 ]  =  0  2) a ' (t) удовле тво­
ряет  условию Гельдера .
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На контуре  Г пусть выполнены тождества:

G[a(Z)]G(Z) =  I, (2)

G ( t ) g [ a ( t ) ]  +  g { t ) = 0 .  (3)

2. Д л я  решения за дач и используем метод конформного  склеивания .  
В [ I]  дока зан о,  что существует  функция S =  co(z) анал итическая  и о д н о ­
л и стн ая  в D,  про из водная  которой / / -не пр ерывн о п р о д о л ж и м а  на кон­
тур Г, и м е ю щ а я  в точке Z =  O простой полюс и удовл е т в о р я ю щ а я  к р а е ­
вому  условию

4 а ( 0 ] =  со( 0 ,  * е = Г .  (4)

Э та  функция ос ущ ествля ет  конформное  склеивание.  Будем считать,  что 
на контуре  Г з а д а н а  с т ан д а р т н а я  ориентация .  Н епо д в и ж н ы е  точки Z1 и Z2
функции a  (Z) д ел я т  контур Г на две  нен алегающ ие дуги Ei =  [/д, Z2] и
E 2 =  [/2, Zi]. Функц ия  со (г ) ,  я в л я ю щ а я с я  решением з ад ач и (4),  о т о б р а ­
ж а е т  облас ть  D  на плоскость с разре зом  Ti, который з а д ае тся  у р а в н е ­
нием со =  со( 0 ,  и имеет  своими концами об ра з ы  неподв ижных  то ­
чек (см. рисунок) .  П о л а г а я ,  что Z е  E b получим a(Z) е  E 2.

В силу тождеств  (2),  (3) и то ж д е ст в а  a [a (Z)]  =  Z краев ое  условие  ( I )  
достаточно з а д а т ь  л иш ь на одном из множеств  Si  или E 2. Пусть оно з а ­
д ан о  на S 2. Будем считать,  что ори ентация  контур а  Г ( индуцируется  го­
м еом орфи зм ом  со: S 2- >-Гі. Н а  контуре  F i по лож ит ельн ым направлением 
буде т  то, которое  ведет от b =  со (Z2) к а  =  со(Zt). В силу выбранной 
ориентации д л я  функции z  =  cp(S), обратной к £ =  co(z), имеем:

<р-(£)= Z e E ll ф + ( £ ) =  Oi(Z)6E S 2. (5)

Испо льзуя  (5) ,  перепишем кр а е в о е  условие ( I )  в виде:

ф [ф+ ( Ш  =  С [ф -(Ш Ф [ф -(Ш  +  ^for (S )L  S ^  Ti-
Введем новую функцию

F ( I ) =  Ofo(S) ] ,  (6)
аналит ическую в плоскости с ра зр езо м  Ti. П олучи м краевое  условие  з а ­
да чи Ри ма на:

F + ( S ) =  H &)  F - ( I ) + h  ( I ) ,  ^ e F l l  ( 7 )
где H  (S) =  Gfo- (S) ] ,  Zi(S) =  gfo~(S)]-

Зн ач ен ия  решен ия за д ач и  (4) имеют производные, удовлетв оря ющ ие 
условию Г ельд ера  [I].  Отсю да  вытекает ,  что контур Ti, полученный в р е ­
з у льт ате  о т о бр а ж ен и я  со ляпуно вско го  контур а  Г, будет контуром того 
ж е  класса.

Таким образом,  з а д а ч а  К а р л е м а н а  ( I )  на простом замкнутом кон­
туре  Г сведена  к з а д ач е  Р и м а н а  (7) на разо мкн утом  контуре IY

Из условия  (2) имеем,  что [G(Zi ) ]2 =  I, [G(Z2)] 2 =  I. Отсюда следует,  
что в к а ж до й  точке сдвига  a (Z) функ ц ия  G(Z) пр инима ет  одно из двух 
значений:  либо ( +  1), либо ( — 1). Та кие  ж е  значения  принимает к о э ф ­
фициент  Я (S) за дач и (7) на  концах  а и b контура  Ti.

П ре дп олож им ,  что
G(Z1) =  G(Z2) =  I, (8)
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Пусть  к р а е в а я  з а д а ч а  ( I )  разрешима ,  и пусть Ф ( / ) е £ р — ее р еш е­
ние. Н а ш а  цель —  показать,  что соответствующее решение  за дач и (7) 
F( I1) п р и н а дл е ж и т  пространству  F p (Fi) .

Аналитичность  функции F(S) в области D i =  cd ( F )  очевидна.  П о к а ­
ж е м  п р и н адл еж но сть  функции F( I )  пространству  L p ( Y i ).

( V ( S ) H K I  =  I  | Ф[ ф (S)I N dSI =  f I ф  (г) Hl C O ' (г) ||dz|<
1 \  T 1 S 2

<  шах I со' (г) I I I Ф (z) \р \ dz  | <  оо,

так как Ф (t ) ЕЕ L v (Г).

Итак, имеем J | F  (S) |р | dS I <  оо. Это оз нач ает  пр и надлеж нос ть  F(S)

пространству  L p (T i ) .
Д о к а ж е м  теперь  представимость  функции F(S) интегралом Коши 

в D 1. Достат очн о будет пок аза ть  представимость  функции F(S)  инте гра­
лом Коши в конечной области,  частью границы которой являет ся  кон­
тур Fi. Д л я  этого дополним контур Г I кривой L  так,  чтобы о б р аз ова лась  
простая  г л а д к а я  з а м к н у та я  кр и вая  C =  L U  Fi.

Вычислим

[ F  (S) (S — Co)11 d(  =  J  Ф [ф (S) I [со (г) — со (г0) ] * со' (z) dz =
C'

I
С'

CD (г) [оо (г) — со (Z0)]* со' (г) dz, k  --- О,

В (9) Ф ( z ) e £ j ) ,  о / ( г ) — удовлетворяет  условию Гельдера ,  [co(z) —
— со (Z0)] — не пр ерывн ая  функция.  Тогда  произведение  Ф(г ) [со(г )  —
— co(z0) ] ftco'(z) пр и н а дл е ж и т  E p .

Имеем f F ( S )  (S — ( 0) к dt, — 0, что являет ся  необходимым и доста то ч ­
ен

ным условием представимости функции F(S)  интегралом Коши.  
Перейдем  непосредственно к решению за дач и (7).
З а д а ч у  (7) мож но  свести к з а д ач е  д л я  замкнутого  контура ,  рассмот ­

рев ее на контуре  С =  Fi U L.  ITa до по лня ющ ей  кривой L будет F + (S) =  
=  F- (S). З а д а ч а  (7) равнос иль на  следующей

F + ( S ) =  F i (S)F+ (S) + / I 1(S)1 S е С ,  (10)
где обозначено:

Я  (S), S e r 1 
I, S e L  ’

H 1 (S) =

К  (S) =
h (S), S е  T1 

о, S e L

Из (8) следует,  что Я Д а )  =  Я і ( Ь ) =  I. Тогда  H 1(Z) — непрерывная 
функция,  и для  решения за дач и (10) мож но  применить  резул ьтаты  р а б о ­

ты [2], на основании которой в случае  % =  -<y=arg H 1 |с =  0 непрерывная
X+

функция H I до пускает  об общенную ф а к т о р и з а ц и ю  H i =  где X(S) =

ехр { ~ Ы Г  I  Jn /e £ )- dT} ’ Iх  (S )Ii  е  E 1
F +

Следуя [I] ,  сведем задачу (10) к задаче о скачке
X +  X 

Решая задачу о скачке,  получим

F (0 - 4 1 1 1 X C H 1A  а * .
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Учитывая (6), решение задачи (I)  в случае х  =  0 имеет вид:

ф  (?)  =  Х Ico ^  Г g  [и  (т)] ш ' (т) dx
2.ii  ^  X [ш (т)] [ш(т) — ш (г)]’

со (г) — решение задачи (4 ) .
Если х >  0,

X  [ш (г)]Ф (Z)
2 л  i

Г g  [ M ( T ) ]  CO' (T) dx  
I  X  [CO (T)] [со(т) — CO (г) ^  I w

P k — полином по ряд ка  х.
В случае  х С  О решение  за дач и ( I )  имеет  вид:

X  [со (z)] Г  g  [со (т)] со' (т) dxФ (Z)
2тіі J X  [со (т)] [Cu (т) — со (z)]

Т ак к а к  X (г) имеет  на бесконечности полюс п о р я д к а  | х | ,  то, чтобы 
существовало  решение  за дач и ( I ) ,  необходимы и достаточны следующие 
условия:

I  X  ро (т)1] ĉo M l * ® '  (x ) d x  =  °> k  =  °> 1’ , —  I-
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У Д К  517.925
А. В. Ч И Ч У Р И Н

О Р Е Ш Е Н И Я Х  С И С Т Е М  С З А Д А Н Н Ы М И  
П Р Е Д Е Л Ь Н Ы М И  С В О Й С Т В А М И  У Ч А С Т Н Ы Х  К Л А С С О В  

Н О Р М А Л Ь Н Ы Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М  
С Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы М И  П Р А В Ы М И  ЧА С Т Я М И

В р а бо тах  [I,  2] д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  систем вида:  

d x i    P t  (X1, т 2, • ••  , х п) / .  "j -S1
Clz -  Q i ( X1 , X 2 ................. х п ) P -  P  П >’ P t

где P i и Qi  п р и н а д л е ж а т  пространству  комплексных голоморфных ф у н к ­
ций на  области  D n+i cz C n+i, t i ^ N  и я в ляю тся  полиномами по Xi, 
х 2, . . . , Xn, были получены достаточные условия  существовани я  и ука зан  
вид  решений,  о б л а д а ю щ и х  бесконечными предельными свойствами в 
окрестности некоторой конечной точки Z0. Ра не е  в р а бо тах  [3, 4] были 
получены условия  сущес тв ова ния  и у к а з а н  вид решений с за дан ны ми 
предельным и свойствами д л я  систем трех уравнен ий  вида ( I )  (п =  3) .

В данной статье ставится  с л е ду ю щ а я  з ад ач а :  д л я  некоторых частных 
классов  систем ви да

4 h  -»«) S та «
где P i и Qi  та ки е  же ,  к ак  и д л я  системы ( I ) ,  f ( z )  — интегрируемая  ко м п ­
ле кс но зн ачн ая  функция,  у к а з а т ь  явный вид решений,  о б ла даю щ их  з а ­
дан ны м и предел ьным и свойствами.  _

Обозначим: х = ( х г, х 2, ■■■ , х п), V  =  (V2, E 3, ... , F 71).

13 =  (|3,, Рз, ... , pff) , 0  =  (0, 0, ... , 0 ) ,  o <=e Z,  2 < о < н .
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Полиномы P i (х ) , Qi (х ) (t =  I, п) всегда можно представить в виде:

7'> _  _  <7
P i (X) =  У  Р<'> (X), Q, (X) -  У  Qto (X ) ,

•<*saW
-=о -=0

где P - } (х),  Q[l) (х )  (t =  I, п ) — однородные полиномы по X1, х2, ... , х п 
степени т; р<‘>, qW (i =  I, « , )— целые неотрицательные числа.

Заметим, что одновременно все коэффициенты многочленов P itUi (х),
  P

Q {l(i) (х) не должны быть тождественными нулями.
Метод исследования аналогичен методу работ [I,  2]. С помощью за­

мены

X1 =  -Jj-, Xj  =  (/ =  2, п)  (3)

получим систему (обозначим ее: система ( I)) ,  голоморфную в окрестности
точки (z =  z0, U  =  0, F 2 =  P2, ... , F a =  Pa, Уа+1 =  0, , Vn =  0), если
выполнены неравенства

П

P ' Я) (I ,  р, 0) П  Q^u) ( I ,  P- 0 ) # 0 ,  (4)

pi и — ma x  (2, p {i) — <7(/)), (5)

где pg (S =  2, а) определяются как ненулевые корни многочленов F 1(F) =
=  V1P f t  ( I ,  F ) Q^U) ( I ,  V ) - P y n ( I, ( I ,  К), (/ =  277 ) .
Обозначим  через ( F 2 =  Рг, ■■■, F,, =  Р„) решение  системы уравнений
S j ( V ) =  0 (І = X n ) .

П рим ени м метод д ля  случая,  когда
pi D — qi D =  p i 2 ) _ q(2) =  ... =  р(Я) _ ? («) ^ 2 , (6)

CF

П р  V ~/~ 0 , P a + 1 , ••• I P n  равны нулю. (7)
V=I

Сдела ем  зам ену

Vj =  фі +  Р.? (І =  2, п), (8)

и, р а з л о ж и в  п равы е части уравнений системы ( I )  в ря ды  Тейло ра  по сте­
пеням U, фг, . . . , фп, получим систему:

P- О
- 4 -  ' - C  - 2  (I +  Ф ( Н , ф)),  (9)
Р ( К (I,  р, 0) v v - i / / -  (у;

P

и  =  a^ cp2 +  ••• +  Я-пФп +  F j  (и,  Ф) (/ =  2, п), (10)

V »

где ahx =  (р> 0 ) / Я  (i) ( I ,  р, 0) ¢ 7 / ) ( 1 -  P- 0) (/, I1 =  2, л),
c7Tjx P P

а Fj  — гол ом орфн ые  функции от U , фг, . . . , фп в окрестности точки 
U  =  фг =  . . .  =  фи =  0, о б р а щ а ю щ и е с я  в нуль в этой точке  вместе со 
своими частными производными по фг, . . .  , фп- Ч е р е з  Ф ( П ,  ф) обозначен 
л-кратный,  сходящий ся  в окрестности точки (0, 0, . . . ,  0) степенной ряд, 
причем такой,  что Ф(0 ,  0, . . . , 0) =  0.

Р ассм отри м следующие коэ ффици ент ные  условия:

Р % ( I, Р, 0) =  0, , ( I ,  Р, OJ11= O , (11)
P  P  — 1

QtI n (I ,  Р, 0) =  0, Qtl(I) ( I , Р, 0 7  =  0, (12)
q Q - I



Q ' (і) (I ,  Р, 0) =  0, Д % ) ( 1 ,  р, 0)д =  0, (13)

Qjli) (I ,  р, 0) =  O1 P j V 1 (I- Р. О),! -  0, (14)

где |л =  2, я;  1] =» а  +  I, я,

P j ^ i  ( I ,  р ,  O h  ~  "  У  1,0 Р "  ~  П  P ^ p V 1 1  ( 1 5 )
Cf k—2

= 0 ( к ф \ )

(к с =  2, а) и T 1 , ... , та — множество всех наборов индексов T 1 , 

таких, что T 1 +  . . .  +  т а  =  /?<*>;

Ph  Pi

H n l O, Р - ° ) . =  2  р~ ~ ПР;*. (16)P — 1 -«J  T1....... T , 0 ... 0, I, о ... о *
a  ,______ I к = 2

, - =0 
a

(г ~  гт I I, п) и T 1 , . . .  , T a  — множество всех наборов индексов T 1 , ... , та 
таких, что T 1 +  ... +  та =  р ( 0  — I. Q ^ o _ ,  ( I ,  Р, % ,  ( 1 . Р. 0 ) ,  ( t  =

=  I, я) имеют вид, аналогичный (15), (16).
При выполнении лщбого  из условий (11) — (14) характеристический 

многочлен A ( s )  системы Брио и Бу ке  (10) примет  вид:

(17)

$2 о X $23 • • $2а

(I — к ) п~°
$32 $зз X • • • #3 а

$(у2 $аЗ Oqo X

ха ракте рис тичес ко е  уравнение  
A ( s ) =  0. (18)

Воспользуемся  ре з у л ь т ат а м и  ра бот  [5, 6]. П р е дп о л о ж и м ,  что (17) содер­
жит:  только простые э л ем ен тарн ы е делители

(s —  Oi) , (s — о2) , . . . , (s — о„ ) ;  (19)
непростые э л ем ен тар н ы е  делители

(s —  a , ) " '  (s — аг) 2г, ... (г =  I, I ,  £ < я ) .  (20)

Допустим, что

Re ах >  0 (х =  I , /я), Re av <  0 (о =  т + 1 ,  я) .  (21)
При этом в о з м о ж н ы  следую щи е ситуации:
а) м еж д у  O1, a2, . . . , Om не существует  соотношений вида

а-/. == Pz +  Pi Cifj -J- ... ("i):, x = l ,  т ;  яр ф  х) (22)
с целыми неотрицат ельны ми коэ фф иц ие нт ами (среди которых имеется 
хотя бы одно на т у р а л ь н о е  число) ;  (условие  (2 3 ) ) ,  б) существует  хотя бы 
одно соотношение  вида  (22) .  Тогда  велич инам  а х (х =  I, т)  поставим 
в соответствие целы е не от риц ате льны е числа  Rx ( на зы ва ем ы е  «весом») 
так,  чтобы Vx =  0, если аК не встречается  в левой части соотношения 
( 2 2 ) ; в противном случае  д л я  ка ж д о г о  во зм ож н ого  соотношения (22) 
образуем  числа  pxi ( R i  +  щ — I ) +  • • • +  pxx- i ( R x - i  +  ex_j — I) ,  для  аК 
(удобно р а с с м ат р и в а т ь  од, а2, . . . , Om в в о з р а с т аю щ ем  порядке,  т. е. 
Re Gi <  Re а 2 <  • ■ • <  Re ат), и Vx примет  значение  на единицу боль­
шее  наи бол ьшего  из этих  чисел (условие  (2 4 ) ) .  П р о д ел а е м  процедуру,  
аналогичную рассмотренн ой в р а бо т а х  [I,  2]. З а п и ш е м  функции R11 в ви ­

де  R11 =  TR11(T) =  а  +  I, я ) .  В зависимости от коэффиц иентн ых условий 
рядов  R11 в о з м о ж н ы  д в а  случая:
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Iim Vn =  оо, или (25)
--*о

(г—Z0)

V11 =  X11O при T =  O ( Z - Z 0). (26)
О бо зна чим коэффициентное  условие,  при котором имеет место (25),  как  
ус ловие  (А) ,  а условие,  когда имеет  место (26) ,— ( В) .  Тогда  имеет  место 

Те орема  I. Пусть  з а д а н а  диф ф е р е н ц и а л ь н а я  система (2) .  Если д ля  
системы ( I )  выполнены условия  (4) ,  (6),  (7) ,  а д ля  системы ( 10) — хотя 
бы одно из условий (11) — (14) и выполнены:

1) условия  ( 19) и ( 2 3 ) :
а) условие  (А) ,  то решением системы (2) являе тся  система рядов

X1 =  т - 1 (Р; -j~ N 1) ( / = 1 ,  a) ,  Xn =  N n (р =  а  +  I, я) ,  где (27) 

N 1 =  N 1 (т, M 2 т"!, ... , M m та"', \М т+ 1 , I +  h m+1 , I Vm+1 l nx]  т, ... ,

IAfm+ 1 , п-о  +  Kn+ 1 , п-а  (Vm+ 1 ,+H п —  о —  I) Inx]  х) (28)
— [я — а  +  т]  — кратны е степенные ряды,  сходящиеся  в окрестности 
точки (0, 0, . . . ,  0) ,  M v (v =  2, я ) ,  Afm+i,I, . . . , M m+i,n_ a — постоянные,  
о б л а д а ю щ а я  свойством

X i ( z ) ^ - o o  ( / =  I, я)  при z - у  Z0, (29)

б) условие  ( В) ,  то решением являетс я  система рядов  вида

X1 =  X - 1 (Р; +  N 1) ( 7 = 1 ,  о),  Xn =  Xn0 +  A n (т] =  о  +  I,  я ) ,  (30)

где  N i (/ =  I, я) определяются из (28), обладающая свойством

X1 (г) ->-оо, (/ =  I, о), хп (г) ->• XnO (л =  a  +  I, я) при z ->- Z0, (31)

2) условия (19) и (24):
а) условие  (А) ,  то решением являет ся  система рядов  вид а  (27),  где 

N i — N i (т, [M2 +  Zi2 In х) та-, ... , [Mm +  h m I n х] х°т , [Mm+i,  i +

+  hm+\,  I Vm+ 1 lnx ]Х, ... , [Mm+j,  n—a +  Kn+1 , n—a (Vm + 1 +  tl O' l ) l l lx]x)  (32) 

( / = 1 ,  я ) —ведут себя так же ,  как и ряды (28), hv( v — 2, т),  hm+\,  1 , . . . ,

• • •,  Kn+1 ,и—a — постоянные,  о б л а д а ю щ а я  свойством (29);
б) условие  (В) ,  то решением я в ляе тся  система рядов  вида  (30),  где 

Ni  (І =  I, я)  определяю тся  из (32),  о б л а д а ю щ а я  свойством (31) ;
3) условия  (20) и (23):
а) условие  (А) ,  то решением является  система рядов  вида (27),  где 

Ni  =  Ni  (х, M 21XaS ••• , [М ,пет +  Ilmem (+г — I ) In х] x“"S [Mm+i,  I +

+ K n + 1 , IVm+ I In X] X, .. .  , [Mm+i,  n—a +h m+ i ,  п-а  (Vm+i+ Я — О— I )1пх]х) (33)

( / =  I, я)  — [е2 +  ... +  ет +  I ] — кратные степенные ряды сходящиеся в 
окрестности точки (0, 0, . . . ,  0) ,  M v+ Ziv+ — постоянные, числа  ev опред е­
ляю тся  из условия  (20) (v =  2, т  +  I, |  =  I, ev, em+i =  я  — а ) ,  о б л а д а ю ­
щ а я  свойством (29);

б) условие  (В) ,  то решением являет ся  система рядо в  вид а  (30),  где 
N i (І =  I, я) опр еделяются  из (33),  о б л а д а ю щ а я  свойством (31);

4) условия  (20) и (24):
а) условие  (А) ,  то решением являет ся  система рядов  вида  (27),  где 

Ni  =  Ni  (х, [M 21 +  h21 V2 In х] XaS ... , [Mmem +  Knem (Vm +  ет — I) I n x l x a"*

[Mm+!, I +  hm+1 , I Vm+ 1 In х] X, . . .  , [M m+ 1 , п о “V hm+1 , п—о X
X  (Vm+ 1 + я  — а — I) I n х]х) (34)
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(i =  I , я ) ,  и ведут себя  так  же ,  к ак  ряды  (33) ,  числа  Vv(v =  2, т)  опре­
д ел яю тс я  из условия (24) ,  о б л а д а ю щ а я  свойством (29);

б) условие  (В) ,  то решением является  система рядов  вида (30),  где 
N i (/' =  I, я )  оп ред ел яю тся  из (34),  о б л а д а ю щ а я  свойством (31) ;

Л^(т|  =  а  +  I, я )  в к а ж д о м  из случаев 2, 3, 4 (подслучай а ) )  зависят  
от тех ж е  переменных,  что и соответствующие N i ( i  =  I, я)  и удовлет во­
ря ю т  условию (25),  Pi =  I, т всюду опред еляет ся  по ф о р м у ле

р ( \\) (I. P- 0) *
(9( П — р<» +  I) Г f ( z ) d z

Q1 К (I,  р,  0) J ' w
q 2 о

Запишем еще одно условие:
/ I  R- d 4> .  .

(35)

(I ,  р, 0)д =  0, р у 1у_ { ( I ,  р, 0),i =  0 ( I  -  2, а; р  =  2, я ) .  (36)

При выполнении хотя бы одной из пар условий ( (36)  и одно из условий 
(11) — ( 14) )  A (s) системы (10) имеет  вид (I  — Х) п .

Теорема 2. Пусть  з а д а н а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я  система (2) .  Если для  
системы ( I )  выполнены условия (4) ,  (6) ,  (7) ,  а д л я  системы (10) — хотя 
бы одна  п а р а  условий ( (36 ) ,  ( 11) )  — ( (36) ,  ( 14) ) ,  то решением системы 
(2) яв л яе т с я  система ря до в  вида:  I) (27) при выполненном условии (А);
2) (29) при выполненном условии (В) ,  где Ni  =  Ni  (г,  [M2 +  /г2 In т]т, . . . 
. . . , [Mn +  hn In т]т) (І — I, я ) — /г-кратные степенные ряды, сходящиеся 
в окрестности точки (0, 0, . . . , 0 ),  Mj ,  hj  (/  =  2, я ) — постоянные; т  опре­

дел яется  по ф ор м уле  (35) ;  Af1l (т] =  а  +  I, я)  за в и с я т  от тех ж е  перемен­
ных, что и N i (I — I, я ) ,  и удов ле твор яют  условию (25).

Очевидно,  что в первом случае  решение  будет о б л а д а т ь  свойством 
( 2 9 ) , во втором — свойством (31).
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У Д К  519.852.67

В. Г. М ПДВГ.ДГ.В

Ч И С Л Е Н Н Ы Й  Э К С П Е Р И М Е Н Т  ПО Р Е Ш Е Н И Ю  Л И Н Е Й Н Ы Х  
П О Л У Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Х  Э К С Т Р Е М А Л Ь Н Ы Х  ЗАДАЧ

Чис ленные  решен ия на Э В М  и П П Э В М  д вух линейных полубесконеч- 
ных эк стр ем альн ы х з а д а ч  про водились  с по мощ ью м етода  опорных задач
[I] и па ке та  Л П  АС У [2].

I. Алгоритм решения.  Ц е л ь ю  экспериме нта  была  провер ка  э ф ф ек т и в ­
ности метод а  опорных з а д а ч  [I] д л я  решен ия полубесконечной задачи 
линейного про гр ам мир ован и я:

С'Х  -5- max, b *  [ t )  <  A  ( t )  х  < 6 *  (/), / g T ;  (I)
Здесь с, х,  cl* G  R"; Ь* (.), 6* (.) е  Rm; А (.) <= R"' ' '"; T  — { / 1 а < / < 6 } ;  
Ь* (•)> &*•(•)> А ( . ) е = С р ( Т ) ,  р  2 — целое число.
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П ре дп о л а га е т с я ,  что в за д ач е  ( I )  выполняется  условие  Слейтера :
3  V, d* <  V <  d*,  такой,  что f t * (0  (t) v < b *  (/ ),  для  всех / е  Т.  (2)
В основу метода  опорных задач  пол ожены понятия:  опорный план,  

опора,  с трукт ура  опорного плана ,  уравнения  доводки [ I ] .  Он состоит  из 
двух  частей:  I) процедуры ф ормир овани я  и решения последовательности 
ко не чномерных за дач  линейного про гр ам ми ро вани я  и 2) пр оц едуры  д о ­
водки.

П е р в а я  часть  алгорит ма  предназ нач ена  д л я  получения  п ри бл иж енн ы х 
значений эле ментов  оптимального  опорного пл ана  и ид ент ификации его 
структуры.

В т о р а я  про ц еду ра  алго рит ма строит  точные значения  элементов  оп ти ­
мальн ог о  пл ана  путем решения специальным обр азо м сф орм ир ованн ой 
системы нелинейных уравнений (уравнений доводки) методом Ньютона .

II. В эксперименте  сравнив ался  метод опорных зад ач  с методом м а ­
тематического  програ ммиро вания ,  исп ользующим пакет Л П  АС У (пер­
вый пр и мер ) .  В качестве  второго пр и мера  бы ла  в зя та  известная  з а д а ч а  
односторонней аппроксимации в пространстве  L 1(T) [3].

Вычисления  производились  на  ЕС-1035 (п ро грам м а  M L S I l D  и П П П  
Л П  АСУ) и на П П Э В М  IB M  АТ-286 ( т ак тов ая  частота  12 М Г ц ) — п р о ­
г р а м м а  SI P .  П р о г р а м м а  M L S I l D  нап иса на  на языке  Фортран,  п р о г р а м ­
ма  S I P  — на T U R B O  P A S C A L  5.5. Они реализу ю т метод опорных з а ­
дач  [I].

П ер вы й  тестовый пример был пре длож ен  Костюковой О. TL:
— І З х і +  1 8x2 max,

—4/ <  Н(4 -  t )  X 1 -  6 /2Xa < 1 - 4 / ,  / е= [0.5, /*], (3)
— 10 <  X i  +  10, І =  I, 2.

Р е з у л ь т а ты  решения помещ ены в табл .  I.
Т а б л и ц а  I

1,99 2,00 2,01
t*

Л П  АСУ A IL S IID SIP ЛП АСУ M L S I I D SIP Л П  АСУ M L S I I D S I P

8* 2 - 10~3 Ю-14 10“ 7 10~3 Ю-14 IO- 7 2- IO- 3 1 0 ~ 14 IO " 7

Al I I I I I I I 2 I

N 746 23 20 1502 19 19 756 21 20

P 366 4 4 475 5 3 298 7 4

S — 4 2 — 4 3 — 4 3

с '  х° 5,04564 5,037905 5,037905 5,00218 5 ,0 5 ,0 4,96543 4,955865 4,955865

T 1020 7,323 0 ,49 3824,8 7,561 0 ,5 6 870 7,803 0 ,4 3

X0
0,99039 0,991949 0,991949 0,99949 1,0 1,0 1,01072 1,013980 1 ,013980

0,99560 0,996291 0,996291 0,99975 1,0 1,0 1,00582 1,007644 1,007644

Q0
0 ,850

1,990

0,854177

1,990

0,854177

1,990

0 ,943

2 ,000

1,000

2,000

1,000

2 ,000

1,188

2,010

1,20669

2 ,010

1,20669

2,010

П р и м е ч а н и я :  е *  — точность локализации опорных моментов; M  — количество 
решенных опорных задач;  N —  среднее количество основных ограничений в опорных 
задачах ;  P  — количество итераций адаптивного метода при решении опорных задач;  
S  — количество итераций в доводке; т  — время решения задачи в секундах; X 0 — опти­
мальный план; Q0 — оптимальные опорные моменты; е — ш аг сетки S s (T ) 1 наложенной 
на множество Т, на которой проверялось выполнение ограниченной задачи  на опти­
мальном плане.
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Т а б л и ц а  2

п
3 G 1 8 9 10 11

M L S I lD  I S I P M L SI l  D S I P M L S I lD S IP S I P SIP SIP

S IO- 2 10 " 2 ю - 2 I O - 2 I O - 2 1 0 ~ 2 ю - 2 3 - 10—3 2 - I O - 3

Ё* I O - 14 I O - 7 ю - 14 I O - 7 I O - 14 I O - 7 ю - 7 I O - 7 1 0 ~ 5

M 10 I и 2 15 2 2 2 I

N 16 13 19 28 27 26 28 53 58

P 28 5 36 14 60 23 32 42 41

L 2 2 4 4 5 5 5 6 6

S 4 4 6 4 8 4 5 19 6

с '  х ° 0,649042 0 ,649042 0,616085 0,616085 0,615663 0,615653 0,615632 0,615628 0,615626

T 13 0 ,4 9 2 5 ,5 3,1 38 5 ,6 7 ,85 23,17 21, 14

QO

0,333333

1,0

0,333333

1 , 0

0 ,0
0 ,276393
0,723607
1,0

0 ,0
0,276389
0,723604
1,0

0 ,0
0 ,5
0, 172673 
0 ,827327 
1,0

0 ,0
0,499691 
0,172464 
0 ,827176 
1 ,0

0 ,057674
0,278662
0,585406
0,861004
1,0

0 ,0  
0 ,112888 
0,349560 
0 ,636596 
0,880271 
1,0

0,047157
0,227523
0,482712
0,734704
0,918828
1,0

X 0

0,089096 
0,423652 
I ,045259

0,089096
0,423052
1,045259

0 ,0
1,023268 

— 0,240687 
1,221962 

— 1,388633 
0,941498

0 ,0
I , 023267 

— 0,240677 
1,221934 

— 1,388602 
0,941485

0 ,0
1,002913 

— 0,053486 
0 ,709010 

— 1,299414 
2 ,499343 

— 2,205327 
0 ,903576

0 ,0
1,002897 

—0,053252 
0 ,708457 

—  1,295654 
2 ,493864 

—2,201331 
0,902425

0 ,000039
0,998120
0 ,032616
0 ,072977
1,109614

— 2,563445
3,768226

— 2,796046
0,935306

0 ,0
1, 000263 

— 0,007682 
0 ,421688 

— 0,522817 
I , 906660 

—3,594561 
4,377179 

— 2,869606 
0 ,846283

0,000009 
0 ,999439 
0 ,012586 
0 ,197844 
0 ,817676 

—2,871419 
6 ,997137 

— 10,352188 
9 ,619342 

— 5,051575 
1,188556

П р и м е ч а й  и я: обозначения тс же, что и в табл. I.



Второй тестовый пример представ ляет  зад ач у  односторонней аппрок-
П
'S?симации функции t g ( / )  полиномом (я — 1)-й степени £  х Д г~1 на отрез-
г=1

ке T =  [О, I] в пространстве L i (T)  [3]:
П

2  Xi / i  -> min,
I= I

X i  -J- Ix2 -J- . . .  -J- V1- iXn t g ( / ) ,  t Eiz T , X  (=. R". (4)
В [3] за д ач у  (4) не уд алось  решить  при я  >  8 из-за потери точности 

в вычислениях.  Она  не была  решена  и процедурой M L S I l D  при я  >  8 
из-за  того, что опорная  з а д а ч а  не смогла  идент ифицировать  структуру 
опоры. П ро ц ед у р а  S I P  р еши ла  за дач у  при я  ^  11. Резу л ь т а ты  решения 
за д ач и  (4) приведены в табл .  2.

Зам еча н ия .
1. В пр ограмме M L S I l D  значения  А (I),  b*( ( ) ,  b...(t), t <=T,  в уз лах  

сетки S e(Г) ,  в которых проверялись  основные ограничения ,  к а ж д ы й  раз 
вычисл ялись  заново ,  а в пр ограмме S I P  — хранились  в памяти.

2. Время решения задач и ( I )  программой S I P  не вкл ю чае т  времени 
со зд ан ия  сетки S 0(T).
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У Д К  517.577
Л. Е. З А Б Е Л Л О ,  В. М. Р А Ч О К

О Д НО Р Е ШЕ Н И Е  В Ы Р О Ж Д Е Н Н О Й  З АДАЧИ  
Д Л Я  СИСТЕМ С Р А С П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы М  З А П А З Д Ы В А Н И Е М

Исследуется  специальный класс  дискретных упр авлений типа  о б р а т ­
ной связи.  Метод определен ия  па рам етров  упр авлени я  близок  к извест­
ному методу А. М ани ти ус а  д л я  исс ледования  не вырож денны х з ад ач  в 
классе  кусочно-непрерывных управлений.  Отметим,  что в этом классе  р е ­
шение  вырожденной задачи  не существует.

Рассмотрим  систему управления:
h

х  (0 =  А (I) х  (t) +  f K 1 (s)x (t — s) ds +  В (t) и (I), I g T =  [/„, I1], (I)
о

Хо ( - )  =  { у ( т )  | т  е  Po —  h,  to),  X ( I 0) = - V ' о}, (2)
где х — «-вектор,  и — m -вектор, т < « ;  у  ( I ) — з а д а н н а я  кусочно-непре­
рывна я  я-векторная  ф ункц ия на [I0 — h,  Io], -Vo — з а д ан н ы й  я-вектор;  
A( I ) ,  K i ( s ) ,  В  ( I ) —-неп рерывн ые  ма тр и цы  своих размерностей,  
r a n k  В  (I) =  in, I e  Г; под и (I),  I e T ,  будем понимать  кусочно-постоян­
ные упр авления  с з а д ан н ы м и  точками р а з р ы в а  pi, І =  I, N — I, р г-+ 1 =
=  pi  -J- А, А >  0, ро =  I0, Px  =  Ip, Ii >  0 —  постоянное  за паз ды вание .  

Качество  процесса у п ра влени я  оценивается  функц ионалом
L

I (и) =  f х '  (I) D  (I) х (I) dt  -* min, (3)
К

где D( t )  >  О, D ' (I) =  D ( I ) — непрерывна я  м атр и чн ая  функция,  I e T .
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Задача I. Найт и оптимальное  упр авлени е  U0(I) ,  I е  Г,  д л я  ( I )  — (3) 
в кл ассе  кусочно-постоянных функций с з а д ан н ы м и  точк ами разры ва .

Задача  2. Д л я  системы (I)  — (3) найти опт има льное  уп равлен и е  в 
фо рм е  обратной связи:

h

ип (t) — Ui =  Pi X (Pi - i )  +  I Р/ ( - -  г) X ( P i - 1 — г) dr,  (4)
О

1 = 1 ,  N,  t ( =  [Pi-i ,  Pi].

При решении задач и I потребуется  ф о р м у л а  Коши д л я  решения си­
стемы ( I )  — (2) [I]:

U h

X (Z) =  F (t, Z0) X0 -I- j  j  rZ7 (t, т - f  s) K 1 (s) X0 (т) dsdx +
to— h tQ— т 

t

+  J  F (t, т) В  (т) и (т) dx,  (5)
to

где F (t, т ) — матричная функция,  удовлетворяющая уравнению:
h

d F f T Т) =  — F (t, х)  А  (х) — j  F (t, х +  s) K 1 (S) ds,
о

X t, F  (t, t — 0) =  Е,  /■’ (Z, т) SH 0, т >  I.

Учитывая (5), запишем (3) в виде:
N  P t  N  U Pi

I (и) =  2 2  Ui- 1 j В '  (т.,) K 2 (Z0, т 2) dx,  X0 +  2 2 “ £-i j  j  в ' (Ta)>
I =  I p  1 = 1  to— h p  ,

(6)N  N  Pi п .  V >

K 3 (to, T o ,  T 3 )  I i T 2 X 0 ( T 3 ) dx3 +  2  2  U i ~ '  i B '  ( f )  f i t 0 , T 2 , T 4) ,

V i L
d x 2Uj— I - f  c,

i = 1 / = ‘  V i l  V i

(7)

В  ( t 4) dx

где

ZCo (Z0- T2) =  f  F '  (t, T2) D (t) F (t, t0) dt,
"2

t t I l

K 3 (to, To, T3) =  J j  F'  (t , To) D (t) F (t, T3 +  Sg) K 1 (S3) ds3 dt,
--O to— ' з

t\

ZC4 (tQ, T2, t 4) =  j F'  (t, т.,,) D (t) F (t, T4) dt, 
m a x  ( - 2 , - 4)

t ,  p  U  I i

c =  Xo I' F'  (t, to) K  (S) D  (t ) F (t, to) dt x0 +  2x„ j  J j  F'  (t, Z0),
to 10 10 f l  to ~3

/1  to h  to h

D  (Z) F  ( t3 +  s3) K 1 (s3) X0 (x3) ds3 dx3 dt  +  j  j  j  ] j  x'0 (T1) ,
10 t0 h  to to h  to -3

ZCi (S1) F'  (t, T1 - f  S1) D  (t ) F (t, T3 +  Sg) ZC1 (s3), .V0 ( t3) ds3 dx3 ds2 dxl dt.

Отметим,  что в ы р а ж е н и я  (7) совпа дают  с ма тр и чн ыми  импульсами з а д а ­
чи ( 1 ) - ( 3 )  [2].

Введем обозначения:
Pj

ф 2 . І — I В'  (X2) K 2 (t0, Т о )  Ht2,
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( D 2  =  ( ( U 2 i  ь  ф 2  2 . . .  ,  о '2. л ’ ) ' ;
Pt

Ф з . і  (Tl) =  I K 3 (to,  T4, T1 ) В  (т4) CiTi ,

I— I

Фз ( T l )  =  ( Ф з ,  I  ( T l ) ,  Ф з,з (Т і ) ,  . . .  ,  Ф з ,  Al ( T 1) ) ' ;
( 8 )

• г
+ 4 , / , /  =  j  в '  ( т . , )  j  K i ( to ,  T 21 T4 ) В  (T 4) Clri

pC-I lpC-I

■ф4і 11 ••• +4,  I уV
ф 4 =

_ + 4, AM ••• +  4, NN..

и =  (и'и uN), Ui GE / Г

dx.,

,  ф 4  = -  ф 4 ;

Учитывая (8), запишем (6) вТвиде:
и

I (и) =  с +  2 и ' Ф 2 х 0 +  2и  j  Ф3 (т3) X0 (т3) d r 3 +  и '  O i U. (9)
Io- I l

При сделанных пр ед пол ож ен иях  относительно B ( t ) ,  D ( I ) ,  t ^ T ,  по­
лучим Ф 4 >  0, а это обеспечивает  существование ми н им ума  фун кц ио ­
н а л а  (8) ,  и, следовательно,  существование решения за дач и ( 1 ) - ( 3 )  в з а ­
данном классе  кусочно-постоянных функций.  Из  (8) следует,  что опти­
мальное  уп равлени е  щ ( 1 ) , t е  T , уд овлетворяет  условию

Ф 2х0 +  [ Ф 3 (T 3 ) X0 (T 3) dxx +  Ф 4 и0 =  О,
U- Л

или в покомпонентной форме

где ft

Ф 4, I lUi  +  Ф 4, 12 42 +  ••• +  Ф 4, I Al Un  =  / 1 ,

Ф 4, 21 и? +  Ф 4, 22 U2 +  .. .  +  ф 4, 2AT u N  =  f  о,

Ф 4, N I  U? +  Ф 4, N I  « 2  +  ••• +  Ф 4, N N  UyV =  f h ’,

to

O 2. i X0 — j  Ф зі (т3) X0 (T3) dx-j, i =  I , N  — I . 
t „ ~ h

(10)

Так как  Ф 4 > 0 ,  то из (10) получим:
N - 1

Иду =  + ! , A W  /rM —  + 4 ,  ДУДУ + 4 ,
ОiVi til • (H)

Подставив (11) в (10), имеем:
r l S  I О I с Т \  I I г Т л   ̂ у - G с I
Ф 4 , 11 Wi  T  Ф 4 , 1 2 ^ 2  “ Г  • ••  ~  Ф 4 , I N —  I I l N - 1 —  /  I э 

I 0 т I О T I 4 1 0   с I
Ф 4 , 21 U i  +  Ф 4 , 22 І І 2  +  . . .  +  Ф 4 , 2ДУ— I I l N - I  —  1 2>

гтД О I Л 1 O 1 . ,т,  I 0 cl
Ф 4 , ду_ I I и  I + Ф 4 , ду— I 2 U 2 —  ' г  Ф 4 , ду— I ду— I U n -  I —  J n -

1 г т , —  I

( 12)

где f i  =  f i  — Ф 4, I N  Ф 4 , ДУДУ / д у ,  + 4 , 1 /  =  + 4 , ( /  —  Ф 4, (W Ф 4, ДУДУ+ 4 ,  ДУ/, І ,  /  =

=  I ,  A f - I .
Поскольку Ф ; , д у - , 1 > 0 ,  то, продолжив процесс исключения U10, І =  

=  j V— I, Л/' — 2, ... , I, в итоге получим:
N - k - \  S О

llN—k — (+4, N-Ii N—/у)-1  ( / лУ— f t — 2  Ф 4, ДУ—k i О  j , ^  ( - - ) = 0 .  (13)
V (=1 / £=1



fi — fi 1 — Ф 4, t’1//—*+X (Ф4, yv—*+1 —*+l) ' /w-A-fl-  (14-)

Ф 4, a  ~  Ф 4, ij —  Ф 4, l N —k + \ ( Ф 4, N - k + \  N—k + 1)_1  Ф 4, N— k+\  j,  ( 1 5 )

f t =  ft,  Q l t j  =  Ф 4, tj, ft =  I, N - I, i, j =  I, TV — /e.

П о д с т а в л я я  в (13) k  =  N  — . . . , I, получим оп тим альны е участки
кусочно-постоянного управления .

Т еорема I. Оптима льное  упр авление  в выбранном классе  кусочно-по­
стоянны х функций з а д ае т с я  соотношениями (13) — (15).

Приступим к реше нию за дач и 2.
П о л о ж и м

/г
fi =  а? +  j  Pr (— г) X (Pt —  г) dr, (16)

О
где

а/ =  а j 1 — Ф4> J-1JV-i-f I (Ф4 ,N—k+ 1 л'-A+i) - 1  aJV-Vf 1, (17)

Pt' (/-) =  Р? ' (О — Ф*. IN—к+\ (Ф4, Af-Jt-Ll Л'—/г+|)— 1 Рл'-Л+1 (т), (18)

a I =  Ctj =  — Ф 2, £, РГ (— /') =  рг (— Г) =  — Ф 3, і (/'), t =  I, У,  / =  I, Al — I. 

Определим на первом шаге

Ф 3 =  Ф 2 (to),  Фз (Г) =  Фз (to, г) ,  Ф 4 =  Ф 4 (I0), f j  =  f j  (I0) 1 N = N  (t0). 

Д л я  «I имеем из (13):

,,° /rn^(^o) —1\ —I fN(t о)- I __ /гТт^^о)—I\ _  I / yV(I10) - I  /, Ч j— (Ф4, I l j 1/! — (ф 3, 1 1  j (ОI A (/о) +
/г /г

+  [  p f  (—  г )  X  ( t 0 —  г )  d r )  —  g \ ,  \ х  ( to)  +  f  g 2, I ( — г )  X  ( t 0 —  г )  d r .  
о о

Проводя замену t0 на P1, получим следующие соотношения для щ , I <  
<  i <  N:

и
Ui =  g i . i X  ( p i - 0  +  [  g2.  i ( —  г)  X (Pi - 1 —  /') dr,  (19)

О

(го»

г г . і М  =  <Ф Г ' Г ' Г , > _ 1  ) _ 1  С " ' - 1’ - 1  (f I '  > < ' < " •  <2 | >

Уч ит ывая  вышеи зложе нное ,  получаем,  что спр ав ед ли ва
Теор ем а  2. Д л я  з а д ач и  ( I ) — (3) оптимал ьно е  управл ени е  в форме 

обратн ой  связи (4) существует  и оп ред еляет ся  формулой (19),  ко э ф ф и ­
циенты в которой вычисл яются  по ф о р м у л а м  (17),  (18),  (20),  (21).

Замечание .  Вы рожд ен но сть  ф у н к ц и о н а л а  (3) понимается  в смысле  
р а б о т ы  [3].
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У Д К  519.233.2

Д .  В. С И Н Ь К Е В И Ч , Н. И. ТРУШ

О РЕЗУЛЬТАТАХ В Ы Ч И С Л Е Н И Я  НЕКОТОР ЫХ МОМЕНТОВ  
С Л У Ч А Й Н ЫХ  ХАРАКТЕ РИСТИК О Д Н О Р О Д Н О Й  

МА Р КОВ СК ОЙ ЦЕПИ Д Л Я  П О Л И Н О МИ А Л Ь Н О Й  СХЕМЫ

Пусть  в к а ж д ы й  из T  моментов  времени имеются система из N  =  N ( t ) ,  
t =  I, T  микрообъектов ,  распределенных по г состояниям,  и наб людения 
y lU j — I 1 г, t =  I, Т,  являю щ и еся  относительными частотами попада ния  
мик роо бъекто в  в /-е состояние в момент времени /. Матем атической  мо­
делью эволюции к а ж до го  из N  микрообъек тов  сл уж ит  однородная,  ко ­
нечного числа  состояний м ар к о в с к ая  цепь с одной и той ж е  матрицей 
р  — ( рц) ,  i, j =  I, г переходных вероятностей,  причем все N  марковс ких 
цепей независимы.

Пуст ь  q;ut, /  =  I, г, t =  I, T  об означает  вероятность попадан ия  м ик ро­
объект а  в /-е состояние  в момент  времени /; p l f \  i, j =  I, г, S  =  0, 1 , 2 , . . .  
обозн ача ет  переходную вероятность  из І-го состояния  в /-е состояние  за 
S  шагов.  Отметим,  что вероятность с р /, j  =  I, г, t =  I, T д л я  ка ж до го  
отдельного мик рооб ъек та  постоянна  в данн ый момент  времени и м ен я ­
ется с изменением t. Кр ом е  того, известно [I], что q; j ,  /  =  I, г, t =  I, T 
и p \ f \  І, /  =  I, г, S  =  О, I, 2, . . . удов ле творяю т  соотношениям:

Г Г

2  4i.t  = 1 - cIi. н -s =  2  яі. I pip ■ ( 1)
i= I i=i

В [I]  пре длож ен о  р а ссм ат р и вать  описанную вероятностную модель 
как  полиномиальную.  Действительно,  пусть в момент  времени t, I = \, T 
имеется  N  микрообъектов .  Вероятность того, что в состоянии /, j =  I, г 
будут  нах одиться  /  =  I, г, t =  I, T  микрообъектов ,  где

Г
ч-і. I r=  N  (t) у,-, г,1 2  nJ. t =  N  (t) (2)

/=і
определим формулой

P ( n ( t ) \ q ( t ) ,  IV) = А ( / ) ! П  п‘. t '. . . , J
1=1

П cIpt ‘ (3)
/= I

с ограничениями ( I )  — (2) .  Здесь  n ( t ) — вектор с эл ем ент ам и «г,о г =  I, г, 
q ( t ) — вектор с известными эл ем ент ам и <, І =  I, г.

Фо рмул а  (3) я в л яе тся  основой д л я  получения оценки максим альн ого  
прав допод оби я  м атр и цы  P  к ак  по микроданны м,  т а к  и по а греги ров ан­
ным данным .  П р оц едуры  получения  оценок достаточно подробно и з л о ж е ­
ны в [ I ] .  Вопрос  об асимтотических свойствах  оценки максимальн ого  
пра вд опо добия  по име ю щ и мс я  агрегированн ым данн ым остается о ткр ы ­
тым до настоящег о  времени.  Одной из первых попыток в этом н а п р а в л е ­
нии являет ся  упо мяну тая  нами ра бо та  [I] . Возьмем за  основу идею этой 
р або ты  и получим ф о р м у лы  вычисления  моментов  высших порядков  аг ­
регированн ых х аракт ери стик  однородной марко вско й цепи.

k

Пусть ( N) h =  П  (N —  I +  I),  где /г люоое натуральное число, не
I= I

превосходящее N.  Из [2] имеем:

E  (щ, t) = N  ■ qi,t,  i ' = l ,  г, t =  I , T ; (4)

E i n iii, I i j j )  =  ( N ) 2qu qj, t +  N p l p  q(j ,  i, / =  I, г, t =  I, Т.  (5)
Т ак  к а к  N  = N (t)  носит неслучайный ха рак тер ,  то из соотношений 

(4) — (5) очевидным об р аз о м  следуют соответствующие формулы  для
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г/j.f, j =  I, г, I = I, Т. Вычисление  других моментов рассмотри м в виде 
лем м,  вводя по мере  надобности необходимые дополни тельные  о б о зн а ­
чения.

Пусть  j =  / ( I ,  2, . . . , г) обозначает  произвольную перестановку индек­
сов (I ,  2, . . . , г ) ;  j (І) — і-й член в перестановке  /, i =  I, k, k  ^  г. Тогда  
с пр авед лив о следующее утверждение .

Л е м м а  I. Д л я  люб ых  t =  I, Т\ j ( i ) ,  i =  I, k  имеет место равенство

к х к
E  ( Y l n j i i ), ^  ==■ ( N) h П  Qj (I),

4=1 > I= I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассм отри м случай k  <  г. При этом N  э л е ­
ментов системы распр едел яю тс я  по (k -f- I) классу  так,  что первые 
/г классов со де р ж а т  соответственно по «дад ,  і =  I, k, t =  I, T  элементов,  
а к (/г -j- I) классу  отнесем эл ем ен ты  системы, не п р и н а д л е ж а щ и е  в д а н ­
ный момент  времени t, t =  I, T  ни к одному из них. Этот  класс  будет со­

д е р ж а т ь  — 2  я  ,-(j), t ̂  элементов  в момент  времени t, t =  I, Т. В еро ят ­

ность такого  разб иен ия  определим по аналогии с (3) ,  т. е.

P (п (/) I q (О, N ) =  — ------------- ^  х

п  «/ (О. /'• /V~  S  "/(/).< !г= I V I= I !
к

к п. I Л  \ ЛГ_/ = і П/(/)' *
X  П  9 / ( /м  \ I ~  2  9/(0. <) > (6)

£=1 х г= I
где

п (t) («/(I), О ni(2), t . ••• . Щ(к),и [ n  —  2  «/(/),
t=l
*

9 (0  =  ( у / о ь  г. 9/(2), и . 9/(*), O ( l  — 2  Qi (0, t j  j -  

Далее ,  исходя из определения математического ожидания,  получаем:

E  ( П  niV), 1 1 2  П  «до.  ( -P (/г (О I 9 (0 .  a O -
'  "/(O1T 0i= 1 

J =  I , /г

где сум мир овани е  осуще ствляет ся  по всевозм ож ны м значениям случай- 
ных величин гедрд, i =  I, k. Пос ле  н есложн ых пр еобр азо ваний  из послед­
него соотношения следует:

/  к \  k j
Д П  /I/ и,, / =  ( N ) h П  9/ (/), ( 2  “  X

X - = 1 7 ^ = 1 n J ( i ) ,  о ' 1 П  (n j ( i ) , t  I ) !
t = l ,  /г 1=1

к

v _______________________T1  "до, г Ч { V  V —  / S  ‘"с <»•
X /  k \ 1 1 9 / ( / ) .  < I 1 ^ 9 / ( 0 .  < I

Л / _  й -  2 ( л / (0, I) Н=> V 7
J= I

(7 )
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/

Сумма б правой части (7) равна I как ( N — к )-я с т е п е н ь  полинома ^<7д i ),/-+-

/ к ч >

-E . . . -E <?/(*),< +  I I — 2  Qi (О. і I )■ Таким образом, для случая k < r  ут-
/= I

верждение леммы I доказано.
Д л я  случая  к =  г д ока за тел ьс тво  проводится аналогичным образом,  

используя  представление  (3) непосредственно.  Л е м м а  I док аза на .
Лемма 2. Д л я  любых t — l , T ,  /  (/), г =  I , к  имеет место равенство

( т  к к k  , т

П iija)t t П Щ (0,0= П <7/(0. t (TV)ft + (7V)ft+1 2  Q/ <«'). < +
i — I i=/7l-j— I '  I— I '- I— I

т — I т

-E (TV)ft+2 2  2  QiUi). t Qj(I2), t jT +  (TV)ft+//!.—I X
< 1 = 1  < 2 = 0 + 1

2 3 т  т — I т  ч

X  I  2  -  2  П  Qidv), t +  (TV)ft+/,! ГТ Qj (v),t I,
Z1=  I < 2= < i + 1 lm_  ! = < , n _ 2 + I t - = I  V— I

где т  — лю бое  целое число из и н те рв ала  [0, k \
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Его т а к ж е  проведем ли ш ь д л я  случая  k  <  г. 

И сп ольз уя  форму лу (6),  получаем:
/ i n  к  \  т  к

E i U n j l l h l  П  Iin i h t  I =  У  T l n f d ) , !  П  Iin n , t P  (п (I) I <7 ( 0 ,  TV),
4 = 1  != / ,1+1 /  О 1=1 ¢ = / /1 + 1I (о. <

<=1,  к

где суммир ова ние  осуществляется  по вс евозм ож ны м знач ени ям  случ ай ­
ных величин i — I, к.

После  несложн ых  пре образов ани й из последнего соотношения сле­
дует:

/ т  к  \ т

E  ( 1 Ь / (0 . t П  Щ (i)t t I П  tij (i), t X
i — I i — m -И  1 п .  ,>  I i— I

/ (О .  i

JU
(О. t 
1=1, £

v     т т  ' ч <іь * ( I у  о Vv < 5  ' т 'X *  I k \  1 1  <7/«), < 1 — Z/  Qid), tк / Ii \  и  Qi «), < 1 —
п  ( " / „ • ) , / - 1)4 T V - 2  nj (I), t J I v ' = 1
: = і  V I=  I /

(8)
Д л я  дальн ей ш его  п р е о бразо вани я  правой части соотношения (8) з а м е ­
тим, что
т  т т — I т

П « / <0. Z = I -E 2  (Я/«і). < 4  +  2  2  (llHd)J  1)(%<2>,< 1)4- -E
1 = 1  < != 1  <1=1 <2=<1+1

2 3 т  т — I in

+  2 2 -  2  п (njdv) j — I) +  п (nm j —  I)- (9)
< 1 = 1 < 2 = < 1  +  1 < . = <  „ +  I V=I O = Iт —  I т — 2

Кр оме  того, для  любого  S =  I, т  имеет  место равенство:

^  J t ________________№________________
^  I l  (n i d v ) j  ’ I) к / k  \ X

пЩ). t >l  и=‘ П H i ) .  / -  W I TV- 2  Пі M ■ ‘ !
I-=TTft \  1=1 I

к

к п ( к \ N~  S  nj(i) I к S
X П  Q ii iT t t ( I — 2 Qi d). <) 1 1 =  (TV)ft + s I I  Qid) . / П  Qidv ), <• (10)

1 = 1  V г=і  ' <=i о= 1
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П о д с т а в л я я  правую часть соотношения (9) в ф ор м ул у (8) и используя  
ре зу льт ат ы  (7) ,  (10),  получаем утвержден ие  лем м ы  2. Л е м м а  2 д о к а ­
зана .

Ра ссмотр и м несколько частных случаев  утве ржд ен ия  ле м м ы  2. П о л а ­
гая  т  — k  =  I, получаем

E  (n H i ) ,  t) =  <7/(1). t [ N  +  (Л7)2 <7/(1), <], t =  I ,  Г .

П о л а г а я  т  =  k  =  2, получаем

E  (nHi), i ,lH2), /) =  <7/(1), / <7/(2), / [ ( А +  +  (AO3 (<7/(i), / +  <7/(2), /) +

+  (AO4<7/(i), / <7/(2), /], t =  I, Л.
П о л а г а я  т  =  I, k  =  2, получаем

E  ( « / ( I ) ,  t пц2), t) =  9 / ( 1 ) ,  I <7/(2), t [ ( 7 7 ) 2 +  (AZ)3 9/ ( 1 ), / I ,  7 = 1 ,  Т .  

П о л а г а я  m  =  I, k  =  3, получаем

£  (я / т ,  (Я/(2), (Я/(3), ( ) =  <7/(i), *9/(2), *<7/(3),'< [(AZ)3 +  (W)4 <7/(1), *], 7 = 1 .  Л.
Д а л е е ,  пусть Q/t =  ( I, 2, . . . ,  £ ) ,  to(Qft)— функция мощности мн ож ест ва  
Qzi ; Qfc(s)— некоторое под множество  множес тва  Qzi, имеющее мощность

5,  0 =¾ 5  г£С k\  2  — сумм ир ов ани е  по всем C f  по дм нож ест вам Qzi ( S ) .
Qk  (S )

Т огда  справед лив о следу ю ще е утверждение .
Л е м м а  3. Д л я  люб ых  t =  I, Л, /(( '),  i =  I, k имеет  место равенство:

/  I т  k  \ k

E I П  Ilj  (i ) t ( 11 Ilj (i), / l l  Ilj (i ), / j — 11 Qj (0, / X
Aj==I 1 =  / + 1  I = W + 1 ' t = l

til

X 2  2  2 -<“<"“» 1811 П  X
S - O  O m ( S )  i S Q , „ ( S )

X 2  2  (ZV),+s+s П
Z = O  Q,  (Z) i e O ; (Z)

где /, /?г — л ю б ы е целые  числа из ин те р в а л а  [0, k ] такие ,  что I ^  т.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Его, как  и д ок аза тел ьс тво  лем мы 2, прове­

дем лишь д л я  случа я  k <  г. И с п ольз уя  ф орм ул у  (6) ,  получаем:
/ I  tn k  \  I

E (П П/ ( І ) ,  I  П «/(I),/ П n J (Z), Z ) ~  n X O  П П / ( 0 ,  < Х
4  =  1 1=1+1 Z=H!+ I ' /(!)._<_ !=1

/=  I , k
tn k

X П Я/(о, I П /1/(0,/Л (« (О I q (0> 77),
1 =  / + 1  I =  W + 1

где суммиров ани е  осущес твля етс я  по всево зм ож ны м значениям случай- 
ных величин л до,;, 7 = 1 ,  /г. П р и м е н я я  к правой части последнего соот­
ношения послед овате льно пр еобразов ани я ,  которые использовались  при 
до к а з а т ел ь с т в е  лем м  I, 2, получим:

/ / т k \

Л I П /1/(/).( П /1/(0, / П Я/(0,< =«. >!"/(!), '-"/«).< X
V j = I  / = / + 1  Z = H !+ 1 ■ i H)J_

I =  I , /г

i w w— I //г

1 +  2  (nHH)H 1 ) + 2  2  (nH H ) H -  I) (nHn), t I ) +
I1= I  7*!= I I* =  +  + I
2 3 iti

+  • • ■ + 2 , 2  2  ( п н н ) , I — и  -  ( n H i m^ l ) , t и  +  ( И )
11=1 І 2—І 1 +  I I 1=  ̂ о +  Iw— I W-2
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k
. . .  к к N Ar-  л .  . . .  ,
/V! т-г ",-,a , / . VT \  + !  I <0. *

( + (  1),1 I )  ( + ( 2 ) ,  t I )  ( + ( m ) , /  I ) }  X

X
і=1

* / * \ П  9/(01.°/ ( I — <7/ (I), I
П («/ (£,. < — 0* ^  — S  «/ (0. *J 1 ‘'= ' ‘'=1

И спол ьзу я  принятые обозначения ,  перепишем правую часть соотношения
(11) в др угой равносильной форме.  Получим

/ I т к \ к

-£ ( П  Kj (J), t J.1 Щ(J), i I i  Kj(I), t j — J. J. 9/(0» t X
4=1 J=J+1 I=IlljT I ' J=I

т
X  2 )  [ П  (Kj (J), J I)  П  Kj(C)t t 11 Kj (J), / X

S=O QmIS) nn i h J >\ I JSQm (S) J60//0m(5)
J= I,  k

к
. . .  /г I к  \ N — "V. п . . .  ,ч

______________________________________________ T T  л. . Л  V  \ J= I / (0 ,  I
X к / к 9-/AtУ  I I 2  9/(0. C ) I-

/=1 \ /=1 /
( 12)

Далее ,  т а к  ка к

П +</), / П  «/(/), / =  П  («д.-), < — 2 +  2) X
/ s 2 / n Qm ( S ,  I S Q jZflm (S) / S f l j O B m (S)

X П (+•</,, ) -1  + 1) = 2  2  X
/ S f l ;/Q m  (S ) Z = O f l j (Z)

X П  («/(О, / — 2) П  («ДО, / — I),
/ S f l j (Z ) D Q m  (S) / S f l j (Z )Z Q m (S )

то, по дста вляя  пра вую часть последнего равенс тва  в фо р м у лу  (12),  по лу­
чим:

/ I  Tll \ k
E  ( П  л , (j), t П  Kj(I)i t 11 Kj(C)t 11 — П  9/ (0 »

aJ= I J= J+ I J= W + 1 '  J =  I
т I

X 2  2  2" 1W . 151 П  X 2  Д - ' “/ м а - , я  П « м . ,  X
S = O Q m (S ) l'e £ 2 m (S ) Z = O f l j(Z ) / S f l j (Z )

/У!
X 2      XГП П,

« ........ >1 П  (+(/), / 3)! П  (+(/), t 2)!
/ S f l j ( Z ) H Q m (S) / S f l m ( S ) U f l j (Z)

х ------------------------------1------ 7------ I----------г  П  < & » +  X
п -1)1 U - S  »«,>. , + 1W , „ г а

JeQfc/(Om(S) UQz( )̂J \ J=I /
к

X  п  f e - ! п  * v - ' ( i - 2 ? / ( 0 .  ' X - - ' 0 ' 1 '
/ S f l m ( S ) U f l j (Z) / S f l ftZflm ( S ) U f l j (Z))  \  / = 1

П р и м ен я я  в зак лю че ни е  преобразо вания ,  анал огичные  выводу соотноше­
ния (7),  на  основании известных свойств полиномиа льног о  распре дел е­
ния получаем ут верж де н ие  л ем м ы  3. Л е м м а  3 д о ка за н а .

Ра ссмот ри м несколько частных случаев у твер ж ден и я  л е м м ы  3. П о л а ­
гая I =  т  =  k  =  I, получим:
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E ( n l  ,) =  qt i , [(TV +  (TV)2 Qi, t) +  2 qt, t ((TV)2 +  (TV)3 2~> qti /)] =

=  qit / [/V +  3 (TV)2 9,-, t +  (TV3) 97, t] , / = 1 ,  г; Г = 1 ,  TA 

П о л а г а я  I =  m — k =  2, получим:

Л (л?, / я/, z) =  9/, / 9/, / K(TV)2 +  (TV)3 (9/, / +  9/, /) +  (TV)4 9/, / Qi, /) +
- f  (29/, / ((TV)3 +  (TV)4 (2 - 1 9/, t +  9/, /) +  (TV)5 2 ~ ‘ 9/, / 9/. /) +
+  29/, / ((TV)3 +  (TV)4 (9,, / +  2 - 1 9/, /) +  (TV)5 2" 1 9,-, / 9/, /)) +

+  49/, / 9/, / ((TV)4 +  (TV)s 2~~1 (9/, / +  9/, /) О- (TV)6 2—2 9,-,, 9/, /)] =

=  9/, t Qi, z [(TV) 2 +  3 (TV)3 (9/, / +  9/, ,) +  (TV)4 (9? , +  99/ , , qh t +  9 ? /) +

+  3 (TV)5 9/, / 9/, / (9/. / +  9/, /) +  (TV)0 q l  t 9/, /], i, / = 1 ,  г; I /,  / = 1 ,  T

П о л а г а я  I =  I, т  =  2, /г =  3, получим в итоге

Л («/(I), т«/(2), z л/(3),  z) =  9/(1),  / 9/(2),  / 9/(3),  z [(TV)3 +  (TV)4 (3qn i), t +  9/(2),  /) +

+  (yV ) 5 9/(1),  / ( 9 / ( 1 ) , / +  39/(2),  /) +  (yV ) 6 9/(1),  / 9/ (2) ,  / I .  / = 1 ,  Т.

В за клю чение  отметим т акж е ,  что, п олагая  / =  0, из л ем м ы  3 получим 
у т верж де н и е  л ем м ы  2, а при I =  т  =  0 — л е м м ы  I. К р о м е  того, л ем м а  3 
о б общ ает  резу льт ат ы  раб от ы  [2], т. е. л е м м ы  2, 4, 6 , применительно к 
одному и тому ж е  моменту  наблюдения.
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У Д К  530.12
Р Е Ф Е Р А Т Ы

П о л о з о в  М. H., LU э б е X. (Германия).  Электрореологический эффект в ОТО / /  Вести. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Фнз. Мат. Мех. 1992. №  2.

Развито  общерелятивистское описание элсктрореологического эф фекта (Э Р Э ),  осно­
ванное  на теории эволюции материальных параметров жидкости, движ ущ ейся во внеш ­
нем гравитационном поле. Показано, что при выбранном законе эволюции специального 
вида  Э Р Э  приобретает анизотропию. Полученные результаты применяются к системе, 
движ ущ ей ся  в поле Ш варцшнльда.

Бпблиогр. 8 назв.

У Д К  621.315.592:546.28

У р б а II о в и ч А. П., H о в и к о в А. П., LL г у е II В а н  1\ о и г ( С Р В ) . Термоупругая ге­
нерация продольных акустических колебаний при торможении быстрых заряж енн ых ча­
стиц в кристаллах // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Фнз. Мат. Мех. 1992. №  2.

Проведен расчет акустического сигнала от перегретой области вблизи трека з а р я ­
ж енной частицы, проходящей через пластину мишени с учетом как поперечного размера  
трека, так  и временной зависимости мощности энерговыделения.

Бпблиогр. 2 назв., ил. 3.

У Д К  621.373.826

А д д а с и  Д ж и х а д  (И ордания) ,  Т о  л е т  и к А. Л., Ч а л е й  А. В. Фазовый отклик 
растворов красителей, индуцируемый переходами м еж ду возбужденными электронными 
состояниями //  Вести. Белорус, ун-та.  Сер. I: Фнз. Мат. Мех. 1992. №  2.

Теоретически исследовано светонндуцированное изменение показателя  преломления 
раствора  красителя, обусловленное поглощением с возбужденных уровней молекул, при 
оптической подкачке в основную полосу поглощения. Рассмотрено влияние на резонанс­
ную H тепловую нелинейность переходов в основном п в возбужденном синглетном либо 
трнплетном каналах.

Бпблиогр. 2 назв., пл. 2.

У Д К  535.35

О н и щ е н к о  Н. С. Немарковость дефазировки квантовых систем в когерентной спект­
роскопии. Ч. I I/ Вестн. Белорус, ун-та.  Сер. I: Фнз. Мат. Мех. 1992. №  2.

Описана немарковская дефазировка  квантовых систем на основе обобщенных к ван ­
тово-кинетических уравнений. Моделью стохастических флуктуаций, вызывающ их дефа- 
знровку, выбран телеграфный процесс. В качестве приложений рассмотрен ряд  нестацио­
нарных нелинейно-оптических когерентных явлений.

Бпблиогр. 11 назв., ил. I.

У Д К  517.926

X a n a  л ю к  А. LI. Обобщенные решения уравнений Эйлера / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Фнз. Мат. Мех. 1992. Ws 2.

Показано ,  что обыкновенное линейное дифференциальное уравнение Эйлера n -го п о­
рядка  имеет в области обобщенных функций 2п  линейно независимых частных решений. 
Пояснены причины, приводящие к удвоению числа решений по сравнению с классически­
ми результатами.

Бпблиогр. 6 назв.

У Д К  535.513

T и т о в А. Д .  Поляризационные свойства прямоугольного световозвращ ателя. 2. М етал­
лизация части о траж аю щ их граней // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Фнз М ат Мех 
1992. №  2.

При помощи матричного метода Д ж о н са  исследованы поляризационные состояния 
излучения, отраженного от прямоугольных световозвращателей, не все боковые грани к о ­
торых металлизированы, при линейно-поляризованном падающем излучении. Изучены 
случаи серебрёных, алюминированных, золочёных и меднёных отр аж аю щ и х  граней при 
различных длинах волн.

Бпблиогр. 7 назв., ил. 4, табл. I.
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У Д К  535.37
Г о р б а ц е в и ч С. K-, Г у  л и с И. М., Р а м м а  Я ш в а н т р а о  (М а в р и к и й ) . Влияние 
безызлучательного индуктивно-резонансного переноса энергии электронного возбуждения 
на спектрально-кинетические характеристики замедленной флуоресценции твердых раст­
воров профлавина // Вести. Белорус,  ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Экспериментально и теоретически рассмотрено влияние безызлучательного индуктив­
но-резонансного S —5-переноса энергии электронного возбуж дения  на спектральные и 
временные характеристики замедленной флуоресценции твердых растворов профлавина в 
матрице поливинилового спирта. Показано, что результатом синглет-спнглетного перено­
са энергии является  сокращение длительности замедленной флуоресценции. Кроме того, 
соотношение интенсивностей флуоресценции донора и сенсибилизированной флуоресцен­
ции акцептора (родамина 6G) различны для  быстрого и замедленного свечения.

Библиогр. 8 назв., ил. 2.

У Д К  539.193/194:661.729

3  я т ь к о в И. П., К н я ж е в и ч Н .  Д. ,  Г о г о л и  и с к  и й В. И., П  и ц е в и ч Г. А. Кван­
товохимические расчеты структуры и конформаций кремнийорганических пероксидов //
Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Проведены квантовохимические расчеты геометрического строения и электронной 
структуры семи органических и кремнийорганических пероксидов полуэмпирическим ме­
тодом MO JIKAO в приближении M N D O  с полной оптимизацией всех геометрических па­
раметров. Полученные результаты сравниваются с экспериментальными данными струк­
турных исследований.

Библиогр. 8 назв., ил. I, табл. 5.

У Д К  669.15:546.72

С у х в а л о  С. В., К о н ю ш к о  JI. И. Свойства интерметаллических соединений GdFe-, и 
E rFe2 //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Изучены свойства магнитных поликристаллических массивных образцов G dF e2, 
аморф ных и поликристаллических пленок того нее состава, а т ак ж е  аморфных пленок 
E rF e 2 в диапазоне  T  =  150 -У 800 К. Н а основании полученных результатов проведено 
выявление ф азовых магнитных превращений типа спиновой переориентации, установле­
ны температурные области их протеканий. По признаку наличия тепловых эффектов и 
температурного гистерезиса свойств в переходной области выявленные превращения 
отнесены к фазовым переходам первого рода.

Библиогр. 10 назв., ил. 4.

У Д К  546.28:621.315.592

Б о р щ  е н с к и й В. В., Б р и н к е в и ч  Д.  П. ,  M e p a a n  Ф. (С АР),  П е т р о в  В. В. 
Взаимодействие золота  и кислорода  в монокристаллическом кремнии //  Вести. Белорус, 
ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Методами измерения спектров П К  поглощения, эф ф екта  Холла  и проводимости ис­
следованы процессы диф фузи и  в кислородсодерж ащ ем кремнии. Показано, что в крем­
нии, выращенном из расплава  по методу Чохральского, в процессе диффузии золото эф ­
фективно взаимодействует с преципитатами кислорода, что способствует переходу его в 
электрически неактивное состояние и уменьшению степени компенсации проводимости в 
кислородсодерж ащ их материалах.

Библиогр. 5 назв., ил. 2, табл. 2.

У Д К  517.976

Г а б а  с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф.  М. ,  К о с т ю к о в а  О. И. Построение оптимальных 
эстиматоров для линейных динамических систем // Вести. Белорус, vii-та. Сер. I: Физ. 
Мат. Мех. 1992. №  2.

Рассм атривается  за да ча  оценивания состояния динамической системы. Описывается 
метод построения оптимального эстнматора, который в реж им е  реального времени строит 
оценки начального состояния.

Библиогр. 10 назв.
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У Д К  517.518
](  о р з  ю к В. И. Об операторах осреднения с переменным шагом. I //  Вести. Белорус, 
ун-та.  Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. jY° 2.

Рассм атриваю тся  операторы осреднения с переменным шагом, сохраняющ ие на г р а ­
нице области условия осредняемых функций, если последние имеют смысл на границе. 
О ператоры  строятся  с помощью операторов осреднения Соболева н леммы о разбиении 
единицы. Д л я  указанны х  операторов изучаются свойства, необходимые для  д о к а за т е л ь ­
ства  теорем о существовании и единственности решений граничных задач  для ди ф ф ер ен ­
циальных задач.

'Бнблногр. 31 назв.

У Д К  532.546

В и д я к и ь  В. В., Х а р р а з о в а  И. Р. К решению стационарных задач фильтрации с
переменным начальным градиентом / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат . Мех.
1992. №  2.

Н а  основе использования метода граничных интегральных уравнений построены и 
анали зирую тся  решения стационарных задач  нелинейной фильтрации в системе сква- 
ж  нны.

Библиогр. 5 назв., нл. 3.

У Д К  517.948.32:517.544

LLI т н  н С. Jl. Явное решение одной задачи Римана для пятимерного вектора / /  Вести. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Приводится  решение в замкнутой форме задачи сопряжения Рим ана  пятого порядка  
с кусочно-постоянным коэффициентом. Это решение удается получить с помощью р едук­
ции исходной задачи  к матричной за да че  порядка  4 благодаря  специальному виду ее 
коэффициента и последующему сведению 4-мерной задачи к задаче  сопряжения на плос­
кости.

Библиогр. 4 назв.,  ил. I.

У Д К  517.948.32:517:544

III е в  II л а Т. А. Краевая задача Карлемана в пространствах Ev / /  Вестн. Белорус, ун-та.  
Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Рассм атривается  кр аевая  задача  Карлем ана  на простом замкнутом контуре с непре­
рывным коэффициентом. Решение ищется в пространствах E v . Построено явное решение 
задачи.

Библиогр. 2 назв., ил. I.

У Д К  517.925

Ч  и ч у р и Ii А. В. О решениях систем с заданными предельными свойствами у частных 
классов нормальных дифференциальных систем с рациональными правыми частями //
Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Получены достаточные условия существования и указан  вид решений, обладаю щ их 
заданн ы м и  предельными свойствами у специальных классов нормальных диф ф еренциаль­
ных систем конечного порядка  с рациональными относительно искомых функций пр авы ­
м и частями.

Библиогр. 6 назв.

У Д К  519.852.6
М е д в е д е в  В. Г. Численный эксперимент по решению линейных полубесконечных экст­
ремальных задач /I Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Приводятся  результаты  численного решения на ЭВМ  Ii П П Э В М  двух линейных полу­
бесконечных экстремальных задач. Сравнивается  метод опорных задач  с методом м ате ­
матического программирования.

Библиогр. 3 назв., табл. 2.



I p. 50 к. Индекс 74851

У Д К  517.977

З а б е л л о  Л.  E. ,  Р а ч о к  В. М. Одно решение вырожденной задачи для систем с рас­
пределенным запаздыванием / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат .  Мех. 1992.

2.

Реш ена вы рож д енн ая  линейно-квадратичная за да ча  в специальном классе дискрет­
ных управлений типа обратной связи. М етод определения параметров управления близок 
к  известному методу А. Маннтиуса  д л я  исследования невырожденных з а д а ч  в классе 
кусочно-непрерывных управлений.

Бпблиогр. 3 назв. ®

У Д К  519.233.2

С и н ь к е в  и ч Д .  В., T р у ш  Н. Н. О результатах вычисления некоторых моментов слу­
чайных характеристик однородной марковской цепи для полиномиальной схемы / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1992. №  2.

Получены формулы д л я  вычисления математического о ж идания  произведения 
произвольного числа частот состояний однородной марковской цепи, в зяты х  в одинако­
вые моменты времени, при условии, что степень к аж до го  м нож ителя ^ 3 .

Библиогр. 2 назв.
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