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Физика

У Д К  535.343.2; 535.548; 538.951-405; 539.219.3

Ф. И. Ф Е Д О Р О В ,  Л. М. Б А Р Д О В С К И М

Г Р У П П Ы  О П ЕР АТ ОР ОВ  КОШИ  
В ОПТ ИК Е И АКУСТИКЕ К РИ СТ АЛЛ ОВ

В В Е Д Е Н И Е

Теоретико-групповы е методы ш ироко прим еняю тся д л я  исследования  
ф изических систем. В частности, используется  метод теории групп и а л ­
гебр Л и . В электроди н ам и ке  групповые методы впервы е применил П у а н ­
каре, установив групповую структуру п р еобразований  Л о р е н ц а  и введя  
группу п реобразований  п оляризац ии  света, и зо б р аж аем у ю  сферой П у а н ­
к а р е  [ I — 3]. Сим м етрийны е исследования уравнений М а к с в е л л а  в в а к у ­
уме производились рядом  авторов [4, 5]. О днако  исследованию  симметрий 
уравнений оптики и акустики с учетом анизотропии, т. е. различны х 
уравнени й  связи, почти не уделено внимания. Эти уравнени я  определяю т 
ф ункции о тклика  м атери альн ой  среды на  внеш ние электром агнитны е или 
механические воздействия. Сю да относятся, например, так и е  х а р а к т е р и ­
стики среды  и поля в ней, к ак  операторы  диэлектрической  и магнитной 
проницаемостей , операторы  модулей упругости, гирационны е операторы  
и др. [6— 10]. Эти операторы  о б л а д а ю т  рядом  общ их свойств, вы водимы х 
из таких  ф ун дам ен тальн ы х  принципов, как  симметрия, причинность, 
устойчивость и т. д. без использования  микроскопических м оделей среды. 
Они тесно связан ы  с оп ераторам и  рассеян ия  волн [11]. Соотношения, опи­
сы ваю щ и е  эти свойства, при влек аю т при стальное  вни м ан ие  за н и м аю ­
щ ихся линейной и нелинейной электродинам икой  и акустикой. В ск р ы в а­
ю тся все новые некорректности, неточности р я д а  утверж дений, относя­
щ ихся  к  таким  свойствам. Это касается , например, гиротропных про- 
странственно-диспергирую щ их сред  [7, 9, 10] и р я д а  других случаев (см. 
[12]). Н овы е подходы требую тся д л я  описания усиливаю щ и х и нелиней­
ных сред. О бн аруж ен и е  способности многих физических систем к сам о ­
организац ии, сущ ествование эф ф ектов  обращ ени я  волновы х фронтов, 
с ж а т и я  состояний, оптической и акустической бистабильности и др. тр е ­
буют разр або тк и  описания, базирую щ егося на симметрийном анализе.

В настоящ ей  статье, являю щ ей ся  в основном обзором р або т  [9, 10, 
13— 17], р ассм атр и в аю тся  операторы  Кош и д л я  волновы х уравнений 
кри сталлооптики  и кри сталлоакустики . В р а б о та х  по оптике и акустике 
тот факт, что реш ения  соответствующ их уравнений о б л а д а ю т  групповы ­
ми свойствами, до недавнего времени остав ал ся  в тени. М е ж д у  тем его 
учет позволяет  производить си стем атизац ию  их волновы х свойств.

В екторная  при рода  электром агнитного  поля и поля смещений у п ру­
гих волн естественно приводит к  применению методов функционального  
а н ал и за .  Д а в н о  устан овлен а  глу бо к ая  аналогия  м еж д у  векторам и  (точ­
к а м и  в линейном пространстве) и ф ункциям и (точками в ф ун кц и он аль­
ном пространстве).  Я вления  дисперсии, анизотропии, гиротропии, д ихро­
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изма, отраж ения , преломления, диф ракции, реф ракц и и  и др. о пи сы ва­
ются на я зы ке  спектральны х р азл о ж ен и й  волновы х операторов . Среди 
последних важ н у ю  роль играю т операторы  Коши, п р ед ставл яем ы е  в ряде 
случаев  операторны м и экспонентами.

Д а в н о  известна ф орм а представления  р я д а  Т ейлора  в символическом 
(операторном ) виде:

n x + h )  =  eh l b f { x )  =  T i i f i x ) t  ( I )

где используется  ф орм альн ое  р а зл о ж ен и е  в р я д  операторной экспоненты

г . 2 - а д * - 2 - S - - ^  W
k=o  4 '  k=0

О ператор  ( I ) ,  (2) яв л яется  оператором  сдвига [11]. Больш ин ство  л и ­
нейных операторов, используем ы х в гармоническом анализе , связано 
с линейными оп ераторам и  сдвига Th, которы е о б л а д а ю т  групповыми 
свойствами

T 0 =  I, Та+Ь = T a T b, Т - а = Т ~ 1. (3)
Если Ta имеет  и н вариантны е подпространства  щ , то м ож н о р ассм атр и ­
вать  его действие на к а ж д о м  U; отдельно. К а ж д о е  одномерное и н вар и ан т ­
ное подпространство  и пор о ж дается  функцией /, ко то р ая  служ и т  совме­
стным собственным вектором  всех Ta.

I. Тензорные дисперсионные уравнения

У равн ения  М а к с в е л л а  д ля  электром агнитны х  векторны х волн H =  
=  H0((;)e~itoi, E =  Е0(^ )е“ іш<, где £ =  rn, п — единичный вектор волновой 
(ф азовой) норм али, имею т вид:

nX- f r =  И ф = 0 ,  ^oB =  O. (4)

Здесь пХ — антисимметричный тензор, дуальный вектору п; k Q =  — ; D и
В — индукции электрического  и магнитного полей. П ри наличии у р ав н е ­
ний связи D =  eE, В =  рН из (4) следует  уравнение  (см. [13— 15]):

nx e- i n X i | t  +  £0pH =  0. (5)

А налогично д л я  упругих волн и =  й ( £ ) е -іші (и — вектор смещ ения частиц 
среды) получаю тся  уравнени я  [15]:

Л  - 0 -  +  (BsIi =  ° . (6 )

Здесь (A )ac= -J- Ca b cd  n bn d, a -±- Ca b c d  — приведенный тензор модулей уп­
ругости [8], р — плотность среды. У равнения  (5) (и аналогичны е у р авн е ­
ния д л я  Е, D, В) т а к ж е ,  к а к  (6 ) имею т общую форму:

“ ■ ? ■  +  * 2 р  =  0> (7) 
где а  — некоторый тензор; х — с к а л я р н а я  постоянная. П ри этом следу­
ет учитывать, что в случае  (5) детерм ин ан т  | а | = 0 ,  а в случае (6 )
I а  1=^0. П оэтом у  в последнем случае существует  обратны й тензор а -1 
и уравнени е  (7) м ож ет  быть запи сан о  в виде:

d W  I d t f = - X 2O1- 1F. (8 )

К а к  известно, линейные д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравнени я  вида dF  Idt1-  
= x F  или d 2F / d t f — v.F, где х — постоянное число, имеют соответственно 
реш ения  F =  Cex  ̂ или

F =  С + е ^  +  С _ г ^ ,  (9)



где  С, С± — произвольны е постоянные векторы. Аналогично могут быть 
н ап исаны  и реш ения уравнений типа (8 ):

F  =  е+"-К  F 01 р =  J Z R T  ( Ю )

где F0 —  прои звольны й постоянный вектор, а в экспоненте стоит к в а д ­
ратн ы й  корень из матрицы , т. е. м атр и ц а  (3, у д овлетворяю щ ая  соотнош е­
нию P2= C t -1. Э кспоненциальны й оператор в ф орм уле  (10) удовлетворяет  
групповым условиям  (3) и явл яется  примером оператора  Коши. Т акие 
операторы  описы ваю т реш ения систем обыкновенных диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнени й  [24] и в ли тер ату р е  иногда назы ваю тся  пропагаторам и.

Д л я  лю бой м атрицы , не имею щей кратны х собственных значений (и, 
следовательно , приводимой к д и агон альн ом у  виду), квад р атн ы й  корень 
определяется  просто. Если

X1

A =  S j  \  J s - 1, (11)

то
' + K x ;

KA = S I ± V h  ' | s_, (12)
+ V k

где  S — м атри ца , п рео б р азу ю щ ая  А к диагональной  форме. Поскольку 
во зм о ж н ы  все сочетания знаков, то V A  имеет 2п различны х значений. 
Выбор возм ож н ы х  значений |3 в решении (10) долж ен  производиться  на 
основании граничных или иных условий.

У равнение типа (8 ) м ож но получить из (7) и в том случае, когда а  — 
особенная  м атр и ц а  ( | а | = 0 ) .  Хотя при этом не существует  о б ратн ая  
м а тр и ц а  а -1, однако  вместо нее м ож но взять  псевдообратную  матрицу 
а ~  (см. [18]), и соответственно в вы раж ени и  (10) д ля  F будем иметь 

=  Д л я  трехмерны х тензоров с одним нулевым собственным з н а ­
чением в [19] дан ы  ковари ан тн ы е  алгоритмы  псевдообращ ения  и и звл е­
чения квадратн ого  корня. К овари ан тн ы й  алгоритм псевдообращ ения 
в общ ем случае лю бы х квад р атн ы х  м атри ц  излож ен  в [20]. В р езультате  
мы в любом случае  приходим к общ ем у выводу: д ля  плоских м онохро­
матических волн, к а к  электром агнитны х, т а к  и упругих, в произвольной 
среде векторы, х ар актер и зу ю щ и е волновое поле, до лж н ы  в ы р аж ать ся  
в универсальной ф орм е вида  ( 10) :

F (t, £) =  е*<»'-  *wt)F0, (13)
где N  — некоторый тензор; K = k o — (a/c д л я  электром агнитны х волн и 
х  =  a V P д л я  упругих волн. Соотношение, определяю щ ее тензор N,  по­
лучается  при подстановке в ы р аж ен и я  (13) в уравнение (7) и имеет вид:

CtA2- I  =  O. (14)
В случаях  (5), (6 ) м атри ц а  а  соответственно равн а  р -1  пх е - '  пХ или

^abcd ^b  ^ d 4
Если сравнить (13) с общ епри няты м  в литературе  вы раж ени ем , на-

£“) (< — — Л? )
пример, д л я  вектора магнитного поля  плоской волны: H =  H0 е с ’
где п  — п о казатель  преломления, то р азли ч и е  сведется к тому, что вм е­
сто с к а л я р а  п  появляется  тензор N.  Естественно поэтому н азвать  N  тен­
зором п оказателей  прелом ления . Этот тензор был введен в работах  
[21, 22, 9]. В одноосных средах  тензор N  имеет следую щ ую  спектральную  
форму:

А = п г е - е +  п0 [п е ] - [ п е ] ,  е =  y j E f L ,  (15)

где с —• единичный вектор оптической оси,
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«О =  V E0I п е =  ( -----T- .  в° Eg  гЛ  '0 е I S0 +  (ег—80) (п с)2 J (16)

— п о к азател и  прелом лен и я  обыкновенной и необыкновенной волн [6 , 7]. 
Точки м еж д у  векторам и  в (15) обозначаю т диады , я вл яю щ и еся  п о л я р и ­
зационны м и проекторам и  соответствую щ их волн [25].

Уравнение, связы ваю щ ее  п о к азател ь  прелом ления  с п ар ам етр ам и  
среды, обычно н азы в аю т  дисперсионным уравнением . Д л я  э л ектр о м аг ­
нитных волн в изотропной среде оно в ы р а ж а е т с я  соотношением М а к с ­
в е л л а  п2— е р , = 0 , в котором ф игурирую т только  ска л я р н ы е  в е л и ч и н ы 4). 
В к р и с та л л а х  дисперсионное уравнение, полученное впервы е Френелем 
и часто  н азы ваем о е  «уравнением нормалей» [6 , 7], имеет  более слож ный 
вид. О б щ а я  к о в а р и а н тн а я  ф о р м а  дисперсионного уравн ен и я  в прои зволь­
ных кр и стал л ах ,  где вместо скалярного  п ок азател я  прелом ления  ф игури­
рует  вектор реф р ак ц и и  т  =  п п  в общем случае комплексны й, бы ла полу­
чена в р аб о те  [23] (см. т а к ж е  м онограф ии [6— 8]). Введение вектора  р е ­
ф р акц и и  [23] позволи ло  св я зать  воедино таки е  ф у н д ам ен тал ьн ы е  х а р а к ­
теристики плоской волны, к а к  п о к азател ь  прелом ления , коэффициент 
затухан и я ,  н а п р ав л ен и я  ф азовой  и ам плитудной норм алей . О дн ако  д и с­
персионное уравнени е  оставалось  скалярн ы м  уравнением  д л я  вектора т .

П рим ененны й в [9, 10, 13— 17] подход п р ед ставл яет  собой дальнейш ий 
ш аг  в н ап равлени и  объединения  х ар актер и сти к  плоских волн, р асп р о ­
стран яю щ и хся  в прои звольны х средах . П оскольку  вместо скалярного  по­
к а з а т е л я  п р елом лен и я  вводится  тензор п оказателей  п релом ления  N , то и 
дисперсионное уравнение  [14] по необходимости п ри обретает  тензорный 
хар ак тер .  П реим ущ ество  такого  подхода состоит в том, что оператор 
(тензор) п о к азател ей  п релом ления  N  описывает  с р азу  обе изонормаль- 
ные собственные электром агнитны е волны, возни каю щ ие  в анизотропной 
среде (или три таки е  волны  в случае  упругих волн ) ,  т. е. все волновое 
поле, соответствую щ ее зад ан н о м у  п.

Очевидно, наличие  тензора  N  в экспоненте ф о рм улы  (13) означает, 
что ф а за

Ф= a t —xN% (17)

при обретает  операторны й х арактер .  Таким образом , введение тензора 
по к азател ей  п р елом лен и я  естественно влечет за  собой введение понятия 
операторной  ф азы .

И з  ф орм улы  (13) при ^ = 0 ,  £ = 0  следует, что F0= F (C ) ,  0 ) ,  таким  об ­
разом , в общ ем  случае

F((„ ?) =  ^ - « W F (0, 0). (18)

О тсю да ясно, что полученное реш ение имеет  эволю ционный характер ,
т. е. значение поля  в точке £ в м ом ент  t  оп ределяется  из его начального 
значения  при t = 0 , £ = 0  путем действия эволю ционного оператора  а 
(оп ератора  К ош и [24]):

F (t, £) =  o ( t ,  £ ) F ( 0 ,  0), a (t, £) =  exp ( і  ф). (19)

П оскольку  н ач аль н ы й  вектор F0 м о ж ет  быть лю бы м, то ф орм ула  (19)
относится к  общ ем у  случаю  расп ростран ен и я  плосковолновы х полей 
в анизотропной среде.

Д л я  стац ионарн ы х  (е, ц, Л  — постоянны) однородны х сред оп ератор­
ные реш ения (19) м ож н о зап и сать  в виде:

F (£, t)  =  ( e W t  а + е - 1к° К Ъ ) е м . (20)

П од  N  в (20) п о д р азу м евается  ветвь корня  уравн ен и я  (14), относя­
щ а я с я  к волнам , расп р о стр ан яю щ и м ся  в одном и том ж е  направлении п. 
Зд есь  N  — тензоры  второго р анга , а векторы  а  и b определяю тся  из н а ­
чал ьн ы х  условий при £ = 0 .

* Строго говоря, оптические свойства изотропной среды, ввиду  наличия вы делен­
ного направления п, т ак ж е  характеризую тся не скаляром  п, а тензором  N  (см. [16]).
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де

В предполож ении, что векторы F(O) и (<3F/dS)s=o известны, находим: 

F (S) =  G1 (С) F0 +  G2 (?) ( 4 Ц =0- (2 1 )

Gi(C) =  ^ P - = c o s ( f t o W £ ) ,  G2 (S) =  ^  sin  (£0М£) A M  (22) 

функции Грина (пропагаторы). Производные
SF(C)
6F (0) =  G1 (S), — ’1 P toj =  G2 (S) (23)р ,  (0)  I  g p ,  ( 0 )

являю тся  тензорам и  и характери зую т  зависимость решений (2 0 ), (21 ) 
от начальны х  условий в точке S— 0- Если F x(O) =  (GFZdS)S=O=^oAZF(O), 
то Ь = 0  и имеем одно условие

_ g _ | L  =  ei W  =  cos { k M )  +  lsin (W ) . (24)

Тензор N  — N '  IN" может быть назван такж е оператором адмитанса 

и диссипативен при [16] условии - ^ - ( A Z — N + )  =  N " 0 .

О ператоры  Коши ++> =  exp [tcop(S2 — Si)] ПРИ вещ ественны х п о л о ж и ­
тельных ©p(S2+ S i )  (однородные волны) явл яю тся  сж атиям и , т. е. 
1М+>|| =¾ I. В недиссипативных средах  N = N + .

В р я д е  за д ач  удобно использовать пространственно однородные 
(осцилляторны е) представления  полей в анизотропной среде, когда  з а ­
данны м считается  волновой вектор к [21].

У равнения  (7), (8 ) и, к а к  следствие, (13), (14) были получены из 
уравнений электром агнитного  поля  (движ ения упругой среды) в предпо­
ложении, что F = F ( S ) e “°T Если  ж е  теперь пространственное изменение 
величины F определяется  ф ормулой F = F ( Z ) e ' kr (плоская  в о л н а ) ,  то 
уравнени ям  поля  будут удовлетворять  эволю ционны е решения

F (f ,  S) =  et'<n'_ k r )F (0 ,  0), (25)

где Q есть тензор второго ранга , находимый из уравнения
£22- | - а ' = 0 . (26)

Д л я  электром агнитного  поля а '  равно  c2p,_1k x e_ 1k x , где с — скорость 
света. Тензор второго ран га  Q, стоящ ий в п о к азател е  экспоненты на том 
месте, где обычно находится  частота  со, естественно н азвать  тензором ч а ­
стот. Очевидно, он зависи т  к а к  от харак тер и сти к  волны ( к ) ,  та к  и от 
свойств среды (е, ц ) .  П о лож и м  д ля  простоты р = 1  и будем считать F =  
=  H 1 тогда д л я  Q находим из (26) вы раж ени е

Q =  Q ( k )  =  — - I - k X ( Q </ k 2 +  c28 - I)kX. (27)

Д л я  входящ их в (27) следов имеем вы р аж ен и я  [21]:

Q, =  c j / e K 1 к2 — ке-'к + 2 / к 2к ё Р  к, (28)

О; =  с2 K̂ k2 к е-1 к.
И меет место равенство

Q2= — ( k c N ~ ) 2. (29)
П редставлен и я  (18), (25) удобны д л я  построения негармонических 

волновых полей в анизотропны х средах  методом Ф урье [26].
М нож ество  всех F(Z) = е х р  ( іШ ) F(O) есть о д н оп арам етри ческ ая  полу­

группа (при S > 0 ) ,  с ж и м а ю щ а я  при | | F | | ^ 1 .  О ператоры  ik0N  (14), (15) 
и tQ (27) явл яю тся  ин финитезим альны м и или прои зводящ им и оп ерато ­
рам и (генераторам и ) соответствую щ их полугрупп. Ясно, что всево зм о ж ­
ные реш ения (ветви) тензорны х уравнений (14), (26) .характеризую т 
симметрию поляризац ионн ы х состояний в среде, т. е. виды тех п о л я р и за ­
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ционных состояний волн, которые переносятся  неизменными в различны х 
н ап р ав л ен и ях  норм али  п. При этом нар яд у  с изон орм альн ы м и волнами, 
р асп ростран яю щ и м и ся  в задан ном  н ап равлени и  п, появляю тся  ветви N  
и Q, соответствую щ ие встречным волнам, р асп ростран яю щ и м ся  в проти­
вополож ном  направлении.

2. Экспоненциальные френелевские операторы отражения  
от стратифицированных анизотропных сред

О дин из распространенны х способов описания п реоб разован и я  волн 
на гр ан и ц ах  к ри сталлов  основан на применении тензоров волнового со­
противления (тензоров им педансов).  С оответствую щ ая процедура в ы ­
числения тензоров о тр аж ен и я  и пропускания на границе двух  сред в об ­
щ ей ковари антной  операторной трактовке  с привлечением импедансных 
тензоров р а с с м атр и в а л а с ь  в [9, 10, 13— 17].

К а к  показано  выше, эволю ция электром агнитного  и акустического по­
лей  в однородных к р и стал л ах  х арактери зуется  экспоненциальны ми опе­
раторам и . Т а к  ж е  мож но запи сать  в экспоненциальной ф орм е ф рен елев ­
ские операторы  К о тр аж ен и я  волн на  границ е  р а зд е л а  анизотропных 
сред  или на многослойных системах. И н тегральны е экспоненты д ля  неод­
нородны х кри сталлов  рассм атри вали сь  в [13, 15].

Совокупности операторов  о траж ен и я  R  и пропускания D м ногослой­
ных систем р еал и зу ю т  некоторые новые разновидности  групп Ли.

В случае норм ального  падения упругих волн на однородную или с т р а ­
тиф ицированную  среду д л я  решения зад ач и  о тр аж ен и я  (рассеяния 
н азад )  мож но воспользоваться  методом пересчета входного импеданса  
[27]. В р аб о тах  [28, 29] этот  метод был обобщ ен на случай стратиф иц и­
р ованн ы х оптически и акустически анизотропны х сред.

Рассм отри м  в н ач але  однородный анизотропны й акустический слой 2, 
н аходящ и йся  м еж ду  анизотропными полупространствам и  3 и I. И з п олу­
пространства  3 на слой по нормали п а д а е т  упругая  волна

и (г, /) = и 0ехр [ i ( K z — со/)], (30)

где K=CopY- 1- feT2+ ^ 3T3 — тензор волновы х чисел [31], п  ( І=  
=  1, 2, 3) — поляри зац и он н ы е  проекторы. В олна  (30) п редставляет  со­
бой суперпозицию трех  изон орм альн ы х волн, волновые числа ( / =  
I, 2, 3) которых явл яю тся  собственными зн ачениям и  тензора  К  [31].

В слое 2 устан овивш ую ся в р езультате  многократны х отраж ений  р е ­
зультирую щ ую  упругую волну мож но представи ть  в виде суперпозиции 
двух  бегущих сум м арны х  волн вида (30), распространяю щ ихся  в проти­
вополож ны х н ап равлени ях : U2 =  ехр ( iK 2z) u 2 +  exP (— c'K2z) u j .  Здесь  и 
д ал е е  м нож итель  exp (— m l )  опускается. Н а  границе  слоя 2 и полупро­
стран ства  I (2 = 0 ) условия  непрерывности полных смещ ения и н о р м ал ь­
ной силы даю т

Yi ( u t  - f u ? )  =  Y2 ( u t  — ui"), (31)
где Yi. Yz — тензорны е им педансы  волн ви да  (30) [29] в полупространст­
ве I и в слое 2 соответственно. З десь  учтено, что тензоры  импеданса п а ­
д аю щ ей  и отраж ен н ой  волн отличаю тся знаком . Н а  границе слоя ( z =  
=  — /2, ось г  н а п р ав л е н а  из 3 в I ) ,  р а зд ел я ю щ ей  среды 2 и 3, справедливо 
равенство

Y2 [е~ІКгІ2 u t  — eiKil,u]7] =  Y0 [е~ІКгІ2 u t  +  еіКг1г u j ] .
О тсю да с учетом (31) получаем  следую щ ее в ы р аж ен и е  для  входного 
им педанса  у 0 анизотропного  слоя:

Yo =  Y2 [е~ІК2Іг —  еІК2‘2 (у2 +  Yi)-1  (Y2 — Y)] X  
X [er-iK.it Jr e CKth (у2 -I- Y1) - 1 (y2 —  Yi) I-1  • (32)

С ш ивая  акустические поля  на границе Z - - I 2 м еж д у  слоем 2 и полу­
пространством  3, д л я  тен зора  о тр аж ен и я  R  (U3= K u )  получаем

K =  (Ys+Yo) -1 (Y s-Y o). (33)



где "уз — и м п еданс  волны (25) в среде 3, а уо дается  формулой (32). Если 
имеем м ногослойную  структуру, состоящ ую  из N  слоев, то ее входной

по ф о рм уле  (32) [28]. Тензор отраж ения  многослойной среды аналогично 
(33) имеет вид:

где yN+i — им педанс  волны (30) в iV+ І  среде, ограничиваю щ ей структу­
ру  сверху. В ы р а ж е н и е  д ля  входного им педанса  [28, 29] существенно у п р о ­
щ ается , если тензоры  импеданса  у ;, і = 0 , I, . . . ,  N- \ - l  всех слоев к о м м у ­
тирую т м е ж д у  собой. В этом случае

С ледует  иметь в виду, что тензоры R  (33) и R n  (34) п редставляю т 
некоторое дробно-линейное преобразование, точнее, преобразование  Кэли 
[29, 30] тен зо р а  относительного импеданса . Д л я  плоской границы р а з д е ­
л а  двух  анизотропны х сред имеем

где Г — тензор относительного им п еданса  при падении волны из среды 
с тензором  внутреннего импеданса  у2 на  границу со средой I, в которой 
тензор им п еданса  волны равен  уі-

Тензор о тр аж ен и я  рассм атри ваем ой  структуры с учетом (35) пред ­
ставл яется  теперь в виде R =  (уг+ Y i ) -1 (Ya- Vi) =  ( I + Г )  ( I —Г) =  
=  е х р ( ІГ ) .  Л егко  проверить, что равенство  ( l-f-Г ) -1 ( I — Г) = е х р (ІТ)  
удовлетворяется  тож дественно при тензоре 7’= a r c t g ( t T ) .  Здесь  a rc tg ( iT )  
п р ед ставл яет  операторозначную  функцию  [32]. В итоге получаем:

С тр ати ф и ц и рован н ая  структура  в р езу л ьтате  о тр аж ен и я  звука  при 
норм альном  падении осущ ествляет  п реобразован и е  К эли тензоров отно­
сительного импеданса . Это, в частности, позволяет  использовать только 
экспоненц иальны е операторы, а т а к ж е  и зб еж ать  неограниченного в о з ­
растан и я  компонент тензора импедансов в определенных точках  отрезка  
интегрирования (см. т а к ж е  [33]). В случае  кусочно-однородной стр ати ­
ф ицированной среды преобразован и я  полей на границ ах  и в объеме, к ак  
видно из излож енного, характери зую тся  экспоненциальны ми о п е р а т о р а ­
ми одного и того ж е  класса , являю щ и м и ся  элем ентам и  групп Л и. Э ксп о­
ненциальны е операторы  описываю т т а к ж е  преобразован и е  поляризации 
волн, распространяю щ ихся  вдоль оси винтообразны х закрученных ан и ­
зотропных структур [9] (холестерические ж и дки е  кр и стал л ы ).  К а к  п о к а ­
зано  в [9], справедли во  соотношение:

где а —  п арам етр  закрутки.
П рим енение экспоненциальны х операторов  Кош и д ля  расчета  пропу­

скан ия  оптических кан алов  с произвольно ориентированны ми анизотроп­
ными элем ентам и  р ассм атри валось  в [9, 34] с помощ ью тензоров н ор­
мальной реф ракции N n, а т а к ж е  явл яю щ и х ся  генераторам и  групп Ли. 
П ри переходе от косого падения к  норм альн ом у  на границу ани зотроп­
ных сред тензоры N n и N  совпадаю т [34, 35].

Э кспоненциальные операторы  пространственно-временной эволюции 
использованы  в [9, 10, 36] д л я  описания  пространственной и частотной 
дисперсии электром агнитны х и упругих волн в анизотропных средах. 
С их помощ ью было выяснено, каким  образом  м атери альн ы е  тензоры 
в диспергирую щ их средах  могут вводиться  на р азн о о б р азн ы х  группах 
эволю ционных операторов. П ри этом были отмечены недостатки обычно 
применяемого подхода, связанного  с необоснованным распространением

импеданс уо м ож н о получить последовательны м пересчетом импедансов

£]w =  (Yw-f i — Ytf) 1 (Yw+1 — Ytf )> (34)

Y o !=  IYcf 1 —  і У ы  t g  ( K n  I n ) ]  [Yw —  і Уо  ‘ t g  ( K n  I n ) ] ~ 1 Yw-

Г =  Y2 1 Yi. (35)

(36)

(37)

[n E (z )]  =  e x p ( a f e n x ) exp (i&ziV)[nE(0)],
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ф о р м ал и зм а  групп эволю ционных операторов в изотропны х дисперги­
рую щ их средах  на  случай анизотропных сред.

В р а б о т а х  [25, 37] излож ен ковариантны й метод вы числения генерато­
ров N  групп Л и  в подвергнутых внешним воздействиям  к р и сталлах .

В р аб о тах  [38] р ассм атр и в ал ся  изом орф изм  групп S L  (2, с) и S O (3 ,  с) 
в за д ач е  о тр аж ен и я  света  от стратиф ицированны х анизотропны х сред. 
И сп ользован и е  полярного  р азл о ж ен и я  френелевских операторов  о т р а ж е ­
ния позволило применить д ля  их представления  векторную  п а р а м е т р и з а ­
цию, развитую  в [3, 7]. П ри этом оказал о сь  возм ож н ы м  достигнуть з н а ­
чительного упрощ ения  расчетов о тр аж ен и я  и пропускания д л я  слож ных 
многокомпонентных анизотропных систем ввиду простого зако н а  ком по­
зиции вектор-п арам етров  группы вращений.

В р а б о т а х  [39] операторы  К ош и были использованы  в приближ енны х 
операторны х реш ениях уравнений Гельм гольца  в геометрической оптике 
и акустике анизотропны х сред. В аж н ейш и м и х ар актер и сти кам и  таких р е ­
шений являю тся  введенные там  операторы  эйконала .

В [40] исследованы  случаи вы рож дения  генераторов  групп Л и для  
уравнений кри сталлооптики  и найдены условия возбуж дения  волн с к в а д ­
ратичной и кубичной координатны ми зависимостям и амплитуд .

Т аки м  об разом , в оптике и акустике кри сталлов  имею тся обширные 
области  применения теоретико-группового ан ал и за  на  основе полученных 
в цитированны х р а б о т а х  ком п актны х ковари антны х в ы раж ен и й  д ля  гене­
раторов  соответствую щ их групп.
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У Д К  530.145

И. В. Н И Ч И П О Р , И. Д . Ф Е Р А Н Ч У К , А. П. У Л Ь Я Н Е Н К О В

Р Е Ш Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Я  Ш Р Е Д И Н Г Е Р А  
Д Л Я  К В А Н Т О В Ы Х  СИСТЕМ В П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  ПОЛЯХ

В работе  [I] проведено обобщ ение нулевого при ближ ения  оп ераторн о­
го метода (ОМ ) д л я  аппроксимации собственных значений и волновых 
функций частицы, движ ущ ейся  в пространственно-периодическом поле и 
приближ енного  р асчета  квазиэнергетических состояний в поле, периоди­
ческом по времени. Специф ика р ассм атр и ваем ы х  случаев св я за н а  с тем, 
что волновые функции до лж н ы  удовлетворять  дополнительны м услови ­
ям, вы текаю щ им  из теоремы Ф локе [2]. П остроенны е в [I] базисны е п о­
следовательности  волновых функций нулевого п ри ближ ения  I1Fn0* (со)) 
обеспечиваю т достаточно высокую точность I % ) аппроксимации р е ­
шений при лю бы х парам етрах ,  однако  не п озволяю т построить в явном 
виде алгоритм  вычисления матричны х элем ентов  соответствующ его г а ­
м ильтониан а  д ля  произвольных кван товы х чисел, что затрудн яет  ис­
пользование  итерационной схемы. В связи  с этим п редлож им  ещ е одну 
м оди ф и каци ю  ОМ, которая  п озволяет  упростить вычисления в подобных 
случаях.

Рассм отри м  более детально возни каю щ ие  трудности на примере у р а в ­
нения М атье, соответствующего уравнению  Ш реди н гера  д ля  частицы 
с массой т — 1/2 в одномерном периодическом поле

( Я  — Е )  1F =  (р2 - f  h cos (2х)  — Е )  1F (х ) =  ( — l E / d x 2 - f  /icos (2х)  —
- ^ 1F(X ) =  O. ( I )

Будем  искать  решение этого уравнения , удовлетворяю щ ее  теореме 
Б л о х а  (частный случай теоремы Ф локе)

ф - ( х + я ) = е ^ ( х )  (2 )

с произвольным квазиим пульсом  — о п р е д е л я ющи м зонный 
спектр E n (k)  частицы в периодическом поле [3]. Д л я  построения волно­
вых функций нулевого при ближ ения OM  проведем, в соответствии с [I],
приближ енную  ф акторизаци ю  гам и л ьто н и ан а  ( I )  с помощ ью  пары  кан о­
нически сопряж ен ны х операторов:
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а =  р  — i 2/г cos х; а+ =  р  -f- i Y 2h cos х, H  =  аа+ +  а+а.  (3)

Эти операторы  удовлетворяю т более слож ны м  перестановочным соот­
ношениям, чем их аналоги  — операторы  рож ден и я  и уничтож ения  в сл у ­
чае  гармонического осциллятора, однако их м ож но использовать  д ля  н а ­
х ож дения  волновы х функций нулевого при ближ ения . Введем в гам и л ьто ­
ниан системы вариаци онны й парам етр  v, необходимый д л я  исп ользова­
ния ОМ, с помощ ью линейного п реоб разован и я  (3), позволяю щ его  опре­
делить  следую щ ие операторы:

b = p — ixl2 cos х, b + = p -{ - iv / 2 cos х. (4)
По аналогии с представлением  чисел заполнен ия  [4] построим две по­

следовательности  состояний

A n I ¥< +) >  =  A n (Ь+)п I ¥ 0+)> ,  B n | ¥ І _) >  =  B n (ЬУ I ¥(Г> > ,  (5)
где A n, B n ■— нормировочные коэффициенты, а волновые функции «ваку­
умных» состояний I T o i * >  являются решениями уравнений первого поряд­
ка b I Toi * >  =  0 , 6+ |  То- * >  =  0 , т. е.

I T o i * >  =  exp AL. sin x j .  (6 )

В олновые функции нулевого при бли ж ен и я  OM  д л я  периодических р е ­
шений уравнени я  М а ть е  [5] построим с помощ ью  линейной комбинации 
функций (5 ),  о б лад аю щ ей  определенной четностью:

I T i euen* (х)  >  =  Cieuen* [ IT ii * >  +  I T i - * > ] ,

IT  i°dd> (х)  >  =  Ciodd* [ I T i i * >  - 1 T i " * > ] . (7)
Н орм ировочны е коэфф ициенты  Cn находятся  из условия:

2я

J  dx  < T n W  I T n (х)  > =  я .
о

Н улевое  п ри бли ж ен и е  д л я  собственных значений определяется  в со ­
ответствии с рецептом OM

£ i ° * ( v ) =  < ¥ ;1| Я | ¥ П > (8 )

с дополнительным условием d E n0)/ d v  =  О для  вычисления параметра v. 
Согласно р езу л ь татам  [I], построенное таким  об разом  приближ ение  д ает  
хорош ую аналитическую  интерполяцию  периодических решений у р а в н е ­
ния М атье  и соответствую щ их им собственных значений. Д л я  построения 
аналогичной интерполяции всего зонного спектра  E i°* (k ) учтем условие 
(2 ), о п ределяя  новый вектор состояния:

| T „ ( x ) > = e ift-vcpn (A-), ф(1 (x-}-jt) = ф „  ( х )  . (9)
П ериодическая  ф ункц ия  фп (а) у д овлетворяет  уравнению  Ш редин гера  

( Я  — Е )  фп (х)  =  [— dA/dx2 —  2 i k d / d x  +  k 2 +  h  cos (2х)  — Е] ц>п (х) =  0 (10) 
с гамильтонианом, который уж е не обладает определенной четностью. 
Вследствие этого он смешивает состояния | T i odd* )  и | 4 rieuen*> в (7), по­
этом у волновую ф ункцию  нулевого п ри бли ж ен и я  д л я  энергетической 
зоны с номером п  вы бираем  в виде:

ФІ0’ =  А  I T i euen* ) +  В  I T i odd* >, < фі0) I ф і0) > =  I . (11)

Энергию соответствую щ его уровня находим по ф орм уле

Е п0) (k) =  <фі°’ \ H k \ фі°*> (12)
с дополнительны м условием д л я  оп ределен ия  всех вариационны х п а р а ­
метров

d E {n0)/ d v  =  д Е ^ / д А  =  д Е ^ / д В  =  0. (13)
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Н екоторы е результаты  вычислений £0(s) 
зонного спектра  в нулевом п р и бл и ж е­
нии OM  по ф орм уле ( 1 2 )  приведены -22,51280 
в таблице.

Зонный спектр, вычисленный по формуле (13) 
в нулевом приближение ОМ, в сравнении с [5]. -22 .51290 

Случай й = 3 0

к 0 . 0 0 .5 1.0

Е {о0)  (к ) — 2 2 . 5 1 3 0 2 6 — 2 2 . 5 1 2 9 8 0 — 2 2 . 5  1 2 9 9 3

„ т о н н
— 2 2 . 5  1 3 0 3 7 - —  2 2 . 5 6 3 0 0 4

£ (l 0) W — 8 . 9 9 8 7 6 6 - 8 . 0 9 9 1 0 1 — 8 , 1 0 0 3 4 2

„ т о ч н
Е 1 —  8 . 0 9 9 3 4 6 - — 8 . 1 0 1  1 0 5

-22,51300

О 10 15

Зависим ость р яда  последовательных 
приближений E s0 от номера итера­

ции s

Рассм отри м  построение итерационной схемы нахож дения  последова­
тельны х при ближ ений  д ля  собственных значений и собственных функций 
уравнени я  М атье, нулевое приближ ение которых было найдено ранее. 
Учтем, что волновая  ф ункция нулевого при ближ ения | cpi0) )  д ает  х о ­
рош ую  аппроксим аци ю  д л я  точной волновой функции |фп>  во всем д и а ­
пазоне изменения аргумента. Это означает, что р я д  Фурье д л я  разности 
ІФп>-— |фл0)>, которая  т а к ж е  является  периодической функцией, д о л ­
ж е н  достаточно быстро сходиться при всех х. П оэтому д ля  нахож дения  
базисного н аб о р а  при построении точного реш ения  достаточно вычислить 
коэфф ициенты  следую щего р я д а  Фурье:

I Ф п > =  I Фя0 ) > +  2  ’ I O ;  I O  = Bltx- ( 14)
I =  OO

Причем точную функцию  по-преж нем у считаем нормированной усло­
вием

<Фп I ФА0,> =  !■ (15)

В рассматриваемом случае волновая функция нулевого приближения не 
ортогональна базисным векторам состояния (срк ) \ I) =  0 , что приводит 
к следующему виду итерационной схемы:

2 1 > < ф<0) I H h 11 )  +  < ф'°> I H h I ф'°> >
j?{s) __ /= (S I)________________________________________

s , I=-(S-I) (Jg )

2 Спшт~ Х) ( m \ H h \ l )  +  U \ H h \ ф(°> > -  £<s- '>  < / 1 ф<°> >
r*(s) т = — (s— I)
^nl —    ---------------------------- •

E ^ - ( l \ H k \ l )

Здесь <m \ H h \ l > и (ф^0) | Я й | / > — матричные элементы гамильтониана, 
а точное реш ение уравнения Ш редин гера  определяется  пределам и после­
довательностей:

E n =  l i m £ ' s), C n i =  I i m С # .  (17)
S-*- оо S-+ оо

Зави си м ость  значения E n от ном ера  итерации s, полученная на осно­
ве итерационной схемы (16), п р ед ставл ен а  на рисунке. О чевидна сходи­
мость указан н ы х  приближ ений к значению, вычисленному в [5]. М атри ч ­
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ные элем енты  гам ильтониана  д ля  данного  случая  в ы гл яд ят  следующим 
о бразом :

( l \ H h I /и) =  (/-}- &)2 H— к- [6т , /—2 +  б/п, г+2] >

<<jT \ H h \ l )  =  ( l  +  k f  <ф^0) 11) +  h  <ф^0) I C O S  (2х)  11> =

_  ( - W 2
( 1 8 )

У 2 (I +  k ) * { c i t [-J-j  +  Р І і + \ - т ) \  +

+  h { с  (//+2 ( - f j  +  11-2 (-J -))  ±  P  (/ / + 3  (-J-) +  11-1  ( - J ) ) }  

К оэф ф ициенты  С и P  определяю тся  из условия (15).
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У Д К  530.12

И. С. СЯГЛО

П Р О С Т О Й  В Ы В О Д  В Ш Е С Т И М Е Р Н О Й  Ф О Р М Е  
У Р А В Н Е Н И Й  С В Я З И  

Э Л Е К Т Р О Д И Н А М И К И  Д В И Ж У Щ И Х С Я  С Р Е Д

Обычно уравнения  связи, или м атер и альн ы е  уравнени я  в эл ектр о д и ­
н ам и к е  д ви ж у щ и х ся  сред, получаю т следую щ им образом . З ап и сы ваю т  
у равнени я  связи:

D =  еЕ, B =  pH ( I )

в системе отсчета, в которой среда  покоится. П осле  левы е и правы е ч а ­
сти пересчитываю т к системе отсчета, относительно которой среда д в и ­
ж ется .  Такой  вы вод приведен, наприм ер, в [I]. П ри этом уравнения связи 
получаю тся  н еразреш енны м и относительно векторов D, В или Е, Н. Д р у ­
гой возм ож н ы й способ получения уравнений связи  д л я  д ви ж ущ и хся  сред 
закл ю ч ается  в определении четы рехмерного  тен зора  четвертого ран га  
gftmas J1 записи уравнений связи  в четы рехмерной тензорной ф орм е

f*m = - L - B k m n  F r,. ( 2 )

Здесь  f h m  и F rs антисимметричны е тензоры  электром агнитного  поля, к о м ­
поненты которы х св я зан ы  с проекциям и  векторов Е, D, Н, В согласно 
п рави лам :

D = ( / * 1, / « ,  И ,  Н = ( / 23, / 32, п ,

E =  (F 14, F 2i, F 34), В =  (F 23, F31, F u ) -  { )

Если зап и сать  тензор Ehmrs в системе отсчета покоя среды и применить 
к нему п р ео б р азо ван и я  Л ор ен ц а ,  то получатся  уравнени я  связи в форме, 
р азреш ен ной  относительно D h H .  Т акой  подход  д л я  анизотропных и ги- 
ротропны х сред  и сп ользован  в [2]. О д н ако  прощ е всего получить у р ав н е ­
ния связи  д л я  д ви ж у щ и х ся  сред, если зап и сать  соотношения (2 ) в ш ести­
мерном бивекторном пространстве , что я в л яется  целью данного сооб­
щения.
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В оспользуем ся  антисимметрией тензоров электром агнитного  поля и 
введем коллективн ы е индексы подстановкой

I k m  \

А
\  _  / І4 24 34 23 31 12\

/ U  2 3 4 5 6 J ( 4 )

Тогда векторы  индукции и нап ряж енности  электром агнитного  поля с т а ­
нут ком понентам и ш естимерных векторов F a  и f A :

F a =  ( Е, В), / ^ =  ( — D, Н). ( 5)
З д есь  и в д альн ей ш ем  при м атричной записи ш естимерных величин 
используется  блочная  ф о р м а  записи м атри ц  с блокам и трехмерной р а з ­
мерности. П р ео б р азо в ан и я  Л о р ен ц а  тензоров электромагнитного  поля 
индуцирую т в шестимерном пространстве  преобразование  векторов 
Fa  и fA:

Fa - =  L a - F b , f A' =  L ab fB, ( 6 )

где шестимерные коэффициенты преобразования L b получаются из четы­
рехмерных преобразований Лоренца по правилу

L b  =  2U * '  L f 1. ( 7 )

В случае д ви ж ен и я  ш трихованной системы отсчета со скоростью v, 
произвольно ориентированной относительно системы координат, к о э ф ­
фициенты  п р еоб разован и я  Л о р ен ц а  запи сы ваю тся  шестимерной м а т ­
рицей

А
T a '

к I 1“̂ < *

С

J L  V* К

(8 )

/
где введены обозначения:

Y =  I - A r
V 2 \ - 1 / 2

аЪ =  е.асЪ ®с

Kab =  YSab+  (I — Y)
Va  V b ( 9 )

У м н ож ени е  трехмерны х тензоров х  и V1 на трехмерны е векторы дает  
результат :

кЕ  =  уЕ +  (I  - Y )  (vE) - J r ,

Vx E =  v  X Е. ( 10)

П о д стан о вк а  (5) и (8 ) в ф орм улы  (6 ) п озволяет  легко получить обыч­
ные ф о р м у лы  преобразован и я  нап ряж енностей  и индукций э л ек тр о м аг ­
нитного поля. Н апример ,

D ' =  KD +  ^ [ v  X H ] ,  

Н ' =  кН — Л -  [V X D].
(И)

У равнения  связи ( I )  электром агнитного  поля  в ш естимерной форме 
при обретаю т  вид

f A I A B Fb ,

где ш естимерныи тензор проницаемости 
компоненты

( 12)

системе покоя среды имеет

— е„



Здесь  индекс с у ес и рс означает, что значения  диэлектрической  п ро­
ницаемости и магнитной восприимчивости берутся в системе отсчета 
среды. Д л я  анизотропных сред в ди аго н ал ьн ы х  блоках  м атри ц ы  (13) 
стоят  компоненты  трехмерны х тензоров. В случае изотропных сред эти 
блоки р ав н ы  единичным матри цам , соответственно ум нож енны м  на с к а ­
л яр ы  Sc и рс. Т а к  как  соотношения (12) являю тся  тензорными, то они 
сохран яю т  свою ф орм у при переходе к другой системе отсчета. К ом п о­
ненты шестимерного тензора проницаемости преобразую тся  при помощи 
коэфф ициентов  п реоб разован и я  (8 ) .  Обычно в уравнени ях  связи д л я  д в и ­
ж у щ и х ся  сред  используется  скорость среды по отношению к системе от­
счета, которая  противоп олож на по зн ак у  скорости системы отсчета отно­
сительно среды. Поэтому, зап и сы вая  ф орм улы  преобразован и я  тензора 
проницаемости, поменяем зн ак  у скорости. С читая , что в системе покоя 
среды тензор проницаемости имеет вид (13), получим в системе отсчета, 
относительно которой среда  движ ется :

L c '  L a '  е (14)

где трехм ерн ы е блоки п редставляю т  собой следую щ ие матрицы:

л?2  <
е =  хёсх +  -П . уХ Jic

=  —  (х ес Ux  — Hx  [хс 1 х),

—  (ох  ес х — х р с 1 Vх ),
(15)

P-1  =  Xpe 1X +  — -  Vх  ес Vх .

П о д ст а в л я я  тензор проницаемости (14) в ф орм улу  (12), запиш ем у р а в ­
нения связи  д л я  д ви ж у щ и х ся  сред  в трехмерной форме:

D =  еЕ +  PB, H =  аЕ  +  р -1  В, (16)

где е, р, а ,  р-1 д аю тся  ф орм улам и  (15).
К а к  показан о  в [3], д л я  гиротропных сред в системе покоя среды у р а в ­

нения связи  м ож но зап и сать  в ф орм е (16). Т огда  недиагональны е блоки 
в м атри це  еАВ отличны от нуля у ж е  в системе покоя среды. Соответст­
венно усл о ж н ятся  и ф орм улы  (15). Р е зу л ь т а ты  д ля  этого случая, п олу­
ченные с помощ ью  четы рехм ерны х п реоб разован и й  Л оренца, приведены 
в [2].

В первом п ри ближ ении  по —  уравн ен и я  связи  значительно у п р о щ а ­
ются. З ап и ш ем  их д л я  анизотропной д ви ж у щ ей ся  среды в общепринятой 
форме, когда  B h D в ы р а ж а ю тс я  через E и Н:

В =  р сН +  

D =  е„Е —

- ( v x E — р с [vx +  E]). 

.(vxH —  E c [vx рсН]).
(17)
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У Д К  530.12
Г. В. Ш И Ш К И Н , М О Х А М М Е Д  А Л И \ Я С И Н  (И р а к )

О ТОЧНОМ ОП ИС А Н И И  Д И Р А К О В С К О Й  ЧАСТИЦ Ы  
В В Е К ТО РНОМ  И ТЕ Н ЗО РН О М  полях. II

П р о д о л ж а я  р або ту  [I], рассмотрим р азделен ие  переменных в у р а в н е ­
нии Д и р а к а  в ортогон альны х криволинейных координ атах  с учетом в н еш ­
них векторного и тензорного  полей. В общем случае векторное поле не 
подчиняется условию Л о р ен ц а  и полагается , что векторное и тензорное 
поля  независимы. Это м о ж ет  быть сделано в прилож ениях.

М етрический тензор плоского пространства  принимаем в виде:
ds2 =  s 201 (dx1)2 +  е202 (dx2)2 +  £203 (dx3)2 +  {dx1)2, ( I )

т. е. врем ениподобная  перем енная  м ни м ая  и при dx4 отсутствует ф у н к ­
ция Л а м е ,  что всегда м ож но сделать  в отсутствие гравитации  в инерци- 
альной системе отсчета.

Уравнение Д и р а к а  в ди агональной  кали бровк е  тетрады  м ож но п р ед ­
стави ть  в виде:

Yft (dh -  iAh -  iy1 T lh) +  т 0 } 1F =  0, (2)
I- kl >

¥  =  е х р {  1 _ (0 1 +  02 +  е3)}.¥. (3)

В виду того, что функции Л а м е  м аксим ум  зави сят  от двух  переменных, 
д л я  конкретизации п олагаем

Cl =  01 (л:2, Xs), 02 =  02 (х2, X3), 03 =  03 (х2, X3). (4)

О б р ащ ая сь  к алгебраическом у методу р азделен и я  переменных [2, 3], 
естественно попы таться  р азд ели ть  переменные в уравнении (2 ) после­
д овательно  и начиная  с попарного разделения .

В случае последовательного  р азделен и я  вначале  отделяем  перем ен­
ную, не испорченную криволинейностью , т. е. х 4. З а те м  удобно отделить 
X1 от X2, X3 Здесь, к а к  п о к азы в ает  анализ, имею т место две  различны е 
ситуации: а) 0 1 = 0  (общ ецилиндрические координаты ) и д л я  д ал ь н е й ­
шего разделен ия  необходимо потребовать

02(я2, х 3) = 0 3(х2, х 3) = 0 ( х 2); (5)
б) 0i+=O (координаты  с выделенной осью симметрии) и д л я  полного 
р азд ел ен и я  переменных необходимо:

01 (х2, x 3) = 02(x2, x3) = 0 (x2), g.
0з (х2, X3) =  0 (х2) -fri  (х3) .

В итоге м ож но перечислить все возм ож ности  полного разделен и я  пе­
ременны х в уравнении Д и р а к а  (2 ) .  Т аки е  возм ож ности  реализую тся  при 
следую щ их кон ф и гурац иях  полей:

A i  =  A 1 (х1), А 2= е - °  B 2 (х2), A 3 =  s~° B3 (х2),

A4 =  е - 0 В Д х 2), = е - 0(е-ТВ 2(х2) + С 2(х3)), =  S - 0C3 (X3)1
=  е~ 0С4 (X3), =  e - V - ’i C3 (x3) + D 3 ( X i ) ) ,

=  S - 0D 1 (X4)1 (7)
D12=  D 12 (X4)1 T 13 =  D 13 ( х %  T J4= D 14(X4)1

=  S -1IC14(Xs) + D 14 (х4), 
T 23= D 23(Xi ), T 24 =  D 24(X4)1 T 34 =  е~'0 D34 (х2) +  D 34 (х4).

Н ачи н ая  с попарного р азд ел ен и я  переменных, приходим к следую щ е­
м у набору  полевых функций, д опускаю щ и х полное разд ел ен и е  в у р а в ­
нении (2 ) :

2 Зак. 377 17



A 1 =  A 1 (x1), A 2 =  e~'J B 2 (x2) +  A 2 (x1),

A 3 =  e~e (в-ч  C3 (x3) +  D3 ( X i ) ) ,  A 1 =  D4 (x1), (8 )

T 12 =  e—*0 D 12 (x4) +  Л 12 (x1).
Зам ети м , что условие  (5) не вы полняется  д л я  п араболи ческ и х  цилин­

дрических и эллиптических цилиндрических координат, а условия  (6 ) не 
вы полняю тся  в сл у ч ае  сф ерои дальны х (сплю снутых и вы тянуты х) ко­
ординат . Все эти случаи  д о л ж н ы  быть исследованы  специально.
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УДК 621.315.592:546.28
А. Л. НОВИКОВ, А. И. УРБАНОВИЧ, Н Г У ЕН  BAH КОНГ

АКУ СТИ ЧЕ СКИ Е КО ЛЕ БА НИ Я В КРИСТА ЛЛА Х,
в о з б у ж д а е м ы е  п у ч к а м и  ч а с т и ц

Хорош о известно, что быстрые за р я ж е н н ы е  частицы  при про х о ж де­
нии через твердое тело могут в о зб у ж д ать  акустические колебания , обу­
словлен ны е р азличны м и м еханизм ам и  [ I — 3]. Р е зу л ь т а ты  имею щихся 
теоретических и эк сперим ентальны х  р або т  свидетельствую т о том, что 
зачастую  основной в к л а д  в процесс генерации акустических колебаний 
дает  тепловой  м еханизм  [4— 6]. При это й  локал ьн ы й  нагрев области 
вблизи тр ек а  зар я ж е н н о й  частицы  можечИгриводить к генерации терм о­
упругих напряж ений , превы ш аю щ и х  д а ж е  прочность м атер и ал а .  И сп оль­
зуем ое в [6] предполож ение, что трек  п р ед став л я ет  собой тонкую нить, 
не всегда оправдано , т а к  к а к  трек  реляти ви стских  ч астиц  всегда имеет 
отличные от нуля поперечные р азм еры . П оэтом у п р ед ставл яет  несомнен­
ный интерес выход з а  р ам ки  этого при ближ ения.

В настоящ ей рабо те  проведен  расчет  акустического сигнала, возни­
каю щ его  при воздействии концентрированны х энергетических потоков 
на тонкую  пластину твердого тела , толщ ин а которой меньш е х а р а к т е р ­
ной ради ацион ной  дли н ы  (h<Lha)  • Н а  п р ак ти ке  т а к а я  з а д а ч а  встречает­
ся при взаим одействии  сф окусированны х ионных, электронн ы х и фотон­
ных пучков с кр и стал л ам и . П ри этом область , п одвергнутая  возмущению, 
п ред ставляет  цилиндр радиусом  R 0, в котором происходит непрерывное 
вы деление энергии с постоянной интенсивностью Sh. Р еш ен ие  этой з а д а ­
чи м ож н о  и сп ользовать  и д л я  описания н ач аль н ы х  стадий зарож ден и я  
акустических волн вдоль  трека  частиц, если п ер ед ача  энергии от во з ­
бужденной электронной подсистемы к реш етке происходит с постоянной 
скоростью. В озни каю щ и е вследствие  теплового расш и рения  среды терм о­
упругие н ап р яж ен и я  х ар ак тер и зу ю тся  объемной термоупругой силой 
F (г, t ) ,  пропорциональной градиенту  плотности поглощенной энергии 
P  (г, / ) ,  Т.  6.

F (г, t) =  —  Т \ / Р ( г ,  0  =  —  a k S 7 T ( r ,  t).  (I)
где Г — п ар ам етр  Г рю н ай зен а  вещ ества  мишени; а  — коэфф ициент о б ъ ­
емного расш и рен и я  вещ ества; k — м одуль  всестороннего сж атия; 
T (г, t) — тем п ература  мишени.

С учетом акси альн ой  симметрии тем п ературу  нагретой области м о ж ­
но найти из уравнени я  теплопроводности

дТ . [ д2Т  , I  дТ  \
р  т  dt I дН +  Г дг )
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с граничными условиям и вида: 

— 2яЛ П ш  Iг
г ->Ro

д Т
дг — S,  Iim T  <  оо, ( 3 )

где р, ст и Я — соответственно плотность, удельн ая  теплоемкость и к о э ф ­
ф ициент теплопроводности вещества.

И зм енение ам плитуды  возникаю щ ей расходящ ейся  цилиндрической 
звуковой  волны u(r ,  t) описывается  уравнением [7]

д 2и
dt2

д2и , J _  
дг2 г

ди
дг

F (г, t)
( 4 )

где с — скорость продольного звука  в веществе мишени.
Будем  р еш ать  уравнени я  (2), (4) с помощью п р еоб разован и я  Л а п ­

л а с а

Т* (г, р) — I" exp ( - p t ) T ( r ,  t ) d t ,  и* (г, р )  =  j  exp (— pt)  и  (г, t )dt  (5) 
о о

при нулевых начальны х условиях. П ереходя  в (2) — (4) к  уравнениям  
д л я  и зо б р аж ен и й  Т* (г, р)  и и* (г, р ) ,  мож но найти:

Т* (г, р ) =
V a S K 0 I('IV-р \

Т ) I

2 n X R 0p V р  K 1 Ro]V-I)
о* (Г, Р) -YO A K 1 ( -{  ) +  В / ,  (f> т )  '

V ' V i

P2R 0 ( I -  ар./с2) K 1 [ R 0 J / J L )

(6 )

. ( 7 )

где  a — X l p c — коэфф ициент температуропроводности; K v (лс) — функция 
М а к д о н а л ь д а ;  h ( x ) — м оди ф и ц и рован н ая  функция Б есселя ; А и В  —  
постоянные;

  CL k S
2 п  Я р с2

П оскольку  реш ения при r - v o o  д о лж н ы  оставаться  ограниченными, сл е ­
дует  п олож ить  S = O .  Д л я  определения  постоянной А  необходимо зад ать  
граничное условие д л я  и (г, I ) . П редп олож и м , что поверхность цилиндра 
свободна  от напряж ений , т. е. р ади ал ьн о е  н ап ряж ен и е  на поверхности 
ц и ли ндра  Orr равно нулю и справедли во  условие [7]:

du* (г, р) 
dr И-

и* (г, р)
г= Ro

=  ( I  +  р ) а Г *  ( Д 0, р ) , (8)

где р  — коэфф ициент П уассона.
П о д ст а в л я я  (7) в (8) , после п р еобразований  получим:

А  =
ау

2р — I 

Ro K 1 I R 0 X

X
(1 +  ц ) а ] / а  S K 0 I Vv)

2 n X R 0p V p K 1 ^ R 0
+ p 2R 0 ( I —  ар /  с2) X

X (.*-<> УД
■к, [ я .  У 2р -

K1 R1'• Vi R0 (9)

В ыполнение обратного п р ео б р азо ван и я  Л а п л а с а  д л я  и* (г, р)  при з н а ­
чении постоянной А,  определяем ой  ф орм улой  (9), затруднительно . По-
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этом у ограничимся рассмотрением  не слишком больш ой области, о кру­
ж а ю щ е й  трек, которую волна напряж ений , д в и ж у щ а я ся  со скоростью с, 
будет проходить достаточно быстро. В этих условиях  достаточно найти 
реш ение u(r ,  t) д л я  м ал ы х  значений времени t. В о бласти  значений 
t <  а /с2 реш ение уравнени я  (7) имеет вид:

О, при t < r ~ ^ °

где
« I  ( г ,  t )

U2 (г, t),  при t >

С
г — R n

( 10)

( г- R 0)2
6 У  л a R 0r 2 а

3 У  а л у +  + J ^ R sT] Erf ( И )

I r ft 2 с « ( 1 + ц . )  S y rQ L  г —  R 0\3/2
 ̂ ’ ’ Зл\  (I — Li) / л R 0r V о J

exp

Erf

8с2у

( г - R 0)2 
Aat +

Erf (х)  =

15 У n a R ar 

exp (— t2)'dt.

r - R 0\ 5/2
- ( 12)

Реш ен ие  (10) состоит из двух  слагаем ы х. П ервое  описывает 
перемещ ения, возни каю щ ие одновременно во всех точках  р а с с м а ­
три ваем ой  области. С лагаем ое , в ы р а ж а е м о е  функцией U2{г, t ) ,  п редстав ­
л я е т  собой упругую продольную  волну, ф ронт которой д ви ж ется  со ско ­
ростью  с. Если рассм отреть  произвольную  точку r ^ > R 0, то в ней вначале  
возн и кает  со став л яю щ ая  н ап р яж ен и я ,  соответствую щ ая функции « i ( r ,  t ) . 
В момент времени ( г — R 0) /с к  этой точке приходит волна, соответствую­
щ а я  функции U 2 ( г ,  І ) , и н ап ряж ен и е  скачкообразно  изменяется.

В случае, когда  ради ус  цилиндрической области  R 0 м ал  (R0-^O) ,  т. е. 
трек  м оделируется  бесконечно тонкой нитью, д л я  м ал ы х  времен t из (7) 
находим:

K A r
и * (г, р) ■т ус2

У а р ъ cP

а в ы р аж ен и е  д л я  и (г, t) при ним ает  известный вид [7]:

0 , при t <  г /с
и {г, t)  =  U1 (г, t) +

U2 (г, t),  при t г /с ,
где

«I (г, t)
yc2rt

8 а I +
Aat

(г, t)  =  | - ( - у г ] + С 2£а — г2 +  г In

ехр
Aat

г* 
Aat

Ei
A a t

У C212 — T2 -J- Ctj

(13)

(14)

(15)

(16)

Ei(x)  — и н тегр ал ьн ая  п о к а за те л ь н а я  функция.
О тметим, что ф ункц ия  u2{r, t ) ,  о п р ед ел яем ая  (12), отрицательна  при 
всех значениях  t >  ( г— R o ) /с, к а к  и в случае  R 0- + 0 при всех f > r \ c .  З н а ­
чения компонент тензора  н ап ряж ен и й  могут быть рассчитаны  по 
м улам :

2 G
—  2ц 
2 G

ди

■’ФФ I — 2ц

( 1 — Е) S f  +  V —  — ( 1 +  I-1) аТ

ди
дг +  ( I - E ) (I  - Е е )  а Т

(17а)

(176)

где G — модуль сдвига, а T (г, t) находится  из (6 ).
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УДК 535.33/34:535.37
В. В. Г Р У З И Н С К И Й

СО ОТ НОШ ЕН ИЕ М Е Ж Д У  СПЕКТРАМИ ПОГЛОЩЕНИЯ  
ОПТИЧЕСКОГО ИЗ ЛУ ЧЕ НИЯ , РАССЕЯНИЯ Э ЛЕ К ТР ОН ОВ  

И Л Ю М И Н Е С Ц Е Н Ц И И  ПАРОВ Ф Л У ОРЕНО НА

Д ли тельн ое  время процессы электрон -м олекулярн ы х  взаимодействий 
изучались лиш ь д л я  простых молекул  [I, 2], либо  ан ал и зи р о вало сь  све­
чение продуктов р азр у ш ен и я  органических молекул [3]. В последнее вр е ­
мя достигнут определенный прогресс в понимании эл ем ентарны х  процес­
сов электрон -м олекулярн ы х  взаимодействий и особенностей лю м инесцен­
ции многоатомны х м олекул  при их возбуж дении  электронам и  различной 
энергии, причем богатую ин ф орм аци ю  д ае т  сопоставление спек тральн о­
лю минесцентных х ар актеристик , полученных при оптическом и электрон ­
ном возбуж дении [4— 6]. П ри изучении электрон -м олекулярн ы х  в заи м о ­
действий молено получить новые сведения о структуре  электронны х и ко ­
лебательн ы х  уровней энергии, об уровнях, л е ж а щ и х  выше потенциала 
ионизации, о м ех ан и зм ах  п р еоб разован и я  энергии электронного в о зб у ж ­
дения в световую, радиационной устойчивости практически  в аж н ы х  о р га ­
нических молекул  и т. д.

В настоящ ей работе  специ ф и ка  электрон -м олекулярн ы х  взаим одей­
ствий рассм отрена  на примере молекулы  ф луоренона. Это слож ное  о р га ­
ническое соединение х ар актер и зу ется  малоинтенсивны м длинноволновым 
поглощ ением и наличием при оптическом возбуж дении  трех видов лю м и ­
несценции в газовой ф азе: флуоресценции, термически активированной 
зам едленн ой  ф луоресценции (Т А ЗФ ) и фосфоресценции [7]. Недавно 
установлено, что фосфоресценция и Т А ЗФ  проявляю тся  и при однофотон­
ном и н ф ракрасн ом  возбуж дении излучением С 0 2-л азер а  м олекул ф лу о ­
ренона в основном состоянии [8], а т а к ж е  Т А ЗФ  стимулируется  и в три- 
плетном состоянии [9]. О тносительная  интенсивность полос ф осфорес­
ценции и Т А ЗФ  оп ределяется  тем пературой , энергией возбуж даю щ его  
кван та  Iive и плотностью мощности лазерного  излучения, причем при ни з­
ких значениях у казан н ы х  величин п роявляется  преимущ ественно ф осф о­
ресценция.

Спектр потерь энергии электронов  позволяет  получить информацию 
об электронны х возбуж денны х  состояниях и эф ф ективности  перехода



молекул  в эти состояния. Н а  рис. I 
представлен  такой  спектр д л я  п а ­
ров ф луоренона  при давлении 
~ 2 ,5 - IO-2 тор и т е м п ер ату р е  T =  
= 2 3 7  К  [10]. Н аи б о л ьш у ю  интенсив­
ность в спектре имеет полоса  упруго­
го рассеян и я  электронов, что х а р а к ­
терно д л я  слож н ы х  молекул , о б л а ­
д аю щ и х  больш им  сечением упругого 
рассеяния , чем атомы. П оследую щ ие 
полосы обусловлены  неупругим р а с ­
сеянием электронов  под углом 0  =  
= 9 0 ° .  Н а  этом ж е  рисунке пункти­
ром приведен спектр оптического по ­
глощ ения. Видно, что этот спектр по­
лучен в более узком ин тервале  эн ер ­
гий hv,  чем спектр потерь энергии 
электронов, который несет большую 
и н ф орм аци ю  о структуре эл ектр о н ­
ных состояний слож ны х молекул.

П ервы й электронны й переход ти ­
па ля* у ф луорен она  запрещ ен  (ко ­
эф ф ици ен т  поглощ ения в м акси м у ­
ме ПОЛОСЫ B m a x - 207 Л-МОЛЬ-1 CM-1), 
поэтому оптический спектр п оглощ е­
ния приведен в полулогариф м иче­
ском м асш табе . П о л о ж ен и е  полос 
I— 3 в спектрах  совпадает . О днако  
относительная интенсивность м акси ­
мумов полос р азличается . В оптиче­
ском спектре поглощ ения они со­
относятся  к а к  0,005 : 0,056 : 1,0. 
В то ж е  врем я  в спектре потерь 
энергии электронов соотношение ин­
тенсивностей меньш е (следует т а к ­
ж е  учесть, что на рис. I не вычтен 
нар астаю щ и й  в область  больших 
значений E  ф о н ) ,  причем оно ум ень­

ш ается  с ум еньш ением  энергии первичных электронов  Eo.  Если соотно­
шение интенсивностей полос I  и 2  д л я  исп ользуем ы х значений E o ~  
л ; 7 — 20 эВ изм ен яется  меньш е (от 1,35 до 1,55), то у ж е  д л я  полос I и 3 
оно заметнее: от ~ 2  ( Е о = 7  эВ ) до ~ 5  (Е о = 2 0  э В ) .  Это связано  с тем 
обстоятельством , что сечения возбуж ден и я  зап рещ ен н ы х  переходов в от­
личие от разр еш ен н ы х  достигаю т м ак си м у м а  при меньш их энергиях 
электронов  Eo.  Т аки м  образом , больш ее соответствие интенсивностей по­
лос в сп ектрах  поглощ ен ия  и рассеян и я  электронов  д ля  флуоренона 
м ож но получить при использовании более высокоэнергетических первич­
ных электронов.

О запрещ енном  характере_полос I  и 2  свидетельствует  и п олож и тель­
ная  величина разности  Е ' — Е  м еж д у  средней энергией всех молекул 
в основном состоянии E  и средней к олеб ательн ой  энергией ком бинирую ­
щ их основного и возбуж ден н ого  состояний E',  полученные для  ф луорен о­
на в [7] из д и а гр а м м ы  ком бинирую щ их переходов [11] по температурной 
зависимости спектров  поглощ ения. С електи вн ая  ж е  энергия, х а р а к т е р и ­
зую щ ая  разность  м еж д у  средним зап асом  колебательной  энергии, полу­
чаемы м ансам блем  м олекул  при возбуж дении , и средним запасом  ко л е ­
бательной энергии в отсутствие зависимости  вероятности поглощения 
в области полос поглощ ения  I  и 2  Д Е '^ О ,  т. е. переход  запрещ ен сильнее 
д л я  молекул ан сам б л я  с меньш им запасом  колебательной  энергии. Все 
приведенные дан н ы е  свидетельствую т о запрещ енном  характере  синг-

-1  О I 2 Г, 3  4 5 T12 6 7 8 9 10 £ , э В

Рис. I. Спектры потерь энергии электро­
нов в парах  ф луоренона, измеренные 
при различны х начальны х энергиях 
электронного пучка E 0', пунктир — спектр 

оптического поглощ ения
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лет-синглетны х переходов ^отн.
S 0 S 1 и S 0 -*■ 5г  относительно 
перехода S 0 -* S3. В работе 
[ 12] отмечалось, что в фор­
мировании состояния S 2 флуо­
ренона принимает  т а к ж е  у ч а ­
стие запрещ енны й переход.
Спектры  потерь энергии э л е к ­
тронов в зависимости от E q п о ­
зво л яю т  более четко выявить 
эти особенности. Вероятно, по 
этим спектрам  м ож но по­
строить д и а гр а м м ы  ком бини­
рую щ их состояний, к а к  и по 
спектрам  поглощ ения, и полу­
чить новые сведения о природе 
электронн ы х состояний с л о ж ­
ных молекул  и о механизм е 
электрон -м олекулярн ы х  в з а и ­
модействий. Тем более, что для  
слож н ы х  м олекул появились 
д ан н ы е  о х а р ак тер е  в о зб у ж д е ­
ния колебательны х  состояний 
электронам и  [13].

Совокупность имею щ ихся 
дан н ы х  [7, 8] п озволяет  точнее 
оценить полож ение  нижнего
триплетного состояния Tti ф луоренона  в газовой ф а зе  » 2 , 4 3  эВ 
(19 600 см-1). В отличие от изученных ранее  слож ны х молекул  [4, 6] у 
ф луорен она  д а ж е  при низком значении E о — 7 эВ  не обн аруж ен о  полосы, 
соответствующ ей переходу S q-*~Tu что свидетельствует  о м алой  э ф ф е к ­
тивности прямого возбуж дения  триплетного состояния T i в процессе 
электрон-м олекулярны х  взаимодействий.

Рис. 2. Ф ункция возбуж дения флуоресценции 
паров ф луоренона для  полосы Xm а х = 4 6 5  нм 

(I )  И Xrnax =  325 нм (2)

Рис. 3. Спектры флуоресценции паров ф луоренона при возбуж дении  пуч­
ком электронов с £ о = 1 4  ( I )  и 150 эВ (2) и оптическим излучением с

£ ()= 3 ,4  эВ (3)
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Ф луоренон лю минесцирует  при оптическом и электронном  в о зб у ж ­
дении.

С во ео б р азн а  ф ункц ия  возбуж дения  синглетных состояний паров 
ф луорен она  (рис. 2) [14]. Это одно из немногих изученных нами сл о ж н о ­
м ол еку л яр н ы х  соединений, у которого в спектре  свечения наблю даю тся  
линии продуктов  р азр у ш ен и я  м олекул при £ о > 3 0  эВ (рис. 3) [10]. К ак  
и в случае  функций возбуж дения  атомов, м акси м ал ьн о е  значение интен­
сивности достигается  при Е о ж 4 Е п (где E n — пороговая  энергия, соот­
ветствую щ ая  энергии возбуж дения  первого возбуж денного  синглетного 
состоян и я) ,  а при £ о > 1 7  эВ интенсивность свечения паров  резко  в о зр а ­
стает. Отметим, что при возбуж дении в ди ап азо н е  E o ~ 22— 38 эВ возни­
кает  интенсивная полоса свечения с м аксим ум ом  325 нм, не н аб л ю д ае ­
м а я  при S o  ~  150 эВ. П о роговая  энергия достаточно вы сока S n - 20 эВ.

У п аров  бензофенона (I) и ф луоренона  (II)

н аб л ю д ается  сх о ж ая  двухполосная  лю минесценция при оптическом во з ­
буждении. У ф луорен она  полосы фосфоресценции ( W a x  — 540 нм) и 
ТА ЗФ  (Wiax— 465 нм) разнесены  сильнее, т а к  к а к  синглет-триплетный 
и н тервал  больш е A v s r = 5 4 0 0  см-1, чем у бен зоф ен она  A v s r =  1600 см-1. 
П олосы  лю минесценции при низких тем п ер ату р ах  имеют вы раж енн ую  
колебательную  структуру. Обычно в спектрах  аром атических кетонов 
п р о явл яется  к о л е б а те л ь н а я  структура  с основной прогрессией частоты 
— 1670 см- *, к а к  у п аров  бензофенона, обусловлен н ая  валентны м и ко л е ­
бан иям и  карбони льн ой  группы > С = 0 .  У бензоф енона бензольные к оль­
ц а  по стерическим причинам  р азверн уты  на - 3 0 °  [16], что о б условли ва­
ет достаточную  автономность карбони льн ой  группы. М о л еку л а  ф луоре­
нона почти плоская . В электронны х сп ектрах  п роявляется  колебательная  
структура  с разностью  частот  — 1200 см-1, соответствую щ ая колебаниям  
углеродного  скелета  м олекулы . А налогично п р о явл яю тся  колебания  и в 
и н ф ракрасн ом  спектре поглощ ения [17]: у бензоф енона  наблю дается  ин­
тенсивная  полоса  — 1700 см-1, а у ф луорен она  она слабо  вы раж ена , но 
имею тся три интенсивные полосы v = 1100, 1160 и 1200 см-1 (для  взвеси 
в вазелиновом  м а с л е ) .

К а к  отм ечалось  ранее, при оптическом возбуж дении  кван там и с эн ер ­
гией 3,74—4,52  эВ наб лю д аю тся  две  сильно разнесенн ы е полосы л ю м и ­
несценции вследствие механизмов: S 0-^Si-S-T11 -> S 0 и S 0-^-Si -+ T 1-^S j  -*- 
->S o . П ричем  при более низких тем п ер ату р ах  преимущ ественно п р о я в л я ­
ется п ервая  полоса, при более высоких — вторая. В соответствии со з н а ­
чением естественного времени ж и зн и  м олекул  в нижнем возбужденном 
синглетном состоянии то [7] и длительностью  люминесценции т [8] можно 
оценить кван товы й вы ход лю минесценции по соотношению у — х/х о • Э ф ­
фективность лю минесценции паров  ф луорен она  невелика: при 7 = 4 7 5  К 
у « 3 , 8 - 1 0 -2, а при 7 = 5 4 5  К  у »  IO-2 . С огласно [8], т  изменяется от 
1,4- IO-4 с до 4,0- IO-5 с в д и ап азо н е  7 = 4 7 5 — 545 К- 

Н еож и дан н ы м  о к а з а л с я  спектр лю минесценции п аров  ф луоренона при 
возбуж дении  пучком электронов  (рис. 3). Он состоит лиш ь из коротко­
волновой полосы при тем п ературе  на 100° меньшей, чем при оптическом 
возбуж дении , когда  преимущ ественно н аб л ю д ается  полоса фосфоресцен­
ции [7]. Э нергия активац ии  безы злучательн ого  перехода, полученная по 
наклон у  зависимости интенсивности лю минесценции W  от температуры  
In W ( T ) ,  со ставл яет  — 4600 см-1 и несколько меньш е AvSr  =  5400 см-1, 
а константа W s меньше, чем у бен зоф ен она  ( — IO-7 с-1) [7]. По этому 
поводу м ож н о  в ы с к а за ть  р я д  предполож ений. Э та  полоса м ож ет  быть 
обусловлена  м алоинтенсивной флуоресценцией . У читы вая  существенно

/\ /ч
о

о
I II
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больш ую интенсивность полос Sn в спектрах  рассеяния электронов, чем 
S i (рис. I ) ,  а т а к ж е  рост функции возбуж дения  в этом д и ап азо н е  эн ер ­
гий (рис. 2 ), мож но ож и дать  помимо прямого  дополнительное заселен ие  
состояния S i  з а  счет быстрой внутренней конверсии из состояний S n • 
П оскольку  у ароматических кетонов кон стан та  интерконверсии велика  и 
составляет  ~ 1 0 10— IO11 см-1 (вследствие заселения  триплетного состоя­
ния Ti при переходах  S n-^-T1 и интенсивного триплет-триплетного п огло­
щения в области  ~  24 ООО с-1 [18]), возм ож н о  осуществление Т А ЗФ  по 
механизм у  S 0-S-Sn-^T 11-*-T n -+S\ -+S0. Зам етим , что Т А ЗФ  м ож ет  активи­
роваться  возбуж дением  триплетных м олекул  излучением С 0 2-лазера  [9] 
колебательно-возбуж денн ы х м олекул  флуоренона. С ледует иметь в виду, 
что переход  Ti-^-Tn м ож ет  осущ ествляться  м еж д у  разреш енны м и э л е к ­
тронными состояниями и об лад ать  достаточно высокими сечениями во з­
буж ден ия  электронами .

Т аки м  образом , на примере м олекулы  ф луоренона показано  сходство 
и р азл и ч и е  спектрально-лю минесцентных свойств при оптическом и э л е к ­
тронном возбуж дении многоатомных молекул. Д альн ей ш ее  понимание 
механизм ов взаимодействия электронов  со слож ны м и м олекулам и  в о з ­
мож но при расш и ф ровк е  спектров потерь энергии электронов в области 
выш е п отен ц и ала  ионизации, где проявляю тся  полосы, обусловленны е 
ионизацией м олекул в л- и a -состояниях, полос ридберговских состояний, 
полос, связан н ы х  с возбуж дением  внутренних оболочек молекул, которые 
начали  изучаться  только д ля  сравнительно  простых молекул. И нтерес­
ную ин ф орм аци ю  м о ж ет  дать  п о л яр и зац и я  люминесценции и в о зб у ж д е ­
ние поляризован ны м и электронам и . Н апри м ер , возмож но, в этом н а ­
правлении можно получить ответ на проблему, поставленную  еще П а с т е ­
ром: почему разн ы е  биологически активные молекулы  являю тся  или п р а ­
вовращ аю щ и м и, или левовращ аю щ и м и  естественно оптически активн ы ­
ми вещ ествам и, т. е. природа не явл яется  зеркально-симметричной.

Автор благодарен  С. М. К а за к о в у  и В. А. Сучкову за  помощь в полу­
чении спектров.
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У Д К  535.37

С. К. Г О Р Б А Ц Е В И Ч ,  И. М. ГУ  Л И С

С ИС ТЕМ Ы О Р Г А Н О Л Ю М И Н О Ф О Р О В  С ПЕР ЕН О СО М  Э Н ЕР Г ИИ  
КАК П Е Р С П Е К Т И В Н Ы Е  С Р Е Д Ы  Д Л Я  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  

С В Е Т О У П Р А В Л Я Е М Ы Х  Т РА НСПА РА НТО В

В систем ах  п ар ал л ель н о й  обработки  оптической информации, в ч аст­
ности, в р я д е  сущ ествую щ их концептуальны х архитектур  оптических 
компью теров, в том числе и с нейроноподобной структурой, основным 
устройством, обеспечиваю щ им высокую пар ал л ель н о сть  обработки  опти­
ческой информ ации, является  пространственный модулятор  света  (П М С ) 
[I]. Особый интерес п р ед ставл яю т  устройства, в которых управлени е  про­
ходящ им  световым потоком осущ ествляется  дополнительны м световым 
потоком. Д л я  обеспечения высокой степени параллельн ости  такой  свето­
уп р авл яем ы й  тр ан сп ар ан т  до лж ен  о б л а д а ть  низким уровнем потребле­
ния энергии в расчете  на  один элемент; при этом, чем вы ш е степень п а ­
р аллельн ости , тем ж естче  это требование. В то ж е  врем я  требования  
к  динам ическим  хар актер и сти кам  устройства могут  быть не столь высо­
ки (вы сокая  п арал л ель н о сть  компенсирует  относительно невысокое бы­
стродействие отдельного эл ем ен та ) .  К  н астоящ ем у  времени в связи с ш и­
роким развитием  р аб о т  по оптической бистабильности и оптическому 
управлени ю  световыми потоками теоретически п р о ан ал и зи р о ван ы  и экс­
пери мен тально  продем онстрированы  возм ож ности  использования до ста ­
точно ш ирокого кр у га  м атер и ало в  с нелинейным откликом (см., напр., 
обзор [I]) .  В то ж е  вр ем я  следует отметить, что системам на основе с л о ж ­
ных органических м олекул  не уделялось  достаточного внимания. В этом 
аспекте симптоматичны м я в л яется  появление публикации [2], где о б су ж ­
даю тся  перспективы применения сл о ж н ы х  м олекул  в П М С, при этом идея 
применения б азируется  на совершенно очевидных оптически индуциро­
ванных изменениях поглощ ения. Н есм отря  на то, что д л я  такого  рода 
«прямого» использования  м олекулярн ы х  сред требую тся управляю щ ие 
интенсивности п о р яд к а  насы щ аю щ и х  д л я  соответствую щ их переходов, 
высокие сечения поглощ ения (типичные д л я  м о л еку л ) ,  а т а к ж е  в о зм о ж ­
ность исп ользован ия  переходов в до лго ж и ву щ и е  состояния (если соот­
ветственно сниж енное быстродействие приемлемо) д ел аю т  оценки у п р ав ­
ляю щ и х  интенсивностей достаточно оптимистичными. Тем не менее, б ез­
условно, актуален  поиск возм ож ности  д альн ейш его  сниж ения у п р а в л я ю ­
щих интенсивностей.

В настоящ ей р аботе  рассм атр и вается  лю минесцентный транспарант, 
понимаемы й к а к  устройство, на которое воздействую т д в а  световых по ­
тока  (первый будем н азы вать  падаю щ и м  или возбуж даю щ и м , второй — 
у п р а в л я ю щ и м ) .  И нтенсивность во зб у ж д аем о й  первым потоком лю м ине­
сценции в данной точке тр а н с п а р а н та  т а к ж е  зависи т  от интенсивности 
уп р авл яю щ его  сигнала , т. е. / Лю м = / (A, h ) .  В таком  рассмотрении имеет­
ся ан алоги я  с обычным светоуп равляем ы м  П М С , где интенсивность про­
ш едшего первого потока зависит от интенсивности управляю щ его. М о ж ­
но ож и дать , что в ряде  прилож ений лю минесцентный тран сп аран т  см о­
ж е т  вы полнять функции, аналогичны е традиц ионн ы м  П М С; могут быть

п р ед л о ж ен ы  и иные применения д ля  
5 целей п р ео б р азо ван и я  оптических

v''—\  сигналов (и н ф о р м а ц и и ) .
S1— --------- ----- L t —i  -S1 Н ачн ем  рассм отрение с простей­

шего ан сам бл я :  бихромофора, со­
стоящ его  из донора и акцептора. Н е ­
которы е аспекты задач и  о нелиней­
ных э ф ф ек т ах  в системах типа би- 

_ s хром оф оров , связанны х переносом
энергии электронного  возбуждения, 

Рис. I р ассм атр и в ал и сь  в [3, 4]. В приве-

а, в2 а2
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денном нами рассмотрении акцент делается  на зависимостях  интенсив­
ности и выхода флуоресценции от интенсивностей двух потоков и а н а л и ­
зе  возм ож ностей  оптического управления.

И так ,  в схеме уровней энергии (рис. I) а и а2 — константы скорости 
спонтанной дезак ти вац и и  возбуж денны х состояний м олекул I и 2 .

где (Ti(2) — сечения поглощ ения молекулы; 1ц2) — плотность мощности в о з ­
буж даю щ его  света.

Будем  считать, что спектры поглощ ения двух молекул, входящ их в со­
став  бихромофора, позволяю т производить независимое возбуж дение  
этих молекул. S  — константа скорости безы злучательного  переноса э н ер ­
гии; в силу спектрального  разли чи я  м олекул считаем перенос энергии 
нап равленн ы м  от I к 2 , соответственно молекулу I будем назы вать  д о ­
нором, а 2 — акцептором.

А налогично тому, как  д елается  в [4], возм ож ны е состояния системы 
будем х а р ак тер и зо в ать  д вум я  индексами г, / ,  где І — 0,1 отвечает основ­
ному или возбуж денном у состоянию донора, а / = 0 , 1  — акцептора. C o 1 
ответствую щ ие заселенности состояний обозначим Yij .

Состояние акц ептора  существенно влияет  на интенсивность л ю м и н е­
сценции донора только в том случае, если константа скорости переноса 
энергии будет много больш е констант скоростей спонтанной д е з а к т и в а ­
ции м олекул  (S ^ > a i ,  a2) . Д ействительно, в этом случае лю минесценция 
донора  будет отсутствовать, если акцептор находится в основном состоя­
нии, и п оявляться  при переводе акц ептора  в возбуж денное  состояние 
(«выключение» переноса энерги и).  Состояние {I, 0} мож но не учитывать 
в дальн ейш ем  рассмотрении. Таким образом, д ля  описания х а р а к т е р и ­
стик бихром оф ора  (нормируя У о о + К н + У п  =  !) м ож но запи сать  систему 
балан сн ы х  уравнений:

Д о л я  м олекул донора и акц ептора  X id и Xia, находящ и хся  в в о зб у ж ­
денном состоянии, м ож ет  быть запи сан а :

Д л я  использования  бихромофоров в качестве  объектов, в которых 
возм ож н о управлени е  интенсивностью лю минесценции световым пото­
ком, наибольш ий интерес п ред ставляет  случай, когда интенсивность 
у п равляю щ его  излучения низка. П ри  м ал ы х  интенсивностях в о зб у ж д е ­
ния (донора или акц еп то р а) ,  т. е. при b і, Ь г 'С а ь  а2, вы р аж ен и е  (3) п ре­
об разуется  к виду:

Интенсивность лю минесценции в расчете  на одну м олекулу  в кв ан то ­
вых единицах запиш ется:

( I )

Y01-------Y 01 ( 2 -f- b2 +  а2) 4- Y и  (^i +  о,2 —  Ьх — Ь2)

К ц  =  — Koi&i — K 11 (Ci1 +  а2),
(2)

ко то р ая  имеет простое решение д л я  стационарного случая:

Koi — K 11 (сI1 +  (C2) I b 1

K u  =  (¾  +  ft2) / [ ( « i  +  ai ) ( 2 b 1 +  ¾  +  C2Vft1 +  V +  K - C L 1 - а2].
( 3)

x U =  K 11; x ia — K01 +  K 11. ( 4 )

Y01=  (b i+ bz )  Ja2 

Уц —  bi (Ьі-ф^г) /[^2 {&i4- ¾)].
( 5 )

Id =  X ldUl =  a i  (£>x +  b2) / [ ( a 2 (A1 +  A2)],

где a i — чисто излучательнвя часть A1.
К вантовы й выход донора  (pd определим как

( 6 )

срd — — а\ (Ьг +  b2) / { a 2 (¾  +  Cii ) ] . ( 7 )
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Таким образом , щ  в обсуж даем ом  приближ ении явл яется  не постоян­
ной величиной, а линейной функцией от by и b2. В вы раж ени и  ж е  д ля  ин­
тенсивности I d содерж ится  произведение byb2\ если by зам етн о  меньше Ь2,
то на  основании (6 ) м ож но утверж дать , что система с бихромофором вы ­
полняет  функции ум нож ен ия двух входных оптических сигналов. Будем 
н азы вать  д л я  определенности световой поток I 2, воздействую щ ий на к а ­
нал акцептора, уп равляю щ им . Оценим мощности, требую щ иеся д ля  осу­
щ ествления  управлени я . П олагаем  bi<Cfr2; считаем акцептор более д о л ­
гож ивущ им , чем донор, т. е. а 2 < а у \  полагаем  д л я  простоты a j  =  Ct1 . 

b I b
Тогда —-  =  ■ 2 2 ; величину Ziva2/ a ,  =  Ih традиционно назовемQ2 ^ 2 а2

интенсивностью насыщения. Таким образом, cpd =  —f~,  т. е., если ограни-
' * H

читься вполне реалистичны м и с точки зрения возмож ности регистрации 
требовани ям и  к — 0 ,01 , то приходим к заклю чению , что д ля  у п р ав л е ­
ния лю минесценцией путем воздействия на к а н а л  акц ептора достаточна 
интенсивность п о р яд к а  I % от / н. При этом, к а к  оговаривалось , интен­
сивность возбуж ден и я  донора  еще ниже. Д л я  типичных значений
-—-2 -1 0-16 см2 это д ае т  / 2~ 2 - 1 0 ~5 —  В т/см 2. (З д е с ь  т аг= — время

r A  I а 2
ж и зн и  возбуж денного  состояния акцептора, с ) .  Отметим, что в о б су ж ­
д аем ом  случае а2<.ау  и именно Ta  определяет  врем я  переходного процес­
са изменения интенсивности флуоресценции при ступенчатом включении 
(выклю чении) у п равляю щ его  потока I2. (П ереходны й процесс опи сы ва­
ется экспонентой с временем T a ) -  В случаях, когда м ож н о поступиться 
быстродействием в пользу  п араллельности  и полож ить, например, Ta =  
=  IO- 3 с, I2 д остигает  2 - 10~10 В т /м км 2, т. е., п о л агая  р азм ер  элемента 
I м км 2, имеем мощ ность на  один элем ент 2- IO-10 Вт.

H e  о стан ав л и в аясь  на д ет а л я х  подробного кинетического рассм отре­
ния, отметим лиш ь практически интересный частный результат: у п р а в ­
ление лю минесценцией им пульсам и малой длительности  ( A Z < t a ) ,  д ей ­
ствующ ими по к а н а л у  акцептора. П оглощ ение кв ан та  из этого импульса 
переводит хромоф ор в лю минесцентное состояние; квантовы й выход ан ­
с ам бл я  в этом случае, очевидно, равен ^ A = C i i f a 1X ld, где доля  Xyd при 
Xid<C I р а в н а  X id= E 2O2Ihv2 (E2 — энергия им п ульса)  З ад авш и сь  (¾¾= 
= 0 ,0 1 ,  получим оценку: Д2= 2 - 1 0 - 5 Д ж /с м 2= 2 - 1 0 ~13 Д ж /м к м 2.

П р ед став л я ет  интерес рассм отреть  возм ож н ость  использования в све­
тоуп равляем ы х  т р а н с п а р а н т а х  систем, более легко  реализуем ы х  на п р а к ­
тике,— неупорядоченны х ансам блей  слож ны х органических молекул.

Р ассм отри м  раствор, состоящ ий из слож н ы х  органических молекул 
двух типов, м еж д у  которы ми возм ож ен  б езы злучательн ы й индуктивно­
резонансный перенос энергии электронного  во зб у ж д ен и я  (молекул доно­
ра и акц еп то р а) .  П усть  квантовы й выход акц еп то р а  близок к нулю. П о ­
л ож и м  такж е ,  что кон центраци я  донора существенно ниже концентрации 
акцептора, т. е. перенос энергии м еж ду  м о л еку л ам и  донора  отсутствует. 
К онц ентрац ию  акц ептора  выберем такой, чтобы лю минесценция донора 
была существенно затуш ен а .  Т огда  д ля  у п равлен и я  люминесценцией д о ­
нора достаточно некоторое число м олекул  акц ептора  «выключить», т. е. 
перевести в возбуж ден н ое  состояние.

Р еш ен ие  зад ач и  о взаимодействии  такой  системы с двумя световыми 
потокам и в общ ем случае, естественно, сущ ественно сложнее, чем задач и  
о бихромофоре. О д н ако  при допущ ении о м алости  интенсивности (чтобы 
возникаю щ ей заселен ностью  акцептора за  счет переноса с донора м о ж ­
но было бы пренебречь) реш ение о казы вается  весьма простым. Д ействи­
тельно, за д а ч а  о туш ении люминесценции донора  акцептором в неупоря­
доченных а н сам б л я х  м олекул  при отсутствии миграции по донору р еш е­
на аналитически  [5]:

P

1 ~  - S r = ^ xi P exP (Р2) ■ 1 1 -  у ё  I e^ dx )>
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где (3 Y  л ■ С,
с АО

Ca — концентрация акцептора; САо —  критическая кон­

ц ен траци я  переноса  донор-акцептор; ср0(г — квантовы й выход донора
в присутствии акц ептора и без него соответственно.

В о зб у ж д ен и е  части молекул акц ептора  (выклю чение м олекул а к ц е п ­
тора)  эквивалентно  уменьшению их концентрации. Д л я  вычисления 
кван тового  вы хода  донора при наличии излучения, которое в о зб у ж д а ет  
акцептор, в вы р аж ен и и  (8 ) достаточно зам енить  Ca  на Ca причем

Ca  =  Ca I I — Ьг/ (Ь 2 +  а2)]. (9)
Н а  рис. 2 приведены рассчитанны е значения  щ { Ь ) / ( р а ( Ь - О )  в з а в и ­

симости от интенсивности возбуж дения  акцептора д л я  различны х  ко н ­
центраций. И з рисунка  видно, что «управление» люминесценцией д он ора  
тем эф ф ективней , чем выш е кон центраци я  акцептора. О днако  при б о л ь ­
ших кон ц ен трац и ях  фй (6 =  0 ) м ал  и использование таких систем в у п р а в ­
л яем ы х  светом тр ан сп ар ан тах  м ож ет  о казаться  затруднительны м  с э к с ­
пери м ен тальной  точки зрения. О граничим ся  д л я  оценки диапазоном  
кон центраци й акцептора, в котором ф Д Ь = 0 )  п о р яд ка  0,01. И з  рис. 2 
(кривы е 4, 5)  видно, что изменение квантового вы хода донора  более чем 
в д в а  р а з а  м о ж ет  быть достигнуто при достаточно скромных интенсивно­
стях в о зб у ж д аю щ его  акцептор излучения ( / г / / н = 0 ,5).

Тем не менее очевидно, что в этом случае требуем ы е д л я  управлени я  
интенсивности на один-два п о р яд к а  выше, чем в случае системы бихро­
мофоров. С качественной точки зрения  это различие  объясним о тем, что 
в случае бихромофоров перевода в возбуж денное  состояние одной м о л е ­
кулы  акц ептора  достаточно д л я  полного снятия тушения входящ ей в д а н ­
ный бихромофор молекулы  донора. В случае  ж е  ансам бля  акцепторов 
такой  ж е  перевод  в возбуж денное  состояние одной м олекулы  сн и ж ает  
тушение, но не ликвидирует  — другие невозбуж денны е молекулы  а н с а м ­
бля  п р о д о л ж а ю т  выполнять функцию  тушителей.

Н а  основе переноса энергии в ан сам бле  молекул во зм о ж н а  р е а л и з а ­
ция и другого вар и ан та  оптического управлени я. П редставим  систему из 
м олекул  д он ора  и молекул другого типа, в основном состоянии не я в л я ю ­
щ ихся акцептором, но превращ аю щ и хся  в акцепторы  при переводе в во з ­
буж ден ное  состояние.
(Спектр поглощ ения из .фrf/<pd(e=0) 
основного состояния у "
•этих молекул  не п ерекры ­
вается  со спектром ф л у о ­
ресценции донора, а по­
глощ ение из некоторого 
возбуж денного  состоя­
ния — синглетного или 
триплетного — обеспечи­
в а е т  высокое значение ин­
те гр а л а  п ер екр ы ти я) .  Т а ­
ким образом , при воздей­
ствии дополнительным 
световым потоком по к а ­
налу  «потенциального» 
акц ептора возни каю т л о ­
вуш ки и происходит туш е­
ние флуоресценции, более 
эф ф ек ти вн ое  в случае вы ­
соких концентраций доно­
р а  (за  счет переноса эн ер ­
гии по его м олекулам  с 
д оставкой  на акцептор).

Оценим плотности 
мощ ности 12, необходимые

Рис. 2. Зависим ости Ф d

2,0 I2Uh

-от  интенсивности воз-
Фd (Ь =  0) 

буж дения:
( / ) ;  5 - I O - 3 (2 ) ;  I O - 2 (3 ) ;  2 • I O - 2 (4 ) ;  4 • I O - 2 

( 5 ) .  м о л ь / л ;  <fd (b = 0 )  = 0 , 4 4  (/); 0 ,17  (2 ) ;  0,06  (3 ) ;  0,017 (4 ) ;  
0,004 (5 )

C  =  2 • I O - 3
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ДЛя уп р авл ен и я  («светоинДуцирбванногО туш ения») в этом случае. В ос­
п ользуем ся  соотношением д ля  относительного квантового  вы хода л ю м и ­
несценции донора [6]:

Vod I _  л 3/2 С Ca (Ю)
Vd  2 / 2  с о с ао

(
4 з ' —I

-g-  л-Rо J ;

R 0 —  критическое расстояни е  д л я  переноса донор — донор. Соотношение 
( 10) вы полняется  д л я  CJC0^> I, R ao< R o, Са - ^ С .

Э та  о б ласть  к а к  р а з  явл яется  областью  наш их практических интере­
сов: в ы сокая  кон центраци я  С обеспечивает сильную зависи м ость  при м а ­
л ы х  Ca - П рен ебрегая ,  к а к  и в преды дущ их рассм отрениях, заселением  
акц еп то р а  за  счет переноса (т. е., п о л агая  I i м а л ы м ) ,  д л я  концентрации 
во зб у ж д ен н ы х  молекул, я вляю щ и хся  акцепторам и , запиш ем :

г-  ̂2 г- R R h ( 1 1 \

С х ^ Т ^ - С х  I +  v / н ’ ( 1 1 )
где Cx — кон центраци я  м олекул примеси, исходной д л я  о б разован и я  а к ­
цептора.

Д л я  интересующей нас области I2 Ih и  Ca ~  Cx  - у - .
З а д а д и м с я  д л я  оценки достаточно типичными значениями: С, Cx =  

=  IO- 1 м оль/л , R 0= S  нм, R ao= A  н м .  Тогда из (10) получим: фой/фц— I ^
5¾  900 -—г- т. е. интенсивность / 2~  Ю~3 / н достаточн а  д л я  уменьш ения

'  H
квантового  вы хода в д в а  раза .  Если и сп ользовать  те ж е  парам етры , что 
рассм атр и вал и сь  при оценке уп р авл яю щ ей  энергии д л я  бихромофора, то 
для  н астоящ его  случая  имеем в расчете  на элем ент  2- IO-14 Д ж .

П роведен ны е оценки п озволяю т считать  системы с переносом энергии 
перспективными нелинейными средам и  д л я  р еал и зац и и  оптического 
управлени я.
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У Д К  681.325.53(075.8)

Л. Н. Б А К И Н О В С К А Я ,  Б. Н. К Р А С Н О Г О Л О В Ы Й ,
В. П. СУПРУН, Б. Н. Ш П И Л Е В О Й

П Р Е О Б Р А З О В А Т Е Л Ь  Д В О И Ч Н О Г О  КОДА  
В Д В О И Ч Н О - Д Е С Я Т И Ч Н Ы Й  

С И С П О Л Ь З О В А Н И Е М  П -Т Р И Г Г Е Р О В

В аж н ы м  узлом  п р е о б р а зо в а те л я  двоичного, или бинарного, кода  
(BK) в двоично-десятичный ( Б Д К )  п оследовательного  типа является  
двоично-десятичный регистр со схемой коррекции  (рис. I ) ,  в котором 
осущ ествляется  сдвиг и коррекц и я  п реобразуем ого  кода. К а к  правило, 
схема коррекции (C K ) вы полняется  на  логических элем ентах , а регистр 
(Рг2) — на т етр ад ах  триггеров. В качестве  последних обычно использу­
ют уни версальн ы е /К -тр и гге р ы  с входной логикой З И ,  которая в ряде  
случаев  м о ж ет  упростить построение CK [I, 2]. H o /К -тр и ггер ы  требую т
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Рис. I. С труктурная схема последова­
тельного преобразования БК ->-БДК : 

P r l  —  в х о д н о й  р е г и с т р  с д в и г а ;  Р г 2  —  в ы х о д н о й  
д в о и ч н о - д е с я т и ч н ы й  р е г и с т р ;  C K  —  с х е м а  к о р ­

р е к ц и и ;  С И  —  с и н х р о и м п у л ь с ы

у п равлен и я  по двум информ аци он­
ным входам  ( /  и К ) ,  а в силу с л о ж ­
ности схемы и больш ого числа вы во­
дов  в корпусе м икросхемы содер­
ж и тся  только  один триггер.

Если ж е  тетрады  Рг2 построить 
на  .D-триггерах  с одним и н ф орм ац и ­
онным входом (D ),  м икросхемы к о ­
торы х со д е р ж а т  два  и больш ее к о ­
личество  триггеров, то, несмотря на 
отсутствие входной логики, в боль­
ш инстве случаев  удается  упростить 
схемы Р г 2 и CK и соответственно со­
крати ть  ап п ар ату р н ы е  затраты . Д о ­
полнительны м  соображ ением  в п оль­
зу  применения D -триггеров в т е т р а ­
д а х  Рг2  м о ж ет  служ и ть  тот факт, что входной регистр ( P r l ) ,  к а к  п р а в и ­
ло, вы полняю т т а к ж е  на  D -триггерах.

А лгоритм п реоб разован и я  Б К -> -Б Д К  представлен  в табл. I [3].
П ри  р =  0 происходит удвоение содерж имого тетрады  и, если у д во ен ­

ное значение превы ш ает  девять, ф орм ируется  сигнал переноса р + = 1. 
П ри  р = 1  к удвоенному значению п ри бавляется  единица и, если получен­
ное содерж им ое  п ревы ш ает  десять, в ы р абаты в ается  сигнал переноса 
р + =  I .

Д л я  синтеза  м ладш ей  тетрады  на основании алгоритма п р е о б р а зо в а ­
ния и м атри ц ы  переходов D -триггера (табл. 2) составляем  сводную т а б ­
лицу  переходов состояний, которая  д л я  Б Д К  с весами 8421 имеет вид 
табл . 3 ( Q i- Q 4 — состояния триггеров т е т р а д ы ) .

П о дан ны м  табл . 3 могут быть составлены  логические уравнени я  д ля  
D -входов всех триггеров тетрады  и сигнала  переноса р + в последующ ую 
тетраду . Эти пять уравнений п ред ставляю т  собой систему недоопределен- 
ных булевых функций пяти переменных ( Q 1— Q4, р ) ,  минимизацию  кото­
рых «вручную» лучш е осуществить по кар там  В ейча— К арн о  (рис. 2).

Т а б л и ц а  I Т а б л и ц а  2

X А

P= 0 P= I

FtM1 I р+ р+

0 Fo F0 0 F1 0
I F 1 F2 0 F3 0
2 F 2 F i 0 F3 0

3 F 3 Fs 0 F1 0

4 F i Fs 0 F3 0
5 F3 F0 I F1 I
6 F3 F2 I F3 I
7 F 1 F1 I F3 I
8 CO Fs I F1 I
9 Fs Fs I F3 I

Q t - * Q ' + 1 D t

0 0 0

0 I I

I 0 0

I I I

П р и м е ч а н и я :  Л-— десятичная цифра; F ti — т е к у ­
щ ее состояние, двоичные 4 -разрядны е кодовые слова, 
отображаю щ ие десятичны е цифры 0— 9 в заданном Б Д К ; 
F H 1 — следую щ ее состояние триггеров тетрады ; р —• 
сигнал переноса от предыдущ ей тетрады  (или от P r l  
для  младш ей тетрады); р_̂ _ — сигнал переноса на после­
дую щ ую  тетрад у .
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Т а б л и ц а  3

Л F
( + 1
.

Dy D 2 с 3 D
р +

X

Q4 Q4
P = 0 P =  1 P

Q 2 Qi
Q4 Qi Q 2 Qi Q 4 Q 3 Q 2 Qi 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 I 0 0 I 0 0 0 I I 0 I I I 0 0 0 0 0 0

2 0 0 I 0 0 I 0 0 0 I 0 I 0 I 0 0 I I 0 0 0 0

3 0 0 I I 0 I I 0 0 I I I 0 I I I I I 0 0 0 0

4 0 I 0 0 I 0 0 0 I 0 0 I 0 I 0 0 0 0 I I 0 0

5 0 I 0 I 0 0 0 0 0 0 0 I 0 I 0 0 0 0 0 0 I I

6 0 I I 0 0 0 I 0 0 0 I I 0 I I I 0 0 0 0 I I

7 0 I I I 0 I 0 0 0 I 0 I 0 I 0 0 I I 0 0 I I

8 I 0 0 0 0 I I 0 0 I I I 0 I I I I I 0 0 I I

9 I 0 0 I I 0 0 0 I 0 0 I 0 I 0 0 0 0 I I I I

М иним изи рованны е и приведенные к элем ентном у базису  И — HE 
уравнени я  получатся  в виде:

D i  =  р', D 2 =  QiQi V  Q1Q2Q3 V  Q1Q2Q3 V Q iQ 2QsQ4 =

Q iQ 4 A Q iQ 2Q s A  Q1Q2Q3 Л  Q1Q2Q3Q4

D 3 —  Q1Q4 V  Q1Q4 V  Q2Q3Q4 —  Q1Q2 Л  Q1Q4 Л  Q2QsQ4;

Di —  Q iQ 4V  Q1Q2Q3 —  Q iQ 4A Q iQ 2Qs

P+ — Q4 V  Q i Q s V Q 2Qs — Q4 Л  Q i Q s A Q 2Qs-

Q 1
Dr-

Qi

D

Q2

О ------ j-:-.------------

Q2

P— -

Q2

Qs0 — 0 0 I I — I
0 — — 0 I — — I

Q30 — — 0 I — — I
0 — 0 0 I I — I Q3

IQ~4 ( ?4 Q4 Q̂ 4 Q4

I — 0 0 0 0 — I
I — — 0 0 — —- I

0 — — 0 0 — — 0

1.1 — I 0 0 I — I

Do

Di

11 — 0 I I 0 | - H
0 — 0 0 — — 0
I — - 0 0 — — I
0 — I 0 0 I — 0

0 — I 0 0 I — 0

0 — — 0 0 — — 0

0 — | — I I —  I — 0

0 — 0 0 0 0 — 0

0 — I 0 0 I — о
I Il — — I I — — 11

I — - 0 0 - I

0! — I 0 0 T 0

Рис. 2. К арты  Вейча — К арно для  м ладш ей тетрады  преобразователя Б К -> Б Д К  8421 
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Рис. 3. М л адш ая  тетр ад а  Рг2 со схемой коррекции

В соответствии с полученными уравнени ями  построена структурная  
логич еская  схема м ладш ей  тетрады  (рис. 3), с о д е р ж а щ а я  14 логических 
элем ентов  и 4 триггера. Если ориен ти роваться  на  м икросхемы серии 
К 155, ап п ар ату р н ы е  за т р а ты  будут следую щими: К.155ЛАЗ (2И — H E) — 
2 шт., К 155Л А 4 ( З И — H E ) — 2 шт., К 155Л А I (4 И — H E ) — I шт., ,D-триг­
геры  К155ТМ 2 — 2 шт. Т аким  образом , м л а д ш а я  тетр ад а  с элем ентам и 
коррекции м ож ет  быть вы полнена на  семи микросхем ах  при двух л и ш ­
них логических элем ентах  2 И — H E , которы е могут найти применение 
в других тетр ад ах  п р еоб разователя  кодов.

П ром еж уточн ы е тетрады  не отли чаю тся  от младш ей, роль  сигнала  пе­
реноса  р  в них играет  сигнал переноса  р + из преды дущ ей тетрады.

Ч то ж е  касается  старш ей тетрады , то ее схема несколько упрощ ается  
з а  счет отсутствия схемы ф орм и рован и я  сигнала переноса (нет еще бо­
лее  старш ей тетрады ).

Н аи б о л ее  трудоем кая  процедура  функционально-логического  синтеза
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т етр ад  п р ео б р азо в ател я  кодов — м иним изация  систем недоопределенных 
булевы х функций — м о ж ет  быть автом атизи рована . В р езу л ь тате  м аш и н ­
ной минимизации по одному из методов д л я  м ладш ей  тетр ад ы  получены 
следую щ ие уравнения:

D i =  р', D 2 =  Q iQ iV  Q1Q2Q3 V Q iQ3Q4; 

D 3 — Q1Q2 V  Q iQ 4V  Q2Q3 >

D i  =  QiQi  V  Q1Q2Q31

р +  =  QiQ3 V  Q iQ4 V  Q iQ4 V  QiQaQ3 ■

И з сравнения уравнений, полученных при «ручной» и маш инной м и ­
нимизации, следует, что в последнем случае удалось  получить меньшее 
число разли чаю щ и хся  м еж д у  собой конъю нкций (восемь против десяти) 
и за  счет этого сократить  ап п ар ату р н ы е  з а т р а ты  на одну микросхему.

П о  излож енной  методике могут быть син тезированы  тетр ад ы  с э л е ­
м ентам и коррекции д л я  пр ео б р азо вател ей  Б К - ^ Б Д К  и с другим и весо­
вы м и коэфф иц иентам и  в выходном коде (не только  8 4 2 1 ) .

Сущ ественного сокращ ен и я  ап п ар ату р н ы х  за т р а т  м ож но достигнуть 
при построении п р ео б р азо вател я  кода  на програм м ируем ы х  логических 
м а тр и ц а х  (П Л М ) ,  и полученные выш е уравнени я  хорош о приспособлены 
д л я  р еал и зац и и  на этой элем ентной базе.

С овременны е П Л М  имею т 8—4 6  входов, 4 — 12 выходов, 24— 96 верти­
к ал ьн ы х  шин (различны х  конъю нкций) и врем я зад ер ж к и , п ревы ш аю ­
щ ее в два-три  р а з а  значение за д е р ж к и  типового логического элемента 
соответствую щ ей серии [4].

С учетом этих дан н ы х  нетрудно подсчитать, что д л я  построения схем 
коррекции п р ео б р азо в ател я  10-разрядн ого  BK в три тетр ад ы  Б Д К  8421 
п отребуется  всего одна м и кросхем а П Л М . Н уж н о  еще учесть, что и син­
хронны е Д-триггеры могут быть син тези рован ы  в базисе  П Л М  (одна-две 
м и к р о с х ем ы ) .

Т аки м  образом, по ап п ар ату р н ы м  за т р а т а м  п рео б р азо вател и  кодов 
на основе Д-триггеров вполне конкурентноспособны с п р ео б р азо в ател я ­
ми Б К - н Б Д К  8421, выполненны ми на сп еци али зированн ы х  микросхемах 
(например, К 155П Р 7)  или П З У  [2].
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У Д К  517.977

Р. Г А Б А С О В ,  Ф. М. К И Р И Л Л О В А  

УСТОЙЧИВОСТЬ,  СТА БИ Л И ЗА Ц И Я , ОПТИМАЛЬНОСТЬ

1. Устойчивость решений [I] — одна из цен тральны х проблем  теории 
д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений, поставленны х многочисленными п р и к л а д ­
ными зад ач ам и . Результаты , полученные в этой области, давн о  и широко 
использую тся в теории управлени я  д л я  стабили зации  собственно не­
устойчивых динам ических систем [2]. В классическую  эпоху теории авто­
матического регулирования  часто довольствовались  достиж ением  д ля  
систем общ его  свойства устойчивости. С развитием  техники повы ш ались 
требован и я  к  стабили зации. Устойчивые переходные процессы стали  оце­
нивать  по различны м  критериям  качества . Н овы й этап  теории стаб и л и ­
зации наступил после создания  теории оптимального  управлени я  [3]. 
П ервы м  крупным и практически важ н ы м  прилож ением  теории оп ти м аль­
ных процессов к з ад ач ам  стабили зации  яви лся  м етод  Л етова  — К а л м а н а  
аналитического  конструирования  оптим альны х регуляторов  [4, 5]. Н а и ­
более эф ф ективно  он используется д л я  стаби ли зац и и  линейных систем 
с квадрати чн ой  оценкой качества  переходных процессов без учета каких- 
либо ограничений на управлени е  и траекторию . И спользовани е  других 
результатов  м атем атической  теории оптим альны х процессов д л я  решения 
услож ненны х проблем стабили зации  сд ер ж и вается  отсутствием эф ф е к ­
тивных алгоритмов синтеза оптим альны х систем.

В последнее врем я  в р а м к а х  М инского сем инара  по конструктивным 
проблем ам  оптимального  уп равлен и я  на  базе  методов реш ения эк стре­
м альны х за д ач  [6, 7] р а зр а б о т а н ы  алгоритмы  синтеза оптим альны х си­
стем управлени я. Ц ел ь  данной работы  — п оказать , каким  образом  эти 
резу л ьтаты  могут прим еняться  д л я  создан ия  оптим альны х стаб и л и зато ­
ров с ограниченными уп равляю щ и м и  воздействиями. П р ед л агаем ы е  а л ­
горитмы рассчитаны  на реали зац и ю  с помощ ью средств современной в ы ­
числительной техники.

2. Р ассм отри м  я-м ерны й дискретны й процесс x ( t ) ,  0, h, . . . ,  опи­
сы ваемый уравнением

x ( t - \ - h ) — A ( h ) x ( t ) .  (I)

Д искретны е системы встречаю тся во многих п ри лож ениях  и поэтому 
их исследование п редставляет  сам остоятельны й интерес. В данной р а б о ­
те  они играю т вспомогательную  роль  при стабили зации  непрерывных си­
стем

х = А х .  (2)

В связи с тем, что п р ед лагаем ы е  д ал е е  стаби ли заторы  рассчитаны на 
реализаци ю  с помощью микропроцессорны х устройств, работаю щ их 
с тактом h > 0, то целесообразно от системы (2 ) перейти к ( I ) ,  положив

к я я
IE(XIF)
ш ш ая
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A  (h) — expAh.  В  этом случае  траектории  двух систем ( I ) ,  (2 ) ,  вы ходящ ие 
из одного начального  состояния, будут совпадать  и в моменты ik — kh,  
k = l ,  2 , . . . . С ледовательно, с таби ли зац и я  дискретной системы ( I )  ве­
дет  к стабилизации и непрерывной системы (2 ).

П редп олож им , что система ( I )  неустойчива относительно состояния 
покоя х = 0 ,  т. е. сущ ествует такое  (неустойчивое) н ач аль н о е  состояние 
X0^ O ,  что процесс x ( t ) ,  0 , начавш ийся  в момент / = 0  из состояния х0,
о б л а д а е т  свойством ||x ( t )  ||—>-оо, если i-y-oo.

Пусть д ля  стабили зации  системы (I )  доступны ск ал яр н ы е  у п р а в л я ю ­
щ ие воздействия « ( / ) ,  / ^ 0 , стесненные ограничением:

| « ( / ) | s £ l ,  / r s 0 . ( 3 )

Будем  считать, что взаим одействие уп равлени я  (3) с объектом  с та ­
билизации ( I )  описывается  уравнением

x ( t - \ - h )  = A { h )  x ( t ) - \ - b  [ h ) u { t ) . (4 )
Обозначим

X a =  [ x ^ R n: \ xj  K  a, / = 1 ,  n}, (0 < a  <  oo). (5)

Определение I. Состояние x ( 0 ) e l a  назовем aB -стабилизируемым, 
если сущ ествует тако е  управлени е  u ( t ) ,  / (= T 0- / , =  (0, h, . . . ,  0 —К),  кото­
рое  удовлетворяет  ограничению  (3) и п орож дает  траекторию  x ( t ) ,  Z e T 6, 
вдоль  которой вы полняется  условие

* ( 0 ) е Х а . ( 6 )

Систему ( I )  будем н азы вать  а0 -стабилизи руем ой , если все ее состоя­
ния л; (0 ) a 0 •— стабилизируем ы .

Если в дополнение к (6 ) вы полняется  соотношение x ( / ) e X pa, / (= T 01 
( р ^ 1), то будем говорить о равном ерной  аб-стабилизируем ости .

Определение 2. Состояние х ( 0 ) е Х а назовем aq0  — асимптотически 
стабили зируем ы м  0 < К < Д ,  если сущ ествует  такое  управлени е  u ( t ) ,  / е  
евТв-h,  которое у д овлетворяет  ограничению  (3) и п о р о ж дает  траекторию  
х ( / ) ,  Z e T 01 вдоль  которой вы полняется  условие x ( 0 ) e X ga. Систему ( I)  
будем н азы вать  а / / 0-асимптотически стабилизируем ой, если все ее со­
стояния х ( 0 ) е Х а а / / 0-асимптотически стабилизируем ы .

3. Н а  я зы ке  теории оптим ального  управлени я  в п. 2 рассмотрены  з а ­
дачи  о сущ ествовании стаби ли зи рую щ и х  управлений. . Д л я  построения 
последних мож но было бы в духе  линейного програм м и рован и я  ввести 
первую ф а зу  метода. О дн ако  перейдем сразу  к оптим альной стаб и л и ­
зации.

Определение 3. Д л я  задан ного  начального  состояния х ( 0 ) е Х а 
адб -асим птотически  стаби ли зи рую щ ее  управлени е  назовем  о п ти м ал ь­
ным, если на нем м ин им ально  значение  п ар ам етр а  q, т. е., если оно я в л я ­
ется решением задачи:

g -^ -m in ,  х (/ +  h) =  A  (h) х  (/) -f- b (h) и (/),

X(O) =  X01 ( х Д 0 )  | < qa, / = I 1 п,

I и (Z) ( <  I, / е  Де-л • ’

О п тим альное  равном ерно  д а 0-асимптотически стабилизирую щ ее 
управлени е  явл яется  реш ением задачи:

q -> m in, х (/ -f~ h) =  A  (Zi) х (Z) +  b (/г) и (Z)1
х ( 0 )  =  хо, X  (t) E z X pa, t  EzT%)  (8 )

I x J ( 6 )  К д .  / = I 1 п, I и ( Z ) K Z g T .

4. О п ти м альн ы е  управлени я , введенны е в п. 3, принято назы вать  про­
грам м ны м и. Они пригодны лиш ь д л я  разом кн уты х  систем управления.
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Н а п р акти ке  ч ащ е  использую тся зам кнуты е системы (системы у п р ав л е ­
ния с обратной  связью ),  более приспособленные д л я  пари рован ия  не­
учтенных возмущ ений. П одобны е возмущ ения типичны д л я  процессов, 
которы е требуется  стабили зировать .

Опишем схему синтеза стабилизирую щ его воздействия, которое в ы р а ­
баты вается  в р еж и м е  реального времени.

П р едп олож и м , что система управления  (4), (3) п р о р аб о тал а  в д и с­
кретны е моменты времени 0 , h, . . . ,  т. К моменту т она под действием 
управлений и ( 0 ), . . . ,  u ( x — h)  и внешних возмущ ений да(0 ), . . . ,  w ( x — h) 
находится в состоянии х ( х ) .  В следую щий момент т + / г  она из-за  возн и к­
шего возм ущ ен ия  ш (т)  ок аж ется  не в состоянии x ( x - \ - h ) = A ( h ) x ( x ) - \ -  
-\-b (Ii) и ( х ) , а в состоянии х ( х + /г )  = x ( x - \ - h ) - \ - w  ( х ) .

Устройство, которое д л я  каж дого  т ^ О  за  время, не превосходящ ее h, 
при лю бом х ( х -\-h) р еш ает  экстрем альную  зад ач у  вида:

<7 min, x ( t  +  h)  =  A  (/i) х  (Z) +  b ( h ) u  (/),
  V

I x j ( т  +  9 +  h)  I qa, /  =  I ,  п\ х  ( т  +  К) =  х  ( т  4 -  К) - f  w  ( т ) ,  ( 9 )

I и (Z) I I , t GE {х  h , . . . , т - ( - 0 ),

назовем  оптим альны м  стабили затором .
П онятие равном ерного  оптимального стаб и л и зато р а  м ож ет  быть вве ­

дено аналогично.
Очевидно, что непосредственное решение зад ач и  (8 ) в каж д ы й  м о ­

мент т слиш ком трудоем ко и не м ож ет  быть осущ ествлено за  реально 
приемлемое врем я Ir. П оэтому оптимальное управлени е  u°( - \ x - \ -h ,  
x { x - \ - h ) )  задач и  (8 ) построим с помощью коррекции управления 
и 0(• |т ,  Jc ( т ) ), полученного стабилизатором  в преды дущ ий момент врем е­
ни. В качестве  базового д л я  начального  момента т = 0  м ож н о вы брать 
оптим альную  програм м у и°( ■) д л я  (6 ).

С огласно [7], решением задач и  вида (8 ), построенной д ля  м о­
м ента т, является  совокупность {«°(- \х, х ( х ) ) ,  S o n ( T ) )  , ГД6 Son (т) =  
— {70п ( т ) , Гоп ( т ) }, / оп(т) CZ J =  {I, 2, . . . ,  я}, Гоп(т) =  {T i, . . . ,  тг}, 
T ^ T i (т) < т 2(т) <  . . . < т г ( т )  ^ т + 0 .

П ри этом вы полняю тся  соотношения:
| / оп(т) I =  | Г 0П(т) I =  I, O ^ / s ^ n ,  d e tP (T )^ = 0 ,  Р ( х )  — І Х І  —  матрица, 
построенная по элем ентам  системы (4).

К оррекц и я  решения {ы0( - ] т ,  т ( т ) ) ,  S o n ( T ) )  состоит в вычислении чи­
сел т і ( т + / і ) ,  T2 ( т + f t ) ,  . . . ,  т г (т + /г ) .  Эти числа в общем случае мало  от­
личаю тся от соответствующ их чисел т і ( т ) ,  т2(т ) ,  . . . ,  тг(т), известных 
стаби ли затору  в момент времени т. Алгоритм коррекции сводится к к о ­
нечной совокупности арифметических операций. И з -за  больш ого объема 
необходимых вспомогательны х сведений описание алгоритм а здесь не 
приводится. Оно будет опубликовано отдельно. О тметим лишь, что 
в основе алгоритм а  л е ж а т  идеи двойственности.
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У Д К  517.94
П. П. З А Б Р Е Й К О

С-ТЕОРИЯ Л И Н Е Й Н Ы Х  И Н Т Е Е Р А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И Й  Ф Р Е ДГ О Л Ь М А  ВТОРОГО Р О Д А

Х орошо известно, что п ервон ачальны е резу л ьтаты  по теории инте­
гр ал ьн ы х  уравнений относились к непрерывным реш ениям  линейных ин­
тегр ал ьн ы х  уравнений второго рода  или, к а к  принято говорить, к С-тео- 
рии этих уравнений. В этой связи  зн ач и тельн ая  часть  монограф ий и 
учебников по теории интегральны х уравнений посвящ ена  С-теории (см., 
напр., [ I — 8]). О днако  излож ен и е  этой теории в упом януты х и других 
к н игах  проведено при упрощ аю щ их специ альны х дополнительны х о гр а ­
ничениях, не связанны х  с существом дела. Типичными из этих дополни­
тельн ы х  предполож ен ий являю тся  непрерывность яд р а  или наличие 
у него лиш ь так  н азы ваем ы х  слабы х  особенностей и др. В озни кает  есте­
ственный вопрос об установлении основных ф актов  теории интегральных 
уравнений при м ин им альны х ограничениях на его ядро. П ри этом сле­
д у ет  отметить, что непосредственное использование  абстрактной теории 
линейны х операторны х уравнений здесь невозм ож но по той причине, что 
ее применение связано  с анализом  сопряж енного  уравнения , которое 
в р ассм атри ваем ом  случае  ок азы вается  уравнением  в пространстве  ф ун к­
ций ограниченной вари ац и и  (в скалярном  случае) или подходящ ем про­
стран стве  ограниченных мер (в общ ем сл у чае) ;  анали з  уравнений в этих 
п ространствах  связан  со значительны м и техническими трудностями.

П оп ы таем ся  и злож и ть  основные ф акты  С-теории линейных и н теграль­
ных уравнений Ф редгольм а второго рода  на основе, с одной стороны, 
теории Р и сса  — Ш а у д е р а  ком п актны х линейных операторов  в банаховых 
п ространствах  и, с другой стороны, современной теории интегральных 
операторов . В короткой статье, конечно, невозм ож но  затронуть  все а с ­
пекты  р ассм атр и ваем о й  теории, поэтому ограничим ся  вопросом о сп р а ­
ведливости классических теорем Ф редгольм а д л я  таки х  уравнений, вкл ю ­
ч ая  теоремы  об ин тегральном  представлении их решений. З а  рам кам и  
статьи остались вопросы, связан н ы е  с детерм и н ан там и  Ф редгольм а и 
теория  некоторых специ альны х классов  и н тегральны х уравнений (напр., 
с осци лляци онны м и я д р а м и ) .

I. П усть Q — ком п актное  м етрическое пространство , А — некоторая 
а -а л ге б р а  его подм нож еств  (назы ваем ы х, к а к  обычно, изм ери мы м и ), на 
которой з а д а н а  кон ечн ая  счетно адди ти вн ая  м ера  р; предполагается , 
что лю бое ком п актное  множ ество  Q изм еримо и что измеримое м нож ест­
во с любой степенью точности по мере м о ж ет  быть аппроксимировано 
ком п актны м и п одм нож ествам и  Q. Типичными п ри м ерам и  этой ситуации 
являю тся  отрезок Q =  [а, Ь], ограниченная  за м к н у та я  область  Q в конечно­
мерном пространстве, натуральн ы й  ряд  или произвольное счетное м но­
ж ество , ко м п акти зи рован н ое  «бесконечностью» оо с соответствующей 
м етрикой  и с дискретной мерой (последний случай  позволяет  охватить 
бесконечные системы линейны х уравнений) и т. д. Ч ерез  С обозначим 
п ространство  Ч еб ы ш ев а  вещ ественны х или ком плексны х непрерывных 
на Q функций, а через L p ( l ^ p ^ o o )  — пространство  Л еб ега  интегри­
руем ы х со степенью р  при р < .о о  и ограниченных в существенном при 
р = с о  вещ ественных или ком плексны х функций.

Н ас  интересует уравн ен и е  Ф редгольм а  второго рода

Xx ( t ) — \ k  (t, s) х (s) ds — f ( t ) ( I )
Я

вместе с соответствую щ им однородным уравнением

я
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и транспони рованны м  уравнением

k y ( t ) — \ k * ( t , s ) y ( s ) d t  =  0, (3)

где

k* (t , s) — k  (s , t).  (4)

П р ед п олагается ,  что ядро k ( t ,  s) измеримо по совокупности пере­
менных. Основную роль  при этом играю т довольно тонкие свойства л и ­
нейного интегрального  оператора

K x  (t) — \ k ( t ,  s ) x ( s ) d s  (5)
Q

и транспони рованного  к нему линейного интегрального оператора

K ° x ( t ) =  \ k * ( t ,  s ) x ( s ) d s .  '
n

Соответствую щ ие предполож ения, однако, удобнее ф орм ули ровать  непо­
средственно в терм и нах  яд р а  k ( t ,  s ) или, что эквивалентно, определенной 
на Q и п ри ним аю щ ей  значения в пространстве  S измеримы х на О ф у н к ­
ций вектор-функции

k ( 0  = k ( t , s ) .  (7)

П рим ем  следую щ ие обозначения: L (X , Y) — пространство неп реры в­
ных линейных операторов, действую щ их из бан ахова  пространства  X 
в банахово  пространство Y; L (X , Y, с о т )  и L (X , Y, w com ) — п ространст­
во ко м п актны х  и соответственно слабо  ком п актны х линейны х оп ер ато ­
ров, L (X , Y, w s) — усиленно непреры вны х (т. е. п реобразую щ их слабо  
сходящ иеся  последовательности  в сильно сходящ иеся) операторов.

В дальн ейш ем  основную роль играю т приводимы е ни ж е леммы. Ч асть  
приведенных в них результатов  хорошо Известна (см., напр., [9— 11]);

Лемма I. С п р а в е д л и в ы  с л е д у ю щ и е  в к л ю ч е н и я :
L (С, С, с о т )  cz L (С, С, wcom) =  L  (С, С, ws) =  L ( L M, С) cz

с  L (С, С) с  L (L00, Lco). (8 )
П р и  этом L (С, С, с о т )  и L  (С, С, w com ) являются и д е а л а м и  и, кроме  
того, п р о и зв еде ни е  д в у х  операторов из  L  (С, С, w com ) является  операто­
ром из L  (С, С, с о т ) .

Лемма  2. Л и н е й н ы й  интегральный оператор К, опре д е л е н н ы й  р а в е н ­
ством (5) ,  действует в пространстве С в том и только том случае,  когда  
соответствующая ему  ф у н к ц и я  k ( t ) ,  о п р е д е л е н н а я  равенством (7),  я в л я ­
ется С-слабо н е преры вн ой  вектор-функцией  из  Q1 в Li. П р и  этом о п ера­
тор К  является  н е пр еры вн ы м  и

  Il /С Il — sup \  \ k \ t ,  s) I ds\ (9)
t e Q  q

кром е того, сопряженный к  К. оператор К* оставляет L1 инвариантным  
и сужение  этого оператора на  L1 совпадает с транспонированным к К  
оператором К°, о п р еде ле н ны м  равенством (6).

Условие С-слабой непрерывности вектор-функции k ( t ) ,  оп ределен­
ной равенством  (7), в частности, влечет за  собой неравенство  (8 ) или, 
иными словами, п ри надлеж ность  я д р а  k ( t ,  s) пространству  Z ( Q )  и зм е­
римых по совокупности переменных ф ункций z ( t ,  s ) ,  д л я  которых имеет 
смысл и конечна норма

Ilz (г, s ) | |z  =  sup f \ z ( t ,  s ) \ d s .  (10)
t e n  q

О днако  п ри надлеж ность  я д р а  k ( t ,  s) этом у пространству  д ал еко  не д о ­
статочна д л я  С-слабой непрерывности ф ункции k ( t ) .  В настоящ ее  время 
условие С-слабой непрерывности детал ьн о  изучено лиш ь в самом п ро­

.39



стом случае, когда Q = [ a ,  b]\ именно, д ля  этого известны [12] достаточно 
тонкие, но простые и удобные критерии С-слабой непреры вности функции 
Ф. Рисса , Г. М. Ф ихтенгольца, А. Н. К олмогорова.

Л ем ма  3. Л и н е й н ы й  интегральный оператор К, о п р ед елен н ы й  р а в е н ­
ством (5 ) ,  действует в пространстве С и является слабо  компактным  
в том и только том случае, когда  соответствующая ем у ф у н к ц и я  k ( t ) ,  
о п р ед елен н а я  равенством (7 ) ,  является  L00-слабо  н еп р ер ы вн о й  вектор- 
ф у н к ц и е й  из  Q в Li.

В отличие от условия  С-слабой непрерывности функции k ( / )  =  k ( t ,  s) 
условие ее Loo-слабой непрерывности п роверяется  сравнительно  просто. 
Оно означает, что k ( t ,  s ) e Z ( 1 2 )  и, кром е того, к а ж д а я  из функций

K i d  (t) =  j  k  (t, s) ds ( D e A )  ( 11)
Ь

(Хг>(0 — х арактери сти ч еская  ф ункция м н ож ества  D e А) непрерывна.
Лемма 4. Л и н е й н ы й  инт егральный оператор К, о п р ед елен н ы й  р а в е н ­

ством (5 ) ,  является компактным в пространстве  С в том и только том 
случае, к о гд а  соответствующая ем у ф у н к ц и я  k ( t ) ,  о п р е д е л е н н а я  р а в е н ­
ством (7) ,  является н еп р ер ы вн о й  вект ор-ф ункцией из О, в  Li.

П оследн ее  условие ф орм ули руется  у ж е  совсем просто: оно означает,
что

I i m j \ k ( t ,  s) —  k { t 0, s ) \ d s  =  О (^0 е й ) .  (12)
t-*1o £>

Д л я  лю бы х двух  функций m( t ,  s)  и n( t ,  s)  из Z (O )  определена их 
свертка  m  * n( t ,  s ) :

m *  п  (t,  s) =  \ m ( t ,  l ) n ( l ,  s )dg , (13)
Cl

та к ж е  я в л яю щ а я с я  ф ункцией из Z  (Q).
Лем ма  5. Пусть ли н е й н ы й  интегральный оператор M  с ядром  m ( t ,  s )  

и л и н е й н ы й  инт егральный оператор N  с ядр о м  n ( t ,  s )  действуют в п р о ­
странстве С. Тогда дейст вую щ ий в  С л и н е й н ы й  оператор M N  является  
интегральным оператором с ядром  m  * n ( t ,  s ) .

2. Будем  говорить, что д ля  уравнения  ( I )  сп раведли вы  теоремы
Ф редгольм а ,  если д л я  него сп раведли вы  следую щ и е утверж дения:

a) Спектр spK  линейного интегрального  о п ер ато р а  К,  определенного 
равенством  (5 ),  яв л яется  или конечным, или счетным м нож еством  с един­
ственной предельной точкой 0 .

b ) Д л я  к а ж д о го  Z e s p K X ( O )  однородны е уравн ен и я  (2) и (3) им е­
ют одно и то ж е  конечное число линейно незави си м ы х решений соответ­
ственно в С и в Li.

c) Д л я  каж до го  Z e s p K X ( O )  уравнени е  ( I )  имеет непрерывные р е ­
шения в том и только том случае, когда его п р а в а я  часть  f ( t )  удовлетво­
ряет  условиям

\ f  (t) h r f f i d i =  0 ( / =  I, ... , т ) ;  (14)
я

эти реш ения имеют вид:
x ( t )  =  X 0 ( 0  + C 1C1 It) +  ... +  стет (t),  (15)

где X 0 (t) — некоторое реш ение уравнени я  ( I ) ,  а с и . .  . ,  ст — прои зволь­
ные постоянные; здесь  щ ( t ) ,  . .  . ,  em (t)  и h \ ( t ) ,  . . . ,  lim{t) — все линейно
независимы е реш ения уравнений (2) и (3) соответственно в С и в L1.

Теорема I. Пусть л и н е й н ы й  инт егральный оператор К, определен ны й  
равенством (5) ,  слаб о  компактен. Тогда  д л я  у р а в н е н и я  ( I )  сп р а вед ли вы  
теоремы Ф редгольм а.

П одчеркнем , что тео р ем а  I непосредственно из соответствующей тео­
ремы Р исса  —  Ш ау д е р а  не в ы тек ает  (п реж де  всего потому, что L1 не 
со вп ад ает  с сопряж ен ны м  к С простран ством ).
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О бозначим  через A(ZC) множ ество точек А комплексной плоскости, 
д л я  которых Ar1 Ф spZC, а через A 0(ZT) — его компоненту связности, содер ­
ж а щ у ю  нуль; эта  компонента содерж ит  открытый круг Ac(ZC) =
=  {А: I А-1 <  (P(ZC))-1) ,  где р (ZC) — спектральны й радиус оператора  ZC,
определенный равенством

р  ( A )  =  H m  ( И  Z C n I D 1 A 1 - ( 1 б )

К а к  известно, в A(ZC) определена аналитическая  ф ункция  L  (A, ZC) =  
=  ZC(Z—AZC)-1, н а зы в а е м а я  резольвентой Ф редгольм а,  с в язан н ая  с р езо л ь ­
вентой Г и льберта  R ( A, ZC) простыми равенствами

R  (A, ZC) =  A - 1Z +  A-2  L  ( A - 1, ZC), L  (А, К )  =  А~> K R  (A- 1 , ZC). (17)

П ри естественных ограничениях резольвента Ф редгольм а оказы вается  
интегральны м  оператором , что позволяет  при соответствующ их зн ач е ­
ниях A, A- 1 ^spZ C  зап и сы вать  решения x ( t )  уравнени я  ( I )  в виде:

X(Z) =  A - 1/ ( О  — A - 2J / ( A - 1; Z1 s ) f ( s ) d s \  (18)
Q

здесь I (A; Z, s) — ядро оператора  L (A, ZC).
Т еорема 2. Пусть ли н е й н ы й  интегральный оператор К, определен ны й  

равенством  (5), действует в пространстве С. Тогда при  каждом  A e  
eAo(ZC) оператор L  (A, ZC) допускает интегральное представление:

L  (A, ZC) /  (Z) =  j  Z (A, Z, s) /  (s) ds (19)
ь

с ядром  I (X, t , 5 ) ( Q ) . З г о  ядро  при  X ^ A c (К)  определяется равенством
CO

/(A, Z, S) =  2  k w V'  s )> (20)
л= I

где £(n>(Z, s) ( я =  I, 2, . . . ) — итерированные ядра, о п р еделен ны е  ф ор­
м у л а м и

&(1) (Z, s) =  k  (Z, s), й1”+ 11 (Z, s =  k w  * k ( t ,  s) (п =  I ,  2, ...), (21 )

при  этом ряд  (20) сходится по норме пространства Z ( Q ) .
Если в условиях  теоремы  2 интегральны й оператор ZC слабо  ко м п ак­

тен, то A 0(ZC)=A(ZC) и оператор  L  (A, ZC) является  слабо  компактны м ин­
тегральны м  оператором  при всех AevV(ZC).

3. В теории интегральны х уравнений важ н ую  роль играю т различны е 
утверж ден ия  об интегральны х уравнениях  с ядрам и , удовлетворяю щ им и 
специальным условиям . О становимся на некоторых из них.

Н апомним, что в случае  Я = [ а ,  Ь] ядро  k ( t ,  s)  н азы вается  ядром  В оль-  
терра, если k ( t ,  s) = 0  при s > Z .  В общем случае  будем н азы вать  ядро 
k ( t ,  s) ядром  Вольтерра,  если в Q зад ан о  семейство зам кн у ты х  множ еств 
(Q(Z): Z e Q ) ,  о б л ад аю щ ее  следую щими свойствами: (а) д л я  каж дого  
6 > 0  сущ ествует  такое  конечное множ ество  Q ( 6 ) =  {Zi, . . . ,  Zm) ,  что

m

[х (Я (Z7- O A Q ( Z i )) < 6  ( / = 1 ,  ... , m, Q0 =  0 ), U Q ( Z i ) =  Q;
/=I

(b) k ( t ,  s) =  0 при s ^ Q ( Z ) .  К лассическая  теорем а В ольтерра  м ож ет 
быть обобщ ена следую щ им образом .

Теорема 3. Пусть ли н е й н ы й  интегральный оператор К, оп р ед елен ны й  
равенством (5 ) ,  с ядром  Вольтерра k ( t ,  s) действует в пространстве С и 
слабо  компактен. Тогда  р (ZC) = 0 .

Рассмотрим случай симметричного ядра: k ( t ,  s) =  k ( s ,  Z). Д л я  интег­
р альн ы х  уравнений с таким и ядрам и  при дополнительном  условии, что 
это ядро интегрируемо с к вад ратом , справедли вы  классические теоремы
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Г и л ь б е р т а '— Ш м и дта ,  являю щ и еся  частным случаем спектральной  тео­
рем ы  д ля  ком п актны х сам осопряж енны х операторов  в гильбертовом  про­
странстве. Ядро действую щего в пространстве  С линейного интегрально­
го оператора  не обязательн о  интегрируемо с квад ратом . О днако  верно 
следую щ ее утверж дение, позволяю щ ее существенно расш и рить  область 
применения теории Г ильберта  — Ш мидта.

Теорема 4. Пусть л и н е й н ы й  интегральный оператор К, о пределен ны й  
равенством (5 ) ,  с симметричным ядром  k( t ,  s )  действует в пространст­
ве  С. Тогда он к а к  оператор в L2 является н еп р ер ы вн ы м  самосопряж ен­
ны м  оператором. БоЛее того, если  К  ка к  оператор в С слабо  компактен, 
то к а к  оператор в L2 он компактен и его собственные ф ункции , отвечаю­
щ и е  н е н у л е вы м  собственным значениям , непреры вны .

Отметим, что д а ж е  в случае  ком пактного  в С о п ератора  К  д ля  у р а в ­
нения ( I )  в о зм о ж н а  ситуация, когда  ин тегральное  уравнени е  ( I )  с ^ = O  
не имеет ненулевы х решений в С, однако им еет  их в L2, или когда оно не 
им еет  ненулевых реш ений в L2, но имеет их в Li. П ри  ан ал и зе  таких 
уравнений полезна о б щ ая  теория ортогон альны х рядов  (см., напр., [13]).

О становим ся  ещ е на интегральны х у р авн ен и ях  с неотрицательными 
ядрам и : k ( t ,  s) ^ 0. Д л я  таких  операторов типичными являю тся  условия 
полож ительности  спектрального  радиуса. Б удем  говорить, что ядро 
k ( t ,  s ) является  невырож денным,  если хотя бы одна из функций

k { s 0, S i ) k ( s i ,  S2) . . .  k { s n- i ,  Sn) k  (sn , So) ( n =  I, 2, . . .) (20)

не эк ви вален тн а  нулю.
Теорема 5. Пусть ли н е й н ы й  интегральный оператор К, определен ны й  

равенством ( 5 ) , с неотрицательным ядром  k ( t ,  s )  действует в пространст­
ве  С. Тогда его спект ральный радиус  р ( К )  положителен, если  его ядро  
является невырож денным. Е с л и  оператор К  слабо  компактен, то его  
спектральный р а д и ус  положителен в том и только том случае, когда  его  
я д р о  невырож денно; при  этом существует, по к р а й н ей  мере, одно н е н у ­
ле в о е  неотрицательное непреры вное  р еш ение  e ( t )  у р а в н е н и я  (2)  и, по 
к р а й н ей  мере, одно н е н у л е в о е  неотрицательное интегрируемое реш ение  
h ( t )  у р а в н е н и я  (3 )  с Т = р ( К ) .

4. И зл о ж е н н а я  теория легко м ож ет быть м оди ф и цирован а  на случай, 
когда  пространство  С р ассм атри вается  к а к  совокупность классов эк ви ­
валентны х друг  другу  измеримы х функций, в к аж до м  из которых есть 
неп реры вн ая  функция. И з л о ж е н н а я  теория м ож ет  быть т а к ж е  м оди ф и­
ц и рован а  в L00- и Li-теории; впрочем, ситуация  в этом случае является  
значительно более простой, т а к  как  сопряж ен ны м  к пространству Li я в ­
л яется  пространство  L00 и здесь возм ож но п рям ое  использование теорем 
Х аусдорф а  о сопряж ен ны х операторах .
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Э. И. ЗВЕРОВИЧ

Я В Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  О Д Н О Й  ЗА Д А Ч И  О В Д А В Л И В А Н И И  
П Р Я М О Л И Н Е Й Н О Г О  ШТАМПА В УПРУГУЮ ПОЛОСУ

I. П редп олож и м , что упругая  полоса зан и м ает  область  —/ i < l m z < 0  
плоскости комплексного переменного z = x - \ - i y  (рис. I ) .  Ее нап ряж енное  
состояние описывается  следую щ ими уравнениями [I. С. 406]:

ох +  (Tj, =  2 [ Ф ( г )  +  Ф  (2)], ( I )

ау —  ixXy == Ф (г) — Ф (г) +  (2 — г) Ф '  (г), (2)

[ - w  +  f -¾ - )  =  х ф  (z) H- ф  (Z) — (Z— i )  CD7TF). (3)

З д есь  Ф — функция, ан алитическая  в полосе — h < . l m z < J i ,  кром е во з ­
м ож н ы х  р азр ы во в  на вещественной оси. Функции ox (z) ,  oy ( z) ,  r x y (z) ,  
u ( z ) ,  v ( z )  описываю т н ап ряж ен н ое  состояние полосы; р, к  — постоянные.

З а д а д и м  краевы е условия следую щ им образом . Пусть на отрезке  
[— а, а] верхнего края  полосы в нее на глубину б <. h  вдавлен  ж есткий 
ш там п  прямолинейны м основанием, т. е.

и ( х ) =  0, v ( x ) = —  б при — а < х < С а ,  (4)
а остал ьн ая  часть верхнего кр ая  свободна от внешних напряж ений , т. е.

Gy ( x ) — іл:х у ( х ) = 0  при I я  I > а .  (5)
П редп олож и м , что полоса своим нижним краем  опирается  на ж е с т ­

кое основание, т. е.
V ( х — i h ) =  0 при — о о < х <  +  оо, (6)

и пусть во всех точках нижнего кр ая  отсутствует объемное расширение, 
т. е.

ох ( х — ih) -\-оу {х— ih) = 0  при — o o < x <  +  oo. (7)
И сп о л ьзу я  уравнения ( I ) — (3), вы разим  краевы е условия ( 4 ) — (7) че­
рез  потенциал  Ф:

и Ф + (х)  - f  Ф -  (х )  =  0 при — а < х < а ,  (8 )
Ф ~  (х)  — Ф +  (х) =  0 при IX I О  а, (9)

Im [хФ  (х  — ih) +  Ф (х  - f  ih)  4 - 2ih  Ф ' ( х — г/г)] =  0 при — о о < х + о о ,  (Ю) 
Н е Ф ( х — ill) = 0  при — o o < x <  +  oo. (11)

Зн ак и  « + »  и « —» у предельны х значений неизвестной функции здесь 
и всюду в дальн ейш ем  означ аю т соответственно левое и правое  п редель­
ны е значения этой функции по отнош ению к вы бранной ориентации со­
ответствую щ ей кривой. Ж е л а я  упростить краевы е  условия (8) — ( I I ) ,  з а ­
метим п р еж де  всего, что уравнение  (9) в ы р а ж а е т  аналитическую  про­
д о лж и м о сть  функции Ф через линии (— оо, — а)  и (а,  + о о ) ,  поэтому (9)

У Д К  517.948.32:517.544
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V / / / / / / / / / / / / / / A Y//////////////Z77777
Рис. I. Ш тамп, вдавленны й в полосу
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м ож но опустить. Д ал ее ,  из равенства  (11) следует, что ReCP'(х— г/г) = 0 .  
П оэтом у третье сл агаем о е  под знаком  Im в (10) мож но опустить. О б о ­
зн ач ая  д ал ее  Ф ( x — i h ) — — i f ( x ) ,  где ф ункц ия  f  — вещ ественная, перепи­

Рис. 2. Риманова поверхность Ц

шем краевую  зад ач у  (8 ) — ( 11) в следую щ ем виде:
х Ф ~  (л') -J- Ф+ (х)  =  0 при — а < і х < С а ,  (12)

ИеФ (х  — ih) =  0 при — о о < х < 4 - ° ° >  (13)
Im Ф (х  - f  ih) =  х /  {х)  при — о о < х < о о .  (14)

Будем  и скать  реш ение этой зад ач и  в классе  функций, имеющих инте­
грируемы е особенности при 2- > - ± а  и исчезаю щ их при Imz->-oo.

2. Н айдем  общ ее  реш ение задачи  (12) — (14), считая временно ф у н к­
цию /  известной. Это реш ение будет построено в явном  виде методом 
симметрии. С этой целью введем новую неизвестную функцию

I іФ (z 4- ih) при — 2h  Im z 0,
F  (z): =  { — =-------  (15)

( — ІФ (z +  ih) при 0 Im z < ;  2/г,
кусочно-аналитическую  в полосе — 2 h ^ l m z ^ 2 h  (рис. 2 ) и удовлетво-

. ряю щ ую  условию симметрии, т. е. тож деству

J ( Z )  =  F(Z) .  (16)
П ерепиш ем  краевую  за д ач у  (12) — (14) в терми нах  функции F :

F + {х  — ih) — — x F ~ ( x  — ih), — а < с х < с а ,  (17)

F + (x  +  ih) = -----^ - F -  (х  +  ih),  — а < . х < . а ,  (18)

F+ (х) =  — F ~  (х)  — 2 x f ( x ) ,  — оо <  % < - f  oo, (19)

F (х  — 2г7г) =  F (х  4- 2ih), — оо <  х  <  4- 00 • (20)
З а д а ч а  (17) .. (20.) есть с к а л я р н а я  з а д а ч а  Р и м а н а  на цилиндре, т. е. 

на полосе —2 h ^ l m z ^ 2 h ,  кр ая  которой склеены  согласно отображ ению  
х  — 2г7і|-> x-\-2ih.  О бозначим  этот  цилиндр буквой Ц.  З а д а ч а  Р и м ан а  
(1 7 )— (20) вместе  с условием симметрии (16) равносильна  зад ач е  
( 1 2 ) - ( 1 4 ) .

П остроим общ ее реш ение задач и  (17) — (20), используя метод работы
[2]. О сновными ф у н кц и о н ал ам и  рим ановой  поверхности Ц  являю тся ра-
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, 2 л
циональны е функции от переменной w = e Xz, где Я, =  т. е. м ером орф -

ные периодические функции с основным периодом 4hi.
Требуемы й д л я  построения решения однородной задачи  (1 7 )— (20) 

ан ал о г  я д р а  К ош и на Ц  удобно взять  в следую щем виде:

K ( z ,  x ) d x  =   ̂ еи  _|_ j ) ^ kx- (2 1 )

Т а к а я  ф о р м а  я д р а  требуется  д ля  того, чтобы сходились все интегралы,
которы е ни ж е встретятся .

К артину  разреш и м ости  зад ачи  (17) — (20) с учетом условия си м м ет­
рии (16) м ож но описать следую щим образом. О днородная  ( / ( * ) =  0) з а ­
д а ч а  имеет  одно линейно независимое решение (над  полем R), а н еодно­
р о д н ая  ( 1 ( х ) ф 0 )  р а зр е ш и м а  безусловно. Н айдем  общее решение F 0 о д ­
нородной задач и  (17) — (20):

{ a - H f t  a — i h

Ш 7я/П * J  К  (г, х) dr  +  - - Y nJ - - - j  K { z , x ) d x +
— a - \ - ih  — a — i h

+ 00
+  ~  j  K{Z,  x ) dx  I , (22)

где  r ( w )  — р ац и о н а л ь н а я  функция от w = e kz, п од би раем ая  так, чтобы 
F0 им ела  в точках  + a + i h  особенности интегрируемых порядков, с тр ем и ­
л а с ь  к нулю при I m z - >-оо и у д овлетворяла  условию симметрии. П р е ж д е  
чем находить г (ш ) ,  надо вычислить входящ ие в (22) интегралы. В ы чис­
л я я  их и вклю чая  постоянные м нож ители  в функцию r ( w ) ,  получим:

O1-, д д I . ІІІЖ д д . I tin К

“  • <2 з >

где « + »  берется при Im z X O , а «— » при Im z C O .  Д в а  последних м н о ж и ­
теля  в (23) считаю тся непрерывными вне соответствующ их р азр езо в  и 
стрем ящ и м и ся  к  + 1  при I m z -2—f-oo.

П о л а гая  д ал ее

Г ( e "Z) =  (ek z ~ : e k“) ( e kz +  ieka) ’ (24 )

где  а  — прои звольная  вещ ественная постоянная, легко заклю чить, что 
ф ункц ия  F0 является  общ им решением однородной задач и  (17) — (20), 
у довлетворяю щ им  условию симметрии (16). П оследнее  очевидно, так

X z

к а к  м нож итель  ±  ie 2 в (23) удовлетворяет  условию симметрии, а все 
остальное в правой  части (23) является  вещественным на вещественной 
оси, и, значит, то ж е  удовлетворяет  условию симметрии.

П ереходя  к построению частного реш ения Fi неоднородной задачи  
(17) — (2 0 ), построим «каноническую функцию » X ( z ) ,  чтобы с ее по­
м ощ ью  ф акто р и зо вать  коэфф ициент зад ачи  (17) — (20). Она отличается  
о т  (23) лиш ь м нож ителем , р аци ональны м  по переменной w = e kz, подо­
бранны м так, чтобы X (z )  о б р ащ а л а с ь  в нуль по возможности меньшей 
кратности в точках  ± a + i h  и росла при Im z—v +  °°. У читы вая эти т р е б о в а ­
ния, находим

i ,  . . I , Hnx I л . 1 Ппи
—  ■ • I ekz — ieka  ̂2 2п ( е +  ie а ^2 2п

(25)

— —  I Pkz__ Ie^a \
X  (г) =  ± i e  2 ( е ^ + е ~ ^ )  ( eL _ . " x r )

— ie  /  \ ekz

О тсю да видна асимптотика функции X:
з ,  AZ

Х ( г ) Х е 2 п р и  I m z +  оо,

— — I z
X  (г)  X e  2 пр и  I m z  -* —  оо.

(2 6 )
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Ф актори зуя  коэфф ициент задачи  ( 1 7 ) - ( 2 0 )  и о тбр асы в ая  те условия 
сопряж ен ия, которые в р езультате  этого «стираются», приходим к з а д а ­
че «о скачке»:

X + (JC) Х - ( х )  X + (Jt) 1 '

F ( x - 2 i h )  F(x  +  2ih) _
X ( x  — 2ih) X  (JC H- 2 ih) '  ° ° < Х < + о о .  (28)

Т а к  как  п р а в а я  часть  (27) исчезает при x-*-dz°°,  то в качестве  аналога  
я д р а  Коши д л я  реш ения задачи  (27), (28) м ож но взять  вы раж ен и е

deXx Xdx
еХх -  гХг ~  I _  еМ г -т ) -

более простое, чем (21). И спользуя  его, получим частное решение з а д а ­
чи (27), (28) в виде

F1 (Z) Xx I  / ( т )  dx
X  (z) кі J o х +  (т) I -  e ^ z- V  •

О тсю да находится  частное решение неоднородной зад ач и  (17) — (20), 
удовлетворяю щ ее условию  симметрии:

'•< * )  =  - ( 3 0 )- е

О бщ ее реш ение неоднородной задачи  (17) — (20), удовлетворяю щ ее усло­
вию симметрии, равно

F (z) = F i (Z) + F 0(Z),

где F 1 из (30), a F0 из (23).
3. О бщ ее  решение зад ач и  (1 7 )—-(20) построено в предположении, 

что ф ункция f  (х)  известна. Н а  самом д ел е  она неизвестна и связан а  
с ком плексны м и п о тенц иалам и  Ф и F  следую щ ими равенствам и  f { x )  =  
=  ІФ ( х — ih) = F  ( х—2ih) =  F { x - \ -2 ih ) .
П о д став л я я  сю да в ы р аж ен и е  д ля  общего реш ения задач и  (17) — (20), 
приходим к следую щ ем у интегральном у уравнению:

/ M  =  — Sr х  (* +  Ш ) J  j H I L  . +  F0 ix +  2ft). (31)

Ф ункция X + ( x ) — чисто мнимая, a X ( x - \ - 2 ih ) — чисто вещ ественная. Они 
связан ы  следую щ им  равенством:

кх  / U - J l a  \  1 I Пп*
Х ( х + 2  ih) = - i X ( x )  = e 2 ( enx + e^ka) [ ~ — ~ ^ f 2 2nX

X
еХх +  ie la  \ т ~  i ^ f

gkx _|_ ie ка

кх
Д еля  уравнение (31) на е 2 X ( x - \ - 2 i h )  и вводя новую неизвестную 
функцию

кх

^ ( х ) . =  - М 1  —  ( 3 2 )
V ■ Х ( х  +  2Ш)'

получим и н тегральное  уравнени е  типа свертки:

ф (х )
+  ° °  ~ 9 ~ Х ХхХ (■ ij) (т) dx а ■ е
— ch M f - H - l L  (е2Хх -j- е2Ха) (е2Хх -J- е 2Ха) 

Z
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П р и м е н я я  к  нему преобразование-Ф урье
“Ь°° 4““

G (л:) =  j  eixi g  (/) dt\ g  (х) =  j  e~txt G (t) dt,

имеем

¥ ( * ) 1 +
ch л х

+  OO

(е2«  -P е2+  (еш  -j- е~Па)

В ы ч и с л я я  п о с л е д н и й  и н т е г р а л ,  п о л у ч и м :

2 я аW(X) = X sh 2Xa

/  X \
sh

( т
W l x ) а

/ п х J i t  \
ch I ~ Х ~ + —

I л х  \
(x +  ch—  J

Б е р я  от этой функции обратное  преобразование  Ф урье и используя (32), 
находим /  (х ):

/ М
X  (х  +  Ш )  

\ х  
„ 2

+  “ sh
n t

+  i t  а ■ ch - у -  • е—ixt

X sh 2Xa
—о, X +  ch ■

n t
• ch

n t

Т аки м  образом, вх о д ящ ая  в (30) неизвестная  функция / ( т) определена. 
Тем самы м построено в к в а д р а ту р а х  общ ее решение задачи  (8 ) — (10), 
а значит, и исходной зад ач и  о вдавли ван и и  ш тампа.
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У Д К  519.21

Г. А. М Е Д В Е Д Е В

О СООТВЕТСТВИИ Р Е Г Р Е С С И О Н Н Ы Х  
И А В Т О Р Е Г Р Е С С И О Н Н Ы Х  М О Д Е Л Е Й  
СЛ У Ч А Й Н Ы Х  ПР ОЦ ЕС СОВ  И ПОЛЕЙ

Н аи более  распространенны м и м атем атическим и м оделям и  н а б л ю д а е ­
мы х случайных процессов и полей явл яю тся  регрессионные и авторегрес­
сионные модели. Они описываю тся соответственно следую щ ими соотно­
шениями:

Tl
У  (X) =  ^ a i Ii ( X ) +  I (X) ,  X  (I)

і=і

у ( х ) =  2  М ( *  — ^ )  +  1 ( 4  x e z < m>. (2 )
Xk <=N

Д л я  простоты будем полагать , не тер яя  общности, что У^ R(1), г/e R W ; 
I ( X )  и у\(х) — некоторые случайны е процессы (поля) с зад ан н ы м и  свой­
ствами. М ножество, п о рож даю щ ее  активны х соседей (П А С ),  N - Z i-mX 
Таким  образом, чтобы построить регрессионную модель процесса (поля) 
У ( X ) , необходимо за д ать  набор коэфф ициентов  а*, набор базовы х  ф унк­
ций f i ( - )  и порож даю щ ий процесс (поле) | ( А ) .  Ч тобы  построить авто ­
регрессионную модель процесса  (поля) у ( х ) ,  нуж но з а д ат ь  набор коэф ­
фициентов 0ft, множ ество П А С  N  и порож даю щ и й процесс (поле) т)(я).
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Р ассм отри м  влож енны й процесс (поле), описываемы й соотношением
( I ) ,  но д л я  X eZ < m>. П р ед став л я ет  интерес рассм отреть  вопрос о том, мо­
ж ет  ли такой  влож енны й процесс (поле) быть описанным моделью  (2 ). 
П оскольку  в общем случае  трудно сф орм ули ровать  конструктивное усло­
вие такого  перехода от ( I )  к (2 ), рассмотрим некоторы е частны е случаи.

I. Одномерная полиномиальная регрессия
Пусть

Tl

Y ( X )  =  ^ a i X 1J l ( X ) ,  X e R 1, (3)
;=о

| ( Х ) — некоторая  однородн ая  случайн ая  ф ункция  со средним зн ач е ­
нием E  и корреляционной функцией R ( X )  = A f  { | (Xy) ! ( Х '+ Х ) } .  Заметим , 
что справедли во  представление

Tl Tl

z(X)  =  ^ a l X 1 =  б,, +  2  bh Z ( X - k H ) \
I=O *= I

для  всякого Действительно, подставим в правую  часть равенст­
ва функции z ( X — k H ) в явном виде и, перегруппировав  слагаем ы е, по­
лучим:

Tl Tl T l Tl

2  CI1 X 1 =  Ь0 +  2  X' 2  bk 2  ат Crn ( -  kH)m~l- (4)
Z= 0 Z= 0 f t=  I т=1

Здесь Cm—биномиальные коэффициенты, a H  Ф  0 (так  как  для H  =  0 до-
П ,

называемое соотношение выполняется тривиально для /)о =  0 и 2  bh =  I ).
* =  I '

П оскольку  (4) д о лж н о  вы полняться  д л я  всех X e R +  то, при равнивая
в (4) коэфф ициенты  при одинаковы х степенях X 1, получим систему у р а в ­
нений относительно bh,

Tl Tl

^ o +  2  bh 2  k H )m =  flO- (5)k= I т=0
T l п

2  b h  2  а т  Cm ( —  k H ) m- ‘ =  CI1, 0  <  /  <  11,  ( 6 )
£ =  I т =1

а п
ft= I

И з (7) следует, что

2  а ь =  ап• (7 )

2 ¾ = ! '  (8)
ft= I

И спользуя  (8 ), уравнени е  (6 ) м ож но зап и сать  в виде:
Tl Tl

2  а т Cm ( —  H ) m~ l 2  k m~~l bh =  0- (9)
m=l-\-1 k=  I

П р и д а в а я  в (9) индексу I последовательно  значения  ( и— I) ,  (п — 2 ) ,  . . .  
. .  . ,  I, получим, что

Tl

2 ^  =  б 10, (Ю )
Л= I

бZft — символ К рон ек ера .
Н аконец, используя  (8 ) и (10) в (5 ) ,  получим:

Tl
К = ( - \ ) п+хап ^ ( к Н у Ь к. ( H )

ft= I
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Таким об разом , коэффициенты bk, l ^ .k ^ .n  находятся  из неоднородной 
системы п  линейных алгебраических уравнений ( 10), после чего по ф о р ­
муле ( 11) м о ж ет  быть вычислен коэффициент Ь0.

Матрица системы (10) является матрицей Вандермонда W = ( W i j ), у ко­
торой W ij =  / і_1. Поскольку эта матрица является невырожденной, то 
система (10) имеет единственное решение. Причем поскольку п р а в а я  
часть ( 10) явл яется  вектором с единственной ненулевой компонентой 
(первой),  то реш ение ( 10) определяется  только элем ентам и первого 
столбца  м атри цы  W~l. И спользуя  следствие 3 П рилож ен ия , получаем, 
что

bh =  ( - i ) k + i c kn, 1 < £ < л .  (12)

П о д ста в л я я  (12) в (11), получаем п о сл ед ств и ю  12 П рилож ен ия

Ь0 =  л! H n ап. (13)

Таким об разом , полин ом иальная  ф ункция (4) представима в виде:
Tl Tl

г ( X )  =  2  UiX1 =  п\ Н п ап +  2 ( - 1  )k+ l Ckn z ( X - k H ) .  (14)
I =  0 A = I

И спользуя  (14) в (3), получаем:
Tl Tl

^ ( X )  =  2  ( - 1  )k + l Ckn Y ( X - k H )  +  n\ Н пап +  2  ( - 1  )k Ckn i ( X - k H ) .
A = O  A = O

Н аконец, производя  переобозначения

х  =  Х / Н ,  Qk =  (— I)* + 1 Cn, 
у  (x) =  Y ( x H ) ,

(15)

ц(х)  =  п\Н пап +  2  ( - 1  )kCkn l ( ( x ~ k ) H) ,
A = O

вместо (3) получаем эквивалентную  запись
Tl

y ( x )  =  ' ^ l Qhy ( x  —  k )  +  r \ (x) ,  (16)
A = I

которая  переводит регрессионную модель (3) в авторегрессионную м о­
дель  типа (2) с множ еством  П А С  N =  ( I ,  2, . . . ,  л) и порож даю щ и м  про­
цессом г )(х ) , м атем атическое  о ж и дан и е  которого равно л! Н па п, а корре­
ляцион ная  функция

Tl Tl

r ( x ) = ^ ^ ( - \ ) l+k Ckn Cln R ( ( x + k - l ) H ) .
A = O  I =  0

П рим ечательны м  здесь является  тот факт , что коэффициенты  авто ­
регрессии (16) не зави сят  от коэффициентов регрессии (3).

Вместе с тем существенно то, что п орож даю щ и й процесс ц (х) имеет 
систематическую составляю щ ую  л! Н па п.

2. Двумерная полиномиальная регрессия

Пусть теперь X  = ( X i, X 2) ^  R ^ ,
Tl T ll

Y  ( X 1, X 2) =  2 2  a i . k X \  X^ +  K X 1, X 2) (17)
I =  о  а = о

Здесь ^ (X 1, X 2) — однородное случайное поле с математическим ожи­
данием M  ( ^ ( X 1, X 2) ) =  E  и корреляционной функцией R  (X 1, X2) =  
=  М { £ ( Х ь  X 2) l ( X \  + X 1, X 2 + X 2)).
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П р и д ади м  (17) вид авторегрессии таким  ж е  образом, к а к  это было 
сделано  вы ш е при переходе от (3) к (16). П редп олож им , что существует 
представление

п т  п т

z (X 1, X 2) =  2  2  aI. к Х " =  bO. о + 2  2  ( 1 -  8Ikо) bt, k X
I =  o f t = o  г =  о й = о

X z ( X 1 - I H v X 2 - I i H 2), (18)
которое имеет место в к аж до й  точке некоторой двумерной области 
A c R t 2). Зд есь  8jk i— символ К ронекера , равны й единице при j = k  —  l и 
равны й нулю в других случаях. Н айдем  коэфф ициенты  п р ед став л е ­
ния (18) таким  ж е  способом, который использован  при ан ал и зе  (3). Это 
приводит к следую щей системе уравнений относительно коэф ф иц иен­
тов bith'.

2 2  с1 - 6»») &/.*. =  I.
I= о 6=0

п т

( I -  6„u0 -  San -  Stm) 2  2 kv 1и ь*> I = °> ( 19)
I =  0 A=O

о о
п т

bo, 0 = ( - 1  )т +л+ 1 ап. т H l  H Z 2  2  ln k 'n b‘■ к- (20)
1=1 A=I

И спользуя  следствия 13 и 14 П р и лож ен и я ,  получим:

Ьо. о =  п \  ml H l  H Z  а п . т, (21)

bi, k =  (— I У +1+к C1n Cm в остальных случаях.
Введем следую щ ие переобозначения:

Xk =  X k H J 1, k = \ ,  2; у  ( x v  х2) =  Y ( X 1H 1, X2H 2), (22)
п т

Г) (X1, х 2) =  H l m l H rI H Z a rlim +  2 2  ( ~  1 Y + kGnckmK ( X 1- I ) H 1, (x2- k ) H 2),
I= о 6=0

Si. k = ( - \ y + k+1 C1n Ckm.
Тогда, при ним ая  во внимание (18), (21),  (22), мож но соотношение 

(17) зап и сать  в виде:
п  т

у  (X1, X2) =  2  2  ( 1 - 8Iho) 01, к У  (X1 —  I ,  X2 —  к) +  Tl (X1, X2). (23)
I= 0 A=О

Т аки м  образом , регрессионная м одель  (17) о казы вается  эк ви вал ен т ­
ной авторегрессионной модели (23) с м нож еством  ПАС в виде целочис­
ленной реш етки прям оугольника  {(/, k ) / 0 ^ .h g Z n ,  О г ^ & г ^ т}  без одного 
у зл а  l = k — 0. П о р о ж д аю щ ее  поле (23) имеет матем атическое  ож идание 
nl ml H l  H Z  ап. т и корреляционную  функцию

п  п  т  т

Г (X1, х2) =  2  2  2  2  ( - l y - H ' + k + k '  c inC v  C l t f i х
I =  о I '  =  0 A=O А '  =  0

X  R  ((X1 У—  ̂ ) H 1, (х2 -f- k  — k  ) H 2).

3. Гиперэкспоненциальная регрессия
П усть ( I )  им еет  вид:

п

у  ( X )  =  ^ a t f R  W l ( X ) ,  X e R (1>, (24)
г=1

где Co1=Aсо; д л я  всякого jW=l. П о л агаем , что д л я  некоторого H=W0 
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2 ( X )  =  2  а, еш‘х  =  2  bh z (X -  kH )  =  2  2  bk at em‘(X~ kH) . (25)
I= *  I A = I  A = U = I

Очевидно, что такое  представлени е  имеет место тогда, когда  сп р ав ед ли ­
вы равенства

Tl
^  bk em‘kH =  I для  всех I < / < « ,  (26)
A = I

которые могут рассматриваться как  система уравнений относительно ко­
эффициентов bh. Обозначим W hl =  е~~ш‘кН, W - ( W hl), Е* =  ( I, I, ... , I). 
Т о гда  систему (26) м ож но зап и сать  в матричной форме:

W * b = E .  (27)
З д есь  * — знак  транспонирования .

Определитель матрицы W  с точностью до постоянного множителя,
Tl

- н
равного е г= 1 , совпадает с определителем Вандермонда и при различных 
(Oi отличается  от нуля. П оэтом у решение системы (27) при приняты х 
предполож ен иях  сущ ествует  и представление (25) имеет место. В связи 
с этим (24) м о ж ет  быть п редставлен а  на множ естве Z в виде авторегрес­
сии:

У (х)  =  2  bh У (х  —  к)  +  Tl (*), X е  Z, (28)
A = I

где, к а к  и преж де, использованы  обозначения
Tl

у  (X)  =  Y  (х Н ), T1 (X)  =  I  ( хН)  - ^ b h l ( ( x -  k)  Я ) ,
A = I

а коэффициенты bh находятся  из уравнения  (27). 
Рассм отри м  теперь двумерное  поле:

у  ( X 1; X 2) =  2  2  % +  g ( xv  X2), (29)
Z =  I A =  I

где Ui=^Uj, Vi=Z=Vj д л я  всяких  i=Z=j. П редп олож им , что д л я  некоторых 
H i=Z=O, H 2=Z= 0 имеет место представлени е

п тп п т
z ( X 1, X 2) =  2  2  %  в“|*‘+ V *  =  2  2  Ь„р 2 (X 1 -  a H 1, X 2 -  (Ш2). (30)

Z = I A = I  а =  I P = I

Н ай д ем  коэффициенты  Ьа р такого  представления. Н етрудно  видеть, что 
(30) имеет место, если справедли вы  следую щ ие равенства:

п т
2  2  e~auiH'~ Pv̂  =  I , I <  I <  п,  1 <  k  <  т.  (31)
а =  I P =  I

Эти равенства могут рассматриваться как уравнения относительно ко­
эффициентов Ьар- Обозначим Wai =  е~аи‘и \  WpV =  е ~ ^ кНг. Тогда (31) пе­
репишется в виде

Ti т
2  2  6«Р ^PA1 =  П (32)
а =  I P =  I

И  если ввести в рассмотрение (п  X n )  — матрицу W 1 =  (Wai i ), (т  X  tri) — 
матрицу W 2 =  (Й^У), (п X т)  — матрицу В  =  (йар) и (п  X  т)  — матрицу 
Е,  составленную из единиц, то (32) запишется в матричной форме:

W tl B W 2 =  E.  (33)
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Определители матриц W 1 и W 2 являются определителями Вандермонда
п т

- H 1 2 «; - W 2 2 ¾
с точностью до множителей е 1~ 1 и е k=l соответственно. Поэто­
му при принятых предполож ен иях  относительно и.ь и щ  м атричное у р а в ­
нение (33) имеет единственное решение

В = ( W T x)* E W J x. (34)

В связи с этим регрессионная  модель (29) имеет свой авторегресси­
онный ан алог

Ti т

У К -  X2) =  ̂  Ьар IJ (X1 —  а ,  X2 — Р) +  л К -  X2), (35)
а =  I P = I

где X1, X2 — целочисленные переменные, г/ (X1, х2) =  Y  (X1H 1, X2H 2),
п т

Л К -  X2) =  K x 1H 1, X2H 2) —  2  6а. р S ( К  —  a) H 1, (X2 - P )  Я г).
а =  I P=  I

В заклю чени е  зам етим , что элементы вектора b из (27) и матрицы  В 
в (34) находятся  с использованием  следствия 15 П р и лож ен и я .

Считая в (25) и (30) коэфф ициенты  со;, щ, Vi ком плексны м и и опре­
д ел я я  функцию z ( - )  к а к  вещественную часть  соответствую щ их сумм,
мож но аналогичны е р езу л ьтаты  получить д л я  регрессионных моделей 
с тригонометрическими базовы ми функциями.

Таким  образом , довольно ш ирокий класс  регрессионных моделей с по­
лином иальны м и, экспоненциальны м и и тригонометрическими базовыми 
функциями м ож ет  быть описан авторегрессионными моделями.

А налогичная  п р о б л ем а  р ассм атр и в ал ась  в [I] при построении ARIM A 
процессов.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Пусть W n — (я  х  я ) — матрица Вандермонда с элементами ( W n)1 =  I, 
O K K /  =  ' /  - I <  t <  я ,  I /  О  я .  Известно [2], что ее определитель

п—  I

d e t IR71=  П  (rj  —  Гі). В частности, если r } =  j ,  то det W n =  П  (Л).
I <!</<« ! =  1

Л е м м а  I. А лгебраические  дополнения элем ентов  первой строки 
detlR„ имеют вид:

K f e =  (— 1 )1+* ( П  Гі / гк \  П  (О  — гі )/ / ’( П  (гА — г4) ) ( П  (г*+/ — r ft) ) .
І= I ' \<i<i<n t= l 1 7=1 7

о
(Здесь и ниже принимается П  ( . . . ) г= 1 1 .
'  і= і  '
Д о к а за те л ь ств о  лем м ы  сводится  к вычислению миноров первой строки 
detlRn, которые, в свою очередь, с точностью до м н ож и теля  являю тся  
определителям и В андерм онда, но порядка, меньшего на единицу, чем ис­
ходный определитель.

Следствие I Элементы первого столбца матрицы W J x имеют вид:
п к-— I п—к

( W J x)kl  =  ( -  I ) >+* I L f  /  J n  (rk -  г ,))  ( П  (rk+i -  rk )\.
I= I I =  I ' 7=1 '

Следствие 2. Если r t — i, I t' я, то
П

K f e =  ( - 1 ) 1 +* П ( Л ) / £ !  ( n  —  k ) \
I= I
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Следствие 3. Если Ti =  І, то элементы первого столбца матрицы W n 1 
имеют вид:

( W n 1)hl =  ( - I V +kCkn, I < А < я .
Л е м м а  2. А лгебраические дополнения элементов последней строки 

м атри цы  W n имеют вид:
k —  I П— k

Anh =  ( I )п+к П  (rj —  г г) / ( П  (rh —  Г | ) ) ( П  (Гк+І —  rh)j.
I <i<j<n І == I I j =  I

Д о к а за те л ь ств о  аналогично д о казател ьству  лем м ы  I.
Следствие 4. Элементы последнего столбца матрицы W n 1 имеют вид

k ~  I П—k

( Wn 1)kn =  ( - 1 )п+к / ( п  (Tft- O )  ( П  ( г к + і - г А
T = I  1 / = I '

Следствие  5. Если Ti = J ,  то
п— I

A nk =  (— \ )п+к П  (г!)/ (k —  \ ) \ ( п  —  k)\
t=i

Следствие 6. Если Ti = I 1 то элементы последнего столбца  имеют вид: 

( W ^ 1)kn =  (— \ ) n+k/ ( k — I)! (п  — k)\.
Р ассм отри м  теперь матрицу В андерм онда  W n+и у которой ( W n+і ) ц =  

=  ( /— 1 ) і_1, 1 ^ / г = : « +  I, I < i ^ iz-f-1.
С ледствия 2, 3, 5, 6 д л я  такой м атрицы  модифицирую тся к следую ­

щим.
Следствие  7. А лгебраические дополнения элементов первой строки 

м атри цы  lEn+i имеют вид:
It

A11 = П  (i!), Alft =  O1 1 < А < л +  I-
г=1

Следствие 8. А лгебраические дополнения элементов последней строки 
м атри ц ы  W n+1 имею т вид:

П

An+i.k =  (— I )'1+ft П  ( i \ ) /k \  (п  — k)\ ,  U K f t + 1 -
I =  I

Следствие 9. Элементы первого столбца матрицы Wn+i имеют вид:

( W ^ i ) ftl =  O1 K k ^ n  + I.

Следствие 10. Элементы последнего столбца матрицы WiC+\ имеют вид:

(W ic i i )hn =  (— \ )k+n/k \  (n —  k)\ ,  1 < £ < я +  I.

П усть теперь Д — вектор с ком понентам и A i==6n+rf6n+i,i, 1 ^ / ^  л + 1 .  
Это означает, что у этого вектора  отличается  от нуля только первая  (она 
р а в н а  I) и последняя (она равн а  d)  компоненты. Введем в рассмотрение 
( л + 1) — вектор с, у которого п ервая  компонента Ci =  O, a cft= b ft_i, 2;¾ 
^ . k ^ L n + l .  Т аким  образом, сп равед ли ва

Лемма 3. Система уравнений (10) может быть записана в виде W n+ ic=
П

=  Д. Причем последнее уравнение имеет вид: 2  bk k n =  d, где d — пока
A = I

неопределенная константа. Отсюда c =  WY+ 1 А, т.' е.
л+1

Cft =  2  ( Wn+i )hl^ =  ( Wni i ) k . i  +  d ( W n + i ) k,n+i .
i= i

C1 =  I +  d (— 1)” / п \ ,  Cft+ 1 =  d  (— I )n+ k/k \  (п  — k)\  I <  & •< п.
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Ho по определению C1 =  O, поэтому d =  (— I )"+ 1 /г!.
Т аки м  образом , справедли вы  
Следствие 11.

bh =  ( - \ y + b C kn.
Следствие 12.

П

2  ( —  \ ) k C n k n-=  ( —  \  ) пп\ .
A =  I

Введем в рассм отрение ( n + l )  X ( т + 1 )  — м атрицы  С  и D  с эл ем ен ­
тами С ц = 0 ,  Ci'h— bi-1д _1 д л я  остальны х значений индексов

D i,  k —  S i ; ft -T  d 8 i . n + i  8k, m+ ь  +  +

Т аки м  образом , м атр и ц а  D  имеет только  два  элем ента, отличных от нуля: 
первый элем ент  в первой строке (он равен  I) и последний элем ент в по­
следней строке (он равен  d ) .  З д есь  d  — пока неоп ределенная  константа, 
соответствую щ ая равенству

П  W l

d = 2  2  Iя W b i lk.
I =  о A=O

И спользован и е  этих обозначений позволяет  убедиться, что справедли ва  
Л е м м а  4. Система уравнений (19) м о ж ет  быть зап и сан а  в следующей 

матричной форме:
W C W  =  Dw п+\ т+\

З десь  Wn+u Wm+i —  м атри цы  В ан дерм он да  п орядка  ( п + 1 )  и ( т + 1 )  со­
ответственно с эл ем ентам и  W i j =  ( /— I ) i_1. (H7H = I ) .

Реш ен ие  полученного матричного  уравнени я  имеет вид:

C = W J ^ D ( W ' m+l)

И спользуя  конкретную  структуру  м атри цы  D, получаем элементы  м а т ­
рицы С в следую щ ем виде:

Cl,и = (H 7H-Hi);, I (H7m-Hi)A. I W d ( W J i l)ltn+, (П7, +  )*,т + 1.

И з того, что с ц = 0 ,  а т а к ж е  из следствий 9 и 10, получаем, что

d = ---------------------------  =  (_ l)l+ "+m „!m!.
( ^ - H l ) l . n + l ( ^ m + l ) l . m + l

Таким  образом , о к азы в ается  справедли вы м
Следствие 13. К оэф ф ици ен ты  bi,k, удовлетворяю щ и е системе (19), 

оп ределяю тся  ф о рм улам и

Ьі.к =  ( - \ ) 1+1+к Сгп С І
если I и k  одновременно не равн ы  нулю.

Следствие 14.
П Wl

2  2  Ln k m bi,k =  (— I ) '+ ra+ m n!m!.
1 = 1  A = I

Вернемся теперь к  рассмотрению матрицы Вандермонда W n с элемента­
ми ( W n) iJ =  T ) - 1, I < 1, /  ^  п. Введем обозначения

р  W   ICfO, п — I >

- I

G f l = S a -ftyI l  r i ,  I <  / <  п -  I .

/ = 1  '

З д есь  о б о зн ачает  сум м у по всем н аб о р ам  индексов (iu i2, . . . ,  ц), 
удовлетворяю щ и х  условиям  (1 г = 7 г і< І2 <  . . .  < i i ^ n ;  i j W k ,  l ^ j ^ . 1 ) .  
К а к  и р ан ьш е через A jtk будем обозн ачать  алгебраическое дополнение
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к элементу определителя Вандермонда detlK„ с индексами (/, k ) . Тогда  
сп раведли ва

Лемма 5. А лгебраическое дополнение элем ента  ( W n) ш в оп редели те­
ле  В андерм онда  имеет вид:

A i ,k = ( - \ y - l G(nk± l, n A n, k,

где A riiи находится по лемме 2.
Д о казател ьство  леммы  проводится непосредственным вычислением. 
Следствие 15. Матрица W7T*, обратная матрице Вандермонда W n, име­

ет элементы
I k— I tl—k

( W n 1)k, п - ! =  ( -  I )»+*+'2 (ЛЙ) U r i / ( T l  (Tft-T l) П  (П+1- r A
} =  I \ ' = 1  V = I  ■ -

I <  / <  /г — I , I  <  А •< п.

Элементы  последнего столбца матрицы  W F 1 определяю тся  следствием 4.
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У Д К  519.2

Ю. С. Х А Р И Н

АСИМ ПТО ТИЧ ЕСКИ Й А Н А Л И З  РОБАСТНОСТИ ОЦ ЕН О К  
МИН И М А Л Ь Н О Г О  КОНТРАСТА

1. Введение. Математическая модель. В теории статистического оце­
нивания п арам етров  известно [I, 2] семейство оценок минимального  кон­
тр аста  ( M K ) , вклю чаю щ ее к а к  частные случаи ш ироко прим еняем ы е на 
практи ке  оценки м аксим альн ого  правдоподобия  (О М П ),  М -оценки [3, 4], 
М Н К -оценки. П усть в R p  определено m -парам етрическое  семейство F  
плотностей вероятностных распределений

F =  [ f (x ,  6), x < = R P \ Q ( = Q < ^ R m), 

где 0  — откры тое множ ество. Н абл ю дается  случайн ая  вы борка  X =  
—  { X i ' . i =  I, n ) d R p  объема п из распределен ия  f ( - ,  0°) с неизвестным

значением 0 ° е 0 .  М К -оцен ка  Q = T ( X )  оп ределяется  соотношениями [I]:
П

0 =  a r g m i n L  (0), L  (0) =  ^  g  ( x t, Q)/n,  ( I )
8 е е с .» =  I

где 0 е — замыкание 0 ;  g ( x ,  0 ) — функция контраста, такая, что Evo [g ( x ,  
0О)} < EV {g (х,  0)} ¥0=^=0°, 0 е 0 с; Ce» {•} — символ математического 
ожидания по распределению / ( • ,  0°).

Асимптотический (при п-+оо)  ан али з  М К -оцен ок  д л я  вышеописанной 
модели проведен в [I, 2]. О днако  на п ракти ке  м одельны е предполож ения 
часто н аруш аю тся  [3, 4]: вы борка  X  соответствует «е-искаж енном у» р а с ­
пределению  Р е ( - ) Ф ! ( - , 0°), теряю тся  оп тим альны е свойства  М К-оценок 
и актуальны  зад ач и  ан ал и за  и синтеза  робастны х (устойчивых) оценок 
[3, 4]. В н астоящ ей  статье  д л я  асимптотического (n-voo, е-^-0) ан али за  
робастности М К -оц ен ок  р азв и в ается  метод  асимптотических р азлож ени й  
[I, 5, 6].

2. Случай параметрических искажений Хубера. П усть в R p н а б л ю д а ­
ется «е -засоренная»  вы борка  X  из е-смеси распределений, с  плотностью:
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Pt (х, 0°, 0+) =  (I — е ) / ( х ,  0о) + е / ( л : ,  0+ ), R p, (2 )

где 0 ^ е <  I — уровень «засорения», 0++=0°, 0+ е в  — п ар ам етр  « засо ­
ряю щ его» распределения . П рим ем  обозначения: l m, l mxm (соответствен­
но т  — вектор-столбец и ( т Х т ) — м атр и ц а) ,  все элем енты  которых 
р авн ы  единице; g (k)(x,  0 ') — набор m h частных производны х + г о  п о р яд ­
к а  от g  (х , 0 ) по 0 в точке 0'  (g<°> ( - ) = ^ ( - ) ) ;

G\k) (0, 0О) =  E*o{gW (х, 0)} (k  =  О, I,  2,  3),

G[k) (0, 00, 0+)  =  ( 1 - 8 )  G[k) (0, 0») +  sG[k) (0, 0+); (3)

J  (0, 0°) =  Еьо {g (l) {x, Q ) g ( l ) T (x,  0 )}, t = m a x { e ,  I / V n ) .

При 0 =  0° величины в (3) условимся кратко обозначать: G[k), /(*), ) .
Теорема I. Если F  у довлетворяет  условиям  регулярности  Ч ибисова

[2] порядка  (к, г) при k > \ ,  г > 4 и ф ункция G2(0, 0°, 0+) имеет единст­
венную точку м иним ум а 0 * е@ °, то при п - > о о  имеет место сходимость 
почти наверное:

г  П . н . Л .
0 —  0*; (4)

для  предельного значения 0* верно асимптотическое разложение:

0=*= =  0о _  е (Gi2)) - i  G[l) (0°, 0+) +  О (е2) I m. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С огласно (2 ) , ( 3 ) ,
E { g ( x u 0 )} =  G2(0 , 00, 0+),

где £ { •}  — символ м атем атического  ож и дан и я  по распределению  вы бор­
ки X,  соответствующ ему (2). В силу ( I )  и усиленного зак о н а  больших 
чисел,

L (в) ^ G t (в, 0°, 0+), 0 6Е0+
Д а л е е  (4) д о к азы в ается  аналогично строгой состоятельности О М П  [7]. 
Р а з л о ж е н и е  (5) строится  аналогично [5, 6] с использованием  линейной 
ф о рм улы  Тейлора д л я  левой  части уравнени я  G21' (0*, 0°, 0+) =  0.

Теорема 2. В условиях теоремы I для моментов МК-оценки 0 справед­

ливы асимптотические представления: E  {0— 0 * } = О ( т 2) l m, U = E { Q — 0*) X 

X  (0 -  0*)г} =  п - ' ф i2))—1 J  (G0i2)) - ‘ +  о (т2) Imxm.

Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на соотношении: 0 — 0* =

=  — ( L (2) (0 ))_ I  L ll) (0*), в котором 10— 0*1 < [ 0  — 0* |, и на теореме о не­
прерывности моментов [7].

Следствие I .  Матрица вариаций МК-оценки V  =  Д{(0 — 0°) (0—0°)г} =  
=  (G0^ ) - 1 (E2GcIu  (6°, 0+) G<i4 (00, 0+) + л - і  j )  (G<2>)-i +  0 (T2) ljnXm.

/N
О пределим обобщ енную  вариаци ю  М К -оценки  0 к а к  величину оп р е ­

д ели теля  матрицы  вар и ац и й  v  ( е ,  п )  —  | К | ^ 0 .  Коэф ф ициентом  р о б аст ­

ности оценки 0 при наличии «е-засоренной» вы борки  объем а п  назовем 
отнош ение обобщ енны х вариаци й:

х = х ( е ,  п )  = V  ( г ,  n ) / v  (0 , п ) .

Чем меньш е к, тем устойчивее и сследуем ая  о цен ка  0.
Д л я  заданного  6 > 0  н азовем  б-критическим уровнем  «засорения» т а ­

кое значение уровня «засорения»  Е*==е*(6 , п ) , что если е ^ е * ,  то к о э ф ­
ф ициент робастности не превосходит гар ан ти рован н ого  значения 1+ 6 : 
х (е* , п )  :¾ 1+ 6.
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Следствие 3. Если F =  {пр (х  | 0, 2 ) }  — гауссовское семейство с пара­

метром сдвига 0, то для ОМП 0 х (е, п) =  I +  п е 2 Д 2, б* (б, п) =  
=  m in { l ,  V d / п / А}, где ((0+ — 0°)г 2 _ 1 (6+ — 0°))1/2— расстояние Maxa- 
л ан о б и са  м еж д у  д вум я  гауссовскими распределениями: «засоряю щ им » 
N p (0*, 2 )  и основным N p (Q0, 2 ) .

3. Многовыборочные задачи оценивания при случайных засорениях.  
П ри  построении м атем атической  модели стохастического явления  на 
п р ак ти ке  часто требуется  оценить п арам етры  вероятностного р асп р ед е ­
ления  наблю дений д л я  2 вы борок AW, . . . ,  А<ь ), полагая , что к а ж д а я  
вы б о р ка  соответствует своему собственному р еж и м у  протекания  иссле­
дуемого  стохастического явлен и я  или меняю щ им ся условиям  эк сп ери ­
м ента. - -.-'I ? и

Пусть зафиксированы L  различных плотностей / ( • ,  0?), ... , / ( • ,  0 ° ) е  
e F ;  / ( • ,  0°) — i — ая вероятностная модель наблюдений M i; 0°£= 0  — 
неизвестное истинное значение парам етров  модели M i ( i— I, L) .  В про­
странстве  Rp  н аблю дается  «засоренная»  вы борка  X,  состоящ ая  из L  не­
зависимы х подвы борок  AW, . . . ,  AW), где AW = { д +  ^ R p  : / =  I, nf ) — вы ­
борка  о б ъ ем а  rii независим ы х случайны х наблю дений; наблю дение  х)1) 
с вероятностью е «  соответствует модели M ii ( i , к — I, L ) . Величины {б,й} 
образую т  ( L X L )  — ма трицу  вероятностей случайного «засорения» E =  
=  (Eik),  строки которой уд овлетворяю т условию нормировки: е л +  •••
• •• + S i L = I  + ’=  I, L ) .  В ероятность вг =  I — вгг появления «засорения» 
в AW назовем  уровнем «засорения» выборки AW. Если е + = ш а х  б і = 0 ,  
то E = I l  — единичная м атрица, и «засорения» в AW отсутствуют.

Исследуем вначале свойства МК-оценок {0г}, определяемых ( I ) :

Теорема 3. Если F  удовлетворяет условиям регулярности Чибисова [2] 
порядка (k, г) при п >  I, г > 4 и функция G2i (0, 0?, ... , 0°) имеет един­

ственную точку минимума 0t* G E 0 c, Iii -* оо, то 0г A + 0 J ,

Теорема 4. В условиях теоремы 3 вектор смещения и матрица вариа­

ций МК-оценки 0г ( / е { I, 2, ... , L) )  удовлетворяют разложениям:

0 j = a r g m in  L i (0), L i (0) =  2  8  (¾'°- e ) / + >  i =  L • ( б )
вевс / =  I/= I

Аналогично (3) обозначим: Gu) -= G\k) (0°, 0°), k =  I, 2;
L

I =  I
т =  max {ег, Х / У щ ) .

E  (¾  _  0г0} =  _  ( G i f / ) - 1 2  H i G h/ +  О (г2) I m,

\ФІ кфі
+  О (т2) IпгХ/п-
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Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем 3, 4 проводится  теми ж е  методами, 
что и д л я  теорем 1 ,2  с учетом

L

Pei  (X,  0? Bi) =  f ( X, 0 /) .
/=1

Коэффициентом асимптотической робастности МЛ--оценок { 0 J  с функ­
цией кон траста  £■(•) назовем  неотрицательно определенны й функционал

L

u — u (g,  E ) =  Iim S t r ( E i) — предельную суммарную средне- 
Л> nL *'" і=1

квадрати ческую  ош ибку  оценивания всех L - m  компонент оцениваемых

п арам етров . Чем  u{g,  е) меньше, тем выш е робастность оценок {0;}.

У словимся говорить, что {0;} — робастны е оценки v-ro порядка, если 
V — такое наи больш ее  натуральн ое  число, что д л я  лю бы х 0?, ... , 0^ GE 0  
и (g,  Е )  =  о (еф); при этом v — порядок робастности.

Следствие. В условиях  теоремы 3

i =  I І Ф і
+  о (е+),

так  что М К -оценки (6) имею т порядок робастности v = l .
Укажем метод повышения порядка робастности статистических оценок 

параметров {0°}. С учетом (3), (6) определим вспомогательные статистики:

Gu) =  G[k) (Qi , Qj ), i, I =  IT L - ,  k =  I , 2.
Т еорем а 5. В условиях  теоремы 3 ф ункц иональн о  п р еобразованная  

статистическая  оценка

6, =  0, +  ( G u i  ) - 1 2  6U GiV ( i  =  TTТ )
іфі  ■■■■' -

имеет матрицу вариаций V i , допускающую асимптотическое разложение

E i =  ^ r 1(G ui )-1  Jii (G i?? )-1 +  о (т2) Imxm.

Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на том факте, что при т -»• 0 статисти­

ка Gu)  является состоятельной оценкой для Gu/.

Следствие. Статистические оценки {0;} являются робастными оценками

второго порядка: и (g,  Е) =  о (е+ ).
В заклю чени е  отметим, что и злож енны й метод повышения порядка  

робастности статистических оценок м о ж ет  быть использован д л я  п о ­
строения робастны х оценок порядка  v — 3 и выше.
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У Д К  517.956
Н. И. Ю РЧУК, В. И. Я Ш К И Н

О К ЛА ССИЧЕ СКО М РЕ Ш Е Н И И  СМЕШАННОЙ  ЗА Д А Ч И  
Д Л Я  ТРЕХМ ЕРНОГО  ГИ П Е РБ О Л И Ч Е С К О Г О  УР АВН ЕН И Я  

С ЦЕ Н ТР АЛ ЬН О Й  СИМ МЕТ РИЕЙ

I. В ци ли ндре  U = G x  (О, Г ),  G = { x e R 3 : |лс| < ./?} , рассмотрим цен­
трально-сим м етрическую  по пространственным переменным смешанную 
задачу:

з
(х, t) —  A u  (х, t)  +  2  bt (х, O - ^ r C * .  0  +

+  с ( х ,  t ) ~ ( x ,  t) +  q ( x ,  t) и (х,  0 = 0 .  (х,  О е Ц ,  ( I )

и (х,  0) =  ф (г), (х,  0) =  г}5 (г), 0 <  г <  R,  (2)

и ( х ,  O l r  =  о, 0 < г < 7 \  (3)

д2 O2 д2 ------------- ------- -
где +  ~дЩ’ r = \ x \  =  V x \  +  x\  +  x\, Г  =  {(х,  О е Ц : г =
=  R)  — боковая  поверхность цилиндра.

П р и р о д а  центральной симметрии проявляется  в коэфф ициентах  у р а в ­
нения ( I )  следую щ им образом:

bi (x ,  0  — b (г, 0  Xit с (х ,  t) = с  (г, 0 ,  q{x,  t ) = q ( r ,  t ) .
Будем предполагать, что функции Ь, с, q непрерывны в Ц, их произ­

водные ограничены в Ц, а b удовлетворяет условию со­
гласования.

В рабо те  С. Н. Б арановской  [I] впервые установлено сущ ествование 
классического решения в зам кн утом  прям оугольнике  [О, (IX [О, Т] первой 
смеш анной задачи  д ля  уравнений с одномерным волновым оператором 
(т. е. з ад ач и  вида ( I ) — (3) в случае одной пространственной перем ен­
ной) при условиях на н ачальны е функции ф и ф, совпадаю щ их с необхо­
димыми:

со GE C2 [О, I] , ф (0 ) =  ф)(/) =  0, ф" (0 ) =  ф" (I) =  0 , (5 )

ф е с м о ,  I ] ,  ф(0) =  ф (/) =  0 . (6)
Е щ е ранее  этот ф акт  был установлен В. А. Ч ернятины м  в работах  
[2— 4] с помощ ью  метода Фурье д л я  телеграф ного  уравнения  с н езави ся ­
щим от t коэффициентом  q в свободном члене.

Ц ел ь  наш ей работы  — получить аналогичны й р езультат  д л я  задачи 
( I )  — (3) с трем я  пространственными переменными.

З а м е ч а н и е  I. А нализ форм улы
Г -\-t

и ( г ,  о =  І '  +  ' Ж .  +  О + ф - ' Ж ' - О  +  ^ _  1 1 4 , ( 1 ) , ¾ ,  (7)
r—t

даю щ ей  реш ение зад ач и  Коши вида  ( I ) ,  (2) при й = = с ==9 = 0, п о к азы ­
вает, что особенность в точке г = 0  в ы н у ж дает  н алож и ть  требовани я  ф е  
е С 3, ф е С 2, чтобы обеспечить п ри н адлеж н ость  ф ункции и классу  C2 (см. 
напр., [5. С. 326, 327]). С ледовательно, д л я  достиж ения  поставленной 
цели необходимо м одиф ицировать  понятие классического реш ения р а с ­
см атри ваем ой  смеш анной задачи  ( I )  — (3).

З а м е ч а н и е  2. В ыводу ф орм улы  (7) и многим другим исследова­
ниям волновы х уравнений с центральной симметрией предш ествует  све­
дение таких  уравнений к одномерным волновым уравнениям  с операто ­
ром Бесселя. Это сведение, к ак  известно, производится  путем перехода
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к сферическим координ атам  (см,, напр., [6. С. 200; 7. С. 115]). П ри  г = 0 
та к а я  зам ен а  переменных является  вы рож денной, и поэтому одномерное 
волновое уравнение с оператором  Бесселя  будет эквивалентны м  трех­
мерному волновому уравнению  во всех точках  его зад ан и я  кроме оси 
г — 0. В связи с этим представляется  естественным требовать, чтобы р е ­
шение удовлетворяло  трехмерному волновому уравнению  лиш ь в р а с ­
см атри ваем ой  области  с выколотой осью г = 0 .

О пределение.  О слабленн ы м  на оси г = 0 классическим решением з а ­
дачи  ( I )  — (3) будем н азы в ать  функцию

^G E C 1 (U ) П С2 ( Ц \ { 0 } Х  [0, T]) ,

обращающую уравнение (I) в тождество в Ц \ { 0 }  X  [0, Л  — цилиндре 
с выколотой осью, удовлетворяю щ ую  условиям  (2), (3) в обычном смыс­
ле  и

Iim I x |  А и (х,  t) — О,
U K o  (8)

з
Iim У! X i ---S  u .. =  0. (9)U I->о dxidt  У ;

О тметим, что условия (8), (9) явл яю тся  (ослабленной) зам еной  тре­
бования при надлеж ности  C2(Ц) обычного классического решения.

Если ф ункц ия  и яв л яется  (ослабленным  или обычным) классическим 
решением зад ач и  ( I )  — (3) ,  то из уравнени я  ( I )  в силу условия (3) пре­
дельным переходом устан авли вается ,  что

Au (х, t) |г =  0. (10)

П о к аж ем , что д л я  сущ ествования  ослабленного  классического реш е­
ния задачи  ( I )  — (3) необходимо и достаточно, чтобы н ачальны е функции 
Ф и ф удовлетворяли  условиям

ф (г) GE C1 [0, R] П (0, R ] , ф (R)  =  ДФ (R)  =  0,

Iim гДф (г)  =  0, (Д Ф =  - J U  +  ±

ф ( О е С [ 0 ,  R\  n  C1 (0,  R],  Iim г =  0, ф ( R)  =  0. ( 1 2)
/•-►о аг

2. В за д а ч е  ( I ) — (3) перейдем к сферическим координатам . Т ак  как  
р ассм атри вается  ц ен трально-си м м етрическая  за д а ч а ,  то решение зависит 
только  от расстояни я  г, т. е. и(х ,  t ) — u(r ,  t ) .  Д л я  функции u(r ,  t) полу­
чим одномерную  см еш анную  задачу:

-g p r -  (O  t)  — ( - ¾ -  (г ,  +  t) ĵ +  rb( r ,  t ) - % - ( r .  t) +

j T с (г, t ) ^ - ( r ,  t) -}- q (г, t) и ( г , 0  =  0, 0 < r < R ,  0 < t < T ,  (13)

и (г, 0) =  ф (г),  (г, 0) =  ф (г),  0 (14)

u ( R ,  0 =  0, (15)

В соответствии с наш им  определением реш ение зад ачи  ( 1 3 ) - ( 1 5 )  
ищ ется в классе  функций

а е С 1 ([0, R] X [0, T]) Л C2( (0, R)  X [0, T ] ) ,

удовлетворяю щ их  условиям:

ES'fS- + ̂  (,6)
lJ mJ - S iST <17>
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Свойство (10), которому всегда удовлетворяет  решение задачи, в пере­
менных (г, t ) запиш ется в виде:

( - ^  +  - Н г ) Ц = ° -  0 4
Теорема. Н еобходимыми и достаточными условиями сущ ествования 

ослабленн ого  на оси г — 0 классического реш ения и(х,  І) смешанной з а д а ­
чи ( I )  —  (3) явл яю тся  условия (11) ,  (12) на н ачальны е функции ф и ф.

З а м е ч а н и е  3. Единственность ослабленного  на оси г = 0  к л а с с и ­
ческого реш ения вы текает  из единственности сильно обобщенного р еш е­
ния этой задачи .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть существует о сл аб л ен ­
ное на оси г — 0 классическое решение и(х,  t ) смешанной задач и  ( I )  —
(3). Тогда функция u{r,  / ) е С ‘ ([О, 7?]Х[0, 7 ] ) f |C 2((0 , 7?]Х{0, 7]) и у д о вле ­
творяет  уравнению  (13), условиям (14) — ( 1 8 ) . Тогда н ачальны е функции 
Ф и из условий (15) — (18) удовлетворяю т условиям  (11), (12).

Достаточность. П усть функции ф и ф удовлетворяю т условиям (11) ,  
(12) .  П о к а ж е м ,  что существует ослабленн ое  на оси г = 0 классическое 
реш ение зад ач и  ( I )  — (3).

П роизведем  в за д ач е  (13) — (15) зам ену  искомой функции по ф орм уле  
V (г1 t ) — ru(r, / ) .  Тогда  д л я  нахож дени я  функции и (г, /) получим задачу :

О — | р г(г* t) +  rb(r, t ) - f i r ( r ,  t ) + C ( r ,  0  (г, /) +

- f  (q(r, t ) — b(r, t))v(r,  /)  =  0, 0 < r < R ,  0 < t < T  (19)

v ( r 0 0) =  Ф ( r ) , - g - ( r ,  0 ) =  ¥ ( r ) ,  (20)

о (0, /) =  0, о (R,  t ) =  0, 0 <  t <  T,  (21 )

где начальн ы е  функции Ф ( г ) = д р ( г )  и хЕ ( г ) = г ф ( г )  удовлетворяю т усло­
виям:

Ф е с 2 [0, R], Ф (0) =  Ф (R) =  0, Ф" (0) = Ф" (R) =  0, (22)
¥ е С ф 0 ,  R], W ( O ) = W ( R ) = O ,  (23)

(см. условия (5), ( 6 ) ) .  Т а к  к а к  коэфф ициенты  уравнени я  (19) по п ред ­
п олож ению  непреры вны  в зам кнутом  прям оугольнике [0, /?]Х[0, T]=Q,  
имею т в Q ограниченные производны е и вы полняется  условие (4), то, 
как  установлено в [I], за д а ч а  (19) — (21) имеет классическое решение 
U e C 2(Q),  и д л я  него справедли во  равенство:

V (Г, 0 =  - - ) - +  4 - f W ( l ) d l  +
r - t

t  r + ( t — x )  ^

+  4 - f d T  f F  (I, T)dg. (24)
0  r — i t — X)

Здесь Ф и ¥  — продолжения функций Ф и ¥  с отрезка [0, R]  на всю
ось R1: сначала они продолжаются на отрезок [— 7?, 0] нечетным обра­

зом, а затем 2/фпериодически на ось R 1. Функции Ф и ¥  являются не­

четными, а из условий (22) и (23) следует, что Ф G C 2 (R1) 1 T e C ^ R 1). 

Символом F  обозначено выражение

T  ~  T  до dv F  Т \  ~
г ь ++ с ~+t ~(q b) v ,

где г и V —  нечетные 2/?-периодические продолж ени я  функций г и и 
с [0, /?] и Q на R1 и J^1XfO, 7] соответственно; Ь, с и q ■— продолж ения 
функций Ь, с и q с Q на полосу R ‘ X[0, 7] сн ач ала  четным образом  на 
[ - R ,  0] X [0, 7], а затем  27^-периодически. Отметим, что F является  ни­
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чем Иным, к ак  аналогичны м нечетным 2#-перибдиЧесКйм продолж ением  
с Q на полосу R1XtO, T ] функции

F ~  rb с (q b)v.

П о к а ж е м  теперь, что функция

и(г,  І) =  ° Л ± Н =  *(r  +  t) +  «>( r - t )  + ^ Г| ^ Ш 4  +
r — t

t r + ( t - x )

+  ^ r $ dt I  (25)
0  r —  ( t — т )

явл яется  ослабленн ы м  на оси г = 0  классическим решением зад ач и  ( I )  —
(3) или, что одно и то ж е, функция M e C 1(Q) f) C 2 ((0, /?] XfO, T] является  
решением задачи  (13) — (15) и у довлетворяет  условиям  (16) — (18). Т ак
к а к  ^ e C 2(Q) ,  то ф ункц ия  —  при г ^ О  тож е п р и н адл еж и т  классу  С2, и,
следовательно , « е С 2( ( 0, /?] X [0, T]).  Н епосредственным вычислением 
у стан авли вается ,  что ф ункц ия  и удовлетворяет  уравнению  (13) в Q и 
условиям  (14) и (15).  В ыполнимость условия (18) устан авли вается  пу­
тем предельного  перехода при г—kR в уравнении (13) в силу граничного 
условия  (15). О сталось  показать , что M e C 1(Q) и д л я  этой функции в ы ­
полняю тся  условия (16) и (17). И спользуя  п рави ло  Л оп и таля ,  получим, 
что

~  ~  *
Wmu  (г, t)  =  Ф '  (t) +  ¥  ( 0  +  \ F ( t —  т, т) dr.
г - г О  0

Следовательно, u e C( Q) .  Далее, вычислив в формуле (25) производные
ди ди „

и —щ-  и перейдя в полученных выражениях к пределу при г - >  0,

с помощью правила Лопиталя и разложений значений функций Ф (г +  t),

Ф ' ( г  +  0> Ф (г — О» Ф ' (г — О по степеням г установим, что

J S  T  =  »• -  г  W  +  5 ' « )  +  / 4 1 Д г -1 * •

Тем сам ы м  показано , что M e C 1(Q ) .  Т а к  к ак

г ( -^ - ( г ,  0 +  4 - д г ( г’ о) =  - I -{ф "(/- +  О +  ф"(г — 0  +  (г +  о  —
І

- Y ' ( r - f )  +  J - 5 r f  ( г +  ( * - * ) ,  т) — F (г — (t — т), т)] dx) 
о  '

~  ~  dF
и функции Ф" — нечетная, Tf ' — четная, —̂ -четная, то, перейдя в по­
следнем равенстве  к пределу  при г->-0, установим, что функция и удовле­
творяет  условию (16). Н аконец , р а з л а г а я  по степеням  г значения ф у н к­
ций, входящ и х  в правую  часть  равен ства

r  4 -  { f r  ( г + о  _  ф V  _  _  s  ■ о  7  f r f r  -  о  +

+  T  (г +  t) +  І '  (r —  t) —  +  O +  +

t
г d F ( r + ( t - x ) ,  т) дР (г — (/ — т ) , т)
J
0

дг дг
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— 7 "  J I ?  (r  +  (* — т )> x) — F ( r  — (/ — x), t ) ]  dx I,
о '

и переходя в этом равенстве к пределу при г -> 0, установим, что ф ункц ия  
м удовлетворяет  условию (17). Т еорем а до казан а .
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Краткие

У Д К  517.95

И. Е. М О З О Л Е В С К И И ,  А. В. К О Р З Ю К , В. П. Р О Г А Ч

М ЕТО Д К О Н Е Ч Н Ы Х  ЭЛЕ МЕН ТОВ  РЕ Ш Е Н И Я  ЗА ДАЧ  
CO С М Е Ш А Н Н Ы М И  Г Р А Н И Ч Н Ы М И  УС ЛО ВИ ЯМ И  

Д Л Я  У Р А В Н Е Н И Я  ПУАССОНА НА ПЛОСКОСТИ  
В ОБЛАСТЯХ CO С Л О Ж Н О Й  ГЕОМЕТРИЕЙ

М етод  конечных элем ентов  в н астоящ ее  врем я п р ед ставл яет  собой 
хорош о развитую  о б ласть  вы числительной м атем атики , теоретические 
и п р и кладн ы е  аспекты которой достаточно полно и злож ен ы  в литературе  
[ I — 4]. Тем не менее прак ти ческая  р е а л и за ц и я  м етода  конечных эл ем ен ­
тов, в отличие от сеточных методов, требует  довольно слож ного  про гр ам ­
м ировани я  д а ж е  д л я  простых задач . С ущ ествую щ ие больш ие ком м ерче­
ские пакеты , основанны е на применении м етода  конечных элементов д л я  
реш ен ия п ри кладн ы х за д ач  в той или иной предметной  области, обычно 
с о д е р ж а т  свою специ али зированн ую  базу  данных, м акр о -язы к  д л я  кон т­
роля  за  правильностью  ввода — вы вода, обильны й графический и н тер­
фейс и т. д. О днако зач асту ю  они слиш ком  узко  специализированы , м а ­
ш инозави си м ы  и слож н ы  в применении. П оэтом у  пользователь , которому 
надо реш ить  д а ж е  достаточно простую з а д а ч у  методом конечных э л е ­
ментов, зачастую  стал к и в ается  с неприятной альтернативой: с необхо­
димостью  либо осваи вать  какой-либо  слож ны й п акет  п ри кладн ы х п р о ­
грамм, реали зую щ и й  м етод  конечных элем ентов  на  вычислительных си­
стем ах больш ой мощ ности (что само по себе у ж е  явл яется  сильным о г р а ­
ничением), либо пы таться  сам ом у р а з р а б а т ы в а т ь  нуж ное программное 
обеспечение.

З а д а ч и  со см еш анны м и граничны ми условиям и д л я  уравнения  П у а с ­
сона в двумерной области  слож ной  геометрии возни каю т в различны х 
практи чески х  областях : электроди н ам и ке ,  м икроэлектронике, т еп лоф и ­
зике и т. д. Теоретические аспекты  их разреш и м ости  и свойства решений 
и сследованы  с исчерпы ваю щ ей полнотой. О дн ако  применение с т ан д а р т ­
ных сеточных методов д л я  численного реш ен ия таких  граничных зад ач  
затрудн и тельн о  в силу произвольности геометрии области. П оэтом у р а с ­
смотрим численное реш ение зад ач и  методом  конечных элементов и его 
реал и зац и ю  в виде програм м ного  ко м п л екса  д л я  П Э В М  к л асса  Е С - 1841 
и выше. В состав ком п лек са  входит автоматический  генератор сеток и 
средства  в и зу ал и зац и и  сгенерированной сетки и полученного решения.

Постановка задачи.  П усть  Q — о гр ан и ч ен н ая  многоугольником д й  
об ласть  на плоскости. П редп о л о ж и м , что гр ан и ц а  <3й разд ел ен а  на две
части д й  =  д й і  U (?¾  так, что [  ds  =  0 и <3йі либо пусто, либо обра-

защдЯг
зовано  конечным числом зам кн у ты х  отрезков . Д ал ее ,  пусть Cm (Q) 
(/га ^  0 ) — м нож ество  функций, непреры вно  д и ф ф еренц ируем ы х до по­
р я д к а  т  вклю чительно в области  Q вплоть  до границы . Обозначим через
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C f  (Q) ( m  ^  I) множ ество  функций и е  Cm-1 (Q) ,  д л я  которых су щ ест­
вую т неп ересекаю щ иеся  подобласти Q b . . . ,  Q 3, области Q 1 такие, что

Q = U  Qi и Is - G C ffl(Q i).
і=і *

П ростран ство  С / ( Q ) =  С? (Q) определим как  множ ество  функций и в Q, 
д л я  которых суж ение  и  на Q i допускает  непрерывное продолж ени е  на R 2. 

Р ассм отри м  в области  Q задачу: 
д л я  зад ан н ы х  f  и g  найти и такое, что

— А и ( х )  =  f ( x ) ,  x g ' Q ,  (01)

« Ieo1 =  г .  (°2)

0. (03)ди
дп AQ2

Ч ерез  L 2(Q) обозначим гильбертово пространство суммируемы х с 
к вад ратом  по Л еб егу  функций в Q со скалярны м  произведением

(и,  v) =  f и (х)  V (х)  dx Yu ,  W G i 2 (Q)- 
й

Д а л ее ,  з а д ад и м  в C f  (Q) скал яр н о е  произведение

(и,  v)  — 2  ^  D a и (х)  D& v (х )  dx
I а I <1, I P K l Q

и пусть H m ( Q ) — пространство С оболева, которое при сделанны х пред ­
п олож ен и ях  молено р ассм атр и вать  к ак  пополнение C f  (Q) по норме

w Ik  т =  ( 2  ^ [ D a u ( x ) ] 2dx
1/2

IUu U ( X ) ^ a x ]
I а I <  т Q

п орож даем ой  дан н ы м  скалярн ы м  произведением [I]. П усть

W  =  [и GE Ci (Q)'. и  =  0)

и пусть V  — зам ы к ан и е  W  в Я 1 (Q) по норме | | - | |2,i. Д а л ее ,  рассмотрим 
н а  V  X V  билинейную ф орму

а (и, v) =  f Xjv (x) Sju (х)  dx. ( I )
о

Лемма I. Би линейн ая  ф орм а ( I )  симметрична, непреры вна и коэрци- 
ти вн а  на V  X V .

П редп олож и м , что сущ ествует п родолж ени е  g  на Q к л асса  С)  (Q) ,  ко ­
торое мы снова обозначим через g, и пусть W g =  g  +  W, a Vg — з а м ы к а ­
ние W g в Я 1 (Q) .  В слабой постановке за д ач а  (01) — (03) ф орм ули руется  
следую щ им образом:

д л я  зад ан н ы х  J e C j  (Q) H g e  C (dQ i)  найти и е У 8 такое, что
a ( u , v )  =  ( f , v )  У в е У .  (2)

Теорема I. Д л я  любого f  е  С/ (Q) и любого g,  допускаю щ его  продол­
ж ен и е  на Q к л асса  С/ (Q) ,  сущ ествует  единственное и е  V g, являю щ ееся  
реш ением зад ач и  (2).

Д о к а за те л ь ств о  дан ны х утверж ден ий  проводится стан дартн ы м  спосо­
бом [2].

Метод конечных элементов для задачи (2) .  Д л я  приближ енного  ре­
ш ения задачи  применим метод конечных элем ентов  первого порядка. 
Б о л ее  точно, пусть (L i) 1=1 =  м нож ество  зам кн уты х  треугольников на 
плоскости, к а ж д ы е  два  из которых либо не пересекаю тся, либо имеют
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Рис. I. А даптивная (а) и равном ерная (6 ) сетки д л я  реш ения тесто­
вой задачи

_  N
общ ую  сторону или вершину. П редп олож им , что Q =  U Ti,  причем пере-

І= I
сечение каж до го  треугольн и ка  с <?Qi либо пусто, либо совп адает  с верш и ­
ной или стороной треугольника. П усть  { Pi j f L i  — множ ество  всех вершин 
треугольников  {Ti} ( L i .  П ростран ство  U  конечных элем ентов  первого по­
р я д к а  в Q определим следую щим образом: ф ункция  и е  U  однозначно 
о п ред еляется  своими значениям и  в точках  Pi ,  i =  I, М,  а ее суж ение на 
к а ж д ы й  треугольник явл яется  функцией ви да  ах  -+- by  +  с. Н еслож но 
проверить, что имеет место следую щ ее утверж дение.

Лемма 2. ( / Q C j ( Q ) .
Б ази сом  Л а г р а н ж а  в пространстве  U назовем  систему функций и и 

Um C - U  таких, что U i ( P j ) =  8ц.  Рассм отри м  последовательность про­
странств  ( U a),  удовлетворяю щ ую  условию IimZia =  O, где Zia — макси-

а->-со
м альн ы й  из д и ам етр о в  треугольников Tj, относящ ихся  к Ua. П р едп о л о ­
ж и м , что последовательность  пространств ( U a) явл яется  равномерной 
с постоянной q, т. е. д л я  лю бой базисной функции щ  е  Ua

max sup I «г I <  qhr~i V I < ;  i М ,  V I <  k  ZV, V / , =  0, 1, 2...
I a M  x<sTk

П усть  Wa  =  W  л Ua и Vga =  g a +  VFa , где g a <= Ua, g a (Pi )  =  g { P i )  V i =
=  I, . . . ,  M  —  ап п роксим аци я  g  в пространстве  Ua. А налогично [2] м о ж ­
но показать ,  что имеет место следую щ ий результат .

Рис. 2. Изолинии относительной погрешности для адаптивной (а) и 
равномерной (б) сеток
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Теорема 2. П усть вы полняю тся  условия теоремы I. Тогда V а  >  0 су­
щ ествует  единственный элем ен т  u g е  Vg , такой, что

а

й(«8(1, в) =  (/, D) V n e F a ,  (3)

причем Iim || Ug — и || =  О,
а->°о а

где  и — реш ение зад ач и  ( 2 ) .
Программная реализация метода конечных элементов.
П р и б л и ж ен н о е  реш ение зад ач и  (01) — (03) методом конечных эл е м е н ­

тов м ож но условно р азд ел и ть  на следую щ ие этапы:
— генерация  сетки, т. е. разби ен и е  области, в которой ищ ется р е ш е ­

ние, на треугольны е элементы ;
— за д ан и е  значений правой  части и граничных значений в соответ­

ствую щ их у зл а х  сгенерированной сетки;
— построение л о к ал ьн ы х  и глобальны х м атри ц  ж есткости  и соответ­

ствую щ их векторов нагрузки;
— реш ение результирую щ ей  системы алгебраических  уравнений и 

вы вод  полученных значений.
Д ан н ы й  алгоритм  р еал и зо в ан  на П Э В М  ЕС1841 в виде програм м ного  

ком п лек са  на язы ке  T U R B O  — PA SCA L-3.0  с использованием  гр аф и че ­
ского п ак ета  T U R B O  — G R A P H IC S -1 ,5А д л я  вы вода граф и чески х  р е ­
зультатов .  В качестве  автоматического  генератора сетки и сп ользовалась  
проц едура , аналогичная  програм м е  G R ID  из [3], п о зво л яю щ ая  прои з­
вольны м о б разом  изм енять  плотность сетки в различны х частях  области. 
П ри  этом предусм отрена лин ей н ая  интерполяция условий Д и р и х л е  на 
вновь полученные граничны е узлы . Л о к ал ьн ы е  м атрицы  ж есткости  и в е к ­
торы  нагрузки рассчи ты вались  на основе интегрального соотношения (3) 
с помощ ью  метода  Б убнова  — Галеркина. Д л я  реш ения системы л и н ей ­
ных уравнений при м ен ялся  метод  Холесского. П о л ьзо в ател ь  имеет в о з ­
м ож н ость  графической  интерпретации полученных результатов , вклю чая  
вы вод  сгенерированной сетки и изолиний полученного решения.

Д л я  иллю страции возм ож н остей  пакета  рассмотрим граничную з а ­
дачу:

Au  =  4 Ш
д и 
дпи Ir1 =  I/2 +  4, и |Га =  X2 +  4, =  0 ,

г3иЩ

имею щ ую  точное решение и =  х2 +  у 2.
Н а  рис. I приведены соответствую щ ие обозначения и и зо б р аж ен ы  а д а п ­
ти вн ая  и р ав н о м ер н ая  сеетки, построенные по четырем зонам , на которые 
условно р а зб и в а л а сь  р асчетная  область. Н а  рис. 2 показан ы  изолинии 
относительной погрешности численного решения зад ач и  на адаптивной 
и равном ерной  сетках.
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У Д К  512.643
П. Т. КОЗЕЛ

СТР ОЕН ИЕ ЭЛЕ МЕНТ ОВ ОРТ ОГ ОНАЛЬ НОЙ  Г РУ П П Ы  
ЧЕТНОЙ СТЕПЕНИ НАД А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И  З А М К Н У Т Ы М  

ПОЛЕМ ХА РА КТ Е РИ СТ ИК И 2

В работе  найдены элем ентарны е делители элем ентов  группы 
Оп (К,  Q) ,  п  =  2т,  над  алгебраически зам кн уты м  полем К  х а р а к т е р и ­
стики 2. Д л я  любого допустимого н аб о р а  эл ем ен тарн ы х  делителей  
строится  элем ент  группы Оп (К,  Q ) в явном виде.

О пределен ия  и обозначения из [I], [2].
Теорема. П усть К — алгебраически  зам кн утое  поле характеристики  2; 

V  ■— я-мерное, я  =  2т,  векторное пространство  над  К\  Q : V -*■ К  — не­
в ы р о ж д ен н ая  к вад р ати чн ая  ф орм а; On ( K t Q ) — группа ортогональны х 
п р еобразований  пространства  V.

1. Э лем ен тарн ы м и дели телям и  элем ентов  группы Оп (К,  Q)  являю тся  
многочлены вида: а) (х +  1)2г м о ж ет  входить в состав эл ем ентарны х  д е ­
ли телей  произвольное число раз; б) п арам и  могут входить (х +  а ) г, 
( х  +  а _1) г, а  ф  I, I — произвольное и (х  +  1)г, (х +  1)г, I — нечетное.

2. Л ю б а я  конечная система многочленов, удовлетворяю щ и х  условиям  
а ) ,  б ) ,  есть набор элем ен тарн ы х  делителей  ортогонального  п р ео б р азо ­
вания.

Д о к а з а т е л ь с т в о  первого у тверж ден и я  следует  из [2] и [3]. 
В [2] д оказан о ,  что в пространстве  V  существует  базис, в котором

Г А  В
On (К,  Q)  совп адает  с подгруппой всех м атри ц

С D
группы S p n (K)  таких, что диагон альн ы е  элем енты  м атр и ц  tAC,  tB D  р а в ­
ны нулю (/ о зн ач ает  тран спони рование) .  Э лем ен тарн ы е  делители  группы 
S p n (K)  над  полем х ар актеристики  2 найдены  в [3]. Н а д  алгебраически 
зам кн уты м  полем получим лиш ь многочлены вида а) и б). П ервое 
у тверж ден и е  следует  т а к ж е  из [4] и [5].

Д о к а з а т е л ь с т в о  второго утвер ж ден и я  теоремы.

симплектическои

а) Пусть H
О,, E 1

0ц Оц
0ц E 1 
Ei Oll \ где Oll — нулевая I X  /-матрица,

Ei  — единичная  м атри ца; V  — векторное пространство  размерности я =  2/ 
над  полем К  характеристики  2,

еи . . . , £ > „  ( I )
— базис пространства  V.  Р ассм отри м  о то бр аж ен и е  Q : V —у К,  Q ( X )  =  
=  tX H X  H f : P X  V - * - К,  f ( X ,  У) =  tX F Y .  Т а к  как  H  +  tH  = F  и tY H X  =  
=  tX tH У, то непосредственно проверяется , что Q ( c X d Y )  =  c2Q(X) - { -  
Jr  d 2Q ( Y ) - \ - c d f ( X ,  Y) ,  с, d  <= К.  С ледовательно , Q явл яется  квадратичной 
формой с м атрицей  H  в базисе  ( I ) ,  /  — соответствую щ ая ей билинейная 
ф о р м а  с м атрицей  F.  Ф орм а Q — невы рож ден н ая ,  т а к  как  подпростран­
ство, ортогональное  к V  относительно ф орм ы  /, нулевое. Построим э л е ­
мент группы Оп (К,  Q)  с элем ентарны м  д ели телем  (х  +  0 2г- Рассмотрим

- ' 5 4
гдея  X я-м атри цу , я  =  21, R  = D

"0 0 .. 0 0" "0 0 .. . 0 1

А =
I 0 
0 I

. . 0  0 

. . 0  0 , B =
0 0 . . о с \

Lo 0 .. I 0_ 0 0 .

—
I

I
cоо

С =

- о 0 .. 
0 0 . .

. о Г

. 0 0
, D  =

Г С 1 C2 
I 0 
0 I

Г 1~  I г 1. .  Ьл 
.. 0 0 
.. 0 0

_0 0 .. . 0 0_ _ 0 0 .. I 0
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tR H R  = H  +  Т, где T  = Здесь  tA C  =  tB D  =  О (при вы-

и имеют п орядок  I X I. Н епосредственно проверяется, что tR F R  =  F,
' 1A C  tA D + E 1'

J B C  tBD
числении tB D  учитывается , что п = 21 и Cn =  0 при характери сти ке  2), 
t J B C )  =  tA D  -(- Ei. С ледовательно , T — симметрическая  м атри ца  с н у л е­
выми элем ентам и  на главной диагонали. М атр и ц а  R  имеет один эл е м е н ­
тарны й дел и тел ь  х п +  C 1n x n~ l +  . . .  +  С \ х  +  I — (х  +  1)", п =  21. Г ом о­
м орф изм  а  простран ства  V  с матрицей R  в базисе  ( I )  п ри н адл еж и т  
Оп (К, Q) : Q ( o X )  =  Q( X)  следует из tR F R  =  R  и tR H R  =  H  +  Т.

б) Р ассм отри м  многочлены (х  +  а ) г, (х  +  а -1) г, а  ф  I. П усть H n F  
те же, что в a ) ,  А  — I X /-м атри ца  с одним элем ентарны м  делителем  
( х  +  а ) 1 (А м ож но взять  в ф орме Ж о р д а н а ) .  М атри ц а  R =  A +  lA ~ x 
имеет  у к азан н ы е  вы ш е элем ен тарн ы е  делители и tR F R  =  F, tR H R  =  H.  
П оэтом у  гом ом орф и зм  сг пространства  V  с м атрицей  R  в базисе  ( I )  при­
н а д л е ж и т  Оп (К,  Q)  и имеет  д в а  элем ентарны х д ели теля  (х +  а ) г, 
( х  +  а -1) г, п =  21.

в) А налогично строится  элем ент группы 0 2і(К,  Q ) д ля  многочленов 
(х  +  1)г, (х +  1)г, где I — нечетное.

П усть з а д а н а  система многочленов, удовлетворяю щ их условиям  а ) ,
б) теоремы, сум м а  степеней которых равн а  п =  2т.  Д л я  этих м ногочле­
нов, к ак  в а ) — в ) ,  рассм отри м  м атрицы  Н,  F, R.  П усть H u F u R 1 — п р я ­
мы е суммы соответственно м атр и ц  H t F n R .  Выберем в пространстве  V  
какой-либо базис  ей . . . ,  еп и определим на V  квадратн ую  ф орм у Q с по­
мощ ью  м атри ц  H I, F it а гомоморфизм  а  пространства V  с помощью м а т ­
рицы Ri.  о  будет ортогональны м  преобразованием  пространства  V  с з а ­
дан ной  системой эл ем ен тарн ы х  делителей. Второе утверж ден и е  д о к а ­
зано, т а к  к а к  невы рож денн ы е квадрати чн ы е  ф орм ы  пространства  V  над 
алгебраически  зам кн уты м  полем характеристики  2 эквивалентны
[ I ,  § 1 6 ].

Автор б лагод ари т  И. Д . Супруненко за  участие в обсуж дении работы  
и зам ечан ия .
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У Д К  517.53
В. Н. Р У С АК , TA Х О Н Г  К У А Н Г  ( С Р В )

О С Р А В Н Е Н И И  НАИЛУЧШЕГО РА Ц И О Н А Л Ь Н О Г О  
И П О Л И Н О М И А Л Ь Н О Г О  П Р И Б Л И Ж Е Н И Я  В КРУГЕ | z | d

Рассм отрим  класс  функций, аналитических в | z | ^ l ,  вида

/ ( 2O =  2  ( 1)fe=0
где (Д)Г=о — целочисленная арифметическая прогрессия с положительной 
разностью d.

Ч ерез RjliTn(Z) будем обозн ачать  наилучш ее равном ерное  р а ц и о н а л ь ­
ное приближ ение  функции f ( z )  в | z | ^ l  р аци ональны м и ф ункциями, п о ­
рядки  числителей и знам ен ателей  которых не превы ш аю т п и т  соответ­
ственно, т. е.
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Rn , m ( f ) =  inf max I f  (z) — r„, m (z) |, r„, m (г) =
r (z) I z J < 1  n, m 1 <7 m (2) '

В этой публикац ии  найдена скорость стрем ления  к нулю последова­
тельности Rn ,m(/) n P11 условии, что

H m ^ -  =  O. (2)
/I-*- оо П

З ап и сь  А Піт~ В п>т означает, что при условии (2) имеется асимпто­
тическое соотношение

А п ,  т —  Ba, т ( I  3 "  О ( — І П  -*■ OO .

П редп олож и м , что тейлоровские коэфф ициенты  />, k ^ n 0, степенного 
р я д а  ( I )  удовлетворяю т  условиям

jn+ l
f. ( 3 )

где q — ком плексное число; а  — целое полож ительное; buj  — ком п лекс­
ные числа, подчиненные ограничениям

I bk. 1 1 <  (С /2)*, /  <  т ,  & >  I . (4)
И м еет  место
Теорема I. П усть тейлоровские коэфф ициенты  fh, k ^ n 0, степенного 

р я д а  ( I )  удовлетворяю т  условиям  (3), (4) .  Тогда

Rr,, dm (Z) ~  т \
q а

„а+1 ( 5 )

Д о к а за т е л ь ст в о  этой теорем ы  основано на применении аппроксимаций 
П аде , теория  которы х подробно и зл о ж ен а  в книге Д ж .  Бейкера , 
П. Грейвс-М орриса [I]. В ы вод  нижней оценки в (5) осущ ествляется  с по­
мощ ью  лем м ы  3.1 из р аботы  [2].

Лемма.  П усть степенные ряды

Яі (z)  =  2  ’ гк' 1 =  1 ’ т ’
к =  О

сходятся  при 12 1 <С р. Т огда  при | z i | < p ,  • • • ,  | z m | < p  имеет место сл е ­
дую щ ее тож дество:

det I q t ( Z j ) |“ /=, =  2  det I a >'j I U= I det I A i  IГ /= I •
ki>k2> ... >km>o

Эта л ем м а  п р и н а д л е ж и т  Коши, а ее д о казател ьств о  имеется, например, 
в книге Xoa Д о  К ена  [4].

З а м е ч а н и е  I. И зл а г а ем ы е  в дан ной  статье  результаты  п р о д о л ж а ­
ю т исследования, н ач аты е  в [3].

Теорема 2. (О сравнении наилучш его  рац и он альн ого  и полин ом иаль­
ного п р и б л и ж е н и я ) . П ри выполнении условий теорем ы  I имеют место со ­
отношения

а т
tn\ • R/n, о  ( / )  — m! —  • R in+dm, О (Z).R/„, dm (Z) ' q a

‘) ? + г

В качестве  следствия  теорем I и 2 рассм отри м  некоторые примеры, 
а) П усть f ( z )  л ю б а я  из следую щ их функций:

cos z,  chz,  sin  z/z, shz/z.
Тогда

m! _  , , .  . (  2 \ т
- ( Щ а Ъ п ,  о (Z)
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где

R 2,:, О ( / )
( 1 / ( 2 / 1 + 2 ) ! ,  f  ( z )  =  COSZ1 ch г 

I 1 /(2 // +  3)!, /  (z) = s i n  z /z , sh z /z .

б) Пусть / ( г )  одна из функций sin  г, sh г. Тогда

т\ т\ г
R 2K + 1, 2т  ( I ) (2п3) т ( 2 л +  3)! 

2■ т !

(2п3)т 

R 2n + 2 m + l, О ( / ) ■

' 2 п + 1 , о ( / )

в) Пусть J v (г) —-ф ункц ия  Бесселя первого рода, т. е.

(Z/ 2)2A+V
Л  (г) =  2 ( - 1)* J

*=о Л! (А +V)! ’

где V — целое неотрицательное число. Тогда

т\
R 2/!+v, 2т ( J v )  

т\
(2л»)

г) Рассмотрим функцию

f(z)

пзт (я  +  I)! (л + V +  I)! 22n+ m+ v+ 2 

R 2«+v, 0 (T v )  '  ' tTl\ —  I R2«4-2m+v, О (T v )-

I +  2 V  ( —  I )* T2ft (/l) Z2*,
ft= I

где J 2h ( t ) — функция Бесселя первого рода. Тогда

tn\ h2(-n+m+l)

ml

R 2/1, 2m  ( f )

h 2  \  m

l — YI  8л3 )

пзт (2л+  2)! 22n+ 3nt+1 

2
R 2n, 0 ( f ) ~  tnl R 2n+2m, 0 (/)•

(6 )

Зам ети м , что для ф ункции (6) имеет место соотношение (см. [7], с. 60).

R ef ( е и ) — cos (hcost) .

З а м е ч а н и е  2. Теоремы I и 2 были д о казан ы  ран ьш е  В. Н. Р у с а ­
ком [5], [6] д л я  случая ф иксированны х т.

З а м е ч а н и е  3. И нтересно заметить , что п р а в а я  часть  асимптотики 
(5) не зависи т  от d.
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У Ц К  517.925.7
Ж . А. Л У Ц Е  В И Ч

К Т Е О РИ И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И Й  ВТОРОГО ПО РЯДКА ,

ОБ ЩИЙ ИНТЕГРАЛ К О Т О Р Ы Х  HE ИМЕЕТ  
П О Д В И Ж Н Ы Х  К РИ Т И ЧЕ СКИ Х ТОЧЕК

В р або тах  [I]— [3] вы делены  некоторые классы  диф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений вида:

П

2  P j (г, и, и ' ) и " п 1 =  О, (I)
/=о

где P j  (z, и, и')  — полином относительно и, и '  с аналитическим и по г е Д  
коэфф ициентам и, общ ий интеграл  которы х не имеет  подвиж ны х  много­
значных особенностей (уравнение  P -типа).  В р аб о тах  [ I— 2] эти исследо­
вани я  проводились в основном с целью  получить существенно новые 
трансцендентны е функции, и эта  з а д а ч а  остал ась  открытой. В [2] при 
п — 2 получены некоторые уравнени я  P -типа, реш ения которы х в ы р а ж а ­
ются через реш ения пятого и шестого уравнений П енлеве . В [3] предло­
ж ен  метод, позволяю щ ий строить уравнени я  вида ( I )  P -типа, решения 
которы х раци он альн ы м  образом  в ы р а ж а ю тс я  через реш ения уравнений 
П енлеве  (P i  — Ре) при различны х п.

В настоящ ей рабо те  этим методом построено уравнение  P -типа вида 
( I )  с л==2, реш ение которого раци онально  в ы р а ж а е т с я  через решение 
третьего уравнени я  П енлеве:

w" =  ------ I T  +  ^aw2 +  Р) +  V®3 +  Y6 Ф  0 (Pa)

(без  ограничения общ ности считаем у = — 8 =  I [4]).
Зам етим , что в [3] у р авн ен и е  P -типа вида ( I ) ,  связанное  с уравн ен и ­

ем (Рз) , приведено при п — 3. С ледуя  [3], систему, эквивалентную  у р ав н е ­
нию ( P 3), будем искать  в виде:

w ' = CioW2A-Iiw 4 - а2,
(2)

w u '—  b0w 2-\-biW-\-b2-\- (cow2-PclWj r C2) и,
где CLi t  bj, C j  (і'— 0, 2; /==0, 1 , 2 ) — функции 2 .

И з первого уравнени я  системы (2) следует, что u ( z )  вы р а ж а е тс я  р а ­
ционально через w, Wr и, таким  образом , если w  не имеет подвиж ны х 
м ногозначных особенностей (Р -с в о й с т в о ) , то и и т а к ж е  имеет Р-свойство. 
И склю чая  из (2) и, ср ав н и в ая  полученное уравнени е  с ( P 3), д л я  опреде­
ления  коэфф ициентов имеем систему:

а 0  =  C o »  П  ’ I  / ^ »  C 2  CL2 , CLq  C q  - 1 ,  Ь 0  CIq  C 1  --} - C t/  Z ,

bj  =  Cl0 C 2 A - C l 2 C0 , Ь2 =  G 2 C 1  +  P /2, G2C2 =  I . (3)

И з (3) находим, что одна  из эквивалентны х  уравнению  ( P 3) систем 
имеет  вид:

w '  =  E1W2 -P u w  -р  е2, Zwu' =  (а —  B1) W2 —  и (E1Zw2 +  w  — е2г) -J- р —  е2,
8* =  е * =  I. (4)

П отребуем , чтобы во втором уравнении системы (4) множ ители , стоящ ие 
при W0, W2, не были нулевы ми, т. е.

z u — s i a + 1=5^0, z « + e 2p — 1 +  0. (5)
Д л я  этого, в силу (4) ,  достаточн о  вы полнения условия

a + t ) i P + = 2 t ] 2 ,  T ) i  = т ) 2  =  I .  ( 6 )

В противном случае, т. е. при невыполнении хотя бы одного условия (5), 
уравнение  ( P 3) в ы р о ж д а е тс я  в уравнение  Р и к к ати  с условием (6),  кото­
рое интегрируется через ф ункции Б есселя  [4].
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И так , система (4) является  системой P -типа, так  как  w  и и не имеют 
подвиж ны х  критических точек. О пределим уравнение, описываю щ ее 
функцию  u ( z ) .  Д л я  этого исключим w  из (4).  В результате  получим у р а в ­
нение P -типа вида  ( I )  с п — 2

Z2 и"2 -f- 4гы" {и ' +  2гхггги -J- — е2а} — и ' 2 {z2u2 — 4} —
— 2u ' {zu3 — 8S1E2ZW — 4 (ехр — е2а)} — Ui  {4e1eaz2 +  I } —-
— 4zu3 {е2р — е2а} -(- 4м2 {4г2 +  сф — е ф  — е2а  +  S1S2) +

+  16zu {е2р — E1O) +  4{еф — е2а}2 =  0. (7)

Т аки м  о б разом  сп равед ли ва
Теорема I. У равн ение  (7) имеет P -тип и его реш ения в ы р аж аю тся  

через реш ения уравн ен и я  ( P 3) по ф ормуле:

U =  ( w ' — E 2 ) / W  —  E i W .  ( 8 )

Р ассм отри м  некоторые свойства решений уравнения  (7) в силу по ­
лученного соотнош ения (8). П р е ж д е  всего отметим, что ф у н д ам е н та л ь ­
н ая  область  простран ства  п арам етров  уравнения  (7) в силу (8) с о в п а д а ­
ет с ф у н д ам ен тал ьн о й  областью  пространства  парам етров  уравнения  
( P 3) [4], т. е.

Re р Д- 0, R e ( a  — |3) Д  0, R e ( a  -)- Р) -T 2. (9)

П остроим рац и он альн ы е  реш ения (0-решения) уравнения  (7). З а м е ­
тим, что если w  — 0-решение уравнени я  ( P 3) 1 то и  т а к ж е  явл яется  О-ре- 
шением уравнени я  (7) .  Д л я  сущ ествования  0-решений уравнени я  ( P 3) 
необходимо и достаточно выполнения условий:

либо а) a  +  P =  4п, либо б) a  — P — 4я, я  <= Z. (10)

П о каж ем , что условие (10) явл яется  необходимым и достаточным д ля  
сущ ествования  раци ональны х  решений уравнени я  (7) .  Д л я  этого молено 
воспользоваться  методом д о к азател ь ств а  аналогичного утверж ден ия  д ля  
уравнения  ( P 3) [4]. П усть u( z ,  а,  р) 0-решение уравнени я  (7) .  Тогда  оно 
имеет конечное число полюсов. В окрестности полю са Z0=^O решение им е­
ет р азл о ж ен и е

CO

и (г, а ,  р) =  - f  \  Hi (z — г )1, е2 =  I .
2 ~  z° SS

Определим вычет точки г =  оо решения u ( z ,  а,  Р). Сделаем в (7) замену 

zt — I и в полученное уравнение подставим разложение и =  У,  uh t k.
А=+1

Тогда найдем, что вычет точки Z =  оо равен ( — 82P + e i a ) / 2 . Теперь, вос­
пользовавш ись  теоремой о полной сумме вычетов однозначной функции 
с конечным числом особых точек, получаем условие (10) .  Д о к а з а т е л ь с т ­
во лее достаточности следует из соотношения (8) и теоремы 7.1 [4], со ­
гласно которой при выполнении условия (10) уравнение  ( P 3) имеет 0-ре­
шения. Таким о б р а з о м ,с п р а в е д л и в а

Теорема 2. Д л я  того чтобы уравнение  (7) имело раци ональны е реш е­
ния, необходимо и достаточно, чтобы вы полнялось  условие (10).
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Наши юбиляры

Ф Е Д О Р  ИВ АН ОВ ИЧ  Ф Е Д О РО В

19 июня 1991 г. исполнилось 80 лет со дня р о ж ­
дения академ ика АН  Б С С Р  Ф едора И вановича Ф е­
дорова — вы даю щ егося советского ученого, основате­
ля белорусской ш колы теоретической физики.

После окончания в 1931 г. ф изико-м атем атиче­
ского отделения педагогического ф акультета Белгос- 
университета им. В. И. Л енина и двух  лет работы 
преподавателем  физики и м атем атики педагогическо­
го техникума в г. К ричеве Ф. И. Ф едоров был н аправ­
лен на учебу в аспирантуру  Физического института 
при Л енинградском  университете. Его научным ру ­
ководителем  становится один из крупнейш их физи- 
ков-теоретиков — академ ик В ладимир Александрович 
Фок. П ериод обучения в аспирантуре был трудней­
шим испытанием для  Ф. И. Ф едорова, поскольку в те 
времена ф изику и м атем атику  в БГ'У им. В. И. Л ен и­
на в основном преподавали  бывшие учителя гимназий 
и реальных училищ  и д а ж е  его лучш ие выпускники 
имели больш ие пробелы в специальной подготовке. 
О днако исклю чительная одаренность, огромная р або­
тоспособность и редкая  организованность позволили 

Ф едору И вановичу всего за  три года овладеть новейш ими идеями и методами теорети­
ческой физики, реш ить ряд  слож ны х задач  квантовой электродинам ики и успешно з а ­
щ итить кандидатскую  диссертацию .

В 1936 г. Ф. И. Ф едоров возвращ ается  в М инск и начинает работать на недавно 
созданном  ф изико-м атем атическом  ф акультете университета. По его инициативе в 1938 г. 
бы ла организована каф ед ра  теоретической физики, заведую щ им которой Федор И вано­
вич оставался  в течение 24 лет.

На долю  Ф. И. Ф едорова вы пала слож ная и ответственная задача восстановления 
ф изико-м атем атического ф акультета  Белгосуниверситета им. В. И. Л енина в период 
Великой Отечественной войны и в первые послевоенные годы. В самое тяж елое  для 
университета врем я (1943— 1950) он был его деканом. С егодня уж е трудно себе п ред­
ставить х арактер  и объем  тех слож нейш их проблем, которы е приходилось реш ать 
в 1943 г., когда на подм осковной станции Сходня ф акультет  возобновил работу, и осо­
бенно с августа 1944 г. после возвращ ения университета в только что освобожденный 
М инск. Н а ф акультете были сосредоточены  наиболее квалиф ицированны е кадры  физиков 
и м атем атиков Белоруссии. Их бесспорным лидером стал  Ф. И. Ф едоров. Блестящ е з а ­
щ итив (1954) диссертацию  на тем у «И нвариантны е методы  в оптике анизотропных 
сред», он становится первым доктором  физико-м атем атических наук, выросшим в рес­
публике.

При всей занятости  научно-организационны м и делам и Ф едор И ванович преж де все ­
г о — активно работаю щ ий учены й-исследователь, которы й не мыслит своего сущ ествова­
ния без постоянного, напряж енного  творческого научного поиска. В период работы 
в университете, а затем  в А кадемии наук (с 1962 г. по настоящ ее время) им получены 
важ нейш ие научные результаты , залож ивш ие ф ундам ент д л я  последую щих ш ироких ис­
следований по теории элем ентарны х частиц и квантовой теории поля, общей теории от­
носительности и теории групп пространственно-врем енной симметрии, оптических 
свойств анизотропны х сред и упругих волн в кристаллах . П еру  Ф. И. Ф едорова принад­
л еж ит около 350 научных публикаций, в том числе 6 крупны х оригинальных м оногра­
фий. При всем разнообрази и  проблем эти работы  объединены  общностью развиваем ого 
им ковариантного подхода, эф фективностью  и изящ еством  разрабаты ваем ы х и исполь­
зуемы х м атем атических методов. Н аучны е достиж ения академ ика Ф. И. Ф едорова в об­



ласти  оптики анизотропны х сред отмечены Государственными премиями СССР и Б С С Р ; 
предсказанное им ещ е в 1954 г. явление — смещ ение отраж енного луча перпендикулярно 
плоскости падения — было подтверж дено экспериментально в 1969 г., а в 1980 г. за р е ­
гистрировано в качестве научного открытия.

М ногие поколения выпускников физико-математического, а затем  ф изического ф а ­
культета Белгосуниверситета им. В. И. Л енина, где профессор Ф. И. Ф едоров продол­
ж ает  работать, с гордостью  причисляют себя к числу учеников Ф едора И вановича. Б л е ­
стящ ие, тщ ательно  продуманные и отточенные до соверш енства, яркие по форме и глу ­
бокие по содерж анию  лекции Ф. И. Ф едорова являю тся эталоном  педагогического и л ек ­
торского м астерства. Ф едор И ванович воспитывает преж де всего личным примером, бес­
предельной преданностью  науке, исключительно высокой требовательностью  к себе и к 
результатам  своего труда.

М ногогранна общ ественная деятельность Ф. И. Ф едорова. Он является  президен­
том Белорусского Ф изического общ ества, членом правлений Советского ф онда мира и 
общ ества «Знание», руководителем  р яда  комплексных научных программ, членом р ед ­
коллегий нескольких научных ж урналов. Ф. И. Ф едоров удостоен высокого звания Г е­
роя С оциалистического Труда, награж ден  многими орденами и медалями.

С годам и не ослабевает творческая и общ ественная активность старейш ины бело­
русских физиков. Глубокое уваж ение вы зы вает его вы сокая восприимчивость к новым 
идеям . Свое восьм идесятилетие Ф. И. Ф едоров встречает полный энергии, являясь при­
мером ж изнелю бия и оптимизма.



Р Е Ф Е Р А Т Ы

Ф е д о р о в  Ф.  И. ,  Б а р к  о в  с к  и й  Л . М. Группы операторов Коши в оптике и аку­
стике кристаллов / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. № 3.

Д ается  краткий обзор работ по теории операторов Кош и в оптике и акустике не­
однородны х анизотропны х сред. Рассм атриваю тся ковариантны е реш ения одномерных 
тензорны х волновых уравнений. О бсуж даю тся волноводны й и осцилляторный типы 
решений, представляем ы х группами операторов Коши. Д л я  них находятся  инфинитези- 
м альны е операторы  — тензоры  показателей преломления и частот. О тдельно рассм ат­
риваю тся группы экспоненциальны х дискретны х преобразований векторов электром аг­
нитного и акустического полей на границах раздела  стратиф ицированны х сред.

Библиогр. 40 назв.

У Д К  535.343.2; 535.548; 538.951-405; 539.219.3

У Д К  530.145

Н и ч и п о р  И.  В.,  Ф е р а н ч у к  И.  Д. ,  У л ь я н е н к о в  А. П. Решение уравнения Шре­
дингера для квантовых систем в периодических полях / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: 
Физ. М ат. М ех. 1991. №  3.

Р ассм атривается  м одиф икация операторного м етода (ОМ ) для аппроксимации соб­
ственных значений и волновы х функций частицы, движ ущ ейся в пространственно-пе­
риодическом поле. П остроена итерационная схема вычисления последовательны х при­
ближ ений OM  и численно исследована его сходимость.

Библиогр. 5 назв., ил. I, табл. I.

У Д К  530.12

С я г л о  И. С. Простой вывод в шестимерной форме уравнений связи электродинамики 
движущ ихся сред 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. №  3.

Д л я  ковариантной записи м атериальны х уравнений электродинам ики используется 
ш естимерный тензор проницаемости. П реобразование его к движ ущ ейся системе отсчета 
позволяет легко получить м атериальны е уравнения д л я  движ ущ ихся анизотропных 
сред.

Библиогр. 3 назв.

У Д К  530.12

Ш и ш к и н  Г. В., Я с и н  М о х а м м е д  А л и  (И р а к ) . О точном описании дираковской 
частицы в векторном и тензорном полях. II / /  Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I : Физ. М ат. 
Мех. 1991. №  3.

Н а основе алгебраического м етода разделения переменных рассм атривается у р а в ­
нение Д и р ак а  д л я  частицы в присутствии векторного и тензорного полей. В отличие 
от части I этой работы , где рассм атривались поля «плоской» симметрии, здесь у к а за ­
ны конф игурации полей, допускаю щ ие полное разделение переменных в уравнении Д и ­
р ака  в ортогональны х криволинейны х координатах.

Библиогр. 3 назв.

У Д К  621.315.592:546.28

Н о в и к о в  А.  П., У р б а н о в  и ч А. И. ,  Н г у е н  В а н  К о н г  (С РВ ). Акустические 
колебания в кристаллах, возбуж даемы е пучками частиц //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 
I: Физ. М ат. М ех. 1991. №  3.

П роведен расчет акустического сигнала от перегретой области вблизи трека з а р я ­
женной частицы, проходящ ей через пластину мишени, в предполож ении, что трек пред­
ставляет  собой цилиндр, в котором происходит непрерывное выделение энергии,

Библиогр. 7 назв.
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У Д К  535.33134:535.37
Г р у з и н с к и й  В. В. Соотношение меж ду спектрами поглощения оптического излуче­
ния, рассеяния электронов и люминесценции паров флуоренона / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991.

Н а примере молекулы  флуоренона показано сходство и различие м еханизм ов во з­
буж дения и дезактивации  электронны х состояний и спектрально-лю минесцентных 
свойств при оптическом и электронном возбуж дении многоатомных молекул. О преде­
лен р яд  констант, характеризую щ их столкновения молекул флуоренона со световы ми 
квантам и и электронам и.

Библиогр. 18 назв., ил. 3.

У Д К  535.37
Г о р б а ц е в и ч  С. К., Г у  л и с  И. М. Системы органолюминофоров с переносом энер­
гии как перспективные среды для нелинейных светоуправляемых транспарантов //
Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

П редлож ен а и теоретически проанализирована концепция светоуправляем ого тран с­
паран та  на основе м олекулярны х систем с переносом энергии электронного в о зб у ж д е­
ния. П оказана  возм ож ность сниж ения мощности управляю щ его сигнала (для  квази- 
стационарного реж им а) или энергии (для импульсного реж им а) до уровня порядка 
IO-11 Вт и IO-14 Д ж  соответственно в расчете на один элемент.

Библиогр. 6 назв., ил. 2.

У Д К  681.325.53(075.8)

Б а к и н о в с к а я  JI.  H. ,  К р а с н о г о л о в ы й  Б.  H. ,  С у п р у н  В.  П. ,  Ш п и л е ­
в о й  Б. Н. Преобразователь двоичного кода в двоично-десятичный с использованием 
D -триггеров / /  Вестн. Белорус . ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

Описаны возм ож ности использования D -триггеров в преобразователях  двоичного 
кода  в двоично-десятичный последовательного типа со сдвигом и коррекцией. И зл о ­
ж ен а  м етодика логического проектирования тетрад  двоично-десятичного регистра на 
D -триггерах со схемой коррекции.

Библиогр. 4 назв., ил. 3, табл. 3.

У Д К  517.977

Г а б а с о в  Р.,  К и р и л л о в а  Ф. М. Устойчивость, стабилизация, оптимальность //
Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

О писы вается схема применения результатов по синтезу оптимальны х регуляторов 
к построению стабилизаторов, обеспечиваю щ их с помощью ограниченных воздействий 
асимптотическую  устойчивость собственно неустойчивых динамических систем.

Библиогр. 7 назв.

У Д К  517.94
З а б р е й к о  П. П. С-теория линейных интегральных уравнений Фредгольма второго 
рода / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

Рассм атривается  классическое интегральное уравнение Ф редгольм а второго рода 
в пространстве С непрерывных функций на компактном метрическом пространстве. На 
основе необходимых и достаточны х условий на ядро, при которы х соответствую щ ий 
оператор является  ограниченным, слабо компактны м оператором в пространстве С, 
ф орм улирую тся общие условия, при которы х для  уравнения справедливы  теоремы 
Ф редгольм а и теоремы об интегральном представлении решений. Ф ормулирую тся усло­
вия справедливости утверж дений теорем  В ольтерра, Гильберта — Ш м идта и Енча.

Библиогр. 13 назв.

У Д К  517.948.32:517.544

З в е р о в и ч  Э. И. Явное решение одной задачи о вдавливании штампа в упругую  
полосу / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

Построено в явном виде решение следую щ ей краевой задачи  о вдавливании ш там ­
па с прямоугольны м основанием в упругую  полосу, леж ащ ую  на ж естком  основании. 
П од ш тампом зад ан о  смещение, вне ш там па нет напряж ений, а на нижнем крае по­
лосы отсутствую т объемные расш ирения.

Библиогр. 2 назв., ил. 2.
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У Д К  519.21
М е д в е д е в  Г. А. О соответствии регрессионных и авторегрессионных моделей слу­
чайных процессов и полей 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. М ех. 1991. № 3.

П оказано , что регрессионным м оделям процессов и полей м ож ет быть придана 
форм а записи, х арактерн ая  для  авторегрессионных моделей в случаях, когда функции 
регрессии являю тся степенными или экспоненциальными полиномами, а так ж е  триго­
нометрическими. Х арактерной особенностью таких авторегресионны х моделей я в л я ­
ется наличие систематической составляю щ ей в порож даю щ ей случайной последователь­
ности. П олучены  формулы пересчета регрессионных коэффициентов в коэффициенты 
авторегрессии.

Библиогр. 2 назв.

У Д К  519.2
X а р и н Ю. С. Асимптотический анализ робастности оценок минимального контраста
Il Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

Р ассм атриваю тся одно- и многовыборочные задачи  статистического оценивания 
парам етров с использованием семейства оценок минимального контраста при наличии 
регулярны х парам етрических искаж ений вероятностны х распределений. Д л я  анализа 
устойчивости и синтеза робастны х оценок развивается  метод асимптотических р азл о ­
жений.

Библиогр. 7 назв.

У Д К  517.956
Ю р  ч у  к  Н. П., Я ш к и н  В. И. О классическом решении смешанной задачи для трех­
мерного гиперболического уравнения с центральной симметрией / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

У становлены  условия на начальны е функции, являю щ иеся необходимыми и до ста ­
точными условиями сущ ествования ослабленного на оси г =  0 классического решения 
смеш анной зад ачи  в цилиндре Ц  =  G X (О, Т),  G =  {xeR : г =  \ х \  <  R } ,  для уравн е­
ний с волновым оператором в главной части в случае центральной симметрии по про­
странственны м переменным.

Библиогр. 7 назв.

У Д К  517.95
М о з о л е в с к и й  И.  E. ,  К о р з ю к  А.  В., Р о г а ч  В. П. М етод конечных элементов 
решения задач со смешанными граничными условиями для  уравнения Пуассона на 
плоскости в областях со сложной геометрией //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. 
М ат. М ех. 1991. №  3.

О писы вается реализация на П Э В М  м етода конечных элементов в применении к 
численному решению граничной задачи  с условиями Д ирихле и Н ейм ана для у р авн е­
ния П уассона в области произвольной многоугольной формы на плоскости.

Библиогр. 4 назв., ил. 2.

У Д К  512.643
К о з е л  П. Т. Строение элементов ортогональной группы четной степени над алгебраи­
чески замкнутым полем характеристики 2. //В естн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. 
М ех. 1991. № 3.

Н айдены  элем ентарны е делители элементов указан ной  в заглавии  группы. Д ан  м е­
тод  построения в явном виде элем ента такой группы для  заданной системы элем ен­
тарны х делителей.

Библиогр. 5 назв.
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У Д К  517.53
Р у с а к  В. H. ,  T a  Х о н г  К у а н г  (С РВ ). О сравнении наилучшего рационального и 
полиномиального приближения в круге |z |  ^  I / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. 
М ат. Мех. 1991. №  3.

Рассмотрены  наилучш ие рациональные приближ ения целых функций, тейлоровские 
коэффициенты которых подчинены определенным ограничениям. Н айдены асим птотиче­
ские формулы и сравнительные оценки полиномиальных наилучш их приближ ений с 
наилучшими приближ ениями рациональными функциями, у  которы х степени числителя 
п и знам енателя т  такие, что Iim т 4/п  =  0.

п-^оо
Библиогр. 7 назв.

У  Д К ' 5 П  .925.7

Л у ц е в и ч  Ж . А. К теории дифференциальных уравнений второго порядка, общий 
интеграл которых не имеет подвижных критических точек / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1991. №  3.

В работе методом эквивалентны х систем построено уравнение вида 
2 P j ( z ,  и, и ' ) и " —  0, где P j (г,  и, и ' ) — полином относительно и, и'  с аналитически­
м и по z e D  коэфф ициентами, общ ий интервал которого рациональным образом  вы ­
р аж ается  через решения третьего уравнения Пенлеве и, следовательно, не имеет по­
движ ны х многозначных особенностей.

Библиогр. 4 назв.



АНН О Т А Ц И И  П Р О Г Р А М М Н Ы Х  П РО ДУКТО В  
Р Е С П У Б Л И К А Н С К О Г О  Ф ОН ДА  АЛГ ОРИТМ ОВ  И ПРОГРАММ  

М И НИ СТЕ РС ТВ А Н АР ОД НО ГО  О Б Р А З О В А Н И Я  БССР

Е. А. Т у р е ц к а я ,  А.  Э.  Ш у л ь м а н .  Обучающая программа «Законы сохранения 
энергии и импульса». №  РТ1200.0001 в РФ А П  М инобр. Б С С Р .

П рограм м а предназначена для  обучения решению задач  по теме «Законы  сохра­
нения энергии и импульса». В основном она ориентирована на студентов вузов и тех­
никумов, но в сокращ енном варианте м ож ет применяться в ш колах и на подготови­
тельны х отделениях. П рограм м а содерж ит задачи  пяти рангов слож ности, обучаю щ ие 
задачи  и вспомогательны е м атериалы . Р анг и задачу  обучаемый вы бирает сам остоя­
тельно через меню. З адачи  I— 3 рангов достаточно простые, типовые. З ад ач и  4-го ран­
га требую т определенной сообразительности. В зад ачах  5-го ранга при решении ис­
пользуется интегрирование. О бучаемый м ож ет реш ать задачу  сам остоятельно (конт­
роль осущ ествляется по конечной формуле) или использовать помощ ь ЭВМ . Помощ ь 
разби та  на фрагменты  и не является  пассивной: обучаемый долж ен получить и ввести 
д л я  контроля определенные промежуточные формулы. П осле любого ф рагм ента задачи 
м ож но продолж ить решение сам остоятельно. П рограм м а работает в диалоговом  ре­
жиме.

Технические характеристики: тип ЭВМ  — совместимы е с IBM  PC /A T; тип и версия 
ОС — M S DOS 3.3 и А льф а-Д О С ; язы к програм м ирования — TU R D O  PA SC A L; опера­
тивная пам ять — 35К; объем п р о гр ам м ы — 104К.

Ю. А. П о л к а н о в  Выявление аномальной неоднородности на фоне псевдорегулярной 
структуры сложного спадающего сигнала. №  P T l 2.000002 в РФ А П  М инобр. БС С Р.

Комплекс програм м  «А Н О М А Л И Я » предназначен для  анализа слож ной струк­
туры  спадаю щ его сигнала с модуляцией негармонического вида (импульсной, с воз­
м ож ной ф азовой м одуляцией), вы явления аном алии периодичности в сигнале на фоне 
мощной псевдорегулярной структуры  гармонического вида путем специальной обра­
ботки, позволяю щ ей усиливать импульсные аном алии сигнала при сглаж ивании сопут­
ствую щ ей структуры  сигнала.

Технические характеристики: тип ЭВМ  — ЕС  1840; тип и версия ОС — M S DOS; 
язы к програм м ирования — TURBO PA SK A L; оперативная пам ять — 512К; объем про­
грам м ы  — 100К.

10. А. П о л к а н о в .  Выявление элементов периодичности в структуре сложного спа­
дающего сигнала. №  РТ 12.000003 в РФ А П  М инобр. БС С Р.

Комплекс программ «С ТРУ К ТУ РА » предназначен для  анали за  слож ной структуры 
спадаю щ его сигнала с модуляцией негармонического вида  (импульсной, с возмож ной 
ф азовой м одуляцией), вы явления элементов периодичности в сигнале по спектру интер­
валов м еж ду локальны м и максим ум ам и, минимумами, максимумами и минимумами 
сигнала путем визуализации результатов для последую щ его зрительного анализа на 
соответствие изменения спектра требуем ом у при последовательной по спаду сигнала 
фильтрации локальны х пиков сигнала одинаковой амплитуды , располож енны х на оди­
наковом  расстоянии друг от друга  (специальная програм м а « Ф И Л Ь Т Р А Ц И Я »), когда 
наличию  периодичности соответствует характерное  изменение спектра интервалов (по­
явление пиков в спектре интервалов за  пределам и первоначального спектра, в «длин­
новолновой» области). Причем сущ ествует возм ож ность представления результатов 
анализа в виде определенной элем ентарной ячейки структуры  неоднородностей сигнала 
действиям и вне представляем ого ком плекса програм м  («нау хау»).

Технические характеристики: тип Э В М — ЕС-1840; тип и версия ОС — M S DOS 
3 .3 ; язы к програм м ирования — PA SCA L; оперативная пам ять — 512К; объем програм ­
мы — 90К.

Ф. Е. А к у л и ч .  Решение транспортной задачи на узкие места декомпозиционным ме­
тодом. №  РТ1200.0004 в РФ А П  М инобр. БС С Р.

П рограм м а предназначена для  нахож дения точного реш ения транспортной задачи 
на узкие места. Реали зован  декомпозиционный алгоритм  реш ения, разработанны й авто ­
ром. Основное достоинство разработанной  програм м ы  — сокращ ение времени решения 
задачи  по сравнению  с классическими м етодам и (прямой м етод и так  назы ваемы й по­
роговый м етод). Это достигается за  счет того, что декомпозиционный алгоритм тр е ­
бует вычисления на каж до й  итерации меньш его числа оценок.

Технические характеристики: тип ЭВМ  — совм естим ая с IB M  PC; тип и версия 
O C - M S  DOS 3.3; язы к прогр ам м и р о ван и я— Ф О РТ РА Н ; оперативная пам ять — не 
менее 256К.
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Ф. Е. А к у л и ч .  Построение верхней границы изменения компонент векторов произ­
водства  и потребления транспортной задачи  н а  узкие места. №  РТ1200.0005 в РФ А П  
М инобр. Б С С Р .

П рограм м а предназначена д л я  нахож дения маскимально возм ож ного изменения 
одной из компонент векторов производства и потребления таким  образом , чтобы в 
измененной зад ач е  значение оптимума совп адало  со значением оптимума исходной 
задачи .

Д л я  реш ения этой задачи  использован алгоритм, разработанны й автором. Он поз­
воляет  путем однократного реш ения задачи  определить допустимое изменение компо­
нент векторов производства и потребления, при котором оптимум функционала сохра­
няется.

Технические характеристики: тип ЭВМ  — совместимая с IB M  PC ; тип и версия 
ОС — M S D O S 3.3; язы к  програм м ирования — Ф О РТ РА Н ; оперативная пам ять  — не 
менее 256К.

Ф. Е . А к у л и ч .  Построение оптимального плана  параметрической транспортной з а д а ­
чи на узкие места. №  РТ1200.0006 в РФ А П  М инобр. БС С Р.

П рограм м а предназначена для  построения оптимального плана транспортной з а ­
дачи на узкие места, в которой изменена одна из компонент векторов производства и 
потребления.

П редполагается , что оптимальный план исходной задачи  имеется, при этом  изм е­
нение ком понент векторов производится не на произвольную  величину, а на величину, 
ко то р ая  не изм еняет оптимум ф ункционала исходной задачи. Э ффективность програм ­
мы обусловлена тем, что при построении оптимального плана «измененной» задачи  в 
значительной степени учиты вается оптимальны й план исходной. Это дает  возм ож ность 
на порядок  сократить врем я работы  программы . При этом эф фективность ее использо­
вания возр астает  с ростом разм ерности  задачи.

Технические характеристики: тип ЭВМ  — совместимая с IBiM PC ; тип и версия 
ОС — M S D O S 3.3; язы к програм м ирования — Ф О РТ РА Н ; оперативная пам ять  — не 
менее 256К.

Ф. Е. А к у л и ч .  Реш ение задачи  о максим альном  потоке в многополю сной сети. 
№  РТ 1200.0007 в РФ А П  М инобр. Б С С Р.

П рограм м а предназначена д л я  построения м аксимального потока в двудольной 
сети с несколькими источниками и стоками. Реали зован  метод последовательного со­
кращ ения невязок, которы й не требует введения в сеть дополнительных дуг, и это 
приемлемо с точки зрения экономии пам яти при большом числе источников и стоков.

Технические характеристики: тип ЭВ М  —  совм естим ая с IB M  PC ; тип и версия 
ОС — M S D O S 3.3; язы к програм м ирования — Ф О РТ РА Н ; оперативная пам ять — не 
менее 256К.

А. О. О к о л о в и ч, Р . А. П  р ы т  к о в. П рограм м но-аппаратны й комплекс д л я  сопря­
ж ени я устройства быстрой печати СМ6313 и ПП ЭВМ  типа IBM  PC. №  РТ1200.0008 
в РФ А П  М инобр. БС С Р.

П рограм м но-аппаратны й ком плекс для  сопряж ения устройства печати СМ6313 и 
П П Э В М  типа IBM  P C  представляет собой драйвер, предназначенный для быстрого 
вы вода на печать больш их объем ов текстовой и табличной информации.

Технические характеристики: тип ЭВМ  —  совм естим ая с IB M  PC ; тип и версия 
ОС — M S D O S 3.0 и выше; наличие параллельного порта (порта подклю чения у ст­
ройства п еч ати ); язы к програм м ирования — PA SC A L и A SSE M B L ER ; объем програм ­
мы — 7К.
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ВНИМАНИЮ  ПРОГРАММИСТОВ И П ОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ  
П ЕРС О Н АЛ ЬН Ы Х ЭВМ

Н а базе  ф аку льтета  повыш ения квалиф икации по прикладной м атем атике и ЭВМ  
Б елгосуниверситета им. В. И. Л енина создан  Республиканский ф онд алгоритм ов и 
програм м  М инистерства народного образования Б С С Р  (РФ А П  М инобр. Б С С Р ).

Ф онд о к азы в ает  следую щ ие услуги:
— заклю чает  договоры  с разработчикам и на распространение программны х средств 

с  вы платой авторского  во знаграж дения  при их реализации;
— осущ ествляет поставку програм м ны х средств по договорны м ценам;
— оф орм ляет ю ридическую  защ и ту  авторских прав разработчиков програм м ны х 

средств;
— пом огает найти деловы х партнеров для  разработки  программны х средств;
— р еал и зу ет  техническую  докум ентацию  на системные программные средства, 

подготовленную  н а  русском язы ке типограф ским  способом;
— осущ ествляет общ ее и тем атическое инф ормационное обслуж ивание;
— п редлагает  методическую  помощ ь по вопросам  разработки  и м аркетинга про­

грам м ны х средств.
Ф онд приглаш ает принять участие в коммерческих вы ставках  програм м ны х про­

дуктов  по тем атикам :
— Сервисные програм м ны е средства д л я  профессионалов и начинаю щ их пользо­

вателей  П Э В М  (сентябрь);
— А втом атизированны е рабочие м еста специалистов производства (октябрь);
— М етоды  прикладной м атем атики  в решении научных и производственны х з а ­

д ач  (н о я б р ь );
— А втом атизация медицинских обследований и делопроизводства в поликлинике 

(декабрь).
А ннотации програм м ны х средств, зарегистрированны х в РФ А П  М инобр. Б С С Р , 

публикую тся в ж у р н ал е  «Вестник Белорусского государственного университета имени
В. И. Л енина». Сер. I.

О б ращ аться  по адресу: 220080, М инск, Л енинский пр., 4, БГУ, Ф П К  по П М  и 
ЭВМ, РФ А П  М инобр. Б С С Р , физический корп., ком. 280, 
тел. 20-60-46.

ФАКУЛЬТЕТ ПОВЫ Ш ЕНИЯ КВАЛИФ ИКАЦИИ ПО П РИ КЛ АДН ОЙ  
МАТЕМ АТИКЕ И ЭВМ БЕЛГОСУНИВЕРСИТЕТА ИМ. В. И. ЛЕНИНА  

П РО ВО ДИ Т НАБОР СЛУШ АТЕЛЕЙ НА 1991/92 УЧЕБНЫ Й ГОД  
ПО НАПРАВЛЕНИЯМ :

—  Системы автом атизированного проектирования вычислительных устройств;
— П рограм м ирование на персональны х ЭВМ;
— М атем атическое обеспечение автом атизированны х систем управления;
— М атем атическое и  програм м ное обеспечение ЭВМ ;
—  М атем атические методы  обработки эксперим ентальны х данны х с помощ ью  

ЭВМ;
— М атем атическое и программное обеспечение оптимизационны х задач;
—  М атем атическое м оделирование и алгоритм ы  оптимизации дискретны х и не­

прерывных динам ических систем управления;
— А втом атизированное проектирование информационно-вы числительны х сетей.

Н а  ф акультет  приним аю тся специалисты , имеющие высш ее образование.
П овы ш ение квалиф икации  осущ ествляется с отрывом и без отры ва от производ­

ства, а  т а к ж е  в ф орм е целевого набора  с  частичным отрывом от производства по 
согласованны м  учебным планам . С рок обучения 1,5 месяца.

И ногородние обеспечиваю тся общ еж итием .
О снованием д л я  заклю чения договора на повышение квалиф икации явл яется  з а ­

явка, по д аваем ая  министерствами, предприятиям и на имя декан а  факультета.
Ф акультет повыш ения квалиф икации по прикладной м атем атике и ЭВМ  заклю чает 

так ж е  договоры  на проведение консультаций.
З а я в к и  с указанием  специализации набора и количества слуш ателей вы сы лать по 

адресу: 220080, М инск, БГУ  им. В. И. Л енина, Ф П К  по прикладной м атем атике и 
ЭВМ. Тел. 20-60-46.

Д ек ан ат

IS
SN

 
03

21
—

03
67

. 
Ве

ст
н.

 
Б

ел
ор

ус
, 

ун
-т

а.
 

С
ер

. 
I: 

Ф
из

. 
М

ат
. 

М
ех

. 
19

91
. 

№ 
3. 

I—
80

.


