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Физика

У Д К  517.925

Л. П. Х А П А Л Ю К  

О РЕ Ш Е Н И Я Х  УРА ВН ЕНИ Я БЕССЕЛЯ

Д ля решения уравнения Бесселя [1]

(О

где V — постоянное число (порядок уравнения), воспользуемся комплекс
ным преобразованием Фурье, которое, как известно, определяется парой 
интегралов [5]:

Функция Z ( x )  называется оригиналом, Z(g) — трансформантой. В д ал ь 
нейшем вместо двух интегралов (2) будем использовать краткую запись

Z (х) V  Z  (!) (стрелка всегда направлена от оригинала к трансф орманте). 
Д ля  записи оригиналов и трансформант используются одинаковые бук
вы, но аргументы оригиналов обозначаются малыми латинскими, а транс
ф о р м а н т— малыми греческими буквами, и это считается их отличитель
ным признаком. Поэтому далее надстрочные знаки над оригиналами 
( Д )  и трансформантами ( V )  будут опускаться.

Применяя преобразование Фурье (2) к уравнению Бесселя (1), полу
чим дифференциальное уравнение для трансформант

Теперь учтем, что любое решение уравнения (3) является трансфор
мантой некоторого решения уравнения (1) и наоборот. Таким образом, 
между решениями уравнений (1) и (3) можно установить взаимно одно
значное соответствие вида (2). В математическом отношении решения 
уравнения (3) проще решений уравнения (1). Это дает возможность 
сравнительно сложные решения уравнения Бесселя представить единым 
образом как обратные преобразования Фурье простых решений уравне
ния (3). Этот метод имеет ряд преимуществ, в частности, он легко выяв
ляет многие особенности решений уравнения Бесселя, в том числе такие, 
которые не нашли отражения в классическом анализе [1].

Решениями уравнения (3) являются элементарные с точками ветвле
ния функции. Конкретные их значения зависят от выбора ветвей и мо
гут быть записаны по-разному. Анализ показывает, что имеется всего 
четыре варианта выбора линейно независимых решений. Д л я  определен
ности возьмем следующий их вариант (Ь-решения):

( g « - l ) * | ®  + 3 g ^ - + ( l - v * ) Z ( g )  =  0. (3)
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где верхняя строчка определяет решение при | > 1 ,  средняя — при | ? | <  
<  1, нижняя — при — 1.

Д л я  нецелых порядков V эти решения линейно независимы и удовле
творяют условиям (звездочка означает комплексное сопряж ение):

Ч 2) (?) =  &<»* (?), Ч 3> =  Ч*> (£), 6<4> (£) =  60)* (I), (5)

которые переходят в условия для оригиналов

6<2)(д ) =  6(1)* ( _  х ) , 6(3) (X) =  60) (X), 60) (X) =  60)* ( -  X). (6)

Дело, как видим, свелось к вычислению обратных преобразований 
Фурье трансформант (4). Трудности заключаются в том, что не все эти 
интегралы Фурье сходятся в обычном смысле и в известной нам литера
туре отсутствуют. В [1—4] имеются нужные нам следующие значения 
интегралов Фурье:

Ч 1’ (S) 4H -4 - [ -M  И )  - f . / v ( |x | ) s g n x ]  =  J v (х+ ) I 

60) (£) Л -  Wv (1*1) — Jv (I X I) Sgn X] =  J v (х_) J
V >  — 1,

6<,3) (£) «Ч- cos хя J v (х+ — sin vn F v (х+ ) =  7 _ v (х+) 1 
60) (£) <-г- COS VЯ J v (Х_) — sin Л’Я F v (х_) =  J _ v (х_) j ^ V  ̂<  0>

(7)

1 (х >  0) 
О ( х < 0 ) ’ (8 )

где использованы обозначения [5]

/  (х±) =  /  (I XI) 0  ( ±  х), 0  (х) =  I

a Zv и Yv — известные функции Бесселя первого и второго рода [1]. Т а 
ким образом, формулы (7) для |v |< C l ,  v ^ O  определяют все четыре л и 
нейно независимые решения уравнения Бесселя. Они, как видно, не сов
падают с классическими решениями [1] и их следует рассматривать в об
ласти обобщенных функций (обобщенные решения).

Теперь нужно снять ограничения на порядок v в (7). Хотя за преде
лами этих ограничений интегралы Фурье не сходятся в обычном смысле, 
они существуют как обобщенные функции. Несколько громоздкие, HO 
в принципе несложные выкладки показывают, что их можно определить 
по формулам Я, т  — целое число):

W *  T m  О  d x ■6<»(х)| 6< » ( х )  +  l U m ( I - ^ r )

4 2) (*) =  ( - O m Tm ( І - 4 )  Ч 2) (X) -  я ( -  Om- 1 Un  (с 4 г ) [ д  Ч 2) (*)],

4 3) (*) =  ( -  Om T m (i -A -)  6(3) (X) -  X ( -  Offl-* (і -А-)[І6(3)(Х)],
(9 )



При заданном т  всегда можно выбрать такое v, чтобы выполнялось 
условие | Я | < 1  и, следовательно, функции Ь ^ (х )  в (9) вычислялись по 
формулам (7). Тт (I)  и Um (I) — полиномы Чебышева первого и второго 
рода, которые здесь определены тождеством

(S +  і K I  -  S T = T m ( I ) +  i V  1 - І 2 Um (S)- ( 10)
В результате все четыре линейно независимые решения уравнения 

Бесселя (1) для произвольного нецелого порядка v определяются через 
решения порядка меньше единицы и их производные, которые в области 
обобщенных функций всегда существуют. Практически вычислить их 
нетрудно.

При переходе к целому порядку &-решения трансформант (4) выро
ждаются и становятся линейно зависимыми, часть решений теряется. 
Недостающие решения нужно находить дополнительно, используя, на
пример, известные методы предельных переходов. Однако проще для  це
лого V ( v = m )  решения уравнения (3) записать в другом виде:

і 0
( 1

W  (I)  =  Т т &) \
VT-

0

j K l 2 -  1 
-. ( t)  =  T m (t ){  0,

I 1
і

V l 2-  1
Z ^ ( I )  =  T n (I)  (о ,  Z ^ ( I )  =  Um (I).

— і
( И )

Обратные преобразования Фурье выражений (11), хотя не всегда схо
дятся в обычном смысле, довольно просто находятся в области обобщен
ных функций по единой схеме. В качестве примера распишем ее более 
подробно для решений первого рода:

2<:> м  =  -Kr ]  а г = тт ( і ~ ) (

= jT r A i - ж  ш * ) -
( 12)

Здесь подынтегральная функция Tm(I)  рассматривается как мультипли
катор [5—6] и, заменив переменную интегрирования g на оператор диф 

ференцирования по х \̂ S -*■ г Чйг)’ выносится из-под знака интеграла. Ана
логично вычисляются остальные три решения:

(13)
2 im Z l ( X )  =  im T m { i F 0 (U I) ,

2t« Z«) (X) =  im T m ( і  ^ l J 0 (I X I) sgn х ] ,

І'П Z<4> (X) =  H - 1 Um (і 4 - )  б (X),

где 8 ( х ) — импульсная функция Д ирака  [5—6]. Исключением является 
m — 0, когда Z m (х ) вырождается. Это недостающее решение может 
быть определено по формуле:



Z y  (x) =  Y 0 ( \x \ )  Sgnx-^r n

In ( E - У І ^ Л

- i V l 2-  I
In (»6+ Vr I - S a „

]/1 _  £2 • (14)
In ( - E - I ^ I T T

і / 6 »

Заметим, что производные от этого решения не могут быть решениями 
уравнения Бесселя других порядков, так как их трансформанты содер
ж а т  логарифмы и не могут быть решениями уравнения (3) .

На этом заканчивается формальное решение уравнения Бесселя для 
произвольного порядка v. Очевидно, что для каждого порядка получено 
четыре линейно независимых решения. Нетрудно проверить, например, 
прямой подстановкой, что все они действительно удовлетворяют уравне
нию Бесселя. Вместо двух классических получается четыре обобщенных 
решения. М ежду ними имеется принципиальная разница. В частности, 
среди полученных здесь решений отсутствуют функции Бесселя второго 
рода целого порядка Ym (x).  В действительности на оси х  это комплекс
ные функции и мнимые их части, а следовательно, и функции в целом 
не являются решениями уравнения Бесселя. Классическая формула для 
их определения:

Y m ( х.) =  I im {х) cos vjt ~  J -у  (х) (15)
v - » m  s i n  V Я

является ошибочной. Дело в том, что решения J±v{x),  вопреки сущест
вующим утверждениям [1], не являются аналитическими функциями пе
ременного V. При целочисленных значениях v, как легко заметить из их 
трансформант, они могут иметь простые полюса, из-за чего формула 
(15) становится непригодной. Вместо формулы (15) молено предложить 
две (для нечетного и четного решений) формулы

у У  ’ ( | * | )  Sgn *  =  2соД  {cos v n [ 6 < ')(* )  —  b W ( x ) \ — [6 <,3) ( * ) — 6 <,4)(x ) ]} ,

, 2 ( 16)
П 2) ( И )  =   Ї Г { С 0 8  v n  [6 (1)  ( * )  +  6(2)  ( J f ) 1 _  [6(3, ( J f ) +  6(4)  ( J f) 1 ),

2 s in  V

которые справедливы для любого v.
Полученные здесь особенности решений уравнения Бесселя легко про

сматриваются для решений полуцелых порядков, когда все они в ы р аж а
ются через элементарные функции. В действительности классические 
решения полуцелого порядка являются комплексными функциями. Так 
как исходное уравнение действительное, то мнимая и действительная ча
сти классических решений по отдельности будут решениями. Например, 

1при V =  -J -  имеем:

sin X s i n * +  . s in  X— c o s x  __ c o s * +  c o s * -

У х  )/ .V_(_ У X_  Y~X У X+  У x_

что и приводит к четырем линейно независимым решениям. Естественно, 
что эти четыре решения получаются такж е из общих формул (7) и (9).
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У Д К  530 .12:530 .145

А. И. Т И М О Щ Е Н К О

У Р А В Н Е Н И Е  Д А Ф Ф И Н А — КЕММЕРА Д Л Я  ЧА СТИ ЦЫ  
CO СПИНОМ  0 В ПОЛЕ К Е Р Р А - Н Ь Ю М Е Н А

В [1— 3] приведены общековариантные уравнения Даффина — Кем- 
мера (Д К ) для векторной частицы и рассмотрены некоторые точные ре
шения этих уравнений для пространства де Ситтера. В [4] получены све
дения о всевозможных операторах симметрии уравнений Д К  для свобод
ной частицы и при наличии некоторых внешних электромагнитных полей 
специального вида. В [5] установлены общие свойства операторов услов
ной симметрии [6] уравнений Д К  во внешних электромагнитных полях на 
фоне риманового пространства-времени. В настоящей работе рассматри
вается разделение переменных в уравнении Д К  для частицы со спином 0 
в поле Керра — Ньюмена (KH) и исследуются некоторые его возмож
ные симметрии.

Уравнение Д К  на фоне риманового пространства-времени имеет 
вид [1]:

щ0Л ц ) + т 0]ф =  0, (1)

где греческие индексы относятся к произвольной системе референции; 
Ytt ■< h \ y k — матрицы Д К; /¾,— векторы лоренцева базиса, в котором 
Yft постоянны, латинские индексы нумеруют эти векторы; 
д ^ д / д х " - ,  r (i =  r mn^YmY” ; Гтп|1 — коэффициенты вращения Риччи; A ll-  
вектор-потенциал электромагнитного поля; е0 и т 0 — постоянные, описы
вающие заряд  и массу частицы. Д ля  частицы со спином 0 ф =  
=  colon (фо, фь фг, фз- Ф4) (colon — столбец). При разделении перемен
ных в (1) в поле KH все величины удобно отнести к изотропному бази
су Ньюмена-Пенроуза ZiV ^ д і)  =  ̂ ( 2) =  Tti1, > = /К =  kP,
в качестве которого берется изотропная тетрада Киннерсли (стандарт
ные обозначения см. в [7]). В координатах Бойера — Линдквиста г, ф, ф, 
t метрический тензор имеет следующие ненулевые компоненты: gii =  E/A, 
£ 22= 2 , g 33=  (r2+ a 2+ a 2f sin2 ■&) sin2#, g 3i=  — af s in2 ft, g u = — ( I — f ) , где 
2 = T 2-Ka2 cos2 ft; / = ( 2 M r - Q 2) / ! ;  A = r 2— 2MV+ Q 2; M, a, Q — парамет
ры, определяемые массой, угловым моментом и зарядом источника тяго
тения. Проводя вычисления, аналогичные методу Тюкольского (см., 
напр., [8]), частное решение (1) в поле KH можно представить в виде:

Ф =  colon (ДО0 О, R0Q1Zp, R0QoJp, R 1Q JA , RoQo/'Z) ег,('Пф~ш°
где величины R зависят только от г, а 0  — от т  и со — константы раз
деления; p = r- \ - i a  cos ■&. Функции Ru R% 01 и Q2 определяются через R0 
и 0о выражениями:

Y ^ m 0 Ri  =  ^ D -  R0, Y 2т0 R2 =  —  AD+ R 0,

Y Z m 0Q1 =  — L -  Q0, Y Z m 0Q2 =  — L+ 0„, 

где введены операторы:

D+ = ± I® J 2 +  я2) — т а  — md, — e0qr\,

L+ =  =L- +  ( to a sin -в------
Oft  —  ̂ sin #  J'
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q — величина заряда  источника тяготения. Функции R0 и 0 О подчиняются 
уравнениям:

(D +A D - +  D -  AD+) R0- (X +  2tn20r2) R 0 =  О,
(L+ L -  +  L -  L+) 0 О +  ctg ft (L+ +  L - )  0 О +  (X — 2m2 a 2 cos2 ft) 0 О =  О,

причем X — безразмерная константа разделения.
В [8] показано, что разделение переменных в уравнениях Якоби, К ляй

н а — Фока и Д ирака  в поле KH возможно ввиду наличия в этом про
странстве-времени по крайней мере трех операторов симметрии. Д ва из 
них являются лиевскими операторами [6] d/dt  и д/дц>. Третий оператор 
соответствует бивектору Яно — Киллинга, допустимому в этом про
странстве. Было установлено [5], что для уравнения Д К  не существует 
операторов симметрии, связанных с этим бивектором. Если учесть ука
занные лиевские операторы симметрии, в случае уравнения Д К  остается 
единственная возможность построить оператор симметрии Q этого урав
нения в виде:

Q =  ^ ivYttYv (V *  — ie0 Al)  +  ФЕ,  (2)

где E i liv- R x xjivE x — некоторый тривектор, Sxxliv — псевдотензор Леви-Чи- 
витта, Ф — скаляр; эти величины подчиняются уравнениям [5].

V x E 1ixv =  0, дк Ф — Ie0 Fxn E y- =  0, Fiiv =  ~  е^хх Fly . (3)

Можно показать, что система (3) в поле KH совместна только при три
виальном решении: Ф = с о п з Е  £ + = 0 .

Таким образом, уравнение (1) имеет лишь два независимых операто
ра симметрии, а четыре независимые переменные разделились пол
ностью.

По-видимому, в данном случае следует обратиться к расширению ме
тода разделения переменных [6], переходя к отысканию операторов 
условной симметрии уравнения (1). Ограничимся рассмотрением част
ного случая, когда оператор Q имеет вид (2) и подчиняется коммутаци
онному соотношению

[Q, L]— SQ,  (4)
где [ , ] — коммутатор, L — оператор уравнения (1), 5  — некоторая мат
рица. Из (1) и (4) следует, что 5  =  яуу \ ял =  — F x J y — <Зх1п|Ф|, Jy =
_  Ф=т+0, а псевдовектор Jy удовлетворяет нелинейному уравнению

V[n«A>] — F ^x  ■ J v] JX =  0- (5)

Реш ая (5) в изотропном базисе Киннерсли, найдем, что в поле KH реа
лизуются две возможности.

1. / ( і )  =  /(3) =  0,

J m  =  - е т т - з Н т М .  J m - F -

G
2

гр2
—  f \2arsin  O' dr ( 2  J1

J  (4) =  0,

гр2 d ( A \
2ar s in  # dr I 2 / ’

J ( I )

Q<2) =  Onr сіп Л Я П  ( У ) ’ Qr(S) =

где F = F  (г) и G = G  (г) — произвольные функции г. Функция Ф в обоих 
случаях остается неопределенной.

Итак, в случае разделения переменных в одном уравнении должен 
существовать полный набор операторов, коммутирующих между собой 
и с оператором уравнения. Д ля  уравнений, описывающих квантовые 
объекты, собственные значения этих операторов однозначно определяют 
чистые состояния, а волновые функции являются произведениями собст
венных волновых функций каждого из операторов. Если квантовый объ
ект подчиняется матричному дифференциальному уравнению, то с мате
матической точки зрения уже не столь очевидным является требование
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существования полного набора операторов, коммутирующих между со
бой и с оператором уравнения, как необходимое и достаточное условие 
разделения переменных. Это подтверждается доказанной в [6] теоремой 
и рассмотренным нами случаем уравнения Д К  для частицы со спином О 
в поле КН. Можно предположить, что возможность расширения метода 
разделения переменных заложена в тех случаях, когда ф+ф (крест озна
чает обычное эрмитовское сопряжение) не имеет смысла плотности ве
роятности.
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У Д К  535.34

А Н  ЧАН M O  ( К Н Д Р ) ,  А. Л. Т О Л С Т Я К ,  А. В. Ч А Л Е Н

П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  РАСЧЕТА  
О Т Р А Ж А Т Е Л Ь Н О Й  СПОСОБНОСТИ ОВФ-ГОЛОГРАММ  

В РАСТВОРАХ КРАСИ ТЕ ЛЕЙ

При рассмотрении отражательной способности динамических ОВФ- 
голограмм, формируемых в растворах красителей при встречном че
тырехволновом взаимодействии, ограничиваются, как правило, прибли
жением заданных полей накачки [1—4]. Учет изменения волн накачки 
при их распространении в объеме среды приводит к рассмотрению си
стемы дифференциальных уравнений, которые могут быть решены лишь 
численно [5, 6]. Аналитические аппроксимации численных решений рас
сматривались в [7]. Анализ проводился для двухуровневой модели ре
зонансной среды. Д ля  растворов красителей характерно частичное пе
рекрытие полос поглощения основного и возбужденного уровней, что 
обусловливает необходимость привлечения более сложных спектроско
пических моделей. При этом вследствие низкого квантового выхода лю 
минесценции в возбужденном канале наряду с резонансным механизмом 
нелинейности следует учитывать тепловую нелинейность.

В настоящей работе рассмотрены аналитические приближения, позво
ляющие рассчитать отражательную способность ОВФ-голограмм в кр а
сителях, моделируемых трех- и четырехуровневыми схемами. Учтены пе
реходы между возбужденными синглетными (S i—S 2) и триплетными 
(T i — T2) состояниями молекул.

О траж ательная способность динамических ОВФ-голограмм, равная 
отношению интенсивностей обращенной и сигнальной волн на входе 
в нелинейную среду, в приближении заданной накачки описывается ф ор
мулой [1]

я  =  IФ I2 [ф +  ( I Ф I2 —  Ф2) 1/2 Ctg {(! ф I2 —  Ф2) 1/2 K 0 А / 2 } ] - 2, (1)
где ф — нормированный амплитудный коэффициент нелинейного погло
щения слабых сигнальной и обращенной волн в присутствии мощных по
лей накачки; ф — коэффициент параметрической связи волн; Ко — на
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чальный коэффициент поглощения; L  — длина взаимодействия. Д л я  кр а
сителей, моделируемых трех- и четырехуровневой схемами, имеем [6]:

_  2С+ / А +  +  2С _ /Л _  — \m D + j A \ .  —  I m D J  А ъ_

2 / 2  (5  +  Л + Л _ ) 1/2

Л+ (]/7+ -  V O 2 +  A -  ( / +  +  j/Г )» +  V T j Z  (F+ jA +  -  F J A J )  

/ 2  А+А_  (В +  А+А _ ) ^ ImG1 (2)

G V j J ( F J A + +  F J A J  D J  У - D J  A ^
у  2 А+ А_(В  +  А+ А_)ъ/2 2 / 2  (В+Л+ Л_)1/2’  ̂ ’

где

А ±  =  [1 +  У ( V I + ±  V I - ) 2 + V  ( V J Z  ±  V ^ i V ' 2,

В  =  I +  Y ( / +  +  / - )  +  P ( / +  -  1 - Г ,  C i =  1 +  ( у  -  а )  ( W  ±  / T I ) 2,

Di  =  а  ( У У  ±  V  У Г  +  2P ( 1/7+ ±  /T A )4 +  (yP -  сф) ( / 7 +  ±  / 7 1 ) 8,

=  2  +  Y  ( Vh-  ±  К / - ) 2- G  =  а  +  2 р  ( / +  +  / _ )  +  ( Y P  - а Р )  ( / +  -  1-Г,

/±  — интенсивности встречных волн накачки. П а р а м е тр ы  a = a + i a ,  P =  
=  & + /р и Y хар ак тер и зу ю т  оптические и спектроскопические свойства 
раствора  краси теля .  У читы вая как  резонансны й (ам плитудны й и ф а з о 
вы й), так  и тепловой м еханизм ы  нелинейности, запиш ем :

а  =  ( O 12 +  $ 21 $ 2з)/vPn  ^  ( I  l-l 2 i)>

P =  [ D 23 (-O1Ia +  $ з г )  +  D 32 ( $ 12 +  $ 21 — Ъм )]/V2р21р32 —  
б [D32 (I \^2l)/Vp32 +  D23 (I H132V yA jlb  

У =  (B12 +  B 21)/vp 21 +  B32/v p 3.2 — для трехуровневой (S 0 - S 1-  S 2) и

« =  [$12 (1 +  Р м / Р з і )  +  $21 —  $34Р м / Р з Г / V  (P21 +  P 2з) — б (I —  P21),

P =  [(^3 4  ($12 “ 1“  $43) +  D 43 ( $ 12 $ 3l ) )  P2з / P21 +  D 43 ( $ 12 - ' - $21 ) ] / + / ½  X
X  (р21 +  Pm ) —  б [D43 (1 — р 21)Л ф 43 +  D34 (I — р43) P2J v p 31 (р21 +  р 23)],

Y = [  Di2 ( I + / W p 3I) + D 2i]/w (Р2 1 + Р 2 3 ) + B J v p i3 — д л я  четырехуровневой 
модели к раси теля  (S 0—S 1- D i — D2). З д есь  б = 2 с о (dn/dT) t / cCp, причем 
dn/dT  — термооптический коэффициент, Cp —  теплоемкость единицы о б ъ 
ема, / — врем я; pij — квантовы й вы ход лю минесценции в к а н а л е  і— /.

$ i j  =  $ j j  +  iBij, Hij (ш) связан ы  дисперсионными соотношениями с ко 
эф ф ициентом  Эйнш тейна д ля  вы нуж денного  перехода  BiДсо) ;pij — сум 
м а р н а я  вероятность  спонтанных и безы злучательн ы х  переходов; v — 
скорость света  в среде.

П ри равн ы х  интенсивностях встречных волн накачки  I += J = I 0 вы 
р аж е н и я  д ля  коэфф ициентов  нелинейного поглощ ения ф и п арам етр и че 
ской связи волн ф упрощ аю тся:

_  $ 2 (А +  А* -  8рН) _  (2g/0 +  8p/g) (1 +  Л +  2Л» -  1бр/§)
/ 2 > ( 1  +  Л +  2у/0)1/2

_  (2а /„ +  8р / 20) ( I +  А  -  16 [У2) +  W 20A*
Ф |Х2"ХЗ (1 +  л +  2Т/0)1/2

где Л =  (I +  4Y/ 0 +  16|3 /о ) ' /2.
Зависи м ости  о тр аж ател ь н о й  способности О В Ф -голограм м  от интен

сивности волн н акачки  и оптической плотности среды, рассчитанные по
ф орм улам  (1 ) ,  (4), (5), и зо б р аж ен ы  ш трих-пунктирной линией д ля  к р а 
сителей, м одели руем ы х трех- (рис. 1а) и четырехуровневой схемами
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IO0 IO1 IO2. IO3 2уІо

Рис. 1. Зависим ости отраж ательной  способности ОВФ -голо- 
грамм R  от суммарной интенсивности волн накачки 2 \1 0 для 
красителей, моделируемы х трех- (а) и четырехуровневой (б) 
схемами, в нулевом (ш трих-пунктирная линия), первом (1), 
втором (2) и третьем  (3) порядке приближ ения при KoL =  5,
H21 =  0,9, рз2ІР2 і =  100 (а ); Щі =  0,1, Ргз/Рзі =  Ю, Р4з/(Ргі +
+  Po з) =  10 (б ). Сплош ные линии соответствую т точному реш е

нию задачи

(рис. 1, б; 2). Расчеты проведены при следующих параметрах среды и из
лучения: возбуждение красителя осуществляется в центре полосы погло
щения S0—Si (1 = 7 0 0  нм), стоксов сдвиг зеркально-симметричных гаус
совых контуров поглощения и испускания составляет 1,6 полуширины 
контура Д (Д =  30 нм), контур поглощения в возбужденном канале 
S i—S 2(Ti— T2) смещен на 1,2Д в длинноволновую область относительно 
основного канала S0—Si, длительность взаимодействия ( = 2 0  не, 
C y idn/dT = — 10~4 Д ж _1-см3. К ак и следовало ожидать, приближение з а 
данной накачки находится в хорошем согласии с точным решением з а 
дачи при небольшой оптической плотности среды KoL sS 0,2, а такж е и 
при большей оптической плотности, когда интенсивности накачки доста
точно для просветления объема нелинейного слоя.

Д ля  нахождения более точных аналитических аппроксимаций при
меним метод учета нелинейного поглощения, приведенный в [7], для двух-



I n=  I0 exp [ - K 0L (I +

-H 2y In— і -f~ 4p /„_ i) ] . (6)

В качестве нулевого прибли
жения принимается заданная 
интенсивность волн накачки I0.

Результаты  расчетов отра
жательной способности ОВФ- 
голограмм, выполненных по 
формулам (1), (4), (5), с зам е
ной интенсивности накачки I0 
на ее эффективное значение I n 
для различных порядков при

ближений ( п =  1, 2, 3) иллюстрируются на рис. 1, 2 кривыми I ,  2 , 3  соот
ветственно. Введение эффективного значения интенсивности позволило 
качественно правильно описать зависимость отражательной способности 
от оптической плотности раствора красителя и расширить диапазон при
менимости аналитических приближений до величины оптической плот
ности K 0L ̂  2. Причем при интенсивностях накачки I0 sS у-1 (см.
рис. 2, а, б),  а такж е I  о ~  у/|3 (просветление возбужденного канала)
(см. рис. 2, г) приближения, полученные для п  =  2, 3, пригодны вплоть 
до значения K 0L  ^  8.

Следует учесть, что при переходе от выражений (2), (3) к прибли
женным соотношениям (4), (5), полученным при равных интенсивностях

K 0L

Рис. 2. Зависим ости отраж ательной  способно
сти R  от оптической плотности раствора к р а 
сителя K 0L  при интенсивностях накачки на 
входе в нелинейную среду 2 у /0 =  0,1 (а ), 1 (б), 
10 (в) ,  100 (г). О стальны е парам етры  те ж е, что 

и на рис. 1, б

уровневой модели среды. Суть 
метода сводится к использова
нию формул для отраж атель
ной способности ОВФ-голо- 
грамм, полученных в прибли
жении заданной накачки, но с 
заменой интенсивности накачки 
на ее эффективное значение, 
играющее роль средней по дли
не взаимодействия величины 
интенсивности. В предположе
нии экспоненциального убыва
ния полей в процессе распро
странения /+ (z ) =Z0 exp (—K z ) , 
I - ( z )  =  I0 exp [— K (L  — z)] — 
эффективное значение ин
тенсивности 7 =  V l +/ -  =  
=  I0 exp (—K L / 2 ) . В свою оче
редь, существует зависимость 
коэффициента поглощения рас
твора красителя К  от интенсив
ности излучения, которая для 
нашего случая имеет вид [8]:
К = K 0 [1 +  (у—cO I] / ( I +  у/ +
+  PI2). Учесть взаимное влия
ние интенсивности излучения 
и коэффициента поглощения 
можно, используя рекуррентное 
соотношение, связывающее п 
и п — 1 порядки приближений:

+  2  ( у  —  а ) 7 я_ і ) / 2  ( 1  +
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волн накачки (I+ =  I - ) ,  пренебрегли членами вида I+ — I- ,  V і + - V i — 
В условиях же сильного поглощения, когда интенсивности волн накачки 
I+(z) и I-(z) существенно различаются в объеме среды, указанные сла
гаемые могут играть определенную роль. Учитывая, что формулы (4),
(5) позволили описать отражательную способность ОВФ-голограмм при 
интенсивностях накачки I0 3= у/р, рассмотрим диапазон небольших ин
тенсивностей. Когда спектроскопические свойства красителя определяют
ся просветлением резонансного перехода S 0- S i и линейным поглощени
ем с возбужденного уровня S i ( P i). Выражения (2), (3) существенно 
упрощаются:

ф =  1 - а / у + а ( 1  +  у ( / + + /_ ) ) /у Л 3/2, (7)

Ф =  2 (а  -  Ьт/ у )  V u T - /Л 3/2 +  2Ьт / Ц П / у ,  (8)

Рис. 3. Зависим ости отраж ательной  способности R  от интен
сивности накачки 2\10

где Л =  1 + 2 у ( / + + / - ) + у 2(/+—I - V ,  Ьт= — SB23( I - I i s i ) I v p 2I для трех- и 
Ьт = —6Вз4(1—р.4з)Р2зЛфз1 (Р21+ Р 23) для четырехуровневой модели кра
сителя. Рассчитав в приближении экспоненциального убывания полей



в процессе распространения среднее по длине взаимодействия значение 
слагаемого у2(1+— 1 - ) 2 и заменив интенсивности I+, /_  в (7), (8) на их 
эффективное значение 7„, запишем окончательные выражения для коэф
фициентов нелинейного поглощения и параметрической связи волн:

ф =  1 — а /7  +  а  (1 +  2у7п) / у А 3/2, (9)

ср =  2 (а  -  Ьт/У) I j A 3I2 +  2bT7n/y ,  (IO)

где

A =  1 +4у~/п +  2 у Ч 2п Hexp (K nL ) - e x p ( - K nL ) ) / 2 K nL - l ] ,  (11)

/Cn =  TC0 ( 1 + 2  (у—а )7 „ ) / (1 + 2 у 7 „ ) .  О тражательная способность ОВФ-го
лограмм при этом по-прежнему описывается формулой (1), а для э ф 
фективного значения интенсивности накачки Tn имеем рекуррентное со
отношение (6), в котором параметр (3 нужно положить равным нулю. 
Результаты  расчетов, выполненных по формулам (1), (9), (10) для трех- 
и четырехуровневой модели красителя, практически совпадают с кривы
ми 1—3 на рис. 2, а, б и представлены штриховыми линиями 1'—3'  на
рис. 2в, 3, отвечающими приближениям п = \ —3 соответственно. Видно
хорошее совпадение с точным решением задачи (сплошная линия) при 
оптической плотности TC0L =¾ 6.

Учитывая весьма компактный вид формул (9), (10), рассмотрим воз
можность их использования такж е без учета слагаемого у2(I+—I - ) 2, т. е. 
когда для коэффициента А имеем простое выражение А =  1+4у/„ .  Из 
формулы (11) следует, что указанное приближение справедливо при м а
лых интенсивностях накачки у7п<с;1, а такж е при небольшой оптической 
плотности раствора красителя, когда e x p (TC71L) ^  1—TCnL. Анализ, про
веденный для различных значений интенсивности волн накачки и опти
ческой плотности среды, показал хорошую точность приближения при 
значениях KoL +  2.

Подводя итог сказанному, отметим, что при анализе реальных ситуа
ций, когда интенсивности накачки недостаточно для просветления воз
бужденного канала и оптимальная оптическая плотность раствора кр а
сителя < 6 , -  для расчета отражательной способности ОВФ-голограмм це
лесообразно применять формулы (1), (9), (10). В случае просветления 
возбужденного синглетного S i—S 2 либо триплетного перехода Tl— 
— 7’2(/о ~  у/Р) необходимо использовать точные выражения для коэффи
циента нелинейного поглощения (4) и параметрической связи волн (5).
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У Д К  535.513

А. Д .  ТИ ТО В

П О Л Я Р И З А Ц И О Н Н Ы Е  С В О Й С Т В А  З Е Р К А Л Ь Н О Г О  
И М Е Т А Л Л И З И Р О В А Н Н О Г О  С В Е Т О В О З В Р А Щ А Т Е Л Е Й  

В Ф О Р М Е  Т Р Е Х Г Р А Н Н О Г О  У Г Л А  (я /2 ,  я/2,  я / 4 )

Световозвращатель (CB) в форме трехгранного угла (я/2, я/2, я/4) 
обладает свойством возвратного отражения независимо от направления 
падающего излучения [1]. Поляризационные свойства его в режиме пол
ного внутреннего отражения исследованы в [2, 3]. Большинство исполь
зуемых в настоящее время CB имеют металлизированные грани, что по
зволяет устранить мелкоструктурность изображения [4].

Положение равнореберного CB относительно прямоугольной системы 
координат XYZ определено векторами внутренних нормалей к отраж аю 
щим (зеркальным или металлизированным) граням 1, 2, 3 и фронталь
ной грани 4 (рис. 1, а).

Состояние поляризации линейно поляризованного излучения, падаю 
щего на CB в направлении <7і=/г4 и отраженного —qu описывается
в правовинтовых системах ортогональных векторов qu s, р и — q і, —s, р 
[2, 5]. Внутри CB излучение распространяется десятью возможными спо
собами, отличающимися порядком переотражения от граней, и выходит 
из него после пяти отражений в направлении, обратном исходному. При 
полностью освещенной фронтальной грани реализуются все варианты 
прохождения и CB формирует десять выходящих с различными состоя
ниями поляризации пучков, пространственно разнесенных по секторам 
выходной апертуры (см. рис. 1, б).

Полагаем, что амплитуда светового вектора входного луча равна еди
нице, а азимут поляризации а вх отсчитывается по часовой стрелке от 
оси s. Тогда векторы Д ж онса входного и выходного лучей можно запи
сать в виде:

JT1 =  { К 2/2 , - 1 / 2 / 2 ,  0}, T2 =  (0, 1, 0}, T3 =  {0, 0, 1}, 

T4 =  ( 5 - 2 ] / 2 ) - ‘/2{1, / 2 - 1 ,  1}.

sm а вх
вых =  C ^ E bx. (1)

Рис. 1. Система координат (а) и ф ронтальная грань световозвращ ате
ля  с разбиением выходной апертуры  на сектора, соответствую щ ие р а з

личным последовательностям  отраж ен ия пучка от граней (б)
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Здесь Sbhx =  6®ых — Spbix — сдвиг фазы между ET'* и ET'*, Cip)— матри
ца поляризационного действия системы (матрица Д ж он са) ,  которая по
лучается в результате перемножения матриц, описывающих поляриза
ционные свойства отдельных граней:

CM =  Ok-Tr П  im ^j  mhTj)
L k

' R i 1 к ’о Т  / '  =
au  е!0“ а12 el0i2 
а21 еі&2і й22 Сі&22

где k = l ,  2, 3 — номера граней в порядке прохождения их оптическим 
пучком от начальной грани k'  до конечной /г"; m  — номер грани, следую
щей непосредственно за гранью k\ / — текущий номер волны ( / '  и j "  — 
номера входящей и последней рассматриваемой волны); о — индекс по
ляризационного базиса, связанного с фронтальной гранью. Некоторые
варианты отражения цепочки (1) приведены в [2]. Переход от системы 

-►
ортов Jl S j y J i P j y  q j y  в которой описывается поляризационное состояние от-
раженной от k -й грани /-й волны, к системе ортов mSj, mpy qj, связанной 
с m -й гранью, на которую падает /-я волна, осуществляется с помощью 
матрицы поворота базисных векторов

гг   ( msj ksj
mfH j  I -> - у

mPі h Sj

где otj — угол между ортами нормалей uSj и m,Sj к плоскостям падения 
на отражающие грани:

[«г X  qj] Г  - *

I S j  =  — ---— , i p  j  =  [ q s  X  i S j ] ,  і  =  m ,  k.
I [«г X  q j ]  I

Матрица поляризационного действия отражающей грани имеет вид:

V j*) о
=

где irf )  =  | / " ( "  cos 0 ~  uP +  и‘г

О irjp) е‘* Т ,

(п cos 0 +  u)2 +  V2 ’

f  [(/г2 — k\) COS 0 — пи]2 +  (2«2&2 COS 0  — пи)2
[ (« j  — feg) cos 0  +  пи]2 +  (2n2k2 cos 0  + п о ) 2

, „ ( s )   2по cos 0
S i /  ц2 _J_ у2 — O2COS2 0  ’

2п cos 0  [2п2 ко и — (п? — k l )  о]
tg ,№) =  — •-  — ------ —----- — .

1 ( п | +  k\)2 cos2 0 — п2 (и2 +  о2)

Здесь 2ц2 =  ] / ( « 2 — &2— n2sin20 ) 2 +  4«2 /г2 +  (/г2 — k\  — /г2 sin2 О), 2и2 =

=  V ( nI — Щ — ії2 sin2©)2 +  4н | к\  — (/г2 — к\  — п2 sin2 0 ) ;

п — показатель преломления материала СВ; Ii2 = H 2— Ik2— комплексный 
показатель преломления металла, напыленного на боковые грани; 0  — 
угол падения /-й волны на t-ю грань.

Расчеты показали, что отраженный луч в общем случае поляризован 
эллиптически. Зависимость эллиптичности пучка, выходящего из секто
ра 1, для зеркального СВ, выполненного из серебра, алюминия, золота 
или меди при некоторых длинах волн, от а вх приведена на рис. 2. Ана
логичная зависимость для металлизированного CB с п =  1,513 изобра
жена на рис. 3. Показатели преломления металлов взяты из [6]. Д ля 
сравнения на этих ж е  рисунках штриховыми линиями обозначена зависи
мость для прямоугольного CB при А,=400 нм (Ag, Al) и A = 500 нм
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Рис. 2. Зависим ость эллиптичности поляризации tg(3 вы ходящ его из
лучения от азим ута поляризации а Вх входного линейно поляризован
ного света для  зеркального световозвращ ателя при различных дли

нах волн и м атериалах  напыления

(Au, Cu). Видно, что эллиптичность света, отраженного от CB (я/2, я/2, 
я/4), существенно больше, чем от прямоугольного СВ. Кроме того, если 
в CB (я/2, я/2, я/2) при некоторых длинах волн отраженный луч не бы
вает поляризован линейно ни при каких значениях а вх [5], то для иссле
дованного CB всегда имеются два значения а вх, для которых отраж ен
ный луч линейно поляризован.

Коэффициент отражения CB определяется по формуле:

п =  Jml = ( £ Г )2 +  ( £ П 8 
Л* ( £ f ) 2 +  ( £ “х)2 ’

где /  вх и I  пых — интенсивности входного и выходного лучей. В таблице 
приведены значения коэффициентов отражения CB (в процентах) с се
ребрёными, элиминированными, золочёными и меднёными боковыми 
гранями. Усреднение проводилось по азимуту поляризации падающего 
излучения в каждом из десяти вариантов отражения, затем определяли 
средний коэффициент. В скобках даны значения для прямоугольного СВ, 
которые согласуются с [5].

Полученные результаты свидетельствуют, что отражательные х ар ак
теристики металлизированного и зеркального CB (я/2, я/2, я/4) допуска
ют их использование в оптическом приборостроении наряду с прямо
угольным СВ.

2 З ак . 1059 17



Рис. 3. Зависим ость эллиптичности поляризации tg[3 вы ходящ его и з
лучения от азим ута  поляризации 0 Вх входного линейно поляризован
ного света д л я  м еталлизированного световозвращ ателя  при различ

ных длин ах  волн и м атериалах  напы ления

О 30“ 60° 90" 120° 150° а», 30“ 60° 90“ 120“ 150° а ях

Д лина М еталлизированны й CB (п = ,513) Зеркальны й  CB
волны,

HM Ag Al Au Cu Ag Al Au Cu

400 76(83) 51(65) — — 76(83) 58(73) — —
500 88(92) 46(62) 4(12) 8(18) 90(93) 55(71) 5(13) 10(23)

600 90(93) 43(61) 58(69) 68(77) 92(95) 53(71) 62(74) 71(81)

700 90(94) 36(56) 76(84) 83(89) 92(96) 47(67) 80(88) 86(92)

800 91(95) 28(48) 82(87) 87(92) 93(96) 40(61) 86(92) 90(94)

900 91(95) 34(54) 84(90) 89(93) 94(96) 45(66) 88(93) 91(95)
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УД к  620.179.153

А. Д . Л Е В К О В И Ч ,  М. С. М У А Й Е Д  (И Р А К ) ,  А. Н. П Е Р Ц Е В

Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н О Е  С Р А В Н Е Н И Е  МЕТОДОВ  
И З М Е Р Е Н И Я  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  П О Г Л О Щ Е Н Н Ы Х  

БЕТА-ЧАСТИЦ ПО ГЛУБИНЕ ПОГЛОТИТЕЛЯ

Изучение распределения поглощенных бета-частиц в веществе пред
ставляет интерес с точки зрения их прохождения через среду и, в частно
сти, при использовании позитронов для исследования структурных и 
электронных свойств вещества [1]. Д ля  электронных и позитронных ис
точников кривая распределения может быть получена из измеренной 
функции пропускания бета-частиц; для позитронных источников приме
няется метод амплитудно-временного отбора аннигиляционных гамма- 
квантов, свидетельствующих о гибели позитрона [2]. Первый способ 
шире по применению, второй является более корректным. Поэтому целе
сообразно сопоставить результаты, полученные обоими методами в оди
наковых условиях (источник, геометрия, вещество). Например, измерен
ные первым методом массовые коэффициенты поглощения позитронов 
22Na для никеля и бериллия равны 25 и 19 см2/г  соответственно [3] (ис
точник расположен вплотную к поглотителю, исследовалась область 
стабилизации энергетических распределений); второй метод дал 77 и 
30 см2/г соответственно [4]. Существует неясность в характере распреде
ления остановившихся бета-частиц: расчет дает кривые с максимумом, 
положение которого зависит от порядкового номера вещества [1]; первый 
метод в указанной выше геометрии для никеля и бериллия качественно 
подтверждает расчеты [5]; второй метод для металлов приводит к экспо
ненциальным кривым [4, 6, 7].

В данной работе источником позитронов является ОСГИ на основе 
радионуклида 22Na активностью 1,2-IO5 Бк, поглотителем выбран алю 
миний. Установка для измерений по первому способу и их методика (за

5 4 5
К \Ч \Ч \\\\\\\\\\\\Ч \\\\\Х 1

Рис. 1. Блок-схем а установки:
/  — источник 22Na; 2 — ди аф р агм а ; 3 — наращ иваем ы й поглотитель; 4 — 
базовы й поглотитель; 5 — сцинтилляционны е зонды; 6 — радиом етры ,
7 — схема совпадений с ф ормирователем ; 8 — сумматор; 9 — м ногока

нальный анализатор ; 10 — циф ропечатаю щ ее устройство
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Рис. 2. Распределение поглощенных позитронов 22N a по глуби
не алю миниевого поглотителя. Сплош ные линии — результаты  
измерений по методу пропускания, пунктирные линии — по ме

тоду гам м а-гам м а совпадений.

исключением геометрии) аналогичны [5]. Исследования по второму ме
тоду проводились на установке, блок-схема которой представлена на 
рис. 1. Быстрые позитроны, испускаемые 22Na, поступают на основной 
поглотитель варьируемой толщины и далее на базовый поглотитель по
стоянной толщины (11,8 мг/см2). Аннигиляция позитрона с испусканием 
двух гамма-квантов (угол разлета равен 180°) в подавляющем большин
стве случаев происходит после его термализации [2], что эквивалентно 
его установке в поглотителе. Интенсивность суммарно-совпаденческой 
линии при настройке окон дискриминаторов на аннигиляционную линию 
в 511 кэВ пропорциональна числу термализованных позитронов в базо
вом поглотителе. Изменение интенсивности суммарно-совпаденческой 
линии в зависимости от толщины основного поглотителя характеризует 
распределение остановившихся позитронов по глубине поглотителя.

Цикл измерения одной точки включал набор с базовым поглотителем 
и без него за одно и то же время для определения фона. Использова
лись промышленные радиометры типа 20046 в комплекте со сцинтилля- 
ционными зондами 1A4-S-50. Разреш аю щ ее время схемы совпадений со
ставляло 0,2 мкс.

Геометрия узла источник — диафрагма — поглотитель выглядит так: 
расстояние источник — диафрагма равно 1 см, радиус диафрагмы 0,5 см, 
расстояние диаф рагма — поглотитель в первом методе и диафрагма — 
базовый поглотитель во втором составляли 1 см (основной поглотитель 
размещается на диаф рагме). В этом случае средняя геометрическая тол-
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Рис. 3. Распределение поглощенных позитронов 22N a по глуби
не алю миниевого поглотителя в полулогариф мическом м асш та

бе:
/ — результаты  измерений по методу пропускания; 2 — по методу гам 

м а-гам м а совпадении

щина поглотителя х  связана с его поперечной толщиной х  соотношением
R 1 , Я2

* ~  * R _  2 Ш RZ -  г2 ’

где R — расстояние источник — край геометрического изображения на 
поглотителе; г — радиус диафрагмы. В этой геометрии для обоих мето
дов X =  1,04 х.

Экспериментальные результаты, полученные двумя методами, для 
удобства совмещены на одном рисунке (2); указаны ошибки, обуслов
ленные статистикой отсчетов. Если H1 — число отсчетов, определяемых 
сигналом и фоном, п2 — только фоном, то число сигнальных отсчетов п =  
=  П[—п2, среднеквадратичное отклонение— ]Zti1 -)- н2.

Значение массового коэффициента поглощения р и его среднеквадра
тичная ошибка в предположении экспоненциального закона распределе
ния числа поглощенных позитронов по толщине поглотителя ll(x) = 
— п0е~^х определялись следующим образом. Д ля каждой пары смежных 
точек (рис. 3) находился массовый коэффициент поглощения р г. Д ля со-

-  I V
в о к у п н о с т и  ИЗ п значении J l i- ВЫЧИСЛЯЛОСЬ Среднее значение (-1 =  —

П

и среднеквадратичное отклонение Д р .=

Получены следующие значения массовых коэффициентов поглощения 
позитронов '22Na в алюминии: для метода пропускания р — (0 ,035+ 
±0 ,005) см2/мг, метода гамма-гамма совпадений— (0,032±0,003) см2/мг. 
В пределах точности измерения значения р согласуются, и оба метода 
указывают на экспоненциальный закон распределения числа поглощен
ных позитронов по толщине поглотителя. Можно такж е отметить бли
зость указанных значений р к приведенным в литературе: 0,0412 см2/мг
[6] и 0,0339 см2/мг [7] (в [7] использовался источник 22Na активностью 
1,85-IO8 Bk). Оба результата получены методом гамма-гамма совпаде
ний, но геометрии измерений в этих работах разные, что и обусловлива
ет, по-видимому, различие в полученных данных.

Таким образом, результаты данной работы позволяют сделать вывод,
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что методы пропускания и гамма-гамма совпадений при одинаковых 
условиях измерений приводят к эквивалентным значениям массового ко
эффициента поглощения и законам распределения поглощенных частиц 
по глубине вещества.
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СТРУКТУРА И К И Н Е Т И Ч Е С К И Е  СВОЙСТВА  
ФОЛЬГ СПЛ АВ ОВ  ВИСМУТ-СУРЬМА

При средних скоростях кристаллизации бинарных сплавов Bi—Sb и 
тройных сплавов Bi— Sb— Te, Bi— Sb— Sn, используемых для изготовле
ния термоэлементов [1] и преобразователей Холла [2], образуется устой
чивая дендритная структура [3], ухудшающая технические параметры 
материалов. В последние три десятилетия успешно развиваются методы 
получения фольг скоростным охлаждением из расплава, благодаря чему 
создается более равномерное распределение компонентов в твердых р ас
творах [4]. В данной работе представлены экспериментальные результа
ты по изучению структуры и кинетических свойств фольг сплавов 
Bi—8 % Sb, Bi—8% S b — 0,02%Те и Bi—8% S b — 0,05%Sn (используются 
атомные проценты), полученных скоростным охлаждением из жидкой 
фазы.

Фольги исследуемых материалов получали при кристаллизации кап 
ли расплава, выброшенной на внутреннюю отполированную поверхность 
вращающегося со скоростью 3000 об/мин медного цилиндра диаметром 
20 см. Скорость охлаждения при таких условиях кристаллизации состав
ляла  ~  IO6 К/с [4].

Рентгеноструктурный анализ текстуры фольг проводился на диф рак
тометре Д РО Н -3  в медном излучении. Д ля  расчета полюсных плотностей 
дифракционных линий {1012}, {1014}, {1120}, {1015}, {2022}, {1017}, 
{2025}, {2130}, {1235} и (0009) использовался метод Харриса [5]. М етал
лографические и рентгеноспектральные исследования выполнялись с по
мощью микроскопа ММУ-3 и установки РЭММА-200. Измерения удель
ного электросопротивления р, коэффициента Холла R  и дифференциаль
ной термо-ЭДС а  осуществлялись компенсационным методом в интерва
ле 77—300 К.

Фольги исследуемых сплавов, полученные скоростным охлаждением 
из жидкой фазы, имели поликристаллическую структуру и толщину 20—■ 
60 мкм. Большинство зерен было ограничено внешними поверхностями. 
Рентгеноспектральные исследования показали равномерное распределе
ние сурьмы в фольгах.

Полюсные плотности дифракционных линий {1012}, {1014}, {1120}, 
{10Т5}, {10І7} , {2022}, {2025}, {2130}, {1235} и (0009) фольг сплавов 
Bi—8 % Sb, Bi—8% Sb — 0,02 % Te и Bi—8 % Sb — 0,05% Sn приведены



Полюсная плотность дифракционных линий фольг

Д иф ракц ион 
ная линия

Сплав

B i-8% Sb B i-8%  S b-0 ,02% Te Bi-8%  Sb-0 ,05%  Sn

10І2 6 , 2 9 ,2 9 , 1

10І4 0 ,2 0 ,0 0,1

1120 0 ,5 0 ,0 0 ,0

10І5 0 ,4 0 ,3 0 ,3

2022 0 ,4 0 ,2 0 ,2

10Ї7 0 ,4 0,1 0 ,1

2025 0 ,1 0,1 0,1

2130 0 ,5 0 ,0 0 ,0

1235 0 ,4 0 ,0 0 ,0

0009 0 ,9 0,1 0 ,2

в таблице. Наблюдается четкая текстура типа {1012}, формирование ко
торой обусловлено тем, что три плоскости (0112), (1012) и (1102) обла
дают высокой ретикулярной плотностью атомов, равной 1,93/а2 (а — по
стоянная решетки в гексагональной установке). Поэтому центры зарож 
дения твердой фазы ориентируются указанными плоскостями параллель
но внутренней поверхности цилиндра. Каждый атом висмута в кристал
лической решетке связан с тремя другими ковалентными связями, обра
зующими между собой угол 95°30' [6]. При этом две ковалентные связи 
находятся в плоскостях (0112), (1012) и (1102), а третья связывает два 
атома, расположенные в соседних плоскостях такого ж е  типа. Такая 
ориентация ковалентных связей способствует сохранению преимущест
венной ориентировки зародышей в процессе их роста.

Температурны е зависимости удельного сопротивления (а ), коэфф ициента Холла (б) и 
диф ференциальны х терм о-Э Д С  (в) фольг сплавов Bi-Sb ( / ) ,  B i-Sb-Te (2 ), B i-Sb-Sb (3)

Кинетические свойства фольг исследуемых материалов зависят от 
их состава и температуры (см. рисунок). В бинарном сплаве Bi—8% Sb 
процессы переноса определяются электронами и дырками, концентрации 
которых равны друг другу, а подвижность электронов значительно боль
ше подвижности дырок [7]. Последним и объясняется отрицательный знак 
коэффициента Холла и дифференциальной термо-ЭДС фольг. Зависи
мость р (Г) фольг сплава Bi—8% S b имеет минимум вблизи 250 К. В об
ласти низких температур длина свободного пробега электронов сравни
ма с размерами зерен [8], границы которых дают существенный вклад 
в их рассеяние. Рассеяние носителей заряда  на дефектах кристалличе
ской решетки не зависит от температуры [9], поэтому увеличение удель
ного электросопротивления с понижением температуры обусловлено бо-
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лее значительным уменьшением концентрации носителей заряда, чем 
ростом их подвижности. Увеличение концентрации электронов и дырок 
при повышении температуры приводит к уменьшению абсолютных вели
чин коэффициента Холла и дифференциальной термо-ЭДС. Некоторое 
падение | а |  при Г < 1 1 0  К, по-видимому, вызвано сближением подвиж
ностей электронов и дырок.

Легирование сплава Bi—8% Sb теллуром приводит к повышению 
концентрации электронов, которые и определяют кинетические свойства 
в области низких температур. При 7’> 2 0 0  К появляются дырки, которые 
из-за их низкой подвижности незначительно влияют на процессы пере
носа. Поэтому р (T) и I a ( T ) I  монотонно увеличиваются, а R (T )  изменя
ется незначительно, достигая экстремума при 210 К.

В тройном сплаве Bi—8 % S b —0,05% Sn кинетические свойства в об
ласти низких температур определяются только дырками. Поэтому при 
Т -<120К  a (T) и р (T) увеличиваются с повышением температуры, 
а R (T )  почти не изменяется. Дальнейший рост температуры приводит 
к появлению высокоподвижных электронов в зоне проводимости, и вбли
зи 160 К удельное электросопротивление имеет максимум, а дифферен
циальная термо-ЭДС и коэффициент Холла меняют знак с положитель
ного на отрицательный.
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Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н А Я  М О Д Е Л Ь  ПЛЕН ОЧН ОГ О  
П Р Е О Б Р А З О В А Т Е Л Я  ХОЛЛА  

В Н Е О Д Н О Р О Д Н О М  МАГНИ ТНО М ПОЛЕ

Преобразователи Холла широко применяются в метрологии для топо
графии неоднородных магнитных полей, в разнообразных технических 
устройствах, регистрирующих перемещение, вращение объекта и др. М и
ниатюризация используемых при этом магнитных систем, необходимость 
в регистрации полей, создаваемых цилиндрическими магнитными доме
нами, требуют оценки погрешности измерений в условиях локализации 
неоднородных магнитных полей. При этом преобразователь Холла (ПХ) 
уже нельзя считать точечным. Влияние технических характеристик ПХ, 
его геометрии и других параметров, определяемых технологией произ
водства, на работоспособность в неоднородном магнитном поле практи
чески не исследовано. Таким образом, разработка функциональной мо
дели реального ПХ является весьма актуальной.

Рассмотрим основные физические приближения, используемые для 
построения функциональной модели с учетом современных технологий 
в производстве ПХ. Наиболее совершенными являются пленочные пре
образователи Холла, обычно изготавливаемые с применением фотолито
графической технологии. Толщина пленки d  варьируется в широких пре
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делах от 0,01 до 10 мкм. Пусть 
область локализации поля такова, 
что изменение составляющей ин
дукции В , перпендикулярной п ла
стине Холла, незначительно по 
толщине пленки. Тем самым счи
таем преобразователь бесконечно 
тонким по оси Z, что допустимо 
для большинства пленочных ПХ.
Зависимостью электрической про
водимости пленки а от индукции 
магнитного поля пренебрежем, 
т. е. о (В) = о  (0) = о .  Это допуще
ние корректно, так как материал 
пленки обычно легированный по
лупроводник, например, InSb или 
InAs с уровнем концентрации носителей заряда ( I —5 )-1 0 23 м~3. Такая 
конструкция считается оптимальной [1].

Указанная модель позволяет рассматривать функционирование пре
образователя Холла в двухмерно-неоднородном магнитном поле, т. е.
B =  (0, 0, В),  где В (X, у) — функция координат х  и у.

Конфигурацию преобразователя выберем, к ак  показано на рис. 1, 
в виде прямоугольника, что соответствует достаточно распространенной 
форме ПХ. Холловские контакты считаем точечными. В отсутствие маг
нитного поля на выходе ПХ появляется ЭДС, которую называют оста
точным напряжением Uc(O). Напряжение Пс(0) зависит от нескольких 
факторов: технологии производства, режимов эксплуатации, от тока J, 
проходящего через ПХ. Использовав разложение Uc в ряд по J [2], полу
чаем:

Uc (O) =  H /  +  r2J 2 +  r3J 3 +  . . . г  nJ n. (1)

Um = r i J  — напряжение неэквипотенциальности, которое возникает 
вследствие асимметрии холловских зондов, при этом Г\ имеет смысл элек
тросопротивления между линиями A A '  и CC'. Если ввести параметр асим
метрии /, то Um = T iJ =  UI/а, где U — разность потенциалов при длине 
ПХ, равной а. Фактически же U — ЭДС внешнего генератора напряж е
ния. При питании ПХ от источника постоянного тока величиной J имеем 
Um = J R Bxl/a, где R ex — электрическое сопротивление входа ПХ. При но
минальном токе управления и неэкстремальных температурных режимах 
эксплуатации, как правило, | Um \ >  | го-И+гз/3+ . . . | . Роль слагаемых 
в разложении (1) возрастает при увеличении тока, причем некоторые ко
эффициенты могут равняться нулю. Их природа связана с комплексом 
практически неконтролируемых термогальваномагнитных эффектов в по
лупроводниках [3].

Уменьшение остаточного напряжения является актуальной задачей 
при производстве промышленных ПХ. Применяемые способы (механиче
ское подцарапывание, лазерная подгонка и др.) существенно уменьшают 
асимметрию, но полностью компенсировать Um не могут. Значения |Н нэ| 
зависят от материала и способа изготовления и составляют 10 мкВ— 
10 мВ.

В рассматриваемой модели допускается, что остаточное напряжение 
в основном обусловлено Um, т. е. Hc (O) » ( / на, которое определяется экс
периментально по величине сигнала в отсутствие магнитного поля. И з 
меряемая в магнитном поле величина

Uc (B) = U c (O) A-Ux, (2)

где Ux — ЭДС Холла. Основным параметром ПХ является чувствитель
ность к магнитному полю при фиксированном токе:

V = - ¾ W  <3 >

Рис. 1. П реобразователь Х олла прям оуголь
ной формы в неоднородном магнитном по

ле
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Она определяется в однородном постоянном магнитном поле B0 и явля
ется индивидуальной характеристикой преобразователя. Естественно, что 
у прямо пропорциональна коэффициенту Холла R  материала преобразо
вателя. Таким образом, можно считать известными a, R , у, U, Uhэ, гео
метрические размеры преобразователя, распределение индукции маг
нитного поля В (х, у ) .

Проведем расчет Uc ( B ) — выходного сигнала реального преобразо
вателя Холла (см. рис. 1) в магнитном поле В(х ,  у) .  Д ля  этого восполь
зуемся уравнениями Максвелла:

rot E  =  0, (4)

div / =  0, (5)

где j  — вектор плотности электрического тока; E  — напряженность элект
рического поля, связанная со скалярным потенциалом ср следующим 
уравнением:

E =  — gradcp. (6)

Систему уравнений (4— 6) следует дополнить законом Ома, который з а 
пишем в виде [4]:

/ =  o E + o r R  [Е X В].  (7)

Выражение (7) справедливо как для изотропного материала, так и для
анизотропного полупроводника с несколькими максимумами или мини
мумами энергии при условии, что время релаксации изотропно и зави
сит лишь от энергии [4]. Поле предполагается слабым, т. е. р В -C 1, где 
ц — холловская подвижность носителей заряда. Оценка величины рВ 
при B =  0,2 Тл и р =  0 ,1 В/м2 с для гетероэпитаксиальных структур п — 
— InSb— і— GaAs [5] подтверждает предположение слабого поля и кор
ректность выражения (7).

—>-
С учетом В =  (0, 0, В) из (4— 7) следует уравнение для ср:

3-+-3-+«*(££-3~£Н- <8>
Условие отсутствия протекания тока через боковые поверхности элект

родов (jy =  0) может быть записано:

д<? a R B - ~ )  =  0. (9)
ду  дх у = 0

У=Ь

Потенциалы на токовых электродах считаются постоянными:
ф(0 , y )  =  U, (10)
<р(а, у)  = 0 .  (11)

Решение данной задачи будем искать в виде: ф =  U(  1— х/а)  + ф ь  где пер
вое слагаемое — потенциал в отсутствие магнитного поля, а ф4 — малая
добавка, которая в приближении слабого поля выполняет роль потенциа
ла возмущения.

Из (8) — (11) получаем следующие условия для отыскания функции 
Ф ь которые совпадают с [6]:

а2ф1 <52фі _  л дВ
д х 3 т  д іў  А  д у  ’

Фі (0. У) =  Фі (а. У) =  0, (13)
дфі 
ду  

<5фі

у = = А В ( х , 0 ) ,  ( И )

д у
где A =  — oUR/a.

=  A B  (х, Ь), (15)
у= Ь
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Д ля решения уравнения (12) с граничными условиями (13— 15) 
воспользуемся методом конечных интегральных преобразований [7]:

Фі (х, У) =  Фодн. +  2  (У) ' Qn (Х)Ni
(16)

где фодн. — решение вспомогательной однородной задачи, которое полу
чают методом разделения переменных при устранении распределенных

2 /" источников; Xn, Q n ( x ) И N n— собственные числа, собственные функции и
квадрат нормы, определяемые из [7]; Dn ( y ) — вспомогательные функции, 
учитывающие неоднородные граничные условия и заданные источники.

Фодч. =  2 Л 2
п= і пп sh

- jch ~  у  [ В (х, b) sin ( ^ -  dx  -

ch
пп
а У В (х, 0 )s in  —  X \dx (17)

Используя таблицы, приведенные в [7], можно записать выражение для 
второго слагаемого в соотношении (16) :

Bn (у) Qn (■*■) 
N2 *•2

sin I
пп \

-----Xа )
I n n  \

пп sh \  а )

1 П Пc h ~ y дВ (х, s) 
ds Slll X) X

X ch (b —  s) dx ds +  ch

X ch

ПП / /  \
—  (ь - у )

а УIiО О

дВ (х, s) . / пп
- V i s i n -  * X

s ) dx dS  . (18)

Окончательно потенциал ф (х, у)  получается в виде:

Sin
2 а RU

п= і пп sh
ch У) ■  ̂В (х, b) X

X sin xdx  — I" j  sin я) • ch (b — s) dx ds
b y  s a a

ch f —  (b — y) • f B (x, 0) sin (—  x) dx +  f f
L a j Lq \ a ]

X ch s dx ds (19)

Величина сигнала с ИХ будет равна разности потенциалов в точках 
(± = ± , б) и ( - ^ ± 1 ,  0):



/ \ a b I \n n  / n . I \ C C d B  (x ,  s) I nji  \ і n n  , .  . , ,
sin —  [-T +  T I J J sin ( —  xJ Ch —  (b -  s) dx ds ~

—  S i n -
riK / a

O O 
a b

O O H.f I t̂ £-£̂sin ІДГxJch(jTTs) dxdsI- (20)
Если учесть, что смещение холловских зондов невелико, т. е. 1/а<£ 1, то

ПК I( а
а  (T

/ \ . п л  I п л
AT~aC0S T

и представить выражение (20) следующим образом
CO

UC= U ^  +  2A 2 ( - 1)

П— 1
2

X sin (~~~ % I dx

п= 1, 3, 5 

1

/щ
а b

thI - ^ 6Jl J IB (х, Ь) +  В(х, 0)] X

/  HK \ J J 
sh[ b T b) 0 0

1 1  - I f s in й г  А) • sh д г  (у -  4 ) dA +

а
+  А ± -  2  ( - l ) n/2c t h ( ^ - b ) { j [ B ( x ,  0 ) - 5 ( * ,  6 ) ] s i n ( - ^ - x ) d x +

n=9. 4. fi. 8 '  '  0 /

I .f Ж sin (^А)сЬ(У_ “5")̂ }̂'■ (21)
« = 2 ,  4, 6, 

+

Д л я  экспериментальной проверки (21) проводились измерения вы
ходного сигнала преобразователя Холла в неоднородном магнитном поле 
(рис. 2). Магнитное поле изменялось только по оси х. Выходной сигнал, 
измеренный точечным элементом Холла с а — 0,2 мм, 6 = 0 ,1  мм, показан 
сплошной линией. Кривая 1 соответствует выходному сигналу преобра
зователя, имеющего ту ж е  чувствительность, что и точечный элемент 
Холла, но значительно большие размеры ( а =  15 мм, 6 = 1  мм). Кривая 
2 — результаты расчета по формуле (21) при условии //аж О . При / / а ж  
ж 0,1 экспериментальная зависимость Uc(x) представлена кривой 3. 
Практически кривые 2 и 3 оказываются параллельно сдвинутыми, что и 
подтверждает (21). Следовательно, данная формула хорошо описывает 
реальный сигнал преобразователя Холла.

Рис. 2. Зависим ость вы ходного сигнала пленочного преобразова
теля Х олла с магнитной чувствительностью  у  =  500 м В /Тл от к о 

ординаты  х:
сплош ная линия — эксперим ен тальная , полученная с помощ ью точечного 
ПХ; I (X ) — эксперим ен тальная, разм еры  IlX : а =  15 мм, b =  1 мм; 2 (•) — 
расчет по формуле (21) с учетом Ца «  0; 3 (Л )  — эксперим ентальная при

На « 0 ,1
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Исходя из выражений (20, 21), можно сделать следующие выводы:
■— величина выходного сигнала преобразователя Холла в неоднород

ном магнитном поле зависит от ориентации потенциальных и токовых 
электродов относительно магнитного поля (т. е. потенциальные и холлов- 
ские контакты неэквивалентны даж е в симметричных ПХ);

— подгонка ПХ, связанная с уменьшением I (механическое подцара- 
пывание, лазерная подгонка и др.), более предпочтительна по сравнению 
с электрическими способами компенсации остаточного напряжения не- 
эквипотенциальности, например, путем подключения встроенной ЭДС;

— полученные выражения можно использовать для оценки влияния 
размеров ПХ на точность измерения распределения индукции магнитно
го поля.
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А. Р. Л О П А Т И К ,  О. В. М И С Е В И Ч ,
А. К  Х А Д Ж О  (С А Р ) ,  А. Л. Х О Л М Е Ц Щ И

МСКЭ ПРИ ПОЛН ОМ В Н Е Ш Н Е М  О Т Р А Ж Е Н И И  
МЕСС БАУЭРОВСКОГО ИЗ ЛУЧ ЕНИ Я

Интегральная мессбауэровская спектроскопия конверсионных элект
ронов (МСКЭ) позволяет во многих случаях повысить производитель
ность гамма-резонансных измерений по сравнению с традиционным 
вариантом [1]. Это преимущество становится особенно важным при ис
следовании когерентных процессов взаимодействия мессбауэровского 
излучения с веществом, когда необходима жесткая коллимация первич
ного пучка, в частности, при полном внешнем отражении (ПВО) мессбауэ
ровского излучения. Последнее представляет большой интерес не только 
с точки зрения физики самого явления, ио главным образом для иссле
дования тонких поверхностных слоев материалов (2— 3 нм), поскольку 
именно такова глубина проникновения мессбауэровского излучения в 
вещество при ПВО.

Известно, что зеркально отраж енная волна возникает в результате 
интерференции когерентно рассеянных волн, когда рассеивающие цент
ры равномерно заполняют полупространство [2]. Заметной величины 
зеркально отраженная волна достигает, когда угол падения приближа
ется к углу полного внешнего отражения ф, определяемому условием 
S i n 2Cp =  1 — п 2.

Д ля мессбауэровского излучения п < П ,  величина (1—и2) имеет поря
док IO-0; угол ф составляет несколько минут. С увеличением угла сколь
жения амплитуда зеркально отраженной волны быстро уменьшается 
(пропорционально [ ( 1 — /г2) /эіп2ф ]2) и становится неразличимой на не- 
когерентном фоне.

При реализации условий ПВО расходимость пучка гамма-квантов 
должна быть меньше ф. Это требует его жесткой коллимации, что
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приводит к потере скорости 
счета и ухудшению отноше
ния эффект/фон. Поэтому до 
настоящего времени сообща
лось лишь о немногих попыт
ках практической реализа
ции этого метода [3, 4].

Оценим величину потока 
излучения I, падающего на 
образец от источника 57Co 
активностью Q и расходи
мостью пучка сс^ф/2. Поток 
мессбауэровского излучения 
I = kQAQ,  где k — отно
сительная интенсивность 
мессбауэровской линии в 
интегральном спектре излу
чения. В случае малых а  те
лесный угол регистрации 
Д Й ^ а 2/4=ср2/16.

Д л я  мессбауэровского излучения железа угол ПВО ф =  4 -Ю -3; для 
источника 57Co k ^  1/15; I ^  1,3 • IO2 с-1, если Q =  2 • IO9 Бк. Доля ре
гистрируемых конверсионных электронов в несколько раз меньше величи
ны I, и в  лучшем случае составит ^  30—50 с-1. При числе каналов 
мессбауэровского спектрометра N  =  256 скорость счета в канале со
ставляет весьма малую величину (л ;  0,2 с“ ') ,  что позволяет говорить о 
получении мессбауэровских спектров только с образцов, обогащенных 
изотопом 57Fe. Кроме того, при столь низкой скорости счета большое 
значение приобретает выбор наиболее эффективного детектора низко
энергетических электронов. В известных экспериментальных работах 
[3, 4] использовался газопроточный пропорциональный счетчик элект
ронов. Однако сравнительно большая величина конструктивного фона 
существенно увеличивала время измерений. В этом плане представляет
ся перспективной попытка применения воздушного сцинтилляционного 
детектора электронов [5], имеющего малый рабочий объем, локализуе
мый размерами образца. Основной элемент детектора (рис. 1) — фото
умножитель (ФЭУ), который регистрирует световые импульсы от микро
разрядов в разреженном воздухе, инициируемых электронами, вылетаю
щими с поверхности облучаемого образца О. Образец расположен вбли
зи входного окна ФЭУ, его облучение производится коллимированным 
касательным пучком гамма-квантов. Электростатическое поле, вызываю
щее микроразряды, создается за счет разности потенциалов фотокатода 
ФЭУ и образца, т. е. строго локализуется в необходимом зазоре. Это по
зволяет существенно подавить фон от конструктивных элементов систе
мы, что обеспечивает высокое отношение сигнал/фон, в том числе при 
малой скорости счета электронов.

э

Рис. 2. Схема ю стировки образца  О:
/Cl, К2 — коллиматоры; Э — экран; Л И  — лампочка  накаливания

ГК.

Рис. 1. С труктурная схема воздуш ного сцинтил
ляционного детектора электронов:

И  источник излучения; К  — коллиматор;  И В Н  —
источник высокого напряжения; Г К  — герметизирован

ная  камера
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Рис. 3. М ессбауэровские спектры, полученные с пленки при тем пера
туре отж ига 150 °С:

о — в  условиях ПВО; 6 — при их рассогласовании

Коллимация первичного пучка гамма-квантов проводилась с помощью 
двух соосных коллиматоров с шириной отверстия 2 мм, разделенных рас
стоянием в 30 см. При минимально наблюдаемой ширине щели вычис
лялся угол наклона образца к оси пучка й1 =  А г///, где А у  — изменение 
координаты изображения щели за счет отражения света от образца. В е
личина #  выбиралась равной (0 ±  1) - 10 3. Затем образец перемещался 
назад на 1 мм. В этих условиях, как легко показать, угол скольжения 
гамма-излучения на образец составлял (3 ±  1) • IO^3, что обеспечивало 
реализацию условий ПВО (рис. 2).

Разработанный метод использовался для исследования приповерх
ностных слоев пленочной структуры на основе Co57 Fe204, получаемой 
осаждением из коллоидных водных растворов на подложке из стекла. 
Съемка спектров проводилась при различных температурах отжига об 
разцов как с тонкого поверхностного слоя 2— 3 нм, так  и объемных слоев 
(в последнем случае проводилось рассогласование условий ПВО, что 
обеспечивало глубинность измерений, сравнимую с толщиной пленки, 
^lOO нм). Измерения проводились на автоматизированном модуляцион-
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Рис. 4. М ессбауэровские спектры, полученные с пленки при тем пера
туре отж ига 550 °С:

а — в условиях ПВО; б — при их рассогласовании

но-временном ЯГР-спектрометре [6]. Использовался источник 57Co в 
матрице хрома активностью ГБк. Время одного измерения — 24 ч.

Спектры исходной структуры пленки (температура отжига 150 °С) 
приведены на рис. 3. Основу их составляет суперпозиция секстета уши
ренных линий магнитной сверхтонкой структуры (группы линий А, В, С, 
Д,  Е, F) и дублета квадрупольного расщепления парамагнитного ж елеза 
(группы линий G, Я ) .  Уширение линий зеемановского секстета можно 
объяснить, с одной стороны, близостью структуры CoFe2O4 к структуре 
окисла Fe3O4, в решетке которого железо занимает две различные коор
динации, соответствующие нескольким значениям эффективного магнит
ного поля на ядре [7 ] . В связи с этим спектр магнитного железа пред
ставляет наложение двух неразрешенных зеемановских секстетов. С дру
гой стороны, заметный вклад  в дополнительное уширение линий могут 
вносить и релаксационные процессы [8 ] .

Вместе с тем сравнение спектров (см. рис. 3, с, б) показывает и з а 
метное различие их структуры, что отраж ает отличие физико-химичес
ких свойств поверхностного слоя ~  2 нм от образца в целом. Это разли
чие проявляется прежде всего в большей ширине линий зеемановского
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секстета на спектрах ПВО по сравнению со спектрами МСКЭ, что, веро
ятно, связано с большей диффузионной подвижностью атомов железа 
на поверхности пленки. Последняя, как известно [8], может приводить 
к существенному уширению мессбауэровских линий. Кроме того, в спект
ре ПВО присутствует секстет линий металлического железа a-Fe (поло
жение линий a-Fe на спектре (рис. 3, а) показано вертикальными линия
ми) , которое находится на поверхности в виде кластеров и его наличие 
дает интересный физико-химический эффект, требующий своего объ
яснения.

Н а рис. 4, а, б изображены спектры, полученные с пленки после ее 
отжига при температуре 550 °С. Обращает на себя внимание полное пре
вращение парамагнитного железа в окисное, что проявляется в исчезно
вении центрального дублета квадрупольного расщепления. Сравнение 
спектров позволяет сделать качественный вывод об уширении линий 
спектра ПВО по сравнению со спектром МСКЭ. Причиной этого могут 
быть как диффузионные процессы на поверхности, так и наличие допол
нительных фаз окисного железа в слое ~ 2  нм. К сожалению, рентгено
структурные исследования, которые помогли бы ответить на этот вопрос, 
в таком тонком слое невозможны. В спектре ПВО наблюдается также 
исчезновение линий от металлического железа, что связано с переходом 
последнего в окисные формы при отжиге.

Таким образом, проведенные исследования доказали возможность 
реализации экспериментов по ПВО мессбауэровского излучения с по
мощью воздушного сцинтилляционного детектора конверсионных элект
ронов и одновременно продемонстрировали эффективность метода в изу
чении тонких поверхностных слоев материалов.
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У Д К  534.23

А. К. Б Е Л Я В С К И Й ,  И. К. Д А Н Е И К О

О Б О Б Щ Е Н И Е  МЕТОДА КОНФОР МНОГО П РЕ О Б Р А З О В А Н И Я  
Д Л Я  ЗА Д А Ч И  Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Я  ВОЛН  

В П Р О И З В О Л Ь Н О М  В О Л Н О В О Д Е

М етод конформного преобразован и я  д о к а з а л  свою эффективность 
при решении отдельного класса  задач ,  связанны х с расчетом акустичес
ких полей в клиновидных о б л а с тя х  [1, 2]. О днако  при переходе от иде
ально ровного д н а  к реальн ы м  поверхностям и учете горизонтальной 
неоднородности океан а  д ан ны й подход становится  трудноприменимым. 
Это объясн яется  к а к  слож ностям и  в подборе новой ортогональной 
координатной системы, приводящ ей границы к более простому виду, так  
и необходимостью ограничиться  узким  классом  зависимостей скорости 
звук а  от глубины. П р ям оугольн ы е  ж е  волноводы вообщ е исклю чаю тся
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К линообразны й волновод, моделирую -

из области применения указанного ме
тода. Большинство этих проблем м ож 
но решить лишь при использовании не
ортогональных систем координат.

Рассмотрим клинообразный гори
зонтально-стратифицированный волно
вод с абсолютно мягкой верхней гра
ницей и произвольной нижней (см. ри
сунок). З адача  нахождения двухмер
ного акустического поля в такой о б ла
сти имеет вид:

( 1)
ЩИЙ УСЛОВИЯ прибреж ного ш ельфа у 2 ф  I x  2 ) I k 2 / 2 ) ^  ( у  2 ) =  0)

(S  — поверхность дн а) т  v '  1 \ / т  \  / »
Ф 12=0 =  о, ф; +  £ф |v=7(2) =  о,

где k2 (z) =  со2/ с 2 (г); с — скорость звука; со — частота; ф^ — производная 
по внешней нормали; g — адмитанс дна. Функция y ( t ) ,  описывающая 
нижнюю границу клина, может быть построена с помощью интерполяци
онного полинома Л агранж а. Если известны А7+ 1 ,  точка с координатами 
Xi,  Zi,  Причем (Xi , Zi )  e S ,  то

N N N t

X =  у  (г) =  2 « р Ч  O0- Ф =  2 1)" c Hу  П  (Zn — zm),
І— 1 п= 0 т—О

N N t N t

O0 ( I )^  Xn П Zmу '  IJL (zn Zm) ,
л = 0 т= О

т ф п ,  С% — сочетание из N  элементов Z i по п, индекс «*» обозначает, 
что из произведения  исклю чается  член, д л я  которого т — п  [3]. В частно
сти, проф иль  дна  (см. рисунок) м о ж ет  быть однозначно за д ан  с по
мощ ью  15 точек. П ерейдем  в новый координатны й базис х = р ( и ) ~ \-v, 
z — q(u) .  Тогда  з а д а ч а  (1) прим ет вид:

+ ? Ч б ' 2 +  9 '2) ф ;'£, — (б У  — б У ) ф ; -  2 с?у  ф ;;ц +

+  с7'3 (<7) ф =  0, ф =  0, <7 =  0;
_1_

Ф A q '  +  ftp') — ф ,>  +  gq'  (1 +  ft2) 2 ф =  0, р +  V =  Y (су);
(здесь и в дальнейшем штрих без индекса при р и q означает дифферинци-

N
рование по и, а при / — по v, Ь =  у2). Пусть р (и) — ql +  Ci0, тогда,

(= 1
применяя стандартный метод разделения переменных, получим:

j _  _i_

ф (и , V) =  (q’) 2 exp [ a ( q +  р — i v + j  Mp) -)- g j ( l  +  б2) 2 dq],

где a  — постоянная  р азд елен и я ,  а ф ункц ия  q(u)  является  решением 
уравнени я

Q2Q1A +  Q* В +  Q3D +  Q2P =  О,QQ"— JpQ'2

Q  =  C ' ,  A =  a +  g ( \  + Ь2) ^ ,  B =  k2 {q) +  2а2 +  2 a g ( l  +  62) ^  +
_1_ - _1_'

+  g 2 (l + ft2), D =  2ag  (I +  ft2) 2 ftp' +  2a2f t p ' +  g ( l + f t 2) 2 ,
p =  a 2 (ftp')2 +  a  (ftp ') ',

(2)

способ решения которого будет обсуждаться в последующих публика
циях. Остается добавить, что данный подход, избавляя от необходимости 
решения задачи на собственные функции и собственные значения, приво
дит к не менее сложному уравнению (2).
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П ерейдем  теперь к за д ач е  нахож дени я  акустического поля в п р ям о 
угольном нестратифицированном  волноводе. В качестве функций, а п 
п роксим ирую щ их реальны е профили скорости звука, выберем аналогич
ные исп ользовавш и м ся  в [4]. Т огда уравнение

V'2\|)(x, z)-\-k2(x, 2)ф (х ,  z) = 0

с граничными условиями

Ф I z=o =  0, +  g-ф Iz=H =  о,

с помощ ью  преобразован и я  координат  x = n (u ) f ( v ) ,  z— q(u ) м ож ет  быть 
приведено к виду:

^2/ ' 3 (<7'ф "н— <?"ф ')  — ^ у /р ф ^ + м-'2?' (/2/ ' ф;; +  (2 // '2- / т ) ф ;) +

+  <?'3 i f  Vm — Г  Ф') — і-1 (И'"?' — Vq") P  Vu +  <?'7'3 ^2 (у) Ф =  о, 
ф | ? = 0 =  о, ф ; / ц '  — ф ; [ i f  — ф ^ ' р / ' іq=H =  о.

Если искать  решение последней задачи  к а к  произведения ф (и , у) =  
=  U (и) V (и ) , после неслож ны х преобразований  получим:

J -
Ф («, у) =  2 4 Ф п (н) (Ф)і2 (Pf)°4 (3)

гг= 0

где а п и ф„ — собственные значения и собственные функции задачи  

4 p V 2q>" -f- (8а2р '2 q '2-\- р2 (2q'"q' — Sq"2)) ф = 0,
(4)ф I ?= о  = 0, ф I ч=н = ра exp (— g#);

/4П — коэффициент возбуждения п-й моды; / ( а ) =  [ (а 2 — а п)/&2 ( ц ) ] 2 , а 
<7 («) и р ( и )  вы бираю тся  так, чтобы наилучш им образом  удовлетворить 
УСЛОВИЮ k2 (Х, z )-^k2 (v ) / [I2 [4].

Зн ачен и е  ф(и) м ож ет  быть получено к ак  методом ф азовой  функции, 
д етально  р азработан н ы м  в [5], т ак  и с помощ ью любого другого подхода, 
применимого в данном случае.

В заклю чени е  отметим, что при соответствую щ ем выборе функции q 
и р м ож н о получить решение зад ач и  (4) аналитически, что существенно 
упростит процесс оты скания общего реш ения (3).
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М а те м а ти к а  и 
механика Щ И

V - V = O

У Д К  517.948.32 : 517.544

Э. И. З В Е Р О В И Ч

о возможности явного ПОСТРОЕНИЯ
ГЛОБАЛЬ НО Й У Н И Ф О Р М И З А Ц И И  

АЛ Г Е Б Р А И Ч Е С К О Г О  СООТВЕТСТВИЯ

1. Пусть F — неприводимый многочлен от двух комплексных пере
менных ги г®  над полем С.

Уравнение

задает (вообще говоря, многозначное) алгебраическое соответствие м еж 
ду переменными Z И W.

Под униформизацией  этого соответствия понимается нахождение 
пары однозначных аналитических функций

таких, что выполняется тождество /7[ф(5), ф(£)] =  0. Униформизация на
зывается локальной,  если функции (2) удовлетворяют уравнению (1) 
в некоторой окрестности наперед заданной точки (z0. w0), где F (z0, ш0) =  
=  0. Достаточно полное и алгоритмичное решение проблемы нахождения 
локальной униформизации содержится в многочисленных известных тео
ремах о неявных функциях. Построить униформизацию можно, напри
мер, методом диаграммы Ньютона [1]. Униформизация называется гло
бальной, если функции (2) удовлетворяют уравнению (1) д л я  всевоз
можных значений переменных z  и w, связанных этим уравнением.  П роб
лема существования глобальной униформизации (или 22-я проблема 
Гильберта [2]) полностью решена в ряде классических работ, выполнен
ных на рубеже веков. Однако в общем случае никаких способов явного 
построения глобальной униформизации эти работы не содержат, по
скольку в них используется общая теорема Б. Рим ана о существовании 
конформного гомеоморфизма односвязной римановой поверхности на 
каноническую область. Такие способы есть только в некоторых частных 
случаях (униформизация рациональными, периодическими, двоякоперио
дическими и некоторыми другими классами функций). Вообще, в рабо
тах по теории униформизации прослеживается тенденция искать унифор- 
мизирующие функции в тех или иных классах автоморфных функций [3], 
что тоже суж ает возможности их явного построения. Поэтому оставим 
только самые существенные ограничения, каковыми являются требова
ния однозначности и аналитичности функций (2). Тогда общая схема 
построения униформизации может быть описана следующим образом. 
Если риманова поверхность R, заданная уравнением (1),  не подобна од
нолистным, то на ней проводим разрезы L с таким расчетом, чтобы р аз 
резанная поверхность стала подобной однолистным, т. е. конформно

эквивалентной какой-либо однолистной области DczC.  Тогда искомая

F (z, w) = 0 ( 1)

(2)
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глобальная униформизация выражается в явном виде через конформный 
гомеоморфизм /: R\ L - > D  следующим образом:

( г =  (Jt1O /-1) (^),
W =  ( J l 2 O f - I )  ( £ ) ,  -

где (г, t o ) e R ,  а яі : (2, w)-+z  и я 2 : (2 , ау)-э-ш — отображения проектиро
вания. Успех явного построения униформизации (3) зависит, вообще го
воря, от удачного подбора разрезов L, области D и отображающей функ
цій! /.

2. В случае, когда риманова поверхность R, заданная уравнением (1),

рода нуль (т. е. гомеоморфна расширенной комплексной плоскости С), 
глобальная униформизация соответствия (1) известна и реализуется 
с помощью рациональных функций ср и ф. Способы построения унифор
мизации дает теория алгебраических функций [1]. В основе этих спосо
бов лежит существование рациональной функции t ,= r ( z ,  w) ,  имеющей 
на R единственный простой полюс.

Предположим теперь, что род римановой поверхности R равен нулю, 
но ее алгебраическое уравнение (1) не задано.  Вместо этого пусть изве

стно, что поверхность R задана как n -листное накрытие плоскости С, 
и пусть заданы проекции всех ее точек ветвления. Точнее говоря, пусть 
заданы точки a it . . .  , й ^ є С  и  подстановки о и . . . , Oii длины п. Считается, 
что при обходе против часовой стрелки вокруг каждой точки a v листы 
накрытия R переходят друг в друга по закону соответствующей подста
новки Ov. К числу точек ветвления отнесем такж е точку OO, при обходе 
вокруг нее листы должны переходить друг в друга по закону подстанов
ки =  о ~ ! ° ... ® о ~ [. Д ля  наших целей важно уметь находить функ
цию w, реализующую конформный гомеоморфизм римановой поверхно

сти R на плоскость С. Такая функция долж на удовлетворять неприводи
мому алгебраическому уравнению степени п по w и степени 1 по 2

( ° о +  M  wn +  (O1 +  P1Z) wn~ 1 +  ... +  (а,г +  P11 z) =  О (3)

с неопределенными коэффициентами ссц, рц. Эти коэффициенты следует 
находить из системы уравнений, выражающей заданный закон склеива
ния листов [4]. Мы предлагаем более перспективный способ построения 
функции w,  основанный на построении интегральной формулы, анало
гичной известной формуле Крнстоффеля — Ш варца [5]. Зная закон 
склеивания листов, легко найти число точек ветвления поверхности R, 
лежащ их над a v, и кратности этих точек ветвления. Д ля  этого достаточно 
разлож ить подстановку Ov на циклы и отметить все те циклы, длины ко
торых больше единицы (т. е. те, которые дают положительный вклад 
в индекс ветвления поверхности R ) . Пусть точка ветвления (a v, w v) име
ет кратность Y v ^ 2. Здесь Wv — неизвестное, и пусть р — число этих не
известных. Одному значению a v соответствует несколько различных Wv, 
но мы условимся для простоты нумеровать только различные значения 
Wv. Пусть, далее, над точкой Z =  оо л еж ат q точек ( о о ,  й ц ) ,  . . . ,  ( о о ,  ш 4) 
кратностей 1, • • • ,  соответственно, где все # ve C .  В этих
обозначениях справедлива

Теорема 1. Функцию,  реализу ющую  конформный гомеоморфизм пло

скости Cw на п-листную рода нуль  поверхность наложения  R плоскости 

Cr, можно задать равенством

WP Q
г =  С +  Yo f ГГ (С -  wv) vV-1 П  (£ — i f  V ~ ' dt ,  (4)

— V =  I U =  I
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где С, Yo- w  — произвольные постоянные, а неизвестные w v, w v удовлетво
ряют следующей системе алгебраических уравнений:

w S  P

а.'S с + Y o j n  a - ® v ) Vv ‘ П а - t t v )  'dc,
-  V = I
W

(5)

П ервая группа уравнений системы (5) выраж ает тот факт, что 
(as, ays) e R .  Мы условились нумеровать только различные значения w s, 
сопоставляя им нужное число раз одно и то же значение as. Вторая груп
па уравнений (5) гарантирует то, что интеграл (4) есть рациональная 
функция от w (не содержит логарифмических слагаемых), т. е. уравне
ние (4) — алгебраическое от г  и w.

Отметим некоторые частные случаи формулы (4). Если подстановка 
Oco — цикл длины я, то точек W v  нет вовсе, и если потребовать, чтобы при 
W^yоо было z ~ w n, то формула (4) переходит в такую:

где 2  (Yv 1) — п — 1. Если, кроме того, р = 2  (т. е. имеется всего три точки 
ветвления), то можно положить IOi=O, W2- h  и формула (4) конкрети
зируется так:

где Yb Y2^ N ;  Y i^ 2 ,  у г ^ 2 ;  Y1+ Y 2= /г + 1 >  а В (yi, Y2) — бета-функция Эй
лера.

3. Предположим теперь, что уравнение (1) задает риманову поверх
ность R рода р ^ 1 ,  т. е. гомеоморфную сфере с р ручками. Пусть я — 
степень уравнения (1) по переменной ш. Пользуясь диаграммой Ньюто
на, можно представить R в виде я-листного накрытия расширенной пло

скости Cz, причем вычисляются проекции всех точек ветвления этого на
крытия, а такж е закон склеивания листов. Так как R — замкнутая по
верхность рода р ^  1, то на ней существует р простых замкнутых попарно 
непересекающихся кривых, которые ее не разбивают и не проходят че
рез точки ветвления. Пусть А — одна из таких кривых. Предположим для 
простоты, что кривая А однолистна, т. е. сужение отображения проек
тирования (z , w )-> z  на А есть гомеоморфизм. Присоединим к R \ A  два

берега разреза А. Разреж ем плоскость Cz по образу разреза А при ото
бражении проектирования (z, w ) —yz. В результате получим две замкну
тые области: ограниченную D+ и неограниченную D~. Приклеим эти об
ласти к разрезанной поверхности следующим образом. Край области D+ 
склеиваем с внешним берегом разреза  А, а край области D~ склеиваем 
с внутренним берегом разреза  А. В результате склеивания возникла 
замкнутая (я-|-1)-листная накрываю щая поверхность, индекс ветвления 
которой такой же, как у поверхности R. Следовательно, род новой по
верхности равен р— 1. Если р — 1 ^ 1 ,  то проделываем такую же опера
цию с новой поверхностью. П родолж ая этот процесс, мы в конечном сче

те получим (я -f-p)-листное накрытие R плоскости Cz, род которого р а 
вен нулю, причем известны проекции всех ее точек ветвления и закон

W  P

(6)
-  V = I
W

W

(7)
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склеивания листов. Применяя к R результаты предыдущего пункта, з а 
ключаем, что существует рациональная функция 2 =cp(£), реализующая

конформный гомеоморфизм плоскости Ce на поверхность R (и некоторой 
2р-связной плоской области на разрезанную поверхность R). Таким об
разом, справедлива следующая

Теорема 2. Д л я  любого алгебраического соответствия (1) существует 
глобальная униформизация ( 2 ),  такая, что хотя бы одна из функций  ср 
или  ф — рациональная.

Существование такой униформизации принципиально важно с точки 
зрения ее фактического нахождения.
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У Д К  519.1

М. М. К О В А Л Е В .  А. Л. Т О П Ч И Ш В И Л И

Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  З А Д А Ч И  В Ы П У К Л О Й
Д И С К Р Е Т Н О Й  О П Т И М И ЗА Ц И И

Теория несобственных задач  линейного и выпуклого программирова
ния разработана в 70—80-е годы [1]. Практика применения дискретных 
моделей требует создания аналогичной теории несобственных задач 
дискретной оптимизации. Способы анализа противоречивых моделей вы
пуклого программирования связаны с разными методами аппроксимации 
несовместных систем выпуклых ограничений. В статье предлагается ме
тод аппроксимации систем выпуклых диофантовых неравенств совмест
ными системами, основанный на доказанном свойстве порядковой вы
пуклости функции невязки. Тем самым будет построен один из способов 
анализа несобственных задач выпуклой дискретной оптимизации.

Пусть Z n— решетка целочисленных векторов, Zjr—подрешетка векторов 
с неотрицательными координатами. Пусть a i \ Z \ - + - R  — порядково-вы
пуклые неубывающие для 1 = 1 ,  . . . ,  m  и невозрастающие для £ =  
=  m + 1 ,  . . . ,  m-\-k функции. Напомним, что функция f  : Zn^ - R  называет
ся порядково-выпуклой, если ее (/, / ) — градиенты V j j f (х), определяе
мые правилом Vjjf (х) =  f (x-f-e ,+ej)  — / ( х + щ )  —f(x-j-e,) + f  (х),  не име
ют отрицательных значений для всех х и І, /.

Рассмотрим систему диофантовых неравенств: х ^  Z+>
йі(х)  ^  0, і =  I, . .  . , m  - f  k. (I)

В частном случае функции а, могут быть линейными:
Tl

a'i (х) =  2  а'ц Xj — b'i, і =  I, ... , m,
і= і

П
at (x) =  bt — 2  a{! X j , і =  m +  I , ... , m-\- k

/=1

(все а ’.., а'. — неотрицательны), т. е. речь идет о коррекции следующей 
системы линейных диофантовых неравенств: x ^ Z \ ,
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о-ц Xj ^  Ьі , і I , ... ) tti, (2)
/ = і

п
2  Oij Xj >  6,-, і= т +  1, ... , m + й .  (3)
/= і

Рассмотрим функцию невязки i'-го ограничения (х) =  max {0, а, (л:)}.
m+Л

Тогда величину g (x )  = 2  (Х) назовеМ невязкой системы (1) в точке X,
L =  1

а функцию g  : Z n ->  Р + — функцией невязки. Меру несовместимости |  си
стемы (1) введем правилом

£ =  min g (х). (4)

Л ем м а 1. Система (1) совместна тогда и только тогда, когда |  =  0. 
Пусть х* — оптимальное решение задачи (4). Тогда переход от не

совместной системы (1) к совместной системе

Oi (х) <  a t  (х*), 1 = 1, ... , т-\- k
назовем /і-аппроксимацией системы (1); /і-аппроксимацией несовмест
ной линейной системы (2) — (3) будет следующая совместная система

А 'х  ^ b '  +  Ab', А "  X b" — Ab", (5)
где компоненты векторов возмущений Ab'  и Ab" определяются правилом

Ab' =  шах ( 0, 2  aO х і  — b'i ), 
і /= і >

Ab" =  min j 0, 2  ач x *l — by | ,

/і-аппроксимация соответствует коррекции системы (1) путем мини
мального в метрике Il -Ib1 возмущения правой части. Возможны аппрок
симации с минимизацией возмущений по другим нормам в Rm+k. Если 
Il-Il— некоторая норма в R m+h, то тогда функция невязки системы опре
деляется правилом g (x )  =  | |а+ (х),  . . . ,  а+ +д,(х ) | | .  Выбор нормы опреде
ляется как содержательным смыслом задачи, так и требованием эф ф ек
тивной разрешимости задачи оптимизации (4). В непрерывном случае 
последнее требование несущественно, так как выпуклость функций а ;(х ) 
влечет, как правило, выпуклость функции невязки g (x ) .

Д окаж ем, что в принятой нами модели порядковой выпуклости при 
/і-аппроксимации функция невязки является такж е порядково-выпуклой.

Теорема 1. Если а ( х ) — неубывающая (невозрастающая) порядково
выпуклая функция, то функция а+(х) =  т а х { 0 ,  а (х ) }  такж е порядково
выпуклая.

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а .  Пусть а ( х ) — неубывающая функция 
(доказательство для невозрастающей функции полностью аналогично). 
Необходимо доказать, что V 1-Ja+ (х) ^  0, или что то же

а+(х +  еі -f- щ) — а+(х  +  е,-) Дг а+(х  +  е,) — а+(х ) . (6)
В силу порядковой выпуклости функции а( х )  справедливо

а ( х  +  в і  +  Oj )  —  а (х  +  в і )  ^ а (х  +  <?,-) —  а ( х ) . ( 7 )

Рассмотрим отдельно следующие случаи:
1) a ( x ) > 0 .  В силу монотонности функции а (х )  неравенство (6) 

в этом случае эквивалентно неравенству (7).
2) а ( х  +  в{ -f- ej) 0. В силу монотонности функции а ( х ) справед

ливо а+(х +  Єі - f  Oi) =  а+(х  +  e,-) =  а+(х  -f- ej) =  а+(х) — 0 и, следова
тельно, неравенство (6) в этом случае справедливо,

п
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3) а ( х  +  Єі +  ej) >  0, а ( х  +  є*) >  0, а (х  +  ej) >  0, а(х )  ^  0. Н ера
венство (7) можно заменить на а ( х  -)- є* -)- є,) — а (х  +  Єі ) ^  а (х  +  ej),  
которое при сделанных предположениях влечет (6).'

4) а ( х  +  Єі +  ej) >  0, а (х  - f  ej) >  0, а ( х  +  ф) =¾ а(х )  ^  0. В силу 
монотонности функции а(х) имеем а(х  +  ег- +  ej) ^  а ( х  -j- О') ■ Откуда 
с учетом, что а+(х  -f- ег) =  0, а+(х) = 0, имеем (6 ) .

Л ем м а 2. Сумма порядково-выпуклых функций — функция порядко
во-выпуклая.

Из теоремы 1 и леммы 2 вытекает
Теорема 2. Функция g ( x )  невязки системы (1) порядково-выпуклая. 
Точку л: є  Z n, обладающую свойством g ( x )  =  0, назовем нулем функ

ции g ( x ) .
Следствие I. В случае совместимости системы (1) в Z n множество ее 

решений совпадает с множеством нулей порядково-выпуклой функции.
Теорема 2 указывает простой метод построения совместной аппрокси

мации системы неравенств (1), близкой к ^-аппроксимации. Пусть Xg —■ 
градиентное решение задачи (4), построенное алгоритмом координат
ного спуска. Известно [3], что х8 является хорошим приближением для 
точки х* минимума функции невязки (в случае, если порядково-выпук
лая  функция g  является сепарабельной Xg = х * ) .

Пример. Рассмотрим систему линейных диофантовых неравенств
0 ==: X1 <  6, I ^  Х2 ^  2, Xt +  4хг =:¾ 10, 32 sC Зх( -f- 8х2. Функция невяз
ки имеет вид g ( x і, Хг) =  max{0, Xi —  6 } +  т ах { 0 ,  Хг —  2 } +  max{0, X1 -f- 
+  4 х 2 — 1 0 }+  т ах { 0 ,  —х } + т а х { 0 ,  1 — х г } + т а х { 0 ,  32 — ЗХ[ — 8х2}. 
Алгоритм координатного спуска дает точку х 8 =  (0, 4), g ( x g) — 8. Строим 
вектора возмущений Ab'  = ( 0 ,  2, 6), Ab" — (0, 0, 0). Совместная система 
имеет вид 0 г=: Xi =¾: 6, I ^  Хг ^  4, X1 +  4хг ^  16, 32 ^  Зх4 - f  8х2.

Минимум функции невязки равен 4 и достигается в нескольких точках, 
например в точках х \  =  (8, I), х* = '( 6 ,  2), х* =  (5, 2). Соответствующие 
им вектора возмущений для построения I1 - аппроксимации имеют вид: 
АЬ\ = ( 8 ,  0, 2), АЪ\ =  (0, 0, 0), AV2=  (0, 0, 4), Д6*=(0, 0, 0), АV3 =  (0,
о, з ) ,  а ь ; =  (о, о, і ) .
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У Д К  519.1

И. Э. З В Е Р О В И Ч ,  А. С И Л Л А  ( Г В И Н Е Я )

Р-У Н И Г РА Ф И Ч Н О С Т Ь  В Н Е К О Т О Р Ы Х  КЛАССАХ ГРАФОВ

Мы используем терминологию [1] за  исключением терминологии, 
относящейся к степенным последовательностям [2 ] . Последовательность 
целых чисел

я  =  (di, d2, ■ . . ,  dp) , где di d2 ^  . . .  ^  d p >  0, ( I )
называется графической, если существует граф G с множеством вершин 
VG = { v i . . . Vp) . Степень вершины Vi равна dp  deg о, =  deg Vi =  di,
1 =  I, р. В этом случае G называется реализацией последовательности я. 
Обозначим через / ( я )  соответственно /р (я )  множество всех реализаций 
последовательности я  (обладающих свойством Р ) . Последовательность я 
называется вынужденно P -графической (соответственно Р-униграфиче- 
ской), если 0  ф  / ( я ) е / р  (соответственно / / ( я )  П Ipl =  1), где Ip обо-
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Рис. I

значает класс всех графов, обладающих свойством Р. В случае, когда 
свойство P тривиально (ему удовлетворяют все графы), понятия вынуж
денной Л-графичности и Р-униграфичности превращаются в обычные 
понятия графичности и униграфичности.

Условия Р-графичности и униграфичности широко изучаются (см., 
напр., обзор [2]). В то же время характеризационных результатов, к а 
сающихся Р-униграфической последовательности, практически нет, хотя 
рассмотрение таких последовательностей довольно естественно. Класс 
Р-униграфических последовательностей Up в ряде случаев шире, чем 
U[] Ip , где U — множество всех униграфических последовательностей 
(включение Up ^  Uf] Ip очевидно). Расширение множества униграфов 
в классе Ip имеет практическое значение при генерировании графов с з а 
данным свойством, изучении изомеров некоторых химических соедине
ний и т. д. При этом наиболее широко рассматриваются свойства, отра
жаю щ ие циклическую структуру графа [3].

Обозначим через T множество всех деревьев.
Теорема 1. Графическая последовательность (1) является Т-унигра- 

фической тогда и только тогда, когда
р

2 ^  =  2 ( р - 1 )  (2)
І= 1

и я  удовлетворяет хотя бы одному из условий:
(І) р =  2 или ds =  1;
(U) (I1 = d2 =  d3 >  I, d/, =  I;
(Hi) di =  2.

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Необходимость. При р =  2 утверждение оче
видно. Пусть и я  является Г-униграфической. Тогда по теоре
ме 6.3 [1] имеет место равенство ( 2 ) .

Предположим, что ни одно из условий (І) — (ІІІ) не выполняется. Тог
да d1 > 3 ,  d3>  1, а при (I4c= I ,  кроме того, хотя бы одно из равенств 
d1 =  d.2 =  ds не выполняется. Обозначим V =  [V1, ... , vm}, V '  =  {v[, ... , v'  }, 
где т =  max [ k \ d h >  I ) 3. При tn > 4  построим деревья Т,  Т ’ с мно
жеством вершин V h V'  соответственно: E T  =  {(и,, V i+ \ ) / i=  I, m — 1}; 
E T '  =  ((W1W3), (¾¾)} U | (уь Уг+і)/і =  3, m — 1}. Далее рассмотрим попар-

_________  W

но непересекающиеся множества Uu ь = \ ,  m,  U Ut ClV= 0 . Построим де-
і=  і

~  т
рево T  с множеством вершин U ( U Ui) и множеством ребер

1- І

E T  U [viUi.)/i =  I, т, Ui j ^ U i ] .  Совершенно аналогично строится T ' .  Кор
ректность построения следует из неравенств K1 ^>3 и т ^ 4 .  Легко ви

деть, что T  и T 1 -  -два неизоморфных дерева, реализующих я. Это проти
воречит условию. Поэтому т =  3. Ho тогда, по крайней мере, два из трех 
деревьев (рис. 1) не изоморфны, что такж е противоречит условию.

Достаточность. Условие (2) обеспечивает существование дерева T  со 
степенной последовательностью я. Если выполняется условие (І), то по
следовательность униграфична и реализуется деревом [1]. При выполне-
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Рис. 2

нии условия (H) или (Hi) существует реализация (дерево Т),  построен

ная выше. Д окаж ем  единственность. Пусть T'  — другая реализация —•

дерево. Удалим из T'  все висячие вершины. Из условий (іі),  (ііі) следует, 
что получится простая цепь Ui . . . ит. Остается воспользоваться равен

ством deg Ui =  deg Uj (I ^  i, / ^  т ) ;  степени рассматриваются в T', из

которого получаем T ^  T .
Теорема доказана.
Отметим, что из включения P c z P '  не следует включение Up CZUp. 

Действительно, я = ( 2 412) ё ( / „  н о  я ^ U d , где D означает двудольность. 
Н иж е через U обозначается класс связанных унициклических графов. 
Теорема 2. Последовательность (1) является Н-униграфической тогда 

и только тогда, когда я  удовлетворяет одному из условий:
(і ) р ^  3 и di =  dp =  2;

(H) р ~  di -|- dz -f- d-з — 3 4, ds 2 и ^  =  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Так как я  реализуется в 

классе U, то, согласно [1], р ^  3 и
р

^ d i =  2р. (3)
І= 1

Обозначим m  =  т а x {k /d h ^  2}. Ясно, что m  ^  3. Из (3) следует, что
m

p  —  m  = 2 ( d j  — 2). (4)
(=і

Равенство (4) вместе с условием т ^  3 гарантирует существование р еа
лизации Gn ^  U последовательности я  (рис. 2).

Предположим, что т = р. Тогда, учитывая неравенство dm^ 2  из (3), 
получаем, что я  удовлетворяет условию (І). Предположим, что т  =  3, 
тогда, очевидно, я  удовлетворяет условию (H ).

Таким образом, для доказательства необходимости остается показать, 
что при 3 < т - <  р последовательность (1) имеет не менее двух уницикли
ческих реализаций. Д ля этого преобразуем Gn в другую реализацию GnEE 
EEiU. В графе (Gn — ит) +  U1Um-X произведем подразбиение одного висяче
го ребра новой вершиной v. Далее, вершину v соединим с каждой верши
ной множества Na (ит) \ { и 1, ц,„_П. (Здесь No (ит) обозначает окруже-

J t  Я

ние вершины ит в графе Gn). Граф Gn построен.
Корректность построения Gn . Во-первых, ребро и, ит— і не является 

кратным, поскольку т  ^  4. Во-вторых, в графе (Gn — ит)-\- UyUm - \  
имеется хотя бы одно висячее ребро, поскольку иначе di =  2 и, соглас
но ( 3 ) , я  = ( 2 р), т = р, противоречит предположению т  С  р.

Очевидно, что граф Gn действительно реализует я  в классе U- 
Достаточность. Последовательность (1), удовлетворяющая (І), имеет 

только одну унициклическую реализацию — Cv. Если я  удовлетворяет 
условию (H), то она является униграфической [5], причем единственная 
реализация — граф Gn —  принадлежит U . Теорема доказана.
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У Д К  519.832.3

Н. И. П И С  А Р У  К. В. С. Р Е Д Д И  ( И Н Д И Я )

М А Т Р И Ч Н Ы Е  И Г Р Ы  С З А В И С И М Ы М И  СТРАТЕГИЯМИ

Рассмотрим матричную игру размера т  X п  с матрицей А выигры
шей первого игрока. Пусть M  =  {1, 2, . .  . , т)  и N  =  {1, 2, . . . ,  п ) —• мно
жества стратегий первого и второго игроков соответственно. Смешанные 
стратегии р е  S m и q є  S n есть наборы вероятностей применения игро-

( %
нами их чистых стратегий. Здесь S h =  І х є е  R k X1 =  1, X1^ O 1 і ==

і= і
=  1, . . . ,  k}— симплекс. В классической постановке решением матрич
ной игры в смешанных стратегиях является пара стратегий p0, q°, кото
рые образуют седловую точку функции

т п

М ( р ,  q) =  p A q =  2  2  Piqj aH ( 1)
І= 1/=1 О

среднего выигрыша (математического ожидания) первого игрока, т. е.

M  (р, q°) <  M  (/7°, q°) <  M  ( /Л  q) Vp <= S m, q GE S n. (2)

Условия р є  S m и q є  S 11 фактически означают, что стратегии не зависи
мы между собой. На практике встречаются задачи, для которых данное 
условие не выполняется. Проиллюстрируем это на примере задачи о пла
нировании посева [1].

Сельскохозяйственное предприятие имеет возможность выращивать 
три культуры на участке F =  {(хь X2) ^  E 2 : 0 =¾: X1 =¾; 5, 0 =¾ Хг =¾ 4}. 
М атрица доходов предприятия с единицы площади посевов в зависи
мости от состояний погоды имеет вид:

/5  7N
A =  3 2

Vl Зу

Если в качестве модели задачи выбора оптимальной стратегии планирова
ния посевов рассматривать матричную игру, то его оптимальной стратегией 
будет =  (2/3, 1/3, 0). Таким образом, сельскохозяйственному предприя
тию рекомендуется 2/3 площади посевов занять под первую культуру 
и 1/3 — под вторую, т. е. первую культуру можно сеять только на 2/5 всей 
площади, а суммарная площадь, отведенная под первую и вторую куль
туры, не превосходит 14. Однако возможны дополнительные ограничения 
типа: первую культуру можно сеять на участке E i =  ((X1, Хг) є  I/2: 
0 <  X1 ^  2, 0 =¾: X2 =¾ 4}, вторую — на Fi =  { (х1? х2) є  R2: 0 =¾ X1 =¾ 5, 
0 =S= X2 =S= 2} и третью — на E3 =  { (хь X2) є  R2: I =¾ X1 =¾ 5, 0 ^  X2 =¾ 4}. 
В таком случае математическая модель задачи в виде матричной игры 
не описывает реальную ситуацию.
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Рассмотрим игровую модель, которая позволит устранить указанный 
недостаток. А именно, построим модель смешанного расширения матрич
ной игры с ограничениями на выбор стратегий. Предположим, что з а д а 
ны функции

p i  : 2 " - > / ? + и р г :  2 " -»- /?+,

где р/, — верхняя граница вероятности применения Am игроком страте
гий из множества /, k =  1, 2. Как показано в [2], функции P1 и р2 как 
функции меры субмодулярны. Напомним, что функция р : 2м —>-Р+ назы
вается субмодулярной, если выполняется следующее условие:

p ( / )  +  p ( y ) > p ( / U J )  +  p ( / n ^ ) V / ,  J  ЕЕ 2N.
В задаче планирования посева

PiC7) =  в  ( и ,

р2 (/)
0, I =

1, 1 ф !
где р — функция меры, например, площадь.
Функциям р4 и р2 соответствуют базовые многогранники

P 1 =  { * e S m: 2 * i <  P i ( 7)’ / е 2 М ]>
'- ( Є /  >

P 8 =  f * f E S n : 2 j C i < p 8 ( / ) .  / Є 2 " I.
I- XsI Iі 'Є /

Стратегии р є  P i, q є  P2 будем называть допустимыми. В качестве 
решения матричной игры рассмотрим пару допустимых стратегий p0, q°, 
которые образуют седловую точку функции М(р,  q ), т. е.

M  (р, q°) <  M  (р°, q°) <  M  (р°, q) Y  р ЕЕ P 1, q ЕЕ P2- (3)

В соответствии с принципом гарантированного результата, принятого 
в теории игр, функции выигрышей первого игрока f (p)  и проигрышей 
второго g (q )  определяются следующим образом:

f  [p) =  min M  (р, q) =  min M  (р, q),
q s p 2 q s v e r t  P 2

g(q )  =  m a x M ( p ,  q) =  max M  (p, q).
P SP i  p e a e r t  Pi

Отметим, что g (q )  — выпуклая, a f ( p ) — вогнутая функции. Первый игрок 
стремится максимизировать свой выигрыш:

т а  x f ( p ) ,  (4)
P S P l

а второй — минимизировать свой проигрыш:
min g  (q). (5)
Q S P 2

В силу теоремы о совпадении min max и max min (см. [3]), точки р° 
и q° оптимума в задачах (4), (5) будут удовлетворять условию (3), а сле
довательно, являются решением матричной игры в допустимых смешан
ных стратегиях.

П окажем теперь, как можно решить задачу (4). Задача  (5) решается
аналогично с учетом того, что матрица выигрышей второго игрока —A t .
Так как f ( p ) — кусочно-линейная вогнутая функция, то (4) эквивалентна 
задаче линейного программирования

max
v - p ( A q )  < 0  V t f S v e r t P 2,

2  Pi <  P1 (Z) V  I  (Е  2м,
І& І (6)
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'Si P i =  I.
1=1

Pi > 0 ,  і = 1 ,  ... , т,

в которой в подграфике функции f (p )  ищется точка (р,  v) с максималь
ной координатой V. Запишем двойственную задачу к задаче (6):

2  Pi (; ) zi -+ min>
/є  2м

2  z‘ ~  'S i ( A i q ) V q - Si =  Q, і =  I, , т,
І & , М І Є І  9 e V e r tP 2 ( 6 D )

2  ^ = 1-
re v e rt P2 

г/?> 0  V <? Є  VertE2,
Z / > 0  V I C E 2 M\ M  

Si > 0  t =  I, ... , /я.

Д л я  перестановки а  =  (щ, а 2, . . . ,  S n через qa є  E2 будем обозна
чать вектор с координатами

Q00. =  Р2 (о) [і]) — р2 (а [ і — 1]), і =  1, , п, (7)

где а[і] =  {аі, . .  . ,  си), і =  1, . . . ,  п, а[0] =  0 .
Теорема 1. Базисное допустимое решение (z, у, s) задачи (6D) яв л я 

ется оптимальным тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет сле
дующим условиям:

Я; >  0, i = l ,  ... , п, (8Д

min (V1 (/) — 2 я г) >°> (¾)
/Є/  '

2 Яг — Pi (^)> (8з)
1=1

я Л ^ > я „ + і, (84)

где я  =  (я, Яп+і) =  В_1СБ—-вектор потенциалов; В  и СБ — базисная 
матрица и вектор целевой функции, соответствующие решению (г, у, s ) . 
Здесь перестановка о є  S n удовлетворяет условию

( я Л ) а, < [ ( я Л ) СІ2< . . . < ( я Л ) <Т/г. (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Столбцы матрицы ограничений задачи (6D) 
имеют один из следующих трех типов:

'> (S)'2) Гіл;) 3) (V
где X7 — характеристический вектор множества /  GE 2 N имеет координаты
(lf/)i =  11 єсли і GE /  и X7 =  0, если і ф  I,  et — 1-й единичный орт в E n-
В принятых обозначениях условие оптимальной задачи линейного про
граммирования (GD) можно записать следующим образом:

р ( / )  — я х 7 > 0 ,  V /  ЄЕ 2N\ N ,
P (I) —  Л  X n  =  0 ,  

я Л г/ — п„+1 > 0  V ?  e v e r t E2, 
я  0.
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Так как оптимум в задаче max пА  достигается в [точке Q0, где пере-
<?evert P t

становка а удовлетворяет условию (9) (см. [2]), то справедливость тео
ремы непосредственно следует из ( 10).

Все условия теоремы 1, за  исключением (82), проверяются просто. 
Чтобы проверить условие (82), необходимо решить задачу о минимиза
ции субмодулярной функции. Один из алгоритмов ее решения предло
жен в [4 ] .

В заключение вернемся к нашему примеру. Чтобы найти оптималь
ные стратегии сельскохозяйственного предприятия, нужно решить сле
дующую задачу:

V ->- max 
V — Sp1 —  3p2 — р 3 <  0 ,

V —  7P 1 —  2р 2 —  Зр3 <  0 , '

где P 1 =  \ р  є  S 3 : У  Pi  <  р ( и F >)/р (F), р (D) —  площадь участка D = F .
І ;<=/ ' є '

( 2 3 3 \
ЧГ’ То"’ I o - )' НетРУДно Убе-

диться, что предприятие может реализовать стратегию р*,  т. е. занять 
2/5 площади под первую культуру, 3/10 — под вторую и 3/10 — под 
третью.
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Постановка зад ач и .  Математические модели различных волновых 
процессов обычно строятся с помощью уравнений Стокса. Краевые з а д а 
чи, описываемые этими моделями, представляют собой довольно слож 
ные системы дифференциальных уравнений при определенных гранич
ных и начальных условиях и решаются приближенно [ 1, 2 ].

В настоящей статье предлагается модель, в основу которой положены 
обобщенные уравнения Рейнольдса [3], позволяющая исследовать рас
пространение длинных волн в тонких слоях вязкой жидкости. Решены 
задачи: а) о плоских свободных волнах на поверхности раздела двух 
вязких жидкостей, ограниченных снизу и сверху бесконечными горизон
тальными плоскостями; б) аналогичная задача, отличающаяся от первой 
наличием свободной поверхности вместо твердой крышки.

Обозначим через hi, рь vi, I12, рг, V2 глубину, плотность и вязкость 
верхней и нижней жидкостей соответственно. Ось г направим вертикаль
но вверх, а X расположим на невозмущенной поверхности раздела. Обоб
щенные уравнения Рейнольдса, описывающие движение жидкостей, по
лучаются из уравнений Стокса путем разложения по малому параметру 
| = Я 2Д 2, H = IhAr H2, I  — длина волны. Д ля  более общей задачи б) по
лучим:
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О ht
А?2 , Г Au2 , _  n  Ag1 <5£2 Г Au1 , „

" A T  +  J T T dz - ° ’ Tt---------- T +  J  T F dz- 0'—л2 о

где Uu Ui — горизонтальные составляющие скорости в верхней и нижней 
жидкостях соответственно; £д, £2 -—• профиль свободной поверхности и по
верхности раздела; g — ускорение свободного падения. Вертикальные 
составляющие скорости ш1і2 =  0. Давление внутри жидкостей опреде
ляется по квазигидростатическому закону.

Система уравнений (1) решается с граничными условиями частичного 
скольжения на дне и поверхности раздела [4]:

Au. п  ,- £ -  =  0 при Z =  H1-,

d m  ди» ди,  п /г>ч
Pl  ~ З Г  =  ̂ 2 T r ' '  T T  =  Ul ~  “2 при г =  0;

« 2  =  П ри  Z =  - H 2,

где pi, р2 — динамические вязкости; т, Ti — коэффициенты частичного 
скольжения на дне и поверхности раздела соответственно.

З адача  а) ставится аналогично:

—П2

I
Il1

Л.

- J
0

Hu1 ,dz =
Ot

1
Pi

дРо
дх g -

AS ,
д х  + Vl

d2ux 
dz2 ’

I
0г д и 2 Л? -

1 дРо - гг J L  і v
дх  + V 2

A2U2
к J

— hi
dt й г ~ P2 дх S Аг2

Л.
Г Hu1

0

d z +  I  '
—hi

дщ_■ dz —  О- - AS
hi
f  Au1 cfc.J

0 ~дх~ дх — и, д/ .) дх  0
Bu1

x ^ - T
-  = — U1 при Z ■■ A1,

(3)

Pi -¾ -  =  Р2 -¾ -;  T1P 1 -¾ 1 =  U1 —  «2 при 2 =  0, (4)

TP3 - ^ -  =  W2 при Z =  - H 2,

где £ — возвышение поверхности раздела; т — коэффициент частичного 
скольжения на верхней и нижней твердых стенках; п  — на поверхности 
раздела; ро(х, t ) — неизвестное давление на поверхности раздела.

Внутренние волны (задача а).  Интегрируя по z  первые два уравнения 
системы (3) и используя граничные условия (4), получим телеграфное 
уравнение для профиля поверхности раздела:

- U  +  2* # - ” #  =  0 - (5 )
причем х =  ^AiA2 (р2 — pi) (PiA2 +  P2Ai) -1 > 0 ;  b — положительная кон
станта, пропорциональная вязкости и вы раж аю щ аяся  через:

Al, Ili,  Pb р2, Pb Ц2, т, T l.  (6)
Решение уравнения (5) для свободных волн запишем:

£ =  ае~ы cos ot ■ cos kx, о =  Y ^A2 — А2. (7)
Скорости и давление определяются по формулам:

щ =  — ak- 1 Fi (z) е~ы (b cos o t о sin ot) s i n k x , і =  I, 2,
Po =  —  Qp1A-2  А-1  е~ы IbN1 +  (х -J- ghx) A2) cos ot +  OTV1 sin ot\ cos kx,
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где F i ( z ) — квадратичные функции от z; N i — постоянная величина, з а 
висящая об параметров (6).

Можно рассмотреть прогрессивные волны:
£ =  ае~ы cos (kx +  at ) , (9)

фазовая скорость которых:

с = j F  V х - ( - L J  <>°>

Двухслойная жидкость со свободной поверхностью. Задача  б) реш а
ется так же, как а). В результате получаем систему уравнений относи
тельно £1,2 ( х , Z):

3 ¾  д%г , ,  д%г О,St2 dt2 д х 2 d t dt

 т/ d2Si  Tw д2£г I дJ_____ __ о    a  ̂ ^
дг2 З а 2 (9а-2 +  3 /  3 / ~

где U =  ^Zi1; F  =  gPiP^ 1 Zi2; IF =  (ра — p j  р~ ' gh2; М, R, N, S  — положи 
тельные константы, выражающиеся через величины (6).

Д л я  свободных волн решение ищем в виде:
Ii =  а7\-(Z) cos kx, і =  I, 2. (12)

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) отно
сительно Ti(t )  сведена к системе четырех ОДУ первого порядка, которая 
решена методом Эйлера. Общее решение:

T 1 (Z) =  C1Grblt cos O1Z +  C3e~blt sin O1Z +  C3 e r b*f cos (T2Z +  C4e -  W sin a 2Z,
T 2 (Z) =  C 1S 1C -W  c o s  (O1Z +  Фі )  +  C 2S 1C -W  s jn  ( CTlZ +  Ф і) +  ( 1 3 )

+  C362e - w  cos (a2Z +  ф2) +  C462e - w  sin (a2Z +  фД,
где P =  — 6 +  ia — корень уравнения четвертой степени:

P4 +  G1P3 +  (a2k  +  as) P2 +  G4Zj2P +  G3Zj4 =  О,
G1 =  R  -(- N  — 5  >  0; а3 =  U +  V +  W  \ й3 — N R  — AlS 0; (14)

Cii =  N U + R W  +  MV \ a, =  UW.

Д ля каждой пары (b , а) величины б и ф вычисляются следующим
образом:

б =  I^S2J -f- 62; cos ф =  6R/ 6; sin ф =  б//б,

б* =  ReA*, б/ =  ImA*; (16)
л *  __ — S b ~ V k 2 +  iaS  . , /■ Y

W k2 —■ N b  +  b2 — су2 г'ст (9V — 2) ’ 1 '

Анализ решения. Скорость зату х ан и я  волнового процесса о п р ед ел я 
ется коэффициентом  Ь, который в ы р а ж а е т с я  через величины (6). В табл . 1 
п ри водятся  данные, х ар актер и зу ю щ и е  зависимость  д екрем ента  з а т у х а 
ния b от п арам етров  ж идкостей  д ля  трех различны х случаев: I — Vi =  
=  2 • 10-2, P1 =  900, V2 == 2 • IO-6, р2 =  1000; 2 — V1 =  2 • IO-6, р1 =  800, 
V2 =  2 ■ 10-2, р2 =  ЮОО; 3 — Vi =  2 • 10~6, р1 =  800, V2 =  2 • IO-2, р2 =  900, 
hi +  h2 = 1. Здесь  и д ал е е  разм ерность  д ается  в системе СИ: [ц] =  
=  кг • м - 1 • с-1; [р] =  кг • м_3; [v] =  м2 • с-1; [Л] =  м; [ т ]  =  M2 • с • кг-1; 
[Ь] =  с-1 и д л я  краткости записи опускается . Зависи м ость  декремента  
зату х ан и я  от коэффициентов частичного скольж ения  т ,  T i на примере 
двух ж и дкостей  с п ар ам етрам и : =  0,02, pi =  900, hi = 0,2, v2 =  2 • IO-6,
р2 =  1000, Zi2 =  0,8 д ан а  в табл . 2.

Д ля  двухслойной жидкости со свободной поверхностью декремент з а 
тухания зависит от длины волны X или волнового числа k. В табл. 3 при
водится зависимость декрементов затухания bi, Ь2 от волнового числа k 
для жидкости с параметрами: Vi =  2 • 10“2, pt =  800, V2 =  2 • IO-6, р2 =  
=  1000; hi =  0,2, Zi2 =  0,8 и Zii =  2, Zi2 =  8; Ьи Ь2 — модули действитель-
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T а б л и ц a. I 

Зависимость декремента затухания  
от параметров жидкостей

№№ h I h i

пп 1/9 і 9

1 2 ,67 5 ,6 10~ 2 4 ,6 5 - IO -3
2 5 ,7 5 - IO -3 6 ,6 7 щ - 2 2 ,7 5
3 5 ,3 7 - 10~3 6 ,3 6 ! О '2 2 ,73

Т а б л и ц а  2 

Зависимость декремента затухания 
от коэффициентов частичного скольжения

Ti,
M2-C-Kr

Т, M2-C-Kr *

0 100 =O

0 5 ,5 5 - I O - 5 2 ,5 5 - 10—5

100 5 ,8 7 - !О- 1 4 ,0 0 - I O - 5 1 ,4 5 - I O - 5

OO 2,23- IO -5 0

Т а б л и ц а  3
Зависимость декрементов затухания от волнового числа

, - 1Rt M
H1=  0,2 м; H2= O t 8 м H i= 2 м; H2=  8 м

Ъи  с” 1 b2t с 1 , - 1  о 1, с Ъ2, с 1

ю - ‘ 4,51-IO-5 9 ,1 0 -1 0 - 3

I O - 2 4 ,5 1 - I O - 5 --- 4 ,5 0 8 - IO- 7 8 ,96- ! О ' 5

I O -3 4,51 • !О- 5 --- 4 ,5 0 8 - I O - 7 8 ,9 7 - IO -5

I O - 4 4,51 ■ 10~ 5 --- 4 ,508- I O - 7 1 ,0 6 - IO- 4
I O - 5 — --- 4 ,5 0 8 - 10~ 7 ---

10-® — — 4 ,5 0 9 - I O - 7 --
I O - 7 — — — —

ных частей двух различных корней уравнения (14), т. е. в отличие от з а 
дачи а) одна и та же волна, характеризуемая длиной X, может затухать 
по-разному в зависимости от начальных условий — либо с декремен
том bi, либо с Ьг.

Д лина волны ограничена снизу и сверху: Xi ^  X <  Xo. Нижний пре
д е л — следствие того, что волны длинные ( Х ^ > Я ) ,  верхний — что £ —
решение телеграфного уравнения ^k =  Д ля  двухслойной

жидкости со свободной поверхностью верхний предел может быть найден 
только численно (см. табл. 3). Д ля  реальных жидкостей Xo составляет 
несколько десятков км (идеальные жидкости верхнего предела не им ею т).

Решение задачи с условиями частичного скольжения является наибо
лее общим, так как  при т =  т ( =  0 имеем случай полного прилипания, 
а при т — оо, T i-j-oo , P1 =  р2 =  0 получаем решение, соответствующее 
идеальным жидкостям. Расчеты на ЭВМ показали, что

т, T1 <  К)-® — 10~ 4 ^  т, T1 =  О, 
т, T1 >  IO4 — IO6 «=» т, T1 =  оо.
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Решениями задачи б) могут быть как поверхностные, так и внутрен
ние волны. Действительно, уравнение (14) имеет два комплексно-сопря
женных корня: — Ьі ±  ші, — Ь2 ±  гсг2; пусть, например, 0 <  бі <  1, б2 >  1 
(см. (15)) .  Тогда первая волна, характеризуемая параметрами bi, 01, 
будет поверхностной: поверхности £+ 1,2 колеблются в одной фазе, при
чем амплитуда колебания поверхности раздела меньше амплитуды коле
бания свободной поверхности абі <  а. Волна с параметрами Ь2, 02 — 
внутренняя: £1, £2 колеблются в противофазе и аб2 >  а.
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В. А. Д Р А Г У Н ,  Н. Л. Ф Е Д Е Н К О

О М ЕТО Д Е Ч Е Б Ы Ш Е В А

Рассмотрим нелинейное операторное уравнение
F ( x ) =  0, (1)

где F : Z) с  I нк F, I  и У — банаховы пространства. Д ля  решения урав
нения (1) применим метод Чебышева, по которому для заданного на
чального приближения X0 последующие приближения определяются по 
формуле

xft+i =  -  [F' (Xft) ] - '  [ f  (xft) +  4  F" (¾ ) ( -  (F'  ( ¾ ) ) - 1 F ( X k ) Y  ], (2)

A =  O, 1,2, . . .
Среди работ по исследованию метода Чебышева в случае функцио

нальных пространств отметим работы [1—4]. В данной статье приведе
ны достаточные условия сходимости метода Чебышева и оценка погреш
ности, а с помощью параметризации задачи ( 1) ослаблены условия на 
выбор начального приближения х0.

В дальнейшем xft+i будем определять по формулам

Xk+i =  xft — ~ Y k F " ( x h) (xft — Xft)2, (3)
где

Xh =  X h - F llF (xft), Tft =  [T '(X ft) ] - ' ,  A =  O, 1, 2 , . . .  (4)

Теорема 1. Пусть оператор F определен в шаре S =  {х : ||х — х0|[ ^ 2 6 }  
банахова пространства X, действует в банахово пространство У и удов
летворяет условиям:

1) существует решение х* уравнения ( 1) такое, что ||х* — х0| | ^  б;
2) для любого X є  S существует Г(х) =  [Fv (X) ] -1 и | |Г ( х ) [ | ^  В\
3 )  Ц Т " ( X 0) I K M ;

4) | |F"(x) — F" (у)  И 5¾ FCIIx — у И для любых х и  i / g S ;

5) h =  8а <  1, где а =  ] / — B K  +  ~ B SM \  6 + 4  В ~М *' Л Д = 2 /( б + М .
Тогда последовательность {xft}, образованная по (3), (4), начиная с х0, 
содержится в S, сходится к х* и имеет место оценка

Il xh — х * | | < 6/і3*-'« (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим метод индукции. Предположим, 
что Xft є  S, A >  1, и покажем, что xft+i є  5. То, что Xi <= S, доказывается



аналогично. Сначала оценим \\F"(x)\\ для V x e S :  \\F" (х) || =  \\F" (х) — 
— F " (xo)-F T5w (Xo)H^ 2/Сб +  M =  M i. Д алее, используя (4), имеем

Il Xk -  X*  Il <  ~  B M 1 Il X* -  x k Il2 <  б. (6)

Наконец, оценим | |x*+ i— х*\ \ :

Il Xh -  Л'* -  Tk F ( x k )    TkF" (Xh) ( x k -  х*)2

<  Il Th F ( х * ) - F  ( Xk) - F '  ( x k ) ( х * - X k ) -F" ( x k ) (Xh - X h) 2

*В (К Il x h —  X* H3 +  M 1 Il xk —  X*- H2 +  2M 1 Il х *  — Xk || • || Xk —  х

,* из
( -§ -в к + - т вз  м ‘ 6 + 4 “ в *м ' ) її х « - х * її3 < й2 її ** - * *  її3

Следовательно, по условию 5) теоремы имеем
\ X h + l  —  X yi C i i W x h б, (7)

или

)3< б / іЗ А+1->,

1+,,+1 — Xoll <  26.
Из неравенства (7) получим оценку

Ilxk+i — х* | | <  —і - ( a Ilx k —  х* Il

из которой вытекает сходимость х/; - > х *  при k -*■ Cxd и единственность ре
шения X*, удовлетворяющего условию IlX* — X0Il б. Очевидно, что усло
вие 5) теоремы 1 можно обеспечить за счет достаточно хорошего началь
ного приближения Xe, т. е. за  счет малости б. Поэтому имеют значения 
способы, позволяющие ослабить условия на выбор начального прибли
жения Xo- К таким методам относится метод параметризации задачи ( 1), 
или метод продолжения.

Рассмотрим семейство уравнений H  (х, і) =  0, где
Н (х ,  0 =  F(x )  +  ( t -  l )F (x ° ) ,  / є  [0 ,1]. (8)

Воспользуемся следующей леммой [5].
Лемма. Пусть отображение F : X  Y (X, Y — банаховы^ простран

ства) непрерывно дифференцируемо в Х и  HI+'(X)J-1H <  В  для V x e I  
Тогда для V X0̂ X  существует единственное непрерывно-дифференцируе
мое отображение к (I) : [0, 1] - + X  такое, что для (8) выполняется условие

H (x ( t ) ,  t) =  0 для любого t е  [0, 1]. (9)
Очевидно, что х(1) является решением уравнения (1).
Возьмем равномерное разбиение ti — i/N отрезка [0, 1], г =  0, 1, . . . ,  N.  

Комбинированный алгоритм метода Чебышева с методом параметриза
ции имеет вид:

X1k =  X1k -  ГІ [F (х1) +  (U -  I ) F (X0) ] ,

Xft+ 1 =  Xft г£ F" (Xik) (Xik -  х \ ) \

X10 =  X0, X1O+1 =  X1m., k  =  0, 1, ... , I n i

YnXk X1k — Tk F ( x k ),

I, 7 = 1 ,  N -  1,
)
і

( 10)

N  Z . n  I T ^ n  г - , ,  , . N ч Z n  N 1 2  I Xft+i — Xft p-Tft F (Xft ) (Xft Aft ) ,

NX0 xN~i  . _  о I 2 
л т . т A> >N— I

(H)

где Г* =  [F' (Xft)]-1.
Теорема 2. Пусть оператор F : X - + Y ,  X = Y  = R n, трижды непрерыв

но дифференцируем и существует константа В, что ЩТ7' (х) Ц-1!! ^  В.
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Тогда для Vx0 є  X  существует такое целое УУ„|>1, что при Y N ^ N 0 
комбинированный процесс ( 10)— (11) сходится к единственному решению 
х* уравнения (1), причем іщ =  т =  I, i = l ,  N — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как выполняются условия леммы, то опе
ратор F является гомеоморфизмом, существует единственное решение X* 
уравнения (1), которое можно единственным образом связать с X0 непре
рывно-дифференцируемой кривой х ( / ) ,  удовлетворяющей уравнению (9). 
Множество точек x(t ) ,  0 ^  t ^  1, образует в X  компакт С. Выберем в X  
выпуклый компакт D такой, что С cz int D. Тогда

H t F ( X ) H K  В, \\F"(х) I K  M 1 <  ex.,
| |Т"(х) — F" (у) Il ^  К\\х — у\\, К <  оо для V x ,  у  e D .

Образуем константу а, как в теореме 1, и выберем б >  О таким, чтобы
Іі =  а8 ^С~2~ и шар S ( x ( t ) ,  б) cz D  для Yt  CE [О, 1]. Тогда для любого
фиксированного / є  [О, 1], если X0 е  S t = S (x ( / ) ,  б), то последователь
ность (3, 4) сходится к x(t )  и имеет место оценка

Il X h  —  X ( t ) Il <  б /і3*- 1 , Il X1 —  X ( t ) Il б .

Покажем, что для Y N ^ N 0, N 0 2В || F (х°) || б- 1 , x ' g S /  , і=  I, 2 ,... 
N —  I. t+1
Действительно,

Ilxt1 — X{ti+\) I K  Il Xі; — x ( t i )  Il +  \ \x(t i)  —  x ( t i+i) Il <

1 Vm і Vp і
< К 6 +  ̂ х ' (і ) dt =  K 6 + f [F' (х (О )]-1  F (х°) dt <

Наконец, получим
4  =  x f - 1 ,  Il X f - '  -  X (tN) Il =  Il X f - '  -  x* Il <  6.

По теореме I последовательность {xf} СХОДИТСЯ К X *  при k  -S- CX).
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У Д К  517.956.3

Л . Г. Т Р Е Т Ь Я К О В А

К ЗА ДАЧЕ ОБ © -П Е РИ О Д И Ч Е С К И Х  РЕШ ЕН И Я Х  
KB АЗ И Л И Н ЕЙ Н О ЕО  Т ЕЛ ЕГРА Ф Н О ЕО  УРАВНЕН ИЯ

Рассмотрим задачу об ©-периодических решениях квазилинейного те
леграфного уравнения

Utt — ихх +  си =  f(t ,  х, и),  (1)
удовлетворяющих дополнительным граничным условиям

u(t ,  0 ) =  u(t ,  I) =  0 , (2 )
где функция f(t ,x,  и) является ©-периодической по переменной t.
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Один из основных методов построения таких решений основан на 
обращении в том или ином пространстве определенных на Q =  
=  {(L х ) / 0  ^  t Sg: со, 0 ^  л: ^  вещественных или комплексных функ
ций линейного дифференциального оператора

L cU =  Utt — ихх +  си (3)
и последующем переходе к нелинейному операторному уравнению

и = GcFu  (4)
в этом пространстве; здесь Gc — обратный к оператору Lc оператор, 
a F — нелинейный оператор суперпозиции

Fu(t ,  х )  =  f ( t ,  х ,  u ( t , х ) ) . (5)

П. П. Забрейко и JI. Г. Третьяковой была предложена новая схема иссле
дования функции Грина дифференциального оператора Lc, позволяющая 
установить, что обратный оператор Gc существует и действует в про
странстве C(Q) в случае с >  0 и со =  21. В настоящей работе предложен
ная схема распространяется на случай произвольного с и co(2 / )_1 e N .  
Кроме того, показывается, что если оператор Gc существует, то его мож
но представить в виде композиции двух операторов, действующих в про
странстве C (Q ). Д алее  получаем оценку для нормы оператора Gc в этом 
пространстве, что позволяет к уравнению (4) применить специальный 
вариант [1, 2, 3] принципа мажорируемых отображений JI. В. Канто
ровича.

Описанная схема позволяет получить условия существования и един
ственности ш-периодических решений задачи ( 1) — (2 ) не только при 
достаточно малых с (как это сделано в [4]), но и при сколь угодно боль
ших с, для которых существует оператор Gc.

1. Пусть H  — гильбертово пространство комплекснозначных интегри
руемых с квадратом на [0, /] функций H  — L 2(C), I) и А — линейный в 
Я  оператор, область определения которого состоит из абсолютно непре
рывных вместе с первой производной функций и, удовлетворяющих, кро
ме того, условиям и"  є  Я  и ц(0) = и ( 1 ) =  0, и который в области опре
деления задается равенством

A u  =  — Ux X +  CU. (6)

Рассмотрим в LI линейное дифференциальное уравнение

u" +  A u  = f ( t ) ,  (7)

где / ( / )  заданная ю-периодическая функция со значениями в Я . Как 
известно, (см., напр., [5]) произвольное обобщенное решение этого урав
нения может быть записано в виде

t
u ( t )= cosB tuQ- \ - B ~ ' S m B tu 1A- f B _ 1s in B ( £ — т) /  (т) йт, (8)

о
здесь U0 =  и (0), U1 =  и'  (0), оператор В  определен равенством Bu  =  

=  2 V K  (и, еп) е п, где

К  =  j ^ - +  с, (9)

«»(*) =  V i r  s i n j T t ' ( 1°)

значение корня ] / Ln выбирается положительным, если Ln > 0  и і {/ — Ln, 
если Ln < 0 ;  операторы cos Bt  и sin Bi определены равенствами

cos Btu =  2  cos V К  і (и> еп) сп, 
п= і
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Btu  =  2  sin У і («. еп) еп.S m
п= 1

В предположении, что функция f ( t )  является co-периодической, реше
ние (8) уравнения (7) такж е будет со-периодическим в том и только в 
том случае, когда выполняются условия

M ( O ) =  « ( с о ) ,  « ' ( 0 ) =  « ' ( © ) .  ( 1 1 )

Расписывая подробно условия (11) и производя несложные преобразо
вания, получим, что произвольное со-периодическое решение u( t )  диффе
ренциального уравнения (7) удовлетворяет тождеству

CO

2В sin В ~  и (t) — [ c o s В  \ t — r \ j f ( x ) d . r .  (12)
О '  '

Н иж е нам удобно по стандартным схемам (см., напр., [6]) отождест
влять функции u(t ,  х) из L2(H) с соответствующими им вектор-функция
ми от t е  [0, со] со значениями в Н.  Тогда из проведенных рассуждений 
следует

Л емм а 1, Линейный дифференциальный оператор Lc, определенный 
равенством (3), непрерывно обратим в пространстве L2(Q) тогда и толь
ко тогда, когда в H  непрерывно обратим оператор 2В sin В — -; при этом 
справедливо равенство

и (/) =  І2В sin В  J  cos В   \t —  т I Jf (X)  dr. (13)

Отметим, что в этих равенствах действующий в Я  оператор 

^2B s in B -^ - j  применяется к элементам из L2 (Q) по переменной х.
Утверждение леммы 1 означает, что если обратный оператор Gc су

ществует, то его можно представить в виде композиции двух операто
ров Tc и Wc, которые оопределяются равенствами

Tc =  (2В S i n B  (14)

Wc f  (L х) =  [ cos В -----11 — т 11 f (x)d г. (15)
o '  '

Будем изучать их свойства в пространстве C (Q ). Используя аналог клас
сической формулы Д алам бера  для телеграфного уравнения (см., напр., 
[7]), получаем следующую лемму.

Л емм а 2. При любом с Ф  0 оператор Wc представим в виде:

Wcj * +  - f -  — 11-

С( - |— | / - т |

- t O
M i

+ Ji T̂, X — +  11 — т I)

V c (i

V i ( * - - H - T | j  - Q / - * ) 2)
f  (*. У)----------------------------------------------------- = ---------- dy Ux-,

(16)
здесь 1\{г) — функция Бесселя первого рода, f  — нечетное, 21 — периоди
ческое продолжение функции f  по переменной х. Кроме того, оператор Wc 
определен и непрерывен в пространстве C(Q) и его норма удовлетворяет 
неравенству

И U 7 J Ĉ  c< c o + - f  / [ ф а »  шах IZ1 (K c z ) I .  (17)
О < Z < — CO
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По определению значение оператора Tc на функции f ( t ,  х)  определя
ется равенством

CO .

хч fn (О s'n 7 "
тсf i t ,  X) =  2 ,  — / — п — = у = = = - ; (18)

2  K t  + e s l n T T  К т ?  +  С

здесь
I

L  (0  =  - J -  J  / (І, у) sin dy. (19)

Д ля  исследования свойств оператора T c положим

Cl2

(О
~2T

(20) 

(21)

П (0) =  {п2 — L2G -2 | n e N ,  L e  Z}, (22)

( _  1)»«/ Л  _  2 K n a +  с . с.п я с 0  \

б„(0) =   = =  п ^  , (23)

2k ]V п2 +  с • s in  rt̂ e
« +  V п2 -j- с

тогда справедлива _  ____
Лемма 3. Пусть B e N ,  с£ £ П (0 ) .  Тогда оператор T c, определенный ра

венством (18), представим в виде
і

T c f  {t, х) =  - V f - f  (t, X) +  f W 6 (х, у) f  [t, у) dy, (24)
о

если 0 — четное число, и
~  ~  1

7 C f i t ' x  ̂ =  V r r i f i t ' X +  1) A - l i t ,  x - l ) )  +  \ w 6 (x, у) f i t ,  y )dy ,  (25)
о

если 0 — нечетное число; здесь J — нечетное, 21 — периодическое продол
жение функции f по переменной л: и ядро W e (х, у) является непрерывной 
функцией, которая при с >  — 1 определяется равенством

(х, у) =  >  - V  Ьп (0) sin - = P  sin - ¾  (26)V  2 с /П \ . п п х  . п п и  
2 j  —г - п . .  ( Al  S i n  T— S i n  — -Л -

п=  1

а при с <. — 1 задается формулой 

Ъ ( Х .  У )  7 = ^ ------------- - j = = -  )  sin T A T L  х
^/!+1

П=1 0 С Я 2 J 1  ]/" — я 2 — (— л0 j /"_  д 2  —. с)

ч , • п п У I -V S s . ягах . п п иX s i n —р - +  ^ - J - S 11 ( B J s i n —j— s m —p - ,  (27)
л=П

где TV ^  2 такое натуральное число, что - N 2 <  с <  — (—TV +  I ) 2. Кро
ме того, оператор Tc определен и непрерывен в пространстве C(Q) и его 
норма удовлетворяет неравенствам



N - I
T  I! ^  2 / У- I  , у  __________________ I_____________________
I  с H e -  C - C  0 | | Z +  Z i  Г-----------2  2 - г ----------T p T  +

„ = 1  | /  — L i L  —  С • sh It0  | /  —  я 2 —  - £ L _

^  2 я0  I ^  3 / ^  я 2/;2 +  с/2 ’ ^z y >n=N
если С <  — 1.

Н а  основании вышеизложенного справедлива

Теорема 1. Пусть 0 Є  N, с ^ £ П (0 ) .  Пусть, кроме того, уравнение
Г

Il Gc |[с- с Il Fo Il +  f а ( р ) ф  =  г (30)
о

имеет на отрезке [0, У?] единственное решение г*. Тогда уравнение (1) 
имеет единственное ю-периодическое обобщенное решение м(/, X), удов
летворяющее граничным условиям (2 ) и лежащ ее в шаре Б [0, /?] про
странства C (Q ). Это со-периодическое обобщенное решение, более того, 
лежит в шаре А[0, г*] пространства C(Q) и является пределом в C(Q) 
последовательных приближений

un+l =  GcFun (и0 =  0; п =  0, 1, 2 , . . .);
здесь а (г) взято из условия: существует такая монотонно возрастающая 
функция а (г) , что для всех (/, х)  е  Q и | Ui \ , | W21 =¾ г выполняется нера
венство

I f(t, х, U1) -  f(t, X, и2) I ^  a (r )  I Ui — u21.

Автор выраж ает глубокую признательность профессору П. П. За- 
брейко за постановку и обсуждение задачи.
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У Д К  519.62

В. В. Б О Б К О В ,  И. А. Б О Б К О В А

ОБ О Д Н О М  КЛАССЕ Ч И С Л Е Н Н Ы Х  МЕТОДОВ 
РЕШ Е Н И Я  ЗАДАЧИ КОШИ

В случае задачи Коши для системы нелинейных обыкновенных диф 
ференциальных уравнений

и '  =  / ( / ,  и ) ,  и  =  (Ml, . . . ,  м „ ) г , /  =  ( fu  . .  . ,  f n ) T ,
U i  =  Mi(/ ) ,  і =  I, 2,  . .  . ,  п,  (1)

при разработке вычислительных алгоритмов часто бывает оправданной 
предварительная аппроксимация на каждом шаге сетки исходной зад а 
чи последовательностью линейных задач. Величина шага сетки при этом
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с необходимостью должна предопределяться условиями требуемого уров
ня адекватности исходной и аппроксимирующей задач. Д л я  численного 
решения каждой из полученных линейных задач Коши, опираясь на из
вестный прием «замораживания коэффициентов», можно использовать 
специализированные методы, ориентированные на системы вида

и — A u  -ф b (2 )

с постоянными матрицей А и вектором Ь. Основное внимание будет уде
лено последнему этапу такого процесса. В отличие, например, от [1] 
предлагаемые здесь численные методы не будут сопряжены с операцией 
умножения квадратных матриц, а в качестве наиболее трудоемкой 
предполагается сохранить лишь естественную для (2 ) процедуру умно
жения матрицы на вектор.

Опираясь на известный [2] прием пошагового выделения и точного 
обращения главной части дифференциального оператора ( 1), примени
тельно к (2 ) можно записать интегральное соотношение

и =  и +  тр ([хи -ф а) -ф [ [Au (х) -ф Ь —  \ш (х) — а] ехр [|х (t -ф т—x)]dx,  (3)
і

где р =  [ехр(рт) — 1]/(рт), U = u ( t ) ,  и = u ( t  -ф т), T >  О, 
а правила выбора значений скалярного р и векторного а параметров 
будут определены позже. Заменив в (3) интеграл простейшей квадра
турной суммой с экспоненциальным весом и вводя корректирующий мно
житель 1/ ( 1 -ф ат) с числовым параметром a  ^  0 , приходим к прибли
женному равенству йтаи -ф тр[(ри  -ф а)-ф(Аы -ф Ь — р« — а ) /(1  -ф ат)], 
леж ащ ем у в основе предлагаемых методов вида

У =  S y  +  g  = у  +  Qy  -ф g,  (4)

где у  ж и, ў  ж й, Q = S - E  =  тр [р£  — (А -ф р £ ) /1  -ф ат)],  g  =  тр[а -ф 
+  (Ь — я ) / (1 +  ат)].

Подчиним выбор а требованию спектральной согласованности м ат
риц S n A .  О д н о  и з  условий такой согласованности может быть получе
но, например, из следующих соображений. Если метод вида (4) приме
нить к системе (2), скажем, в случае нормальной матрицы А, то один

П

шаг вычислений при у  =  — A ~ l b -ф 2 C« ^ exP ( Ы )  приводит к равенству
г=1

П

У =  g  —  s  A ~ l b +  2  °i % Si exP ( h t ) ,  (5)
i=i

где A l 1 =  h i 1, S l i =  Sil1, Si =  exp ((XT) +  тр (X-— |X)/(1 -ф ат).
Обычно для явного типа методов применительно к (2) обременитель

ные ограничения на шаг т, связанные с обеспечением согласованности 
в качественном поведении решений дифференциальной и соответствую
щей разностной задач, возникают в случае ReXi <  0. Рассмотрим здесь 
для простоты лишь случай вещественного спектра. Тогда к множите
лям Si, і =  1, 2, . . . ,  п, в (5) можно предъявить требования

0  <  S i  <  I ,  £ =  1 , 2 , . . . , « .  ( 6 )

Непосредственно проверяется, ЧТО при (X <  0 условия (6) могут быть 
обеспечены для любого т >  0 , если выбор параметра а  подчинить огра
ничениям

а >  р ( Il А И-ф |х)ехр(—|хт) — 1/т, а  0 . (7)

В общем случае Re X; <  0 вместо (6) естественно выдвинуть требования
I Sf| <  I, і =  1, 2, . . . ,  п, которые такж е могут быть выполнены при лю 
бом т >  0 за  счет выбора а, подобно (7).
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Заметим, что в (5) вектор g  — SA ~lb отличается от истинного поло
жения равновесия системы (2 ) слагаемым

т2ра (а — цА~*Ь)/(  1 +  ат) ,

которое зануляется при а =  0 для любых р и а, а при а  >  0 — лишь 
в случае Aa  — pb. Д л я  однородной системы (b — 0) выполнение послед
него условия может быть обеспечено без обращения матрицы А выбором 
а =  0 (при любом р ) . Вычисляя в этом случае, как и в [3], значения р 
через отношение Релея на приближенном решении, мы не только обеспе
чим свойство точности метода на гармониках системы, но и гарантируем 
для случая симметричной матрицы А  монотонное поведение этого отно
шения вдоль разностных траекторий, приближающих, согласно данному 
методу, отличные от гармоник нетривиальные решения. Последнее легко 
проверить непосредственно, если учесть, что выбор а в соответствии с (7) 
обеспечивает выполнение естественного условия S j  <  S h  ДЛ Я Xj <  Xh- 
Отметим также, что монотонный характер поведения отношения Релея 
в случае А =  А т, в  отличие от [3], обеспечивается здесь как следствие 
выбора а  на основании требований (6), не предполагающих симметрич
ность матрицы А.

Так как  в случае неоднородной системы (2) производная и ' ( t )  явля
ется решением соответствующей (2 ) однородной системы, а для одно
родного случая выбор параметров, обеспечивающий выдвинутый набор 
требований согласованности, выше был обсужден, то тем самым прин
ципиально описан вычислительный алгоритм для приближенного нахож
дения значений u ' ( t ) ,  которые могут быть использованы при конструи
ровании соответствующих численных методов для случая исходной неод
нородной системы.

Так как S j-»■ 0 при т - >- °° для а >  0, то при выборе способа задания 
а ориентироваться на выполнение условия A a  =  pb естественно лишь в 
тех случаях, когда построенный метод будет точным (скажем, на реше
ниях типа u ( t )  =  Ui ( t )  =  — A~l b +  Ci l i exp ( X i t ) ) .  Поскольку для решений 
такого вида справедливо соотношение u ( t ) — и ' ( t ) / X i  — — Л_16, то выбор 
в качестве а вместо рА~1Ь величины типа и'  — \хи становится естествен
ным, по крайней мере, для систем, моделирующих процессы с регуляр
ным режимом [4]. Тем самым один из вариантов методов рассматривае
мого класса может, скажем, базироваться на формулах

У =  У + т р [ и  +  (Ay +  b —  v ) / (  1 +  ат)], р =  [ехр (|хт) — 1]/(цт),

V =  и +  тр [р +  (А  — р+ ) / ( 1  +  ат)] V , V0 =  Ay 0 +  Ь,

р =  (Av, v) /(v ,  v), а  >  р (II А Il +  р) ехр (— р т )  І -  (а >  0).

Возможен, конечно, и иной выбор параметров в (4). Отталкиваясь, на
пример, от идеи минимизации евклидовой нормы, разности A a  — pb, для 
задания р в только что выписанных формулах можно предложить ва
риант р =  (Av,  A v ) / (Av,  v ) . Свойство точности метода на решениях вида 
Ui ( t )  при этом сохраняется.

Список литературы

1. Б о б к о в  В. В .//В е с т и . Б елорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. М ех. 1987. №  2. С. 72.
2. Б о б к о в  В. В. / /  Д ифференц. уравнения. 1983. Т. 19. №  7. С. 1115.
3. Б о б к о в  В. В. Там  же. 1985. Т. 21. №  7. С. 1117.
4. С а м а р с к и й  А. А. Теория разностны х схем. М., 1983.

П о сту п и л а  в р е д а к ц и ю  27.10.89.

59



С. В. В Е Д Е Р Н И К О В

И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  ЧАСТИ ОБЛАСТИ С И М М ЕТРИ И

В [1] введено понятие области симметрии, которая обозначена через 
5 ( Ф ) ,  Ф — инволютивный автоморфизм группы Ли G.

В настоящей статье исследуется частный случай, когда Ф =  J (а) — 
внутренний инволютивный автоморфизм, причем в 5 (Ф )  выделяется 
инвариантная часть Q0.

Полученные результаты могут быть использованы при изучении ли
нейчатой геометрии в биаксиальных пространствах.

Рассмотрим группу G = GL(n,  R) ,  для которой определен внутрен
ний инволютивный автоморфизм Ф = J ( а ) . Соответственно определится 
G-пространство О(Ф ) и его инвариантная часть

S (Ф) =  {х  є  G I яФ (%) = х а х а - 1 =  е}.
Так как J ( а ) — инволютивный автоморфизм, то а2 є  С, где С — центр 
группы GL(n,  R) ,  состоящий из скалярных матриц ± а 2£ , так как J (а) =  
=  J(aa) ,  то

S (Ф) =  {у =  ха I у2 =  ±  Е, а є  G}.

Это G-пространство, очевидно, изоморфно G-пространству S ( Id )  =  
= {у\У2 — ±  £}> в котором структура G-пространства определяется ото
бражением а  : (а, г/)-> Та (у) =  аг/а-1.

В данном G-пространстве имеется инвариант

tr  : S ( I d ) X  S ( I d ) - ^ R  : (уи г/2) - ^  t r  (г/ь у2).

Рассмотрим орбиты в S( I d) ,  которые выделяются условием
tr (у) = О,

что возможно только в случае четного ti = 2т.  Этому условию удовлет
воряют только две орбиты

M  =  { г / 1 у 2 =  — £ }  =  {  г/  =  a l a ~ l \ J  =  Q j ,  а є  G  J ,

N  =  j z  =  ає0а - '  |є 0 =  , а є  G | ,  г2 =  E.

Однородное пространство M  является пространством комплексных струк
тур. Элементами однородного пространства N  являются инволютивные 
операторы с нулевым следом, имеющие собственные подпространства 
размерности т.  Подпространство, которое состоит из собственных век
торов, соответствующих собственному значению +  I (— 1), обозначим 
через V+(У- ). Оператор 2 полностью определяется заданием пары под
пространств (У+, У- ) одинаковой размерности.

Определим инвариантную часть Q в G-пространстве Qo X Qo следую
щими инвариантными условиями:

Q =  {{у,  z ) e  Q0 X Qo|У2 =  — Е, Z 2 = Е, yz  +  z y  =  0}.

Теорема I. Q является однородным пространством-орбитой Q0 X Qo 
с начальным элементом (/ ,  ео), где

У Д К  516.72

(  0 Е \
( Е

о }

CO О

Il
О -■ EJ

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как 2 е  Q0, то tr  2 =  0, и тогда это усло
вие вместе с условием 22 =  E влечет

I E  0 \



Положив у =  ay  їй-1, и з  условий у 2 =  — Е, yz  =  гу получим:

Уієо +  Б0г/і =  0, у 2 =  — Е,

I  0откуда 0 J, B ^ G L { m ,  R).

Положив b =Положив ^ = I q fi_ i іудем иметь:

О Е \
IJi =  b fi q I =  bJb~'  = ^y  =  abJ {ab)~l ,

а также z =  аЬг0 {аЬ)~х, где Ьг0Ь~ 1 =  є0.
Отсюда следует, что (г/, z) принадлежит одной орбите с начальным эле
ментом (/,  Co) Q0. Теорема доказана.

Аналогично доказывается и 
Теорема 2 . G-пространство

является орбитой в Q0 X Q0 с начальным элементом (е0, е), где е0 =

Д ля  однородного пространства
Q = {(у,  z)  I у =  aJa~l , z  =  ае0а ~ \  а е  GL {п, R)}

определится полиномиальный морфизм (см. [2])
P : Q - *  G (ZcZ): (у, z ) - * P { y ,  z ).

В силу условий у 2 — ■ E r Z2 = Е, yz  — — zy  полиномиальный морфизм 
имеет вид: P (у, z) = аи +  Py +  yz  -f- бЕ,  где введено обозначение

Если потребовать P (у, z)  є  Q0, то получим а =  0.
Кроме того, введем естественное требование перестановочности авто

морфизмов, определенных элементами у, z  и P (у, z ) ,  что эквивалентно 
условиям:

{аи +  Py +  y z ) y  = оу{аи  +  |Iy  - f  yz), 
( а и +  (Зу +  у z ) z  =  а іz{au  +  Py +  y z ) .

Из первого равенства в силу линейной независимости элементов yz, 
и = zy  — — yz  получим

откуда P =  O или а  =  у =  0. Аналогично, из второго равенства имеем: 
Y =  O или а =  P =  0. Д алее  следует, что

Q'  =  {{z, и) е  Q0 X Qo IZ2 = Е, и2 = Е, zu  -f- uz  =  0}

(

Легко подсчитать, что —иу = уи  =  — z, — uz  =  zu  =  у. 
Отметим такж е равенства

tr {zy) =  tr  {и) =  0 , Ir (ум) =  tr {zu) =  0 .

а ( 1 +  а) =  0, р ( 1 — а) =  0 , у  ( 1 +  а) =  0 ,

Р(х ,  у) = аи, Р{х,  у)  =  Ру,  Р { х ,  у)  =  yz.  

Можно считать, что существенно новым будет только морфизм
P : Q - *  Q0 : (у, z ) - *  и =  zy.

Образом отображения P будет однородное пространство 

M0 =  {и — ага~{ \ а є  G}, s =  E0J =

которое в силу м2 =  zy  ■ zy  =  — z y 2z  =  Ein совпадает с N.
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Отметим, что в частном случае т = 2 (п =  4) однородное простран
ство N  можно рассматривать как однородное пространство пар двумер
ных подпространств четырехмерного векторного пространства, которые 
такж е можно интерпретировать как пространство пар прямых (общего 
положения) в трехмерном проективном пространстве.

Если определить G-пространство
Q = {{у, г, и ) \ у  =  aJo r 1, г  =  аєоог1, и = аеа~1},

то из равенств м =  г/г, у = uz, г =  иу  получим три изоморфных про
странства:

Qo =  {{У, г) I у = aJa-i1, z  =  ае0а~1},
Qi =  { (г/, и) \ у  =  aJa-1, и =  a e a -1},
Q2 =  {(2, и)  I г = ае0а ~ \  и = aear1}.

Соответствующие отображения изоморфизма имеют вид:
Qo->  Q '■ {у, z ) -+{y ,  z, yz) ,
Q i - ^  Q '-(У, и ) - у ( у ,  иу, и),
Q2-^ Q : (г, u) -+(uz ,  z, и).

В частности, в случае п =  4 при интерпретации элементов г  и и парами 
прямых проективного трехмерного пространства получим, что задание 
двух пар у, z  влечет за  собой задание комплексной структуры.

Отметим, что две пары прямых, определенных инволюциями у  и z, 
отличаются тем, что соответствующие пары не имеют общих точек, и з а 
дание пары (при условии, что пара у  задана) сводится к заданию одной
из прямых пары. В самом деле, из условия zu  +  uz  =  0 следует, что соб
ственные векторы X  инволюции и, удовлетворяющие условию U X  =  ±  X , 

удовлетворяют такж е условию u ( z x ) = — Z u x =  — zx.  Следовательно,
z[V+] =  V-, г [V-J =  V+,

где через V+ (V-) обозначено линейное подпространство, состоящее из 
собственных векторов оператора и, соответствующих собственному зна
чению +  1 ( — 1).

Таким образом, пара подпространств (V+, V- ) имеет вид: (V+, 2[V+J), 
и в случае задания пары (г, и) достаточно задать  одно из подпро
странств, например, V+. Аналогичное утверждение имеет место и в слу
чае задания пары (у, и) (что эквивалентно заданию тройки (у, z, и ) ) ,  
т. е. (V+, V-) =  (V+, y{V+)) .
Это верно в случае п  =  4, т. е. для задания пары прямых, определен
ных и, достаточно определить одну из прямых (считая, что задан  эле
мент (г, и) е  Q2) .
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У Д К  517.9
О. А. М О Р О З

К ВОПРОСУ О Н ЕА С И М П ТО ТИ Ч ЕСК О Й  УСТОЙЧИВОСТИ

Проблема неасимптотической устойчивости положений равновесия 
является одной из сложных задач качественной теории динамических 
систем. Это отчетливо проявляется в таких вопросах, как теория крити
ческих случаев [ 1], [2], устойчивость множества неизолированных поло
жений равновесия [3]. Этой ж е проблеме посвящены работы [4] и [5 ].

П родолжая исследование устойчивости по Ляпунову неизолирован
ных состояний равновесия, рассмотрим существенно нелинейные системы
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дифференциальных уравнений в ситуации, когда множество точек покоя 
системы образует поверхность, размерность которой на единицу меньше 
размерности фазового пространства.

Пусть R k означает вещественное евклидово пространство размернос
ти k, R  — вещественная прямая. Через || • || будем обозначать одну из 
норм пространства R h. Вектор х є  R k означает вектор-столбец, х '  — век
тор-строка, т. е. «'» — операция транспонирования. Далее, пусть х : R-+R
непрерывная функция такая, что х ( 0) =  0 и х(г) Ф  0, если г Ф  0 .

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений [5], [6]
X — я (ф(х) ) • Ах,  X ^ R zn, ( 1)

где ф(х) — некоторая голоморфная функция переменных х =  (хі, х2, . . . .  
Х 2п ) ,  разлагаю щ аяся  в ряды по степеням х в некоторой окрестности 
I M K  Р, P >  0; А — (2л X 2л) постоянная матрица. Предполагаем, что 
каж дое решение х(р ,  t ) системы ( 1) с начальным условием | | р | | <  а опре
делено при всех значениях t є  R.

Н аряду с системой (1) рассмотрим следующую
у  = Ay,  у  є= Rzn, (2)

с той ж е  матрицей А.
Пусть вещественная матрица А имеет лишь комплексные собственные 

значения, которые обозначим через фи, ц2, . . . ,  р2)1.
Так как решение линейной системы (2) с начальным условием1 

у(р ,  0) =  р имеет вид у(р ,  t ) =  eAt ■ р, запишем функцию £(/) =  с'у(р,  t) 
следующим образом:

I  (t) =  C1 е *  P =  с 'е *  I jf f  :• Il р Il =  С' d  . Il P II, Il d Il =  1,

где с — постоянный вектор из R2n.
В [5] доказано следующее утверждение.
Лемма. Если с Ф  0 и выполняется условие

Im p 7K O ,  V7 =  1, 2п, (3)

то найдутся такие положительные числа є >  0 и T >  0, что для любого 
начального состояния d, IMI =  1, функция ф ( / ) =  c'eAt ■ d. в некоторых 
точках как отрезка [О, Г], так и отрезка [ - Т ,  0] принимает значения 
больше є и меньше — є.

Будем считать, что функция ф(х) имеет вид

Ф (х) =  с’х  +  2  Ph (х), (4)
k =2

где P h ( x ) =  2  а , „ ( 2.......,- х11 X122 ... X1j - однородные полиномы сте-
и + ••• *+■

пени k  с вещественными коэфф иц иентам и  Ciii , I2  і , и р я д  в правой
части (4) абсолютно сходится в шаре | | х | К  р, р >  0.

Обозначим через ah сумму модулей чисел а,-„ ,-2 t , т. е.

% =  2  Iа й. it i j .  k =  2, 3, ... . (5)
і, -J- ... +  i = = k

Теорема 1. Пусть функция ф : Rzn - + R  определяется соотноше
нием (4), причем с ф  0 и выполняется условие

R =  l imy/ flft< + o o ,  (6)
k }-оо

где ah задаются формулой (5). Тогда, если собственные числа р 7-, / =  1, 2п 
удовлетворяют условию (3), то существуют такие положительные числа 
ст >  0 и T >  0, что всякое решение у(р ,  t) уравнения (2) при норме 
IIp IK  а попадает на поверхность
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c ' x + ^ i Ph (X) =  О (7)
k = 2

как при О =¾ / 7\ так и при — T ^  / ^  О.
Д оказательство теоремы проводится с учетом вышеуказанной леммы 

и известной оценки (см. [7]).
Сформулируем основной результат об устойчивости.
Теорема 2. Если с Ф  0, выполняются условия (3) и (6), то нулевое 

решение системы (1) устойчиво по Ляпунову.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть требования теоремы выполняются. 

Тогда из теоремы 1 следует, что для любого начального состояния р 
с нормой Ilpll <  о решение у(р ,  t ) системы (2 ) попадает на поверх
ность (7) при некотором значении t є  [О, Т], а такж е и при t е  [—Т, 0], 
где T >  0 не зависит от р.

Обозначим через / +  > 0 и / ~ - < 0  моменты времени, в которые реше
ние у(р ,  / ) ,  ср(р) Ф  0, первый раз (считая от точки t =  0 соответственно 
вправо и влево) попадает на поверхность (7). Выберем число oi С  
-< min (о, р), CT1 >  0. Учитывая неравенства (см. [7])

Il R (P. 0  Il <  h • ехр (а • Т)  • Il р II, Vt  Є  [0 , Т]
и

Il у  (р, О I K  V  ехр (— а .  T) - I l  P II, Vt<=[— T,  0 ],

где а  =  max I Re рі̂ -1, а =  m in |Repi; |;  h, H1 — некоторые положительные 
/ — / 

постоянные, будем иметь:

Il у (Pi O I K P - I I r I I  для I l P l K c r 1, vt  є  it~, t+\,

где p =  P(T) >  0 некоторое число.
Выделим на интервале [t~, t+\ два отрезка траекторий системы (2)

K r .  0  =  { R e  R 2n I r  ( R .  O =  R .  * Є ( о ,  < + ) }  и у~ \р, 0  =  { R e R 2 n | R ( R .  0  =  
— у, 0)}. Тогда, поскольку система (1) получена из системы (2)
методом «замораживания» [5], отрезки траектории г/+(р, 0 .  У~(Р> 0  
будут совпадать с одной из полутраекторий х(р ,  R+) или х(р ,  R~) систе
мы ( 1) в зависимости от того, совпадают или противоположны направ
ления движений (см. [5]) систем (1) и (2).

Отсюда следует, что для решения х(р ,  t ) системы (1) при ІІРІІ<  CTi 
справедлива оценка

И (р, 0 I K  P IIr II. >  о .
Так как постоянная р не зависит от числа т ,  то это означает, что ну

левое решение уравнения ( 1) устойчиво на множестве начальных со
стояний и,следовательно, устойчиво по Ляпунову.

Теорема доказана.
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У Д К  535.372 : 541.65

А. П. З А Ж О Г И Н ,  А. И. С Е Р А Ф И М О В И Ч

И С С Л Е Д О В А Н И Е  В Л И Я Н И Я  Н Е Й Т Р А Л Ь Н Ы Х  Л И Г А Н Д О В  
НА Э Л Е К Т Р О Н Н Ы Е  СВОЙСТВА 

К О М П Л ЕК СО В  У РА Н И Л Х Л О РИ Д А

Изучение влияния нейтральных заместителей на электронные свой
ства комплексов уранила необходимо для понимания большого класса 
химических реакций с участием этих соединений, протекающих через 
стадию образования промежуточных комплексов. Кроме того, хлоридные 
комплексы уранила имеют важное спектроскопическое свойство — линии 
люминесценции многих соединений уже при температуре жидкого азота 
очень узкие, порядка нескольких см-1 [ 1], что позволяет выявить осо
бенности их строения и характер взаимодействия уранила с лигандами.

В настоящей работе для изучения общих закономерностей изменения 
спектроскопических свойств уранилхлорида под влиянием нейтральных 
лигандов исследованы спектры люминесценции комплексов UO2Cl2HL 
с некоторыми нейтральными лигандами (вода, диметилформамид 
(ДМ Ф А ), диметилацетамид (ДМАА), диметилсульфоксид (ДМ СО), 
гексаметилфосфортриамид (ГМ Ф ТА)). Спектры мелкокристаллических 
образцов U O 2Cl2HL регистрировались на установке (см. [2 ] ) при темпе
ратуре жидкого азота; начальные участки их приведены на рис. 1. Ос
новные частоты, характеризующие ион уранила, и интегральные интен
сивности полос, определенные из спектров, представлены в таблице. 
Там ж е  даны значения донорных чисел нейтральных лигандов. Из срав
нения спектров исходного образца U 0 2C123 H 2O и других образцов вид
но, что при замене молекул воды в первой координационной сфере иона 
уранила молекулами нейтральных лигандов, имеющих значения DN зн а
чительно большие, чем у воды, все спектры сдвигаются в более длинно
волновую сторону. Полосы становятся очень узкими и их можно скорее 
назвать линиями, так  как ширина равна примерно 5— 10 см-1. Н аиболь
шей интенсивностью обладает вибронное полносимметричное колебание 
иона уранила. Из данных таблицы следует, что интенсивность полос,

Частоты и интенсивности полос в спектрах UO2Cl2 с нейтральными
лигандами

Л иганд — 1
V001 см / ,  OTII. е д .

V00- V 1 
— 1

CM
/ ,  OTlI. е д .

V00- V 3, 
—  1

CM
/ ,  о т и .  е д . DN

3 H 2O 20540 48 19665 100 19587 61 18

3 ДМ ФА 20195 22 19345 100 19270 62 2 6 ,6
2 ДМ СО 20248 50 19384 100 19312 15 2 9 ,8

3 ДМ СО 20110 25 19260 100 19176 41 2 9 ,8
3 ГМФТА 19814 20 18982 100 18900 22 3 8 ,8

5 З а к .  1059 65



205', 200 195,' 190 V 1 ОЧсм"1

Рис. 1. Н ачальны е участки спектров люминесценции комплексов с 
нейтральны ми лигандам и:

/  — вода; 2 — ДМ Ф А; 3 — Д М СО  (соотнош ение U O 2 ^ : ДМ СО =  1 : 2); 4 —
ДМ СО (1 : 3); 5 — ГМФТА

принадлежащих этому типу колебаний, в несколько раз превышает не 
только интенсивность полос чисто электронного перехода, HO и  полос, 
принадлежащих вибронному антисимметричному колебанию V3. Д еф ор
мационное колебание иона уранила проявляется очень слабо. Такое рас
пределение интенсивностей в спектрах люминесценции в какой-то мере 
свидетельствует о высокой симметрии комплексов уранилхлорида с тре
мя нейтральными лигандами. Д ля  образца UCbCl2 с двумя молекулами 
ДМ СО степень симметрии еще выше (см. рис. 1 и таблицу). Поскольку 
видно, что полоса Vi интенсивнее не только вибронной полосы V3, но так 
же и полосы чисто электронного перехода.

Наиболее существенный сдвиг частоты чисто электронного перехода 
( ~  на 725 см -1) наблюдается для комплекса уранилхлорида с ГМФТА. 
Смещения частот хорошо коррелируют со значениями донорных чисел
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Рис. 2. Граф ик зависим ости частоты чисто электронного перехода в 
ком плексах U 0 2C123L  от величины донорного числа DN  нейтрального

лиганда L

нейтральных лигандов. Наблюдается практически линейная зависи
мость между частотой чисто электронного перехода Voo и значением до
норного числа нейтрального лиганда (см. рис. 2 ), что позволяет записать 
уравнение для определения частоты чисто электронного перехода в комп
лексе UO 2Cl2 с тремя нейтральными лигандами в следующем виде:

V00 (DN) —  v ° 0 — kDN  =  (21155 — 35,07 DN)  O f 1f

где v°0 — частота чисто электронного перехода в комплексе уранилхлори- 
д а  с нейтральными лигандами при нулевом значении донорного числа. 
Определение параметров уравнения проведено методом наименьших 
квадратов.

В результате спектрально-люминесцентных исследований установле
но, что практически для всех рассматриваемых комплексов наиболее 
устойчивыми являются комплексы с тремя молекулами растворителей, 
выступающими в качестве нейтральных лигандов, и только для ДМСО 
получены образцы с тремя и двумя лигандами. Положение Voo в спектре 
комплекса с двумя молекулами ДМ СО сдвинуто на 290 см-1 по сравне
нию с исходным образцом, а с тремя молекулами — еще на 140 см-1. 
Таким образом, парциальность вклада каждого лиганда в положение 
полосы Voo соблюдается достаточно строго. Следует отметить также, что 
наблюдается очень существенное различие в эмиссионных свойствах 
комплексов и 0 2С12-2Д М С 0 и UO2Cl2-ЗДМСО. Комплекс и 0 2С12-2Д М С 0 
хорошо люминесцирует при комнатной температуре, a U O 2Cl2-ЗДМСО — 
очень слабо.
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У Д К  538 : 082/083

А. Е. П Р Я Х И H , И. Р. М И H b КО  

И М П У Л Ь С Н Ы Й  С П Е К ТРО МЕ ТР -РЕ Л А КС О М ЕТ Р ЯМР

Известные импульсные ЯМ Р спектрометры-релаксометры [1—3] об
ладаю т высокой степенью автоматизации за счет применения встроен
ных микропроцессоров и математических методов обработки спектров, 
но сложны конструктивно и дороги. В данной работе описывается недо
рогой спектрометр, созданный на основе стандартной аппаратуры, эле
ментов и материалов, позволяющий наблюдать протонный ЯМ Р при 
импульсном возбуждении — сигнал спада свободной индукции (ССИ) и 
спиновое эхо, измерять время спин-решеточной и спин-спиновой релакса
ции различными импульсными методами. Точность измерения времени 
релаксации без стабилизации постоянного магнитного поля и температу
ры датчика и образца ± 5  %.

В спектрометре (рис. 1) применяются следующие приборы: электро
магнит (магнитный зазор 30 мм, диаметр полюсных наконечников 
100 мм, сопротивление катушек при последовательном включении 5 0 м ) ,  
источник питания магнита ТЭС-18, осциллограф С1-76, приемно-пере
дающее устройство (ППУ) с датчиком, цифровой программатор (Ц П ). 
Д л я  создания контролируемого градиента поля служат катушки, кото
рые крепятся на полюсных наконечниках.

Основные технические данные цифрового программатора

T  — задержка между сериями и м п у л ь со в .........................Юме — 9 с
T1 — задержка между первым и вторым импульсами в 

последовательности ............................................................................. 1 мс — 0,9 с
T 2 — задержка между вторым и третьим импульсами 

последовательности  1мс — 0,9 с
Длительность первого импульса ........................................ 60 — 200 мке
Длительность второго и м п у л ь с а   40 —• 225 мке

ЦП

СЪ .

□ осциллограф.

Рис. 1. Блок-схем а спектром етра:
/ — полюсные наконечники электром агнита; 2 — градиентны е катуш ки; 3 — к а 

туш ка датчи ка; 4 — ам пула с исследуемой ж идкостью
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Цифровой программатор вырабаты 
вает периодические последовательнос
ти управляющих импульсов. В каждой 
из них может быть установлено 1, 2, 3, 
4, 7, 19 или 67 импульсов. Имеется воз
можность регулировки длительности 
отдельных импульсов, задержки меж 
ду ними и частоты повторения серии. 
Ц П  позволяет реализовать различные 
импульсные методы, в том числе Х а
на, К арра-П арселла , прогрессивного 
насыщения, инверсии-восстановления 
(рис. 2 ).

Приемно-передающее устройство 
включает два функциональных блока: 
передатчик и приемник. Передатчик 
состоит из работающего в непрерывном 
режиме задающего кварцевого генера
тора на 12,9 МГц, выполненного на 
элементах D L I — D  1.2 микросхемы 
К531ЛА4П (рис. 3). Сигнал с генера
тора подается на вход цифрового клю
ча ,D 1.3. На второй его вход поступает 
сигнал управления от цифрового про
грамматора. Таким образом, на выходе 
ключа формируются пачки высокочас
тотных колебаний, которые через по
следовательный контур L2, С 19, С20, 
С21 подаются на усилитель мощности, 
собранный на транзисторах V T3, VT4,  
и на последовательный контур L3, С24, 
С25, С26. Последний, в свою очередь, 
нагружен на параллельный колеба
тельный контур LA, С9, СЮ, в катушку 
индуктивности которого помещается 
ампула с исследуемой жидкостью. При 
правильном согласовании всех резо
нансных контуров напряжение на ка-

Рис. 2. Основные импульсные методы, 
реализуем ы е спектрометром. 

Сверху вниз: двухимпульсны й метод 
спинового эха Хана (образец  —  глице
рин, длительность первого импульса 
60 мке, в то р о го — 120 мке, задерж ка 
м еж ду импульсами 4 мс, амплитуда 
сигнала спинового эха 15 В ); метод 
прогрессивного насы щ ения' (задерж ка 
м еж ду импульсами 3 м с ) ; многоим
пульсная последовательность К арра- 
П арселла (раствор N iS 0 4 -7 H 20  в во 
де; Ті =  2 мс; T2 =  4 мс; т — 67 им

пульсов)
тушке датчика составляет около 30 В.

Сигнал ЯМР, индуцированный в катушке датчика, подается на резо
нансный предусилитель с полосой пропускания 1 МГц и коэффициентом 
усиления 20 дБ, выполненныйуна полевом транзисторе V T 1 [4]. При по
ступлении мощного высокочастотного импульса коэффициент усиления 
предусилителя минимален, так как встречно-параллельные диоды V D 1 
и VD2 шунтируют его вход, а диоды VD 3 и VDA — резонансный контур 
L i ,  С2, СЗ, включенный в цепь стока полевого транзистора VTl. В от
сутствии импульса диоды закрыты и коэффициент усиления первого 
каскада максимален. После истокового повторителя происходит ампли
тудное детектирование и усиление сигналов ССИ и спинового эха.

Основные технические данные спектрометра

Диапазон измеряемых времен р е л а к с а ц и и .......................20 мс — 2 с
Рабочая ч а с т о т а ......................................................................... 12,9 МГц
Амплитуда высокочастотных им п ульсов ..................................30 В
Длительность высокочастотных импульсов . . . .  40— 225 мке
Напряжение п и т а н и я ................................................................. - f5  В; + 1 5  В
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Вых. на о сциллограф  
*>-

Рис. 3. Схема прием но-передаю щ его устройства



Индукция постоянного магнитного поля порядка . . 0,35 Тл

Диаметр а м п у л ы ............................................................................  8 мм
Время восстановления приемника от перегрузки после 

действия высокочастотного импульса (мертвое время) 2 мс
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У Д К  517.535.3+517.55

С. В. Р О Г О З И Н , Л Е  М А Ю  Х А И  (С Р В )

П Р О Д О Л Ж Е Н И Е  М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х  О Т О Б РА Ж Е Н И Й  
CO З Н А Ч Е Н И Я МИ  В КОМПАКТНОМ 

КЭЛ ЕРО В О М  М Н О ГО О БРА ЗИ И

Задача  продолжения голоморфных и мероморфных отображений в 
Рпмановы области над многообразием Штейна на ее оболочку голо
морфности в случае, когда областью значений отображений являются 
различные комплексные многообразия, рассмотрена многими автора
ми [ 1—7 ] .

В данной статье исследуется задача продолжения мероморфных ото
бражений, когда областью значений отображений является компактное 
кэлерово многообразие. Подобная задача изучалась в [5 и 6], однако 
настоящая работа придает их результатам более совершенный вид.

Определение 1 [5]. Пусть N  и M  — комплексные многообразия; M  — 
компактно.

Отображение /: N  -> M  называется мероморфным, если существует соб
ственное аналитическое множество P  (/) с  Af такое, что /  |л?\р(П является 
голоморфным отображением и Г(/) (замыкание графика голоморфного отоб
ражения / | ы\рр))  — аналитическим множеством в N  X М.  Множество P  (/) 
называется множеством особенностей мероморфного отображения /. Если 
о: N x M - ^ N  — каноническая проекция на первую компоненту, то 
а  : Г (Р (/)) -V N \ P  (f) является биголоморфным.

В работе [6] дано определение мероморфных отображений в смысле 
Реммерта для аналитических пространств. Определение 1 есть опреде
ление в смысле Реммерта, применимое в случае, когда N  и M  —- комп
лексные многообразия, M  — компактно.

В случае, когда N  = D c z  Cn и М  = CPy, определение 1 есть класси
ческое определение мероморфных функций [3. С. 281].

При получении основного результата будем использовать следующее 
дополнительное ограничение на многообразие М,  называемое условием 
дисков.

Определение 2 [3]. Пусть U = { £  : |£ |= ^  1}— замкнутый круг и A r — 
=  {г :¾ |z |  =¾ 1}— кольцо в нем. Рассмотрим произвольную последова
тельность {р}  голоморфных отображений U в комплексное многообра
зие M  и через Р\а обозначим сужение р  на кольцо A r для некоторого 
г <.  1. Будем говорить, что M  удовлетворяет условию дисков, если из 
равномерной сходимости Р\ аг в A r к отображению f е  0 ( A r, М)  следует, 
что р  равномерно сходится в U к некоторому отображению f є  0 (U ,  М ) .

В [7] доказано, что если многообразие M  удовлетворяет условию дис-
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ков, то любое голоморфное отображение /  : D M  продолжается до го

ломорфного отображения где D — оболочка голоморфнос
ти D. Условие дисков позволяет получить аналогичный результат и в слу
чае мероморфных отображений.

Теорема. Пусть D — риманова область над многообразием Штейна R\ 
M — компактное кэлерово многообразие, удовлетворяющее условию 
дисков. Тогда любое мероморфное отображение / : D M  продолжается

до мсроморфного отображения F : D - * - M ,  где D — оболочка голоморф
ности D.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  : D ->  M  — заданное мероморфное 
отображение. Рассмотрим множество особенностей P(Z). Можно запи
сать: P(Z) =  Я  и Я ,  где Я  и К — аналитические множества в D с 
codim Я  =  I, codim К  ^  2. Тогда имеем равенство:

{ D \ H [ ) K ) = D \ H .  (1)
В силу единственности и локальности задачи продолжения можно счи

тать, что Я  — гиперповерхность в D. Рассмотрим голоморфное отображе
ние Z0 =  ZIo v 3 a ,:

Согласно [71 и равенству (1), отображение f0 продолжается до голо-

F

морфного отображения f0 : D \ H - * - M .  Так как Я — гиперповерхность в D,

то существует гиперповерхность Н '  в D  такая, что D \ H  — D \ H ' .  Таким

образом, голоморфное отображение f0 : D \ H ' ^ > M  является голоморфным 
продолжением отображения / 0. Заметим, чтсРсобіт H '  =  1. Рассмотрим сле

дующие случаи: а) Пусть Н '  f]D =  0 , т. е. D c D \ H r, тогда /ощ: 
D ^ M  является голоморфным отображением и, согласно [7], /ощ продол

жается до голоморфного отображения /0 : D  -> М.  Рассмотрим отображение 

F : D -> М,  определенное следующим образом:
Z на D,

Z0 на D.
Ввиду единственности продолжения и мероморфности Z отображение

F : D  — M  будет мероморфным и продолжением мероморфного отображе
ния Z-

б) Пусть Я '  П П ф  0 ,  тогда строим отображение F : ( D \ H ' ) \ j D  M 
следующим образом:

I f  на D,

і Z0 на Ъ \ Н ' .
Согласно [6], отображение F продолжается до мероморфного отображения

F : D  -* М.  Таким образом, теорема полностью доказана.
З а м е ч а н и е  1. При изучении задачи продолжения мероморфных 

отображений наиболее трудным представляется случай, когда коразмер
ность особенностей равна единице. Поэтому основным моментом в дока
зательстве является рассмотрение случая codim Я  =  1.

Так как ВХ\ В  1/2 =  B 1, из доказанной теоремы вытекает 
Следствие.  Пусть /VI — компактное кэлерово многообразие, удовлет

воряющее условию дисков. Тогда любое мероморфное отображение

Z : B i \ B i / 2 -+  M продолжается до мероморфного отображения F .B i-* - М, 
где B r =  ( 2  є  C n I ІШІ <  г}.



З а м е ч а н и е  2. В теореме вместо требования, чтобы AL удовлетво
ряло условию дисков, можно использовать одно из следующих ограни
чений:

а) AL удовлетворяет условию продолжения Леви;
б) M  удовлетворяет условию продолжения Гартогса;
в) M  — выпуклое кэлерово многообразие, не содержащее рациональ

ной кривой.
Это вытекает из того, что данные условия достаточны для следую

щего утверждения [2, 7]: любое голоморфное отображение /  : D - v  M  про

должается до голоморфного отображения где D — оболочка
голоморфности D. При доказательстве теоремы фактически использовано 
только последнее.

Авторы выражаю т благодарность С. М. Ивашковичу за  постановку 
задачи и полезные указания.
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А. П. Ш И Л И Н

Д В А  П А Р Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  УРА ВН ЕНИЯ  
ТИПА СВЕРТКИ

Будем использовать введенные в [1] операторы I+ и I r . Сохраним 
из [ 1] все предположения на функции и соглашения об обозначениях 
(см. такж е [2] ) .

Рассмотрим уравнения:
-|-х> Г “Г 00 О

f k x (i — s) ds [ k2 (s — т) ф (т) d x — f & 3 (s — т)ср(т)(іт
J —CO L 0 —SC

-}- ж -  -}-00 О

— й Г  I   ̂— s^ s  ̂ ~ т ) cP (т ) ^ x —  J — т ) cP (т ) ^ x
L О

' (t) —  g { — t), — o o < t < + o o ,
-{- CO р -J- эо 0

- J -  j  A1 (t — s)ds f A2 (s — т) ф (т) d x — j  k3(s—т)ф(т)с(т
L О

( 1)

=  f(t), t < 0 , (2 )

2л

-[-CO -}-оо 0

• j  Ii1 (t — s) ds f A2 (s — т) ф (т) dx — j" A2 (s -f  т) ф (т) dx ■
Lo — ~

+*

- I  Aj (s — т) ф (т) d x — J  Aj (s +  т) ф (т) dx

- -}- м

[— t — s) ds f A2 (s — т) ф (•
- о

о
— k3 (s — т) ф (т) dx — ( k3 (s+ т )  ф(т) dx

) ср (т) dx —

0

j  Ai ( s  - f т ) ф ( t ) dx

(3)

= g ( t ) — g (— 0 . — ° ° < L < + o o ,
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+» 
I ■

2я j  kA ( t — s) ds [ k2 ( s — т)(р (т )Ф с— j  k2 (s +  t )  cp ( t )  d x —
-C O  L O — 30

0 0
— I  k3 (s — т) ф ( t )  dx — J  M s  +  T)  ф ( t )  dx f i t ) ,  t <  0. (4)

Это парные уравнения: соотношения ( I ) ,  (2) задаю т одно уравнение, 
а соотношения (3), (4) — другое уравнение.

Преобразования Фурье приводят соотношения (1) — (4) соответствен
но к следующим соотношениям:

К і ( х ) К 2 (х)Ф+(х)  +  К і ( х )К з (х ) Ф ~ (х )  = G ( x ) + R ( x ) ,  (5)
W  K 2 (х)  Ф+ (jc) +  Ki (X) K3 (X) Ф -  (X )=  F( x )  +  ++ (x ) ,  (6)

K 1 ( х ) Kz(X) (I+Ф) ( х ) +  K 1( X) K3 (X) ( Р Ф )  (jc) =  G (X )+  R ( х ) , (7)
Щ х ) К 2 (х) (І+Ф) ( jc )+  Ki ( X) K3 (X) (Р Ф )  (х) = F( x)  +  W+(x),  (8)

где R ( x ) — действительная, a xF+ (л:)— аналитически продолжимая в 
верхнюю полуплоскость функции, являющиеся неизвестными наряду 
с Ф(а:), — о о < х <  +  оо.

Соотношения (5), (6) выражаю т последовательность краевой задачи 
Гильберта и краевой задачи Римана:

Ki (х)  T + (AJ) =  K i(x )  R ( x ) +  H 1(X) , (9)
K 2 (х) Ф+ (jc) =  -  K 3 (х) Ф -  (х) +  H 2 (X) ,

а соотношения (7), (8) — последовательность двух краевых задач Гиль
берта: (9) и К 2 (х) (І+Ф) (х) =  — Кз(х)  (Р Ф )  ( jc )+  Н 2 ( х ) , где F t l (X)  =

=  K i (X) G (X) -  K 1 (X) F (х),  P 2 (X) =  F M  +  V p *L =  G(X)+{1 (X).
После решения краевых задач решение уравнений (1), (2) и (3), (4) 

получим, взяв обратное преобразование Фурье от функций Ф + (х )—Ф_ (х) 
и (/+Ф) (jc) — ( Р Ф )  (jc) соответственно.

He станем здесь приводить вопросы разрешимости и формулы реше
ний исходных уравнений, находящиеся в несложной зависимости от из
вестных [2, 3] вопросов разрешимости и формул решения краевых задач 
Римана и Гильберта.
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РЕ Ф Е РА Т Ы

Х а п а л ю к А .  П. О решениях уравнения Бесселя //  Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. 
М ат. Мех. 1991. №  1.

У Д К 517.925

селя
С помощ ью комплексного преобразования Ф урье диф ференциальное уравнение Бес-

d 2 Z  (х) d Z  (X) „ ~
* dx* + * — Ь Г  +  (Х! - V * ) Z ( x )  =  0 (1)

преобразуется в другое диф ференциальное уравнение

(£2- 1 )  +  31 + ( I  - V 2) Z  (£) =  0, (2)

все четыре линейно независимые решения которого просты и являю тся трансформантами 
более слож ны х решений уравнения (1). Это дало  возм ож ность сравнительно слож ны е 
реш ения уравнения Бесселя (1) представить единым образом  как  обратные преобразо
вания Ф урье простых решений уравнения трансф орм ант (2),

В результате получено четыре линейно независимых решения уравнения Бесселя, ко
торы е отличаю тся от двух  известных классических решений. В частности, оказалось, что 
функции Б есселя второго рода целого порядка (функции Н ейм ана) не являю тся реш е
ниями уравнения Бесселя.

Библиогр. 6 назв.

У Д К  530.12:530.145
Т и м о щ е н к о  А. И. Уравнение Даффина — Кеммера для частицы со спином 0 в поле 
Керра — Ньюмена / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П роведено полное разделение переменных в уравнении Д аф ф и на — К еммера для  ча 
стицы со спином 0 в поле К ерра — Ньюмена. П оказано , что операторы  симметрии этого 
уравнения не образую т полного набора в данном поле, хотя разделение переменных про
изведено полностью. Н айдены  некоторые операторы  условной симметрии.

Библиогр. 8 назв.

У Д К  535.34
A h  Ч а н  M o  (К Н Д Р ), То л с т и к А. Л ., Ч а л е й А. В. Приближенные методы расче
та отражательной способности ОВФ-голограмм в растворах красителей //  Вестн. Б ел о 
рус. ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П редлож ены  аналитические аппроксимации численных решений, позволяю щ ие рас
считать отраж ательную  способность динамических О В Ф -голограм м  в растворах красите
лей, моделируемы х трех- и четырехуровневы ми схемами. У читы вается резонансная и теп
ло вая  нелинейность прн переходах как  в основном синглетном So— S b так  и возбуж ден
ном синглетном Si - S 2 либо триплетном T 1 — T2 каналах.

Библиогр, 8 назв., ил. 3.

У Д К  535.513

Т и т о в  А. Д . Поляризационные свойства зеркального и металлизированного световоз
вращателей в форме трехгранного угла (я /2 , п /2, я /4 )  11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: 
Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П оляризационное состояние излучения, отраж енного от зеркального и м еталлизиро
ванного световозвращ ателей в форме трехгранного угла (я /2 , я /2 , я /4 )  прн линейно-по
ляризованном  падаю щ ем излучении, исследовано с помощ ью матричного метода Д ж онса. 
Изучены случаи серебрёных, алю миннрованны х, золочёных и меднёных отраж аю щ их гр а 
ней при различных длинах волн.

Библиогр. 6 назв., ил. 3.

У ДК  620.179.153

Л  е в к о в и ч А. Д ., M у а й е  д  М. С. (И р а к ) , П е р ц е в А. Н. Экспериментальное срав
нение методов измерения распределения поглощенных бета-частиц по глубине поглоти
теля / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. М ех. 1991. №  1.

М етодам и пропускания и гам м а-гам м а совпадений в одинаковы х условиях изм ере
ний определены массовый коэф ф ициент поглощ ения (X и закон распределения поглощ ен
ных позитронов 22N a по глубине поглотителя для  алю миния. С огласованность получен-
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ных значений р  — (0 ,0 3 5 + 0 ,0 0 5 ) и (0 ,032± 0,003) см5/м г —-и  экспоненциальный закон  
распределения поглощ енных позитронов по глубине алю миния свидетельствую т об э к 
вивалентности обоих методов при одинаковы х условиях измерений.

Библиогр. 7 назв., ил. 3.

У Д К  548.5 : 669.76

Ш е п е л е в и ч  В. Г. Структура и кинетические свойства фольг сплавов висмут-сурьма
Il  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

Ч
Ф ольги сплавов на основе Bi-Sb, полученные скоростным охлаж дением  из расплава, 

имею т поликристаллическую  структуру и характеризую тся текстурой {1012}. П ри водят
ся результаты  исследования электросопротивления, коэффициента Х олла с диф ф ерен
циальной терм о-Э Д С  бы строзакаленны х фольг в интервале 77—300 К-

Библиогр. 9 назв., ил. 1.

У Д К  538.123+621.3.083.8

П  р о к о ш и н В. И., Я р м о л о в и ч В. A., P  а б к е в и ч Т. М. Функциональная модель 
пленочного преобразователя Холла в неоднородном магнитном поле. / /  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П редлагается  модель реального пленочного преобразователя Холла. Рассмотрены  
вопросы влияния технических характеристик преобразователя, его геометрии и других 
парам етров на функционирование в неоднородном магнитном поле. П роведен расчет ос
таточного напряж ен ия выходного сигнала реального пребразователя в магнитном поле.

Библиогр. 7 назв., ил. 2.

У Д К  539.062

JI о п а т  и к А. P ., M и с е в и ч О. В., Х а д ж  о А. К. (С А Р ), Х о л м е ц к и й  A. JI. 
МСКЭ при полном внешнем отражении мессбауэровского излучения / /  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

Р азр аб о тан  метод мессбауэровской спектроскопии конверсионных электронов 
(М С К Э ) в условиях полного внешнего отраж ения резонансного излучения, основанный 
на применении воздуш ного сцинтилляционного детектора. С помощью этого м етода ис
следована структура пленки на основе соединения Co57Fe2O i, нанесенной на стеклянную  
подлож ку. Сравнение спектров, полученных в условиях полного внешнего отраж ения и 
обычной регистрации конверсионных электронов, показало сущ ественное различие объ
емной и поверхностной структуры  пленки.

Библиогр. 8 назв., ил. 4.

У Д К  534.23
Б е л  я в с к и й А. К., Д  а н е й к о И. К. Обобщение метода конформного преобразования 
для задачи распространения волн в произвольном волноводе / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. 1: Физ. М ат. М ех. 1991. №  1.

С помощ ью  перехода от декартовой к специальным неортогональны м системам коор
ди нат  получено решение уравнения Гельмгольца в произвольном горизонтально-страти
фицированном клине и неоднородном плоскопараллельном  волноводе.

Библиогр. 5 назв., ил. 1.

У Д К  517.948.32 : 517.544
3  в е р о в и ч Э. И. О возможности явного построения глобальной униформизации алгеб
раического соответствия / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

Анонсирован следующ ий результат: лю бое алгебраическое соответствие F (z ,  а і ) = 0  
м еж ду  комплексными переменными г  и га допускает глобальную  униформизацию , такую , 
что хотя бы одна из униформизирую щ их функций — рациональная.

Библиогр. 5 назв.

У Д К  519.1
К о в а л е в  М. М., T о п ч и ш в и л и A. JI. Несобственные задачи выпуклой дискретной 
оптимизации // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П редлагается  способ аппроксимации несовместной системы вы пуклых линейных не
равенств с целочисленными переменными совместной системой.

Библиогр. 3 назв.
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У Д К  519.1
З в е р о в и ч  И.  Э. ,  С и л л а  А. (Г винея). Л-униграфичность в некоторых классах гра
фов //  Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. № 1.

П оследовательность неотрицательных целых чисел назы вается  Я-униграфической, 
если ровно одна ее реализация обладает свойством Р. К ласс Я-униграфических последо
вательностей содерж ит как  подкласс все униграфические последовательности, р еал и за
ции которы х обладаю т свойством Р. О характеризованы  T-  и £/-униграфические последо
вательности, где T n U  означаю т свойства «быть деревом» и «быть связным уницикличе- 
ским графом » соответственно.

Библиогр. 5 назв., ил. 2.

У Д К  519.832.3
П и с а р у к  Н. H., P  е д  д  и В. С. (И ндия). Матричные игры с зависимыми стратегиями
/ /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

Рассм атривается  матричная игра, смеш анная стратегия в которой есть произвольное 
вероятностное распределение, ограниченное частотой использования подмнож еств чистых 
стратегий. П редлож ен  метод поиска оптимальны х стратегий с помощью линейного про
грам м ирования минимизации кусочно-линейной вогнутой функции. У казано одно из воз
мож ны х применений игры в сельском хозяйстве.

Библиогр. 4 назв.

У Д К  532.516
Ч е п и и о г а М. М., З  л е б о в а А. Е. Исследование длинных внутренних волн с по
мощью обобщенных уравнений Рейнольдса / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. 
Мех. 1991. №  1.

Построена м атем атическая модель длинных волн, в основу которой полож ены обоб
щенные уравнения Рейнольдса. С ее помощью решены некоторые плоские задачи  о по
верхностных и внутренних волнах как  при условии прилипания, т ак  и при частичном 
скольж ении на дне и поверхности раздела двух ж идкостей.

Библиогр. 4 назв., табл. 3.

У Д К  519.6
Д р а г у н  В.  А. ,  Ф е д е н к о  Н. П. О методе Чебышева / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: 
Физ. М ат .Мех. 1991. №  1.

Д л я  реш ения нелинейных операторны х уравнений

F(X)=O  (1)
в банаховы х пространствах рассмотрен метод Чебыш ева

Xn+ 1 =  Xn -  (F' (½ ))-1 (f  (хп) + ^ -  F" (Xtl) ( -  (F' (*„))-' F  (x„))j.

Получены условия сходимости метода, оценка погреш ности. М етод Чебыш ева рассм от
р ен 'так ж е  в комбинации с методом парам етризации задачи  (1 ).

Библиогр. 5 назв.

У Д К  517.956.3
Т р е т ь я к о в а  Л . Г. К задаче об ш-пернодических решениях квазилинейного телеграф
ного уравнения / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

П олучена теорема о сущ ествовании и единственности «-периодических решений гр а 
ничной задачи  д л я  квазилинейного телеграф ного уравнения в пространстве непрерывных 
функций.

Библиогр. 7 назв.

У Д К  519.62
Б о б к о в  В. В., Б о б к о в а Н. А. Об одном классе численных методов решения задачи 
Коши //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. М ех. 1991. №  1.

Д л я  задачи  с начальны ми условиями в случае системы обыкновенных диф ф еренци
альных уравнений первого порядка, разреш енны х относительно производных, предлагает
ся семейство вычислительных алгоритмов модульного типа. М етоды  ориентированы на
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асимптотически устойчивый случай линейной системы и характеризую тся улучш енными 
свойствами согласованности дифф еренциальной и соответствую щ ей разностной задач.

Библиогр. 4 назв.

У Д К  516.72
В е д е р н и к о в  С. В. Инвариантные части области симметрии / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

И зучена геометрия области симметрии в случае, когда порож даю щ ий автом ор
ф и з м — внутренний. Р або та  выполнена методом полиномиальных морфизмов.

Библиогр. 2 назв.

У Д К  517.9
M о р о з О. А. К вопросу о неасимптотической устойчивости //  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

И сследуется неасимптотическая устойчивость по Л япунову  нулевого реш ения авто
номной системы 2/г обыкновенных диф ференциальны х уравнений, множ ество точек покоя 
которой является  (2/г —  1)-мерной поверхностью .

Библиогр. 7 назв.

У Д К  535.372 : 541.65
3 а ж  о г и н А. П., С е р а ф и м о в  и ч A. PI. Исследование влияния нейтральных лиган
дов на электронные свойства комплексов уранилхлорида // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: 
Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

С пектрально-лю минесцентным методом исследовано влияние нейтральны х лигандов 
на электронны е свойства комплексов уранилхлорида. У становлена линейная зависимость 
частоты чисто электронного перехода в ком плексах уранилхлорида от донорного числа 
нейтральны х лигандов. П оказано, что наиболее устойчивой формой комплексов уранил
хлорида является  комплекс с трем я молекулами нейтрального лиганда.

Библиогр. 2 назв., пл. 2, табл. 1.

У Д К  538 : 082/083
П р я X и н A. E ., M n  н ь  к о  И. Р. Импульсный спектрометр-релаксометр ЯМР / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

О писы вается спектрометр для  наблю дения спинового эха системы ядерны х спинов 
при импульсном м етоде регистрации ядерного магнитного резонанса (Я М Р ), позволя
ющий изм ерять время спин-спиновой (Т2) и спин-решеточной (T l)  релаксации протоно
содерж ащ их ж идкостей в диапазоне 0,2—2 с.

Библиогр. 4 назв., ил. 3.

У Д К  517.535.3+517.55
P о г о з и н С. В., Л  е M  а ю Х а й  (С Р В ). Продолжение мероморфных отображений со 
значениями в компактном кэлеровом многообразии / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. 1: Физ. 
Мат. Мех. 1991. №  1.

И сследуется зад ач а  продолж ения мероморфны х в смысле Рем м ерта отображ ений со 
значениям и в компактном кэлеровом  м ногообразии в случае, когда последнее удовлетво
ряет так  назы ваем ом у условию дисков.

Библиогр. 8 назв.

У Д К  517.968.23
Ш и л  и н  А. П. Д ва парных интегральных уравнения типа свертки / /  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. 1: Физ. М ат. Мех. 1991. №  1.

У казаны  два  уравнения, допускаю щ ие решение в к в ад р ату р ах  с помощью преобразо
вания Ф урье и последую щ его сведения к  краевы м  задачам  для  аналитических функций. 

Библиогр. 3 назв.


