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У Д К  535.56
Н Г У Е Н  T X A H  Х О Н Г , Л. М. Б А Р Д О В С К И Й

И З М Е Н Е Н И Е  СТЕПЕНИ П О Л Я Р И З А Ц И И  
ЧАСТИЧНО ПО Л Я РИ ЗО В А Н Н О Г О  СВЕТА  

В С Л О И С Т Ы Х  А Н И З О Т Р О П Н Ы Х  СТРУКТУРАХ

В настоящей работе  даетс я  оценка изменения  степени поляризации 
частично поляризо ван ного  света  при его прохождении через некоторые 
слоистые анизотропные структуры.  Прив од ятс я  численные результаты 
д л я  систем, состоящих из одноосных кри ста ллов  KDP,  кв арца ,  ниобата  
лития ,  у п р а в л я е м ы х  внешними электрическими полями.

Р ассмотр и м но рмально е  падение частично пол яризованного  света на 
анизотропную оптическую систему, состоящую из слоев с п а р а л л е л ь ­
ными границами.  Предп оложи м,  что слои немагнитные (ц =  I) и непо­
г л о щ аю щ и е  (8 =  е*) .  В к р и с та л л а х  при р =  I удобно использовать  
тензо р  пучка  п адаю щ его  светового потока  [I]  Фо =  < Я о  ■ Я 0> ,  построен­
ный д л я  на п ряж енн ости магнитного поля H 0, поскольку  вектор H 0 в отли­
чие от  вектора  на п ряж енн ости  электрического  поля  E 0 всегда трансвер-  
силен по отношению к волновой но рма ли п, где H 0 —  нап ряжен ность  
магнитного  поля  на входе системы. Угловые скобки об оз на ча ю т  усредне­
ние  по времени.  Тензор Ф 0 можно представить [2] в виде суперпозиции 
полностью поляризо ванной части Фо =  к\а ■ а* и естественного света

Ф S =  - A 3/!2;

Ф 0 =  ф о  -J- Фо =  Ii1Cl-Cl* —  Iii IV1, ( I )
X

где  ki, к г —  положит ельны е постоянные;  п — ант исимметричный тензор, 
д у ал ьн ы й  вектору волновой но рма ли п; а — комп лек сны й единичный 
вектор  и Cl* — комплексно сопря жен ный  вектор;  а ■ а* — диа да .  Векто ­
ры п  и а уд овлетворяют  условиям па  =  0 , аа* =  I.

Степень по ляриз ац ии на входе системы оп ред еляет ся  соотноше­
нием [2]: ______________

(Og)/ V ” 2(Ф§)/ — (Ф„/)в , оч
Р о ~  (Фо)/ ”  (Фо)/ ' ' '

Здесь индексы t  обозначают следы тензоров.

Из  ( I )  и (2) получаем: P o =  U1 +  2k ,  '

Н а  выходе  системы без учета  ф лукт уац ий диэлект рич еских  свойств 
слоев имеем [I]: Ф =  / )Фо/)+, где D  — тензор пропускания  многослойной 
системы [3]; D + — эрм итово сопря жен ный  тензор.  В отсутствие  о т р а ж е ­
ния D =  DPPDTn- P . . . / ) (2)/)(о, Где D t-P (І =  I, 2, . . . ,  п)  — тензор  пропуска­
ния  і-го слоя.

Д л я  степени пол яриз ац ии  р на  выходе  системы имеем:
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P =
у  2 (ф1), -  (ф/}* _  Y 2[(РФ ,Р + )»]< -  [(РФвР+),]«

Ф/ (3)
(D O t D + ),

В отсутствие поглощения и о т ра ж ени я  волн на гран иц ах  ра зд ел а  
тензор D  являе тся  унитарным ( D D + =  I ) .  И з  (3) тогда  следует,  что сте­
пень поля риз ац ии р постоянна  и совпа да ет  с р 0 в (2) .  П ри  учете ж е  о т р а ­
ж е н и я  волн на гран иц ах  р а з д ел а  тензор пропускания  D становится  
в отсутствие диссипации но рм альны м [I], т. е. DD+  =  D+D.  В этом слу­
чае  его мож но  представить  в виде

D =  D+р+ +  D - р_, (4)

где D+ — комплексн ые амплитудные коэффициен ты  пропускания для  
волн с собственными по ляриз ац ия м и р±, з а д а в а е м ы м и  средой. Они о б л а ­
д а ю т  свойствами:

р+ =  р+ =  р+, (р+Д =  I ,  пр+ =  р+л =  0. (5 )

И сп ольз уя  спе ктральное  р азл о ж ен и е  (4) и свойства  (5) проекто­
ров р± , мож но  находить  степени р (3) на выходе  систем с любым ко ли­
чеством слоев. М ы  ограничимся  здесь рассмотрением некоторых про­
стейших случаев.

Д л я  анизотропной пластинки [I]:

D-
4 п+ п exp ( ісрД

(я  , -j- /г)2 —  (и+  — /г)2 ехр (2г'ф_^) ’ (6 )
ш jф± =  —  п+а,

где п  — п о к аза те ль  пре ломления о к р у ж а ю щ е й  изотропной среды, п± — 
по к а за те л ь  преломления  слоя с толщиной d\  со —  частота  волны; с — ско­
рость света  в вакууме.

В случае  периодической слоистой системы из двух чередующихся 
слоев (рис. I ) :

(7)
где т  — число периодов.

П о дст ано вк а  (7) в (3) д а е т  соответствующие р.
Известно,  что внешнее  электрическое  

поле  воздействует  на диэлектрическую 
проницаемость  кр ис тал ла ,  изменяет  тен­
зоры п ок аза те лей преломления,  о т р а ж е ­
ния и пропускания.  Тензор пучка  Ф и, в 
свою очередь,  степень пол яриза ци и свето­
вого потока  на выходе  системы долж ны  
поэтому изменяться .  Этот вопрос иссле­
до ван нами д л я  некоторых слоистых ани­
зотропных структур,  состоящих из одно­
осных кр и ста ллов  KDP,  кварц а ,  ниобата  
лития.

Н а  рис. 2 п о к а з а н а  зависимость  сте­
пени по л яр и за ц и и  светового потока на 
выходе  системы при отсутствии и в при­
сутствии м оделир ую щ его  электрического 
поля.  Вычислени я  проводились  с п о к а з а ­

теля ми  пр елом ления  п± и электроо птическими ко эффици ент ами гц,  в з я ­
тыми соответственно из т а б л и ц  в [4— 6], при комнатной температуре  и 
длине  волны Я =  0,6 мкм.  М од у ли р у ю щ ее элект рич еское  поле  приложено 
по н ап ра влен и ю  оси Z д л я  кр и ста ллов  KDP,, ниобата  лития  и по X  для  
к р и с т а л л а  кв арца .

И з  рис. 2 видно, что в обоих сл уч аях  ( E = 0 и £ = 7 5 5  В/м) степень по­
л я р и з а ц и и  светового потока  на выходе  системы увеличивается  с ростом

Рис. I.
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0  8 16 24 32 т

Рис. 2. Зависим ость степени поляризации светового потока на выходе 
периодической системы от количества периодов слоев при отсутствии 

и в присутствии модулирую щ его электрического поля.
Кристалл KDP: I - E  = 0, 2 — E  \\ Z, E  = 755 В/м; кварца: 3 — E = 0, 4 — E \\ X,

E  = 755 В/м; LiNbOs: 5 — E = 0, 6 — E \\ Z, E =  755 В/м

ко личества  периодов слоев.  Д л я  непериодической системы с од ин ак ов ы ­
ми. срезами степень пол яри за ц ии  на выходе медленно повышается  с ро ­
стом количества  слоев и она меньше,  чем степень п о ляри за ц ии  на выходе  
периодической системы. Х арак терно ,  что степень по ляриза ции на  выходе 
системы осциллирует .  Ho  в присутствии модулирующего электрического  
поля ам пли туда  осц илляции больше, чем в отсутствие  модуляции.

Список ли те ра туры

1. Б а р к о в с к  и й Л . М., Ф е д о р о в  Ф. И. / /  Опт. и спектр. 1974. Т. 36. 
Вып. 6. С. 1140.

2. Ф е д о р о в Ф. И. Теория гиротропии. М инск, 1976,
3. Б а р  к о в с к  и й  Л.  М. ,  Б о р з д о в  Г. Н. / / Ж П С . 1975. Т. 23. Вып. I. 

С. 143.
4. С о н  и н А. С., В а с и л е в с к а я  А. С. Э лектрооптические кристаллы. 

М., 1971.
5. Ц с р н и к е  Ф.,  М и д  в и н т е р  Д ж . П ри кладная нелинейная оптика. -М.. 

1976.
6. Справочник по л азер ам . М., 1978. Т. 2.
7. Б р е х о в с к и х Л . М. Волны в слоистых средах. М., 1957.

П оступила в редакцию  07.04.87.

У Д К  535.132
А. И. К И Р И Л Е Н К О

О ПО КА ЗАТЕЛ ЯХ П Р Е Л О М Л Е Н И Я  
Д Л Я  Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х  ВОЛН

Широкое  внедрение  в пр ак ти ку  по глощ аю щ их  веществ,  например по­
лупроводников ,  дикту ет  необходимость  дет ального  изучения распр остра­
нения светового излучения  в них пр е ж де  всего с целью расши рения  во з­
можностей контроля  за  их пар аметрам и .  Од на ко  при этом приходится пе­
реосмысливать,  к а з а л о с ь  бы, устан овившиеся  понятия  электромагнитной 
теории [I]. Мы расс м ат р и в а е м  прохож дение  границы р а з д е л а  между  д в у ­
мя  поглощ ающ ими  ср ед ам и эл ект ром агнит ной  волной,  ко торая  в общем 
случае  неоднородна [2]. В таких з а д а ч а х  одним из ва ж н ей ш и х  понятий 
я вляет ся  пок аза те ль  преломления ( П П ) ,  по зв оляю щий наглядно пре д­



став ить  закономерности про хож дения волны через границу.  Д л я  неодно­
родных волн необходимо вводить два  ПП.  х а р а к т е р и з у ю щ и х  пре ломле­
ние ф азо вой Ii и амплитудной х нормалей [3]. По определению [4],

N  _  [ Ii I _  I У ch2 б ' — s in 2 5 , , к  __ I т  I _  I Y  ch2 б ' — cos2 б2 

17ГI І Л' І  V  ch2 'в — sin 2 ’ 3 | 7 |  I Л 'I у  ch2 о _  cos2 S1

( I )
Ф о р м у л ы  ( I )  гора здо  сложнее  известных д л я  ком п лан ар но го  случая,  

поскольку  па р а м е т р  неоднородности преломленной волны зависит  не 
только  от п ар ам етр о в  (угла)  падения  а  и неоднородности 0,  но и от 
у г л а  иек ом пл ана рн ости т] па даю щ ей волны. Ц е л ь  наш ей работы — р а с ­
смотреть  частные,  предельные случаи форм ул  ( I ) ,  что по мо ж ет  ориенти­
роват ься  при численных расчет ах  и в постановке  эксперимента .  Прим ем

следующи е обозначения:  т — N lC=Niie i- ^ ie2) =h-\- ix  — вектор р е ф р а к ­
ции; VV1 =  Hi-ZMi =  H1 ( I — i t g  61) — ком плексный П П  первой среды; во 
второй среде  с N 2 —  n 2— i x2 р аспр остраня етс я  пр ел омленн ая  волна,  ее п а ­
р а м е тр ы  об озн ач аем  штрихами.  Относительный п ок аза те ль  преломления 
N = N J N 2. Ф азо в ы й  м но ж ит ел ь  рас с м ат р и в а е м ы х  волн берем в виде

exp £ [to/ — k (т,  /■)]; но рм аль  q —  {0, 0 , 1} н а п р ав л е н а  из первой среды во
вторую.  Векторы щ и е2 з а д ае м  в виде: £ i = c h O { s i n a ,  0, cos а},  е2=  
=  s h 6 {cos a  cos г), s in  т), — sin  a  c o s т)}. Из  ( I )  видно,  что N 3 и Ka, хотя и 
х а р а к т е р и з у ю т  ра зл ич ны е  стороны преломления,  не являю тся  независи­
мыми. М е ж д у  ними существует  вза им освязь  Мэ (сЬ20 — sin26i) = K 3(ch^O— 
— cos26i) +  IM | -2cos 2бг, в которую входит  единственный волновой п а р а ­
метр — неоднородность па д аю щ ей  волны O', и эта связь  одина ко ва  к а к  
при ком п лан ар но м,  так  и при нек ом пл ан ар но м падении.

Обычно считается ,  что чем больш е м н и мая  часть  ПП ,  ответственная 
з а  затухание ,  тем больш е N 3 и K 3 [3]. Д л я  неоднородных волн зат ухание  
зав ис и т  еще и от неоднородности О и растет  с ее увеличением.  К а з а ­
лось  бы, что поведение  N 3 и K 3 от б) д о л ж н о  быть таким же.  Однако м о ж ­
но показать ,  что при бо льших  неоднородностях  (б—>-00) N 3 и K 3 с трем ят ­
ся к единице,  причем не зави сим о от значений а  и т) и оптических постоян­
ных гр ани ч ащ и х сред.  Этим подчеркивается  отличие п а р ам етр а  неодно­
родности б  от ко э ф ф иц ие нт а  поглощения к.  Вероятно,  экспериментально 
трудно получить волны с боль ш им и неоднородностями,  но этот случай не 
единственный,  когда  одновременно N 3= I  и K 3=  I. Физически его можно 
интерпретировать  к а к  про хож де ни е  границы р а з д е л а  «без преломления» 
[4], хотя при тако м подходе  не учитывается ,  что N 3 и K 3 определены как  
поло жител ьн ые  величины, т. е. углы прелом ления  отсчитываются  от нор­
мали к границе в обе стороны.  Й а  самом де ле  преломление,  конечно, про­
исходит,  но при этом дли ны  векторов  h и т  в первой и во второй средах  
не меняются,  хотя в з а и м н ая  их ориентация  м ож ет  изменяться.  Из  з а ­
кона Сн ел ла  и соотношения М а к с в е л л а  In2= N 2 следует:  т ' — h '  +  i Y  =

=  I ^ N 22 — N 2I +  (Ziz +  й д )2. Д л я  того, чтобы дл и ны  векторов  Ii п т  в пер­
вой и во второй средах  остались  неизменными,  нор мальны е  компоненты 
векторов  рефрак ци и т г и т '  в п а д а ю щ е й  и пре ломленной волна х  д о лж н ы  
быть, например,  компл екс но сопр яж ен ны ми,  что возм ожн о,  если

Ii2l - X 2l = I i i - K 22. ( 2 )

В з а и м н а я  ориен тация  векторов  Ii и т в к а ж д о й  среде  различ на  (рис. I ) ,

что следует из равенс тв  (/г, т ) =IiiXi ' ,  (h', х ' )  = — п 2х 2. Отметим,  что слу­
чай N 0= I  из учался  ранее,  в том числе  эк спе рим ент ально  (опыты Ши и 
Вильси) .  Опи санный здесь  эф ф е к т  вк лю чае т  случай N 3=  I ка к  частный.

Полож и м,  что условие  (2) выпол няется  и на  грани цу  р а з д ел а  падает
кан оническая  волна:  E  =  A,^q, е] — А ]}[е, [q, е]], H  =  N A s[e,[q, е] +
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Рис. I. В заим ная ориентация ф азовы х Ii и амплитудны х т  век­
торов в падаю щ ей, отраж енной и преломленной волнах при 

прохож дении границы раздела  «без преломления»

-\-NAp[q, е], ко тора я  о т р а ж а е т с я  и пре ломляет ся  с соответствующими
френелевскими ко э фф ициен та ми  [6]. При прохождени и границы двух

•—>■ — —>- —>
сред,  в силу з ако н а  преломлени я Ni[q, e ] = N 2[q, е'\, волна  типа  «s» не м е ­
няет свою пол яриз ац ию  по вектору E  и из мен яет  ее по вектору Я ,  а волна  
типа  «р»  — наоборот.  Ко эфф ициенты о т р а ж е н и я  можно представить 
в виде

Л < “ г т Н  ' . =  - 7 ¾ '  О )

где А  — ( N i  — N i ) / ( N i  -j- Я і ) ,  причем здесь Jiz и тг связаны соотношением

2 / і гТг  =  П і Х і  —  П2Х 2. ( 4 )

Если N i и N 2 ра зл и ч а ю тс я  не сильно (Л-^0 ,  т. е. при условии ( 4 )  еще 
д о л ж н о  быть п \ х і ^ п 2х 2) , то R s и R p становятся  одинаковыми,  причем, 
к а к  видно из (3) ,  о тр аж ен и е  происходит  со сдвигом ф а з  ра вны м ± я / 2 ,
а моду ль  ко эф фициен та  о т р а ж е н и я  м ож ет  быть очень малым,  если
м ал о  т г-

П р о ан ал и зи р у ем  в а р и а н т  а  =  0, когда  ф а з о в а я  но р м а л ь  щ перпенди-
к у л я р н а  к границе  ра зд ел а .  При этом векторы Ii, т и но рм аль  к границе
р а з д е л а  q л е ж а т  в одной плоскости ( к о м п ла н арно е  падение ) .  Здесь  N 3 
и K 3 не з ави сят  от у гла  не к ом пла нар нос ти  р, причем всегда  выполняются  
неравенства:

., I /VI2 Sh2 A +  /;? „ I /V I2 sh2 А +  •/.?

N - <  I /V I*Sh8 ft +  ill ’ (5 )

Ра в е н с тв о  имеет  место д ля  согласован ных  сред  61 =  62-



Особый случай реализ уется ,  когда щ на пр авлен вдоль границы р а з ­

дела  ( « = л / 2 ) .  Хотя векторы /г, т  и с/ при этом не к ом пл ана рн ы,  за вис и мо ­
сти N u и Ka от I] легко изучить,  особенно в в а ж н о м  случае  малых неодно­
родностей г'). Ока зы вается ,  что N :) и К® не з ави сят  от ориентации ам п л и ­
тудной нормали,  т. е. волны с различной нек омпл ана рно стью  пре ломля­
ются одинаково.  Это следует  из за кон а  пре ломления д ля  пар ам етра  не­
однородности й,  входящего в ( I )  [5]: 2сЬ2й '  =  I ~  | yV |2( I — G 2sh2 f>)-J-
+  V  V —  I I2 ( 1 - г ^ ) ] 2 т  4у2 +  ( I +  С), где % =  Im/V, G =  sh2 0 cos2 ц. 
Каким бы ни было р, при достаточно ма л ы х  -0 па раметр  преломленной 
волны 6 '  практически не зависит  от т), что находит  о т р а ж е н и е  в поведе­
нии N a и К®. П р и  больших неоднородностях й  П П  з авис ят  от угла  неком- 
планарн ости г) существенным образом.  Нек от оры е типичные за в и с и ­
мости Na и K 3 от па ра мет ро в  а и р  представ лены на рис. 2 , а (й =  0 , 1) 
и б (й  =  1,0) д ля  границы р а з д ел а  же лезо  (IV1 =  3,03 — І 1,78) — серебро 
(N 2 =  0,35 — I 1,79).

P iic. 2. Зависим ости эф фективны х показателей  прелом ления д л я  ф азовы х X 3 ( - ------- )
и амплитудны х K 3 (---------------- ) нормалей от п арам етра  некомпланарности т]. С права

указаны  углы падения а

Практически важным является нормальное падение hz =  | h \. В этом 
ко м п л ан ар н о м  сл уча е  мы имеем гл ав ны е зн ачени я  N a и Ka- Волна  падает  
но рмально  к грани це  ра зд ел а ,  если ( а .ф п / 2 ,  і ) ф 0 ,  8 ф л / 2 )  р = л  н tg а  =
= t h  v4 tg  бь При этом вектор т, хар а к т е р и зу ю щ и й  затухание ,  составляет
с но рм алью  Cj угол яр такой,  что

tg  I p = C h 2VtI Ig a / s i n 26 i. (G)
Д л я  П П  имеем:

(7)N 3 =  (cos 263 +  L  +  У  ( I  ф  L ) 2 — 4 L sin2 6 . , ) / 2 1 N  |2(ch2 6  — sin2 S1), 

K 3 =  ( — cos 26., +  L - \ - V i l  - f  L )2 — 4L s in2 67)/2 |N  |2/ ch2 0 — I-VI2
где L =  I N  |2 ch2 й sin2 a / s i n 2 S1.

С помощью соотношений (4) и (5) формулы (7) легко выразить через 
угол яр, если подставить сЬ2й  =  ( 1 — tg 2S1 tg2 а ) - 1 , где t g a = ( — I 
+ V I +  4 sin4 S1 tg2 S1 tg2 яр)/2 s in2 6Х tg 2 S1 tg яр.

60°
O0

30°

90°

60°
90°
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Таким образом,  при нормальном падении эф фек тив ные  П П  з а в и с я т  
от ориентации амплитудной нормали относительно норм али к границе  
разд ел а  сред и эти зависимости удается представить в явном виде.

Рассмотре нные  здесь эффекты,  связанные с прохождением г ран иц  
разд ел а  неоднородными волнами,  могут оказа ться  полезными к а к  д л я  
эксперим ент ально й проверки самих законов  от ра же ни я  и прохождения,  
т а к  и для  уточнения  оптических постоянных поглощ ающ их веществ..
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У Д К  621.315.592:546.28
А. И. У Р Б А Н О В И Ч , Ю. А. П О Д Л И П К О .  В. Н. Ж А Л И М А

Т Е М П Е Р А Т У Р Н Ы Е  ПОЛЯ ПРИ ОБ ЛУЧ ЕНИ И КРИ СТ АЛ ЛО В  
И О Н Н Ы М И  ПУЧКАМИ ПЕ РЕМЕН НОЙ МОЩНОСТИ

Взаимодействие  ионных пучков с мишенями,  ка к  правило,  с о пр ов ож ­
дает ся  сильным разогревом их. Д и н а м и к а  и конфиг ураци я  те мп ера ту р­
ного поля в мишени при этом сильно за вис ят  от пар аметро в  пучка:- его 
интенсивности,  пространственного  профиля и степени фокусировки [I]. 
Расчеты темпе ратурны х полей в произвольный момент  времени предста в­
л я ю т  большой интерес для  технологии ионного легир ования  полупровод­
никовых кристаллов .  В частности,  зная  градиенты температур ,  мо жн о су­
дить  о вы зы ваем ы х  нагревом н ап ря ж ен и ях  в криста лле ,  ответственных 
за об раз овани е  нарушений  на его поверхности,  а т а к ж е  об эффективности 
отжига  ради ац ио н ны х  нарушений,  об разу ющ ихс я  в ходе облучения ,  и пе­
рехода  внедренных частиц в равновесное  состояние.  Ана лиз  т е мп ера ту р­
ных полей в на ча льны й период облучения  показывает ,  что в центре пятна 
на гру же н ия  темп ера ту ра  резко  возрастает ,  в то в р ем я  ка к  периферийная  
часть мишени остается  практически холодной [2]. В р а м к а х  простейшей 
модели,  описыв аю щей  линейную связь м е ж д у  тер мо н а п р я ж е н и я ми  и г р а ­
диентом температуры,  исследован ха ракт ер  за вис им ости  возникающих 
нап ря ж ени й от времени в случае  мощности пучка,  постоянной во времени 
[I, 2]. Н ам и  проведен расчет  темпе ратурны х полей д ля  пучков с перемен­
ной мощностью. Д л я  тонких пластин,  т. е. в случае,  если толщ ин а  пла сти­
ны d значительно меньше ди аметр а  пучка  2а, уравнение,  описывающее 
температу рн ое  поле T(r ,  t) мишени в ради ально м нап равлении,  мож ет  
быть записано в виде [I]:

д - Т  . Ч. д Т  п  д Т  . l ( t )  -  Т* —  Т \
+  — —  - P c S T  + P - T - е I  =  ’ ( 1)

где  •/, р и С — ко э фф ициен т  теплопроводности,  плотность и удельная  теп­
лоемкость  мишени соответственно:  I ( I )  — плотность мощности п а д а ю щ е ­
го пучка,  з а в и с я щ а я  от времени;  ix— коэффициент,  учитыв аю щий долю 
энергии н а летаю щ ег о иона на разогрев  мишени;  а  — постоянная  С т е ф а ­
на — Б о льц м ан а ;  а  — эмиссионная  способность мишени;  Tn — темп ер ату ­
ра о к р у ж а ю щ е й  среды.

Д л я  иллюст рации влияни я  временной зависимости мощности пучка 
па ха ракт ер  те мп ерату рн ых полей в тонких плас тинах  I ( t )  будем аппрок­
симировать  следующим образ ом:  I  (/) = Z 0-F ( t ) , где
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F(t )

I (2)
Ci( I ■ e “ ); (3)
C , t / t ue ~ i,f«; (4)
Сй{іПйГ-е-1' 1й. (5)

Величина  Д — вре мя облучения  ионным пучком мишени.  При расчетах  
пре дположи м,  что энергия ,  получаемая  мишенью (доза  облучения) ,  оста ­
ется постоянной.  Д л я  этого д о лж н о  выполняться  соотношение

1U

j  F ( t ) dt — const, 
о

из которого легко  определяются  постоянные Cj.
Зн ач ени е  времени облучения  выберем,  исходя  из исловия: 

где tx = p C o 2/x  — х а р акт ерн ое  время,  за  которое  мишень после 
об лучения  мож н о  ха р а к т е р и з о в а т ь  температурой,  относящейся  к м а к р о ­
скопическим ее у ч ас тка м  [I].

В безразмерных переменных I  =  г /а\  т  =  t / t x и с учетом обозначений 
T - T n . __ u L

(6 )

t u > t x ,
н ач ала

0  =

д20_

X T0Cl

д в
дс

8 оТ30а2

_дв_
дт

CfX

■ye~Z3F (  т)

уравнение ( I ) принимает вид:

Pt I —  ( I  + 0 ) 4] -~j- =  0. (7)

С , отн .  ед.

Рис. I. Распределение тем пературы  по поверхности кристалла для  временных 
профилей ионного импульса, описы ваемы х зависимостью :

I -  2 -  (3): 3 -  (4); 4 -

Б у д ем  р еш ат ь  ( / )  при нач аль но м условии:
0 1 т = о = 0 .  (S)

Р е з у л ь т а ты  реш ен ия з а д ач и  (7) — (8 ) пр ед ста влены  на рисунках I, 2. 
И з  сравнения  расп ре дел ен ия  те мп ера ту ры  по поверхности кристал ла  д л я  
ра зл ич ны х временн ых  профилей ионного имп ульса  (рис. I, а) видно, что 
т ем п ер ату ра  к р и с т а л л а  в центре  пятна  н а г р у ж е н и я  существенно зависит  
от х а р а к т е р а  изменения во времени мощности па да ющ его  пучка ионов. 
Эти ра зл ич ия  в т емп ерату ре  ра зо грев а  мишени уме нь шают ся  с у д ал е н и ­
ем от центрально й части облуч аемой  области  к периферии и практически 
не н а б л ю д а ю т с я  д л я  £ > 5 .  Х ар а к т е р  измен ения  темпе ратуры кр и ста лла
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по поверхности пластины позволяет  судить о ра ди альн ы х гради ен тах  
температур ,  возн и ка ю щих  в кр ис тал ле  в процессе облучения .  А н али з  з а ­
висимостей (см. рис. I) позволяет заключить ,  что использование пучков 
с формой про ф ил я (3) — (5) приводит к появлению больших градиентов  
т ем п ератур  на конечном этапе  облучения  по сравнению с пучками с ф о р ­
мой профиля в виде ступеньки (2) .  Д л я  импульсов  с временной з а в и с и ­
мостью (2 ) (рис. 2 , а) темп ература  в центре пятна  на груже н ия  выход ит  
на  насыщение,  что соответствует виду функции F ( t ) . Более  высока я  т е м ­
пе ратура  для  кривой 4  объясняется  медленным на растани ем  функции 
F (t)  на нач аль ной  стадии облучения.  Тем самым вся доза  облучения  
практически вы дел яется  на конечной стадии импульса,  приводя к с и л ь ­
ному разогреву  мишени с возникновением больших градиентов  тем п е­
р а т у р -

T , отн. ед.

Рис. 2. Д и нам и ка разогрева облучаемого кристалла в центре пятна нагру­
ж ения д л я  временных профилей ионного импульса. Пояснения те ж е, что

и на рис I

Д л я  того чтобы проследить за  дина мик ой разогрева  облучаемой п л а ­
стины в ходе более  длительного  ионного облучения ,  проведен расчет  при 
tu =  20tx. Д о з а  облучения  сохр аня лась  прежней,  т. е. выполня лось  усл о ­
вие (6 ) .

К а к  и в предыдуще м случае,  для  | < 5  наб лю дает ся  сущест венная  з а ­
висимость  те мп ер ату ры кр и ста лла  от х а р а к т е р а  изменения мощности 
пучка  во времени (см. рис. 1 , 6 ) .  Вместе с тем наб лю дает ся  уменьшение  
градиент а  темпе ратуры в центре облучаемой области  д ля  импульса  
с формой проф иля  (4).  Увеличение времени облучения при сохранении 
дозы приводит  к уменьшению р азогр ева  пластины в центре  облучаемой 
облас ти  в случае  пучков с переменной мощностью (см. рис. 2 , 6 ) .  Д л я  
пучка  с временной зав исимостью мощности вида (4) н аб л ю д ает ся  пр о­
хож дение  темп ературы  через макс иму м в момент  времени t = \ 0 t x , что со­
гласуется  с зависи мостью F ( t ) .

Таким образо м,  из приведенных расчетов  следует,  что, з а д а в а я  з а в и ­
симость мощности пучка  от времени,  мож но  получать  температурное  поле 
определенного  профиля,  варьи ровать  температуру  на оси пучка,  не меняя 
при этом дозы облучения .

В за клю чение  авторы в ы р а ж а ю т  благ одарнос ть  А. П. Н овикову за  по­
ле зн ые  обсуждения.
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У Д К  523.8,538.8

А. С. К Л Ю Ч Н И К О В ,  В. И. К О Н Д Р А Т Е Н К О ,  Н. И. А Л Е Ш К Е В И Ч

К ВОПРО СУ ОБ У П Р А В Л Е Н И И  ФАЗОВОЙ СТРУКТУРОЙ  
С ВЕТ ОВ ЫХ ПУЧКОВ

В С В Ч -д и а п а зо и е  методами пространственной ф ази ровки  и з лучаю ­
щих систем реш ается  з а д а ч а  упра влени я  д и а г р а м м о й  направленности 
фази р о ва н н ы х  антенных решеток практически во всем телесном угле без 
из менения  пол ожения излу ча тел я  в пространстве,  что позволяет  осуще­
с твлят ь  л ока ц и ю  нескольких целей одновременно, фокусировку излуче­
ния в любой з а р а н е е  за дан ной  точке дальн ей  зоны антенны и т. д.

П рим ене ни е  методов  СВЧ-техники к оптическому д и апа зо ну  эл ект ро­
магнит ных  волн нат алки ва ет ся  на серьезные за труднени я  ввиду того, что 
р а з м е р  фази рующ его  элемента  изл уч ающ ей системы до лж ен иметь по­
перечный ра зм ер  пор яд ка  длины волны ф ази рую щ его  излучения  [I, 2]. 
В связи с м алостью  длины волны электромаг нит ног о  излучения оптиче­
ского ди а п а з о н а  ( ~ 10~в м) создание излучателей или фа зи рующ их  э л е ­
ментов  со столь незн ачительными линейными р а з м е р а м и  пре дставляется  
з ад ач ей  практически невыполнимой.  Непосредственный перенос методов 
С В Ч- техпики  на оптический диап азо н поэтому хотя теоретически и во з­
можен,  но практически не реализуем,  что обусловлив ает  необходимость 
при нци пиально иного подхода к проблеме фа зи ро вки  световых пучков.

Ц е л ь  на стояще й работы  — обоснование возможности построения 
у п р а в л я ю щ и х  оптических систем, п оз воля ю щи х производить ф азир овани е  
световых пучков с шагом дискретизации по рядка  длины волны.

Известно,  что тонкая  сферическая  линз а  осу ществляет  над световым 
полем дв умерное  преобразов ание  Фурье  [3]:

U2( I ) = F i U l (X)I  ( I )

где U2(5), U1(X) — распределение  поля в задней и передней фокальной 
плоскостях лин зы  соответственно;  £ = { £ ,  р } — текущие координаты 
в плоскости пространственных частот;  х = { х ,  у } — координаты в плоско­
сти объекта .

При согласованной пространственной ф ил ьт рац ии  применяются л и н ­
зы с од инако вы ми фокусными расстоя ниями  и при этом оптическое пре­
о б раз ов ан и е  Фурье ,  осу ществляемое  тонкой линзой над световым полем, 
отличается  от своего математического  а н ал ога  параметрической з а в и с и ­
мостью от фокусного расстояния.

В связи с этим в ы р а ж е н и е  ( I )  следо вало  бы записать :
U2( I ) = F  , ( U 1(X)) ,  (2)

где  индекс «/» ука зы ва ет ,  что пр ео бра зо вани е  осуществляется линзой 
с фокусным расстоянием f.

Нетр удн о показать ,  что двойное  пре об разо ва ни е  Фурье,  выполняемое  
ко н фока льной  оптической системой линз с различ ны м фокусным расстоя­
нием над  полем,  измен яет  его поперечный м асштаб,  сохраняя  подобие 
м е ж д у  распределением поля в передней и за дней фокальной плоскостях 
первой и второй линз ы соответственно:

U3 ( X)  =  F ft{Fn [U1 (х)]} =  ( т г ) Ч  ( ------ J T x ' ) '  ^

И з л о ж е н н о е  поз воляет  сдела ть  вывод о во зм ож но сти  применения для  
фази ро вки  световых пучков у п р а в л я е м ы х  ф аз ов ы х транспа рантов  м а к р о ­
скопических раз ме ро в  с последующим сж атие м  поперечного м а с ш т а ба  
распределения  поля  конфокальной  двух лин зов ой системой. Д л я  дискр ет ­
ного тр а н с п а р а н т а  функция распредел ен ия  поля  ра зр ывн а  и в общем сл у­
чае  м о ж е т  не быть  пре образуемой по Фурье .  Т а к и м  образом,  вопрос о 
применимости соотношения (3) к дискретным системам требует  от дельно­
го рассмотрения .

Пуст ь  фази ру ем ы й световой пучок р а с ш и р я ет с я  с помощью коллима-
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Схема построения фазирую щ ей системы

т о р а  LiL2 (см. рисунок) ,  модулируется  тр ан сп ар ан то м  T и вновь с ж и м а ­
ется  системой линз  L3L4.

Комплексное  пропускание дискретного  тр а н с п а р а н т а  можн о пр ед ста ­
вить  в виде:

Т ( х ,  у)  =

M N
2 2

V V
jLd

At N
~  2

/ г = -  —

X U ( у -

T1 Г) U x - L
m

х M  +  I - M
/72 +  I

Л' M  +  I X

- у N  -

где  U ( х ) — ступенчатая функция (4), 

U( X)
+  =O Imt

I е
2 л /

dco =

0, 2е <  О 

+  1 - 0

1, ^ > 0 ;

(4)

L x, L 11— раз м ер  тра н с п а р а н т а  T в напр авлени и осей х  и у  соответствен­
но; A l + 1, /V+ 1 — число элементов дискр етиза ции по оси х  и у  соответст­
венно;  Tmn — комплексное  пропускание  ячейки т р а н с п а р а н т а  с коорди­
на т а м и  центра  т А х  и п А у  по осям х  и у  соответственно.  Функция T (х, у) 
имеет  конечное число ра зр ы вов  первого рода  и о б р ащ а е т ся  в О на краях  
ин тервала ,  т. е. абсолютно интегрируема на (— оо, + о о ) .  Следовательно,  
д л я  нее выполняются  условия  лемм ы Р и м а н а  д л я  бесконечного проме­
ж у т к а  и ока зы вае тся  во зм ожн ым применение  пр ео бразовани я  Фурье. 
Р а спр еделе н ие  поля в фокал ьно й плоскости с учетом (2) и (3) предста­
вим в виде:

^ з { х 3) — U1

—  U

Ж
ы*

J jl
h

м_
2

_N_
22 2Af I

T mJ u M  -

Xq L y т  +  I 
M +1

A -
h

У з - L '

U

где
L x

' 7 Г ,Уз

L
/я

L и N  +  I

L u
Используя (4),  легко показать, что U [ a ( x -

A
/з 

-* ' ) ]

L,,

выполнении соотношения между фокусами линз f i f s
Ы  4

U (х  — х ' )  откуда, при 
I, приходим к сле­

дующему выражению: U 3 (X3) =  U 1 (X3) T t ( х 3), где
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Al

T '  (X3) = 2  2  T mn
M N

m = ~  — m= ~ ~

X

X - T f T T - )  -  v  (и.

Таки м  об раз ом,  воздействие  на  световое поле четырехлинзовой кон­
фока льной  системы с модули рующи м тр ан сп ар ан то м T эквив алентно воз­
действию на него тр а н с п а р а н т а  Т'  с линейными р азм ер ам и ,  уменьшен- 

/зными в п =  - г -  р а з  по сравнению с ра зм е р а м и  исходного транс пар ант а ,
14

что позволяет  использовать  т р а н с п а р а н т  макроскопических разм еров  д ля  
ф ази ров ки узк их световых пучков. Условия  отсутствия  побочных м а к с и ­
мумов в п ро диф рагир ов авш ем  на тр а н с п а р а н т е  излучении вы тек аю т из 
ограничения  на  ш а г  дискретизации,  который не д ол ж ен пре вышать  поло­
вины периода  наи высшей пространственной частоты поля [7].

Следовательно,  требование к размеру элемента дискретизации транспа­
ранта запишется Ах, A y  а число элементов дискретизации оп-

/ 4  -

ределится из соотношения: т М > 2 _ Д ;  У  >  2д Ч у .  Так, для фазировки
A A

пучка с поперечным сечением L ' ~  10~~3 м и T — I • IO-6  м необходимое- 
количество ф а з и р у ю щ и х  элементов  составит  2 - IO3 ед., что при сечении 
фази ру ю щ его э лем ент а  0,2 мм вполне  реально д ля  транс пар ант ов ,  изго­
т овляемы х фотол ито графи чес кими методами,  п = 2 - 102, а поперечные 
ра зм еры  т р а н с п а р а н т а  — 2 0 0 x 200 мм.

Д л и н а  ф а зи р у ю щ е й  системы опр ед еляется  в основном фокусным р а с ­
стоянием длин ноф оку сн ых  линз  и м о ж е т  достига ть  существенной вели­
чины. Эти за трудн ен ия  мо жн о  частично преодолеть,  применяя  трехл и н­
зовую систему п р е о бразо вани я  м а с ш т а б а ,  состо ящ ую из двух  п р е о б р а ­
зую щи х линз и расп олож ен но й м е ж д у  ними соосно корректирующей.

Пуст ь  распределен ие  поля в плоскости входной лин зы  описывается 
функцией U i(X i) . Тогда  распределен ие  поля в плоскости выходной линзы 
системы в па р а к си а л ь н о м  пр иближ ении с точностью до  постоянного мн о­
ж и т е л я  примет вид:

+  OO+.

Д -2 (X2) = J  j  U1 (X1) exp j t
k (X1 —  X2) 2 , (х2 —  I)

Л __  ё2_
/■2 F

к  1 к  f I

I  Clx1 d £ .

Условию отсутствия  ф азо вы х ис ка же ний  отвечает  соотношение  м еж д у  
фоку сами линз  и рассто яни ями  м е ж д у  ними:

к  =  А.  к  =  к , ~ г  =  J T  +  7 Г ’

где /ь  /2 — фокус ные  расстояния  передней и за дней пр еобразующ их линз;  
F  — фокусное  рассто яни е  ко рре кти рую щей линзы;  U, I2 — расстояние  ме­
ж д у  первой, второй п реоб разу ю щ ей и кор рек ти рую щ ей линзами.

П ри  этом связь  м е ж д у  по лями в плоскости P i ( X i ) и P 2(X2) пр еобра ­
зуется  к виду:

Ui (хг) ^  U1 Ir = ^ - X . !

И т ак,  при выполнении условия  (5) т р е х ли н з о в а я  система осуще ст ­
в ляет  межд у по лями  п р еоб разо ва ни е  м а с ш т а б а  с одновременным поворо­
том на  я. Л инейн ый ра з м е р  трехлинзовой оптической фазир ую щей систе­
мы тогда  уме нь ш аетс я  вдвое  по сравнению с двухлинзовой.  Д а л ь н е й ш е го  
ограничения  м о ж н о  достичь,  используя  в качестве  выходной отрицатель-
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ную линзу.  ГІрн этом дли н а  системы р авн а  фокусному расстоянию пе ре д ­
ней п ре об разую щей  линзы,  и поворот  координат  не происходит.

С л ед уе т  отметить,  что в трехлинзовой оптической системе апертурные 
о гранич ени я  имеют место лиш ь в плоскости корректирующей линзы,  в то 
в р е м я  к а к  в двухлинзовой с распол оже ни ем  т р ан сп ар ан та  в фокальной  
плоско сти первой лин зы  ис к аж ен ие  создают обе Фурье-прео бразующ ие 
лин зы  в силу ограниченности апертуры.  Кроме того, трудновыполнимы 
в за и м о п р о ти в о п о л о ж н ы е  требо вани я  к короткофокусной преобразу юще й 
линзе ,  к от орая  одновременно д о л ж н а  иметь мин имальное  фокусное  р а с ­
стояние,  д л я  того чтобы при зад ан но м  м а с ш т а бе  пр еоб разов ани я  размер  
системы был минимальным ,  и м акс им альн ую  апертуру,  чтобы вносить 
к а к  мо ж н о  меньше иск аже ни й в пр еобразованное  из об ра же ни е  за  счет 
ограни чени я  пределов ин тег рирования  в плоскости,  где они п р е д п о л а г а ­
ются  бесконечными.  В трехлинзовой системе т р ан сп ар ан т  находится не­
посредственно в плоскости передней линзы,  поэтому размер передней 
л инз ы м о ж е т  не превыш ать  ра зм еро в  т р ан сп ар ан та  и аналогично — р а з ­
мер второй линзы ограничивается  ра зм е р а м и  преобразованного  и з о б р а ­
ж е н и я ,  т. е. сечением фази руе мог о  пучка.  Та ким  образом,  требование  
м а к с и м а л ь н о ст и  р а з м е р а  н а к л а д ы в а е тс я  только на корректи рующу ю 
линзу .
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У Д К  621.378.325
Н. U. В А С И Л Ь Е В ,  Г. И. РАЙ ,

Г. В. Ш А Р О Н О В , А. П. Ш К А Д А Р Е В И Ч

ПАССИВНАЯ С И Н Х Р О Н И З А Ц И Я  МОД  
В Н Е П Р Е Р Ы В Н О М  Л А З Е Р Е  НА АИГ: N d 3+
С ПОМОЩЬЮ К РИ СТ АЛ ЛО В LiF С F 7 U O

Д л я  получения мо щных  пикосекундных импульсов в АИГ:  Иб3+-лазе- 
р а х  с непрерывной на ка чкой в р або тах  [I, 2] впервые использован метод 
активной синхронизации мод (CM) с пассивной модуляцией добротности 
( М Д )  нелинейно по гл ощ аю щ им  кри ста ллом  LiF с F 7  центрами окраски 
( Ц О ) .  В работе  [3] впервые н а б л ю д а л с я  режи м пассивной CM,  однако  
вследствие  большого времени ре лакс аци и верхнего воз бужденного  уровня  
F7  центров в таком за тво ре  он получен при больших д ли на х  резонатора ,  
причем стабильность р е ж и м а  CM б ы ла  очень критична  к началь ном у 
поглощен ию в затворе.  В ы с к а з ы в а л о с ь  пре дположе ние  о наличии у ис­
с ледуемы х кристаллов  LiF:  F 7  Ц О  син хронизирующих свойств [2J, но 
чистый режи м пассивной C M  осуществлен не был.

В настоящей работе получен и исследуется ре жи м пассивной CM 
с одновременной М Д  непрерывного  А И Г :  1\ б 3+ -лазера  с помощью те рм и­
чески обрабо танны х к р и ста ллов  LiF:  F 7  независимо от дли ны ре зо на ­
тора .  Эксп ери ментальна я  уст ано вка ,  описанная  в [2], собран а  на базе  
промышленного  ква зи нспрерывного  л а з е р а  Л Т И -502  с удлиненным до 
1,5 м резонатором. Ре зо на тор  неустойчивого типа  об ра з ован  плоским в ы ­
ходным зер кал ом  с коэфф ициен том про пускания  17 % и выпук лым глу-
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хим з е р к а л о м  с радиусом кривизны 400 мм. Активный элемент  0  5Х 
XlOO мм р а з м е щ а л с я  на расстоянии 400 мм от глухого з е р к а л а .  Следует  
отметить,  что в разра бо танн ом  ва риа нте  резонатора  с использованием 
акустооптического модулят ора  стоячей волны при подводимой к нему 
мощности 25 Вт на рабочей частоте 50 М Г ц  получен устойчивый режим 
CM со средней выходной мощностью 17 Вт в одномодовом режиме.  В к а ­
честве П Л З  применялись  кри ста ллы фтористого  лития  LiF : FjT, полу­

ченные при радиационном 
окр аш ив ани и у-излучением,  с 
на ча льны м пропусканием
« 7 5 — 85 % на длине  волны 
генерации 1,064 мкм,  что при­
водило к генерации последова­
тельности импульсов  с д ли ­
тельностью « 4 0 0  не и перио­
дом следо вания  200— 680 мкс  
в зависимости от интенсивно­
сти излучения  внутри ре зо на ­
тора.  Величина  п а р а м е т р а  б, 
опре де ляю щег о эффективность  
работы за т в о р а  [4] и равного 
отношению п о к аза те л я  погло­

щения П Л З  в просветленном состоянии (Ku) к пок аза те лю на ­
чального поглощения (Ко) на длине  волны генерации л а з е р а  1,064 мкм, 
с о ста в л ял а  0,08. Т е рм ообр абот к а  П Л З  в ы з ы в а л а  рост величины K n и 
распад F J  ЦО ,  значение б в о зр астал о  при этом до 0,5— 0,6. П р ир од а  цен­
тров,  ответственных за неактивное  поглощение  в к р и с та л л а х  L iF :  FT* 
однозначно не об ъясне на  15]. Н а м и  найдено,  что при термооб работке  об ­
разцов  из LiF  с FT  Ц О  образ уется  ряд  слож ны х  центров с временем ре­
лакс ац и и возбужденн ого  состояния 200— 500 пс, причем концентрация  
этих  центров хорошо ко рре лир ует  с величиной неактивных потерь. И с ­
пол ьзование  П Л З  с большой концентрацией быстро релакс иру ющи х цен­
тров ( б > 0 , 5 ) ,  в отличие  от П Л З  с FT  Ц О  (б<С0 , 1), позволяет  получить 
режи м генерации последовательности ультрак ор от ких импульсов.  Д л и ­
тельность цугов импульсов и период следования  при этом не изменялся .  
Устойчивый режим C M  и М Д  н а б л ю д а л с я  лишь при незначительном пре­
вышении усиления  над  порогом генерации л а зе ра .  При токе накачки 
30 А и применении к р и с та л л а  LiF : FT  с на ч аль ны м пропусканием 82 % 
получена сред н яя  мощность  выходного излучения  0,4 Вт. Д альн ей ш ее  
увеличение уровня  н ак ачк и вело к росту нестабильности р еж и ма  CM. 
Д л я  сравнения  исследована  т а к ж е  генерация  л а з е р а  с активной МД,  осу­
щ ест вляемой моду лятором  M3-301,  и C M  термо обра ботан н ых  П Л З  из 
LiF : FT- Р е ж и м  М Д  с C M  н а б л ю д а л с я  к а к  при работе  с одним ф и л ь­
тром в резонаторе,  т ак  и в р е ж и м е  активной М Д  на M3-301 с пассивной 
C M  на LiF : FT- Э фф ект ивн ость  синхронизации продольных мод принято 
х а р а к т е р и з о в а т ь  глубиной модуляц ии  импульса  генерации.  Полученная  
в нашем случае  генерация ,  и м е ю щ а я  х ар акт ер  излучения  промодулиро-  
ванного  высокочастотной с оста вляю щ ей с глубиной модуляции < 1 0 0  %, 
свидетельствует  о частичном р е ж и м е  C M  (см. рисунок) .  М ин им альна я  
з а р егис три рованн ая  длител ьн ость  одиночного импульса  в цуге составила  

3 не. Дли тел ьн ос ть  пичков импульсов,  полученная  ра ссмат рив аемым 
способом,  зна чительно короче времени релак са ци и F J  ЦО,  но сравнима 
с величиной 0,5 не, что п о д т в е р ж д а е т  ф а к т  образ ов ан ия  в криста лле  б ы ­
стро р елакс ир ую щи х  центров.  Кон ц ент ра ц ия  этих центров играет в а ж ­
ную роль в обеспечении устойчивого  р е ж и м а  CM в непрерывных АИГ: 
Ш 3+-лазерах .  Испо льз овани е  т ерм ооб ра бот анн ы х  кристал лов  L i F : FC 
с быстро р е лакс и рую щ и м и  центрами в качестве  дополнительных 
устройств  д л я  М Д  и C M  в А И Г :  Пс13+-л азе рах  с непрерывной накачкой

В ременная структура выходного излучения 
непрерывного АЙ Г: Ш 3+ -лазера в реж име пас­
сивной синхронизации мод и м одуляции д о б ­
ротности. П ериод следования импульсов 10 не
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по зво ля ет  ра сш ир ить  воз можности упр авления  временными и эн ергети­
ческими хар а к т е р и с т и к а м и  таких лазеров.

В за клю чение  авторы б л а г о д а р ят  В. Гадониса  за  измерение времен 
ре л а к с а ц и и  центров окраски.
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У Д К  621.373.826.038.823
Д .  А. В О Й Т О В И Ч

Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  ПОТЕРИ РЕЗ ОН АТО РА  
ГАЗОВОЕО Л А З Е Р А  ПРИ БЫ СТР ОМ ИЗ МЕН ЕН ИИ  

EEO ОПТИЧЕСКОЙ Д Л И Н Ы

Управление  п а р а м е т р а м и  лазерног о  излучения  — одна  из основных 
з а д а ч  квантовой электроники.  Методы упр авлени я  п а р ам етр ам и  л а з е р ­
ного излучения ,  основанные на быстром изменении фазового  условия  с т а ­
ционарного  р е ж и м а  генерации,  пр ед ложе ны  и теоретически обоснованы 
в работе  [I]. Ре зу л ь т а ты  экспериментов ,  описанных в [2], д ал и  основание  
у тв е р ж д а т ь ,  что сканировани е  оптической дли ны резон ат ора  умень ша ет  
его добротность.  Это было использовано в опытах  с лазе ром  на рубине 
д л я  достиж ени я р е ж и м а  генерации,  аналогичного  р еж и му с модулир о­
ванной добротностью [2].

Од на ко  необходимо отметить,  что в известной нам литературе  сведе­
ний о дополнительных потерях,  во зн и ка ю щи х при сканировании оптиче­
ской дли ны лазер ног о  резонатора ,  нет. Н а с т о я щ а я  р аб от а  поставлена  
с целью измерения  дополнит ельны х потерь резон атора  гелий-неонового 
л а з е р а ,  возн икаю щих при быстрой внутрирезонаторной фазовой м о ду л я ­
ции излучения ,  а т а к ж е  д л я  выяснения  возможности применения такой 
моду ляци и в управлении энергетическими х а р а кт ерис тик ам и лазера .

Экс п ер и мент ал ьн ая  уст ановка  д л я  изучения  влияния  быстрого из ме ­
нения фазового  условия генерации (2лпЬ/Хт = т л ,  где п —  усредненное 
значение  п ок аза тел я  прелом ления  внутри резонатора;  L  — д ли на  ре зо н а ­
тора;  т ~ \ 0 6 — целое  полож ительно е  число; Xm —  дл и на  волны ген ер а­
ции) на мощность лазерно го  излучения  состояла  из гелий-неонового л а ­
зер а  ЛГ-126 с выносным выходным зе рка лом ,  генерирующего излучение 
с длиной волны Я =  1,15 мкм. Д л я  измерения  пол ож ит ельн ых потерь в ре­
зо натор  л а з е р а  пом ещ али сь  две  п лос ко п арал лельиы е  ква рц евые пл асти­
ны с из меняю щимся углом н ак ло н а  к оптической оси резонатора .  Ф а з о ­
вая  моду ляция  излучения  осуществляла сь  фазо вым  элементом,  в ка че ст ­
ве которого исп ользовался  электрооптический кр и ста лл  Д К Д Р  ( х = у  —  
=  6 мм, 2 = 4 0  мм) ,  т а к ж е  помещенный внутрь  резон атора  лазера .  Опти­
ческая  ось OZ кр и ста лла  со в п ад ала  с оптической осью резонатора .  Торпы  
к р и ста л л а  просветлены д ля  7 . =  1,15 мкм.  Д л я  изменения оптической д л и ­
ны резонатора  использовался  продольный электрооптический эффект.  
К р и с т а л л  мог у с тан авли вать ся  в двух  положениях.  В одном из них ось
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OX п а р а л л е л ь н а  ориентации электрического  вектора  генерируемой волны 
в отсутствие  н а п р яж е н и я  на криста лле .  В этом случае  при подаче  на 
кр и с та л л  н а п р я ж е н и я  изменялись  и ф аза ,  и по ляриз ац ия  генерируемого 
излучения .  В другом положении кр и ста лл  р асп о л агался  так,  что п а р а л ­
лельн о ориентации электрического  вектора  излучения  б ы ла  нап рав лена  
н ав ед ен н ая  ось OX' [3]. При этом м о д ул и ро вала сь  только ф а з а  излучения.

Пит ани е  фазового  эле мента  осу ществлялось  генератором треугольных 
импульсов  со следу ющи ми выходными характе рис тик ами:  ампли туда  н а ­
п р я ж е н и я  импульсов 0— I кВ, рабо чая  частота  / = 2 , 0 0 + 0 , 1 8  М Гц  (от­
стройка  частоты от / = 2 , 0 0  М Г ц  из мен яла сь  дискретно через 0,02 МГ ц) .  
Р егис тр ир ую щей системой служи ли ФЭУ-28 и микровольтметр .

Изу че ние  зависимости интенсивности I  генерируемого излучения  от 
частоты модул ир ующ его  н а п р яж е н и я  (рис. I) продемонстрировало,  что 
при некоторых частотах  модуляц ии  интенсивность резко падает.  С р а в н е ­
ние подобных зависимостей для  кристал лов  различ ных  ра зм еро в  дал о  
основание  предпол ожи ть ,  что на  частотах  резкого изменения  интенсив­
ности излучения  большую роль играет  акустический резонанс  в к ри ста л ­
ле. Н а б л ю д а е м ы е  на опыте резонансы являю тся  следствием проявления 
его высших гармоник.

Опи сан на я  методика  позво­
ли л а  изучить поведение  такой 
в аж н ой ха ракт ерист ики л а з е ­
ра, к а к  интенсивность генери­
руемого  излучения при р а з л и ч ­
ных м од улир ую щих н а п р я ж е ­
ниях,  а следовательно,  и при 
разл ич ны х дополнительных по­
терях,  вносимых в лазерный  
резонатор.  Интенсивность гене- 

^ ра ции пад ает  с ростом напря-  
'•» Si 2л Гмгц же н ия  на электрооптическом

Рис. I. Зависим ость интенсивности генерируе- кристалле ,  причем при нсполь- 
мого излучения от частоты м одулирую щ его зуемых на п р яж е н и я х  не на- 

сигнала " б лю да ет ся  нас ыщ ени я этих з а ­
висимостей (рис. 2 ).

Д о п олни те льн ы е  потери резон атора  л а з е р а ,  воз ни каю щие при быст­
ром изменении его оптической длины,  нах одились  методом введения  к а ­
л и б ров анн ы х  потерь.  Д л я  этого проведен расчет  потерь, вносимых в ре­
зон атор  д в у м я  пл о с к о п а р а лл е л ь н ы м и  к варц евы м и пластина ми при р а з ­
личных углах  их н а к ло н а  к оптической оси резон атора  (две пластины 
бр али сь  д л я  того, чтобы луч при изменении их на кло на  не менял  своего 
пространственного  п о л о ж ен и я ) .  П ри  вычислении полагалось ,  что погло­
щение в пластине  пр ен еб режи мо  м а л о  и потери происходят  главным о б ­
разом за  счет о т р а ж е н и я  от ее граней.  П р о ш ед ш е е  сквозь одну пластину 
излучение в этом случае  будет иметь интенсивность / = / 0e~kl, где ki  — 
потери з а  счет о т р а ж е н и я  в одной пластине.  Д о л ю  прошедшего  через п л а ­
стину излучения  мо жн о  вы р а з и т ь  к а к  //Z0=  I — R,  где R — энергетический 
ко эф фициен т  о т р а ж е н и я  с учетом многократного  прохождения излучения  
в пластине .  Очевидно,  что I —R = e ~ kl и, следовательно,  k i = — I n ( I — R ) .  
Так  к а к  в наш ем случа е  в резонатор  л а з е р а  пом ещали сь  две  пластины,  
общи е потери в них: k =  — 21n ( I — R ) .

Коэффициент R  для угла tp падения излучения на пластину опреде­
лялся  через амплитудный френелевский коэффициент гф [4] следующим

образом: R  =  2/-2/(1 +/■£),  где [5] гф =  а ф — угол пре­
ломления.

П р е д с т а в л я ет  интерес эк сп ерим ен тально е  изучение  зависимости д о ­
полнительных потерь,  во зн и ка ю щ и х  при изменении оптической длины ре ­
зо нат ора ,  от скорости та ко го  изменения,  поскольку  подобная  зависимость  
исследо вана  в [I] теоретически.  В связи  с этим возникла  необходимость
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Рис. 2. Зависим ость интенсивности генерируемого излучения от напряж ения U м одули­
рую щ его сигнала с частотой 1 ,8 8 (/) , 2,00(2) и 2,06(.3) М Гц

Рис. 3. Зависим ость величины дополнительных потерь резонатора от скорости измене­
ния его оптической длины:

I  — случай одновременной модуляции ф азы  и поляризации, 2 — чисто фазовой модуляции

определения  скорости изменения оптической дли ны d A n l / d t  кри ста лла ,  
соответствующей любой зад ан но й амплитуде  импульсов U0, под аваемых  
на  него.

К а к  известно,  изменение  оптической дли ны к р и с та л л а  типа  К Д Р  д л я  
случ ая  продольного электрооптического  эф ф ек та  и линейно п о л я р и зо в а н ­
ного вдоль наведенной оси OX' излучения  определяется  следующим о б ­
разо м:

A nl  =  - ~ n 3Qre3U,  ( I )

где A nl  — изменение  оптической дли ны кр и ста лла;  по — пок аза те ль  пр е ­
л о м л ен и я  д л я  обыкновенного луча;  гвз — электрооптический коэффициент  
к р и ста л л а ;  U — на пр яж ени е ,  по д аваемое  на кристалл .  Если п адаю щ ее на 
кр и с та л л  излучение линейно по ляриз ова но  вдоль оси 0К, эл лип с  по л яр и ­
зац и и излучения  на выходе  описывается  формулой [3]

F -  F 2

 +  jV = I .  <2 >
E 2 cos2 —g - E 2 sin2 —g-

где E  — амплитуда падающей волны; E x • и E y — составляющие вектора 
н ап ряж енн ост и электрического  поля волны вдоль осей OK' и OVv; Г — 
разн ость  фаз  этих с оста вл яю щ их  на  выходе кри сталл а:

2 л
V  иn l r ^ U .  (3>

Учитывая  ( I)  — (3),  а т а к ж е  то, что в случае  треугольной формы и м ­
пульсов на п ряж ен ия ,  по д а в а е м ы х  на кри сталл ,  усредненный по времени 
электрооптический эф ф е к т  в дв а  р а з а  меньше эф ф ек т а ,  н аб лю даем ог о  
при амплитудном значении н а п р яж е н и я ,  легко  получить следу юще е вы ­
р а ж е н и е  д ля  скорости изменения  оптической д лин ы кр и ста лла:

d An l /d t  =  arctg' ( E min/ E max), (4)

где /  — частота модуляции; X — длина волны излучения; Е т-1П/ Е тях — от­
ношение усредненных по времени полуосей эллипса модуляции излучения 
на выходе кристалла.  Таким образом, измерив экспериментально отноше­
ние Emin/Emax Для любого значения U0 амплитуды импульсов, питающих
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к ри с та л л ,  можно было в соответствии с (4) определить  скорость изме не ­
ния оптической длины кри ста лла ,  а следовательно,  и резон атора  лазера .

Измерения величины Е т\п/ Е тйХ проводились следующим образом. Из­
лучение  л а з е р а  пропускалось  через пол яриза тор  и регистрировалось  
ФЭУ.  Вращением  п о ляриз атор а  вокруг  оси луча  устан авл и валис ь  мини­
м ал ьн ое  и м а кс им альн ое  значения  сигнала  на выходе ФЭУ,  отношение 
которых д а в а л о  к в а д р а т  искомой величины.

Н а  рис. 3 и з о б р а ж е н ы  экспе риментальные зависимости величины д о ­
полнительных потерь резонатора  от скорости изменения его оптической 
длины.  К ак  упоминалось ,  эк спер им ент альна я  уст ано вка  по зволял а  произ­
водить  к а к  модуля ци ю фазы  и поляриз ац ии одновременно,  т а к  и чисто 
ф а зо ву ю  модуляци ю излучения  внутри резонатора.  Сопоставление  кр и ­
вых рис. 3 позволяет  сде лать  вывод,  что, хотя д ополнительные потери, 
вносимые в ла зе рн ый  резонатор  при одновременной модуляции ф азы  и 
по ляризации,  больше, чем до полнительные потери при чисто фазовой м о ­
д ул яц ии  излучения ,  те и другие,  тем не менее, явл яю тся  величинами од ­
ного порядка .  Это по дтв ер ж да е т  вывод,  что д ля  у п рав лени я  п ара м етра м и 
генерации л а з е р а  мо ж н о  успешно использовать  не только модуляцию по­
л я р и з а ц и и  [3], но и мод ул яц и ю ф азы  [I].

Таки м образом,  полученные результаты позволили оценить до по лни ­
тельн ые  потери д л я  резон ат ора  газового л а зе ра ,  возн и каю щи е при ско­
ростях  изменения его оптической длины:  dДлг//сі— О,I — 0,2 м/с, что к ач е ­
ственно согласуется с р ез ул ьт ат ам и расчета,  полученными на основании 
ф орм ул  работы [I] при использовании исходных данных,  близких к р е а ­
л из уемым в условиях  опытов.  В принципе  воз можн о  достижение  много 
больш их скоростей dAnl /d t ,  при этом, исходя из полученных эксперим ен­
т а ль н ы х  данных,  следует о ж и д а т ь  увеличения эффективности использо­
в ани я  фа зо вы х  методов д л я  у п ра вл ени я  па р а м е т р ам и  генерируемого и з­
лучения .
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З А Д А Ч А  И З Л У Ч Е Н И Я  ФАР К Р У Г Л Ы Х  В О Л Н О В О Д О В

В н аст ояще е  время большое вни ман ие  уд еляет ся  исследованию ф а з и ­
р ов анн ых  антенных решето к  ( Ф А Р ) ,  использ ующ их в качестве  и зл уч а ­
телей открытый конец круглого  волнов од а  [I, 2]. Так и е  Ф А Р  ра сш и ряют  
во зм ожн ость  ре а л и за ц и и  тр ебу емых х а ракт ери стик  и отличаются  просто­
той в изготовлении.

Пост ан овка  задачи .  Р а с с м а т р и в а е м а я  модель  Ф А Р  пре дс тавляет  со­
бой плоскую бесконечную двумерн ую периодическую структуру из иден­
тичных излучателей,  ра сп о л о ж е н н ы х  в у з л а х  прямоугольной сетки с пе­
рио дами по оси X  и d 2 по оси Y (см. рисунок) .  В качестве  излучателя  
Ф А Р  используется  ра скр ы в кругло го  волновода  с радиусом R,  который 
вы бира етс я  так,  чтобы в волноводе  распр о с т р а н я л ас ь  волна  только 
основного типа.  В о зб у ж д ен и е  антенной решетки осуществляется  системой 
п а д а ю щ и х  волн в волноводах ,  соответствующих р е ж и м у  ФАР,  когда ам-
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Геометрия задачи

плптуды во.in равны,  а ф азы  изменяются  линейно от изл учателя  к изл у­
чателю.  Учитывая  ха ракт ер  воз бужд ен ия  и периодичность бесконечной 
структуры, в соответствии с теоремой Флоке ,  решение  граничной задачи  
с периодическими граничными условиями мож но  зап исать  для  единичной 
ячейки антенной решетки,  и для  расчета элект родинам ических х а р а к т е ­
ристик Ф А Р достаточно установить  распределение  изл уч ающ их токов 
в пределах  ячейки. З а  известные величины будем считать п адаю щ ие  поля 
в волново дах -излу чателях ,  геометрические  р азм ер ы  излуч ателя  и их рас­
положение .

Найдем электрические составляющ ие эле ктр омагнитного  поля в рас- 
кры вах  волноводов  (магнитные токи) .  И з л у ч а ю щ и е  отверстия  волново­
дов ,  в соответствии с теоремой эквивалентности,  представим круглыми 
листкам и магнитного тока на металли че ско й плоскости,  ра зм еры которых 
сов па да ют  с ра зм ера м и круглого  р аскр ыв а  волновода.  Поверхностная  
плотность магнитного тока  определяется  электрической составляющей 
электромагни тно го  поля в р аскр ыве  волновода  по формуле:

7 м = [ £ Х н ] ,  ( I )

где п  — внешняя нормаль.
Д л я  определения неизвестных токов применяем метод интегрального 

уравнения ,  причем периодичность структуры во зб уж дени я  и граничных 
условий позволяет получить периодическое  решение  д л я  единичной ячей­
ки ФАР.  Д л я  составления интегрального уравне ния  относительно неизве­
стных токов используем условие  непрерывности тангенциальной соста в­
л яю щей  магнитного поля в раскр ыве  волновода ,  при этом учитываем 
влияние  проводящего эк ра на ,  над  которым рас по лож ен ы излучающие 
магнитные токи.

И нтегральное  уравнение  относительно неизвестных токов запишем 
в следующем виде:



//внеш (2 J y )  J -  Я ; неш ( 2 7« )  =  Я внут ( —  2У“ ) - f  # в,,ут ( —  2У“ ) |- Я внут- пад, (2 )

где Я ; неш ( 2 / у). Я внеш ( 2 / “ ) — r -составляющие магнитного поля, образо­
ванные всеми магнитными токами над проводящим экраном;
Явнут (— 2У“ ), Я ”нут (— 2 / (р — /--составляющие магнитного поля, 
образованные всеми магнитными токами, излучающими внутрь вол­
новода;
Я внут. пад — г - составляющая известного возбуждающего поля в вол­
новоде.

Д л я  записи в явном виде составляющ их  электрома гни тно го  поля,  вхо­
д ящ и х  в уравнение  (2 ), используем соотношения, с в язы ваю щ ие  векторы 
поля  и электро динам ические  векторные потенциалы [4]. Векторный потен­
ци ал  пре дс та вляет  интеграл  действия  токов на дан ну ю точку:

где J m (q ) — поверхностная плотность магнитного тока; S b ■— излучающая 
поверхность р а с к р ы в а  волновода .

Функция Грина G(p,  q) за пи сывает ся  в виде  суммы по пространствен­
ным гар мони к ам  Флок е  [3]:

Вы р а ж е н и я ,  входящ ие в праву ю часть ура вне ния  (2),  определим при 
решении внутренней задачи ,  которое  проведем в д ва  этапа:  первый — из­
лучение  круглого  лис тк а  магнитного  тока  из закороченного  (в пл. г — 0 ) 
волновода;  второй — во зб уж д ени е  зак ороченного  (в пл. Z = 0) волновода  
известным п а д а ю щ и м  полем (волной магнитного типа  Н и ) .  Поле  будем 
ис ка ть  в виде н а л о ж е н и я  электрич еских и магнитных волн,  я вляю щи хс я  
решением неоднородных волновых уравнений,  где продольные с ос та вл яю ­
щие нап ряж енн ост и электрического  и магнитного  поля записываю тся  
в р я д  Фурье  по собственным тип ам  волн поперечного сечения круглого  
в ол нов од а  [4]. По сле  проведения  преобразований,  учит ывая  связь про ­
д о ль н ы х и поперечных со ста вл яю щ и х  электромагнит ног о  поля,  получаем 
в ы раж ен и я :

А "{р ) =  I J' {q)G{p,  q) d S B, (3)

Vvд I Zp Zq 111 

X 1 =  a v =  £ —  2 rev, t, =  k 0 Ci1 s i n  0 c o s  cp,
I (4)

(5)
H=-X1 I= I

где при записи (5) использованы следующие обозначения:

Il
, внут 
г  п т

2л R  J п ~ (Xm R)  XmVпт гр
(6 )
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I внут 
llrnl е-1ОГс H2 \  9

-  2 R2J J n (XtR)Xl
(7 )

2  JX

T-4 Tl f I
<Р,=0 г( =  O

X

¢ ¢ = % = 0

( -  Xm j'n (Xm Г,) -  J n (Xm г,) ( -  J r“)

X е''"ф'/ rq drq Jcp17, 

у - Jn  (Xi Г„) +  Xi J,; (Xi Г,) (— J “] е"!ф'і г , drq d  фд.

(8)

(9)

З а п и ш е м  г — компоненту  магнитной составляющ ей поля в плоскости 
,2= 0 , вхо д ящ ую  в ин тегральное  уравнение  (2 ) :

Я внут.пад / \ I
(Гр, фр) |г = 0 J [ (XiI Гр) sin фр> (10)

где E о — известная  а м пл ит уд а  электрической соста вляющ ей в о з б у ж д а ю ­
щ ег о  поля типа  Н ц  в  волноводе;  W n —-волновое сопротивление,  опре де ­
ля емо е  по формуле:

W 0 =н Ii
120 я (11) - ( 12)

Д л я  решения интегрального  уравнения  (2) используем метод Галер-  
кииа.  Ба зи сны е  функции в этом методе  опр ед еляю т вид вы раже ни й,  опи­
сы в а ю щ и х  взаимодействие  магнитных и эле ктрических токов.  Поскол ьк у  
в ы р а ж е н и е  (3) со де рж ит  двойное  интегрирование  по поверхности и з л у ч а ­
т е л я  от произведения тока  и функции Грина,  то выбор базисных функций 
определяе т  к а к  возм ожн ость  аналитического вычисления ,  т а к  и точность 
полученных результатов .  Предс тавим  искомые токи,  входящ ие  в инте­
гр а л ь н о е  уравнение (2 ) ,  в виде р а з л о ж е н и я  в ряд  по системе базисных 
функций:

s

S ' =  I

■0 ),

(13)

J r ( Q )  —  I r s ' f r s ' ( f q , Ф q ) $ ( z , ,

< ’ ( < ? ) =  2  W ( r , .  Ф<, )б (г ? — ° ) .
Г  =  1

■ базисные функции;где I rs', E ft— -неизвестные амплитуды; f rs-, / фг  
S,  T — число базисных функций.

В качестве базисных функций,  аппроксимир ую щих магнитный ток, ис­
пользуем собственные функции круглого волновода:

f n  (гч, ф ,) =  J [ (Xu r„) rq COS ф„,

fr2 ( г Cr % ) =  J 2 ( Х - 2 1  д )  Г ,  COS ф„, ( 1 4 )

f  гЗ Од,  Фі/) =  *̂ 3 ( / s i  I q ) Гд COS ф ? ,

/ф! (Гд, ф ,) =  J l ( X u r tl) Д Э ІП ф,,
[х[ 2 (Гд, Ф¢) =  J 2 (Xsi Го) rQ Sin Ф„. (15)
[фЗ (Гд, Ф,) =  J 3 (Хзі Гд) Гд Sin ф?,

где J 1 (X) ,  J 2 (х), J 3 (х), J [ ( x ) ,  J 12 (х) ,  J j  ( х ) —  функции Бесселя первого, 
второго и третьего п ор яд ка  и их производные.

Отметим,  что так  ка к  все баз исные функции непрерывны в области  су­
ществования  решения,  то решение  з а д а ч и  определения  тока  ищется
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в классе  непрерывных функций.  Вид базисных функций определяется  и 
граничными условиями,  которым д олж н ы  уд овлетво ря ть  искомые токи.

Д л я  построения  алгорит ма численного решения при равниваем прое к­
ции левой и правой частей ка ж д о го  уравнения  системы на пространство 
базисных функций и получаем систему алгебраических уравнений отно ­
сительно неизвестных ам пл ит уд  токовых гармоник,  решение  которой о су­
щест вляется  на ЭВМ:

з з  з
2  I r s -  Y s s - (£, Tl) +  2  U f Y s f d  Tl) =ь —  2  I r s -  Ys-S-

3
V U v Y v v  -Г £УВ036 Sis, S = I 1 1Z, 3, (16)

г =  I

S1 — символ Кронекера,  S1 =  П̂ И S \  где коэффициенты, стоящие
10, при I

при неизвестных ампл итудах ,  представ ляют провс. симости взаимной с в я ­
зи ме ж д у  га р м о н и к ам и  токов,  которые за пи сываю тся  в виде двойных ин ­
тегралов  по области,  за н и м ае м ой  источниками,  например,  проводимость 
м ежд у г ар м они к ам и магнитных токов зап ишется  в виде:

" 2F г (ь2 ■ д ILL  _  L..  -
J J (  0 ' д гр ( rp llrP

"'fP= 0 гр=о
Yss- (I ,  Л)

[(Iid2R) 1
l"'Va

2л  R

“ Т I J f r s - (q) G (p ,  g ) r qdzq d% rp clrp J b ) , .  (17) 
р р ' V o r?=o

Таким образо м,  решение  зад ач и излучения  Ф А Р  круглых волноводов 
сведено к решению системы алгебраических уравнений относительно не­
известных а м п ли туд  токовых гармоник (16) и получен явный вид всех 
вы раже ний,  вхо дящ их  в эту систему.

Автор при знателен С. А. Войнову за  помощь в постановке задачи..
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Т. И. Т И М О Щ Е Н К О ,  Е. Ф. Т И Т К О В

ОБ ОТ Н ЕС ЕН И И  К ОЛ ЕБ А Н И Й  В ОБЛАСТИ 200 см 1 
В К О М П Л Е К С Н Ы Х  С О Е Д И Н Е Н И Я Х  УРАНИЛА

О тождест влени е  ф унд ам е н та л ь н ы х  частот в колебательных спектрах 
комплексных соединений у р а н и л а  имеет  большое значение как при спе к­
троскопическом изучении м ол еку ля рн ой  дин ам ик и этих соединений, т ак  
и при исследовании возм ож но сте й упр авления  химическими процессами.  
Особую трудность  отнесения  полос поглощения и комбинационного р а с ­
сеяния  ком пл екс ных  соединений у р а н и л а  (нет достаточно точных крнте-
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риев)  пре дста вляю т  колеб ани я  молекул,  про являющиеся  в области 1 9 0 — 
■300 см-1. Встречающиеся  в лит ературе  данны е весьма противоречивы.  
Так ,  в [I. 2] исс ледовались  спектры И К  поглощения и люминесценции ру­
бидия  у р а и и лн и т р а та  с бидентантной координацией нитратных групп. 
В низкочастотной области  наб люд али сь  три полосы 2 1 2 ,  2 2 3  и 2 6 2  см-1, 
пе рвая  бы ла  приписана  деф ормационн ому колебанию иона U O j + , 
ос тал ьн ые — колебанию уранил-лиганд.  В результате  сравнительного 
а н а л и з а  11К и K P  спектров в области низких частот  нитратных и некото­
рых  других комп лексов  ур ани ла  авторы [3 ] ,  основываясь  на дан ны х  по 
интенсивности спектров,  сделали вывод, что линии в интервале  частот 
2 4 8 — 2 7 4  см-1 относятся  к деф ормаци онному колебанию V2 группы U O 2, 
а в области  1 9 0 — 2 3 5  см-1, вероятнее  всего, п р и н а д л е ж ат  к валентным 
ко леб ан ия м  уранил-лиганд.  Приведено аналогичное  отнесение низких ч а ­
стот  колебаний комплек са  рубидийтр ини тратуранила  [4]. По спектрам 
K P  водных растворов нитрата ур ани ла  авторы [5 ]  относят полосу 
• ~ 2 0 0  с \ г  ! к де формаци он но му  колебанию V2 (UO) 2̂  в связи с тем, что 
по их данным эта  полоса деполяризована .

С целью выяснения природы колебаний в низкочастотной области 
на ми исследованы спектры KP  гексагидрата  у р аии лн ит ра та  в расплаве ,  
водном и органических растворах ,  в которых проявляется  полоса умерен ­
ной интенсивности в интервале  частот 200— 212 см-1. Т ак  как  при д е ф о р ­
мационных д в а ж д ы  вырожденны х колебани ях  ур ани ла  возникает  пере­
менный днпольный момент,  эти колебания  активны в И К  и могут пр ояв­
ляться  в KP лиш ь при нелинейности группы U O 2. Ho тогда  в K P  до лж но  
проявиться  и антисимметричное  валентное  колебание v3 ( U O 2). В случае  
линейности группы U O 2 наб лю д ае мое  в KP в низкочастотной области  
~ 2 0 0  см-1 колебание  мо жет  быть отнесено к лигандному,  которое в силу 
своего валентного  происхождения поляризовано.  Н аш ей за дач ей я в л я ­
лось  определение линейности группы урани ла ,  для  чего отыскивался  н а ­
деж ны й след антисимметричного  валентного  колеб ани я  v3= 9 4 0  см-1, 
а т а к ж е  измерение  степени пол яризации полосы рх в области  200 см-1.

В оз бужд ени е  спектров  K P  производилось в перпендикулярной гео­
метрии рассеяния с помощью линейно поляризованной линии 514,5 нм 
(300 мВт)  аргонового л а з е р а  ILA 120-1. Спектры KP регистрировались 
на спектрометре  RAMANOR-U 100 0 с последующей их обработкой на пер­
сональном компьютере LOGABAX. Д л я  данного  прибора  подавление  
рассеянного  света в 20 см-1 от релеевской линии состав ляет  величину 
•0~ 14, что ул учш ает  возможность  точного измерения  контуров колебания  
группы уранила  в области 200 см-1. Рассеянное  излучение  пропускалось  
через ахроматическую пластинку L/4, та к  как  коэффициент  пол яр из ую ­
щего  действия при бо ра  k  — 1 \ \ / 1 л_ из-за  наличия  голографических реше ­
ток составляет  величину 6,4 в области  200 см-1 и линейно возрастает  
с ростом частоты. Контрольное  измерение степени поля риз ац ии полосы 
K P  CCl, в области 459 см-1 д ал о  значение  0 ,0044+0,0005,  что хорошо со­
гласуется  с данными литературы.  Д л я  уменьшения случайн ых  (ш умо­
вых)  флуктуаций интенсивности полос время накоплени я  к а ж д о й  точки 
спектра  устан авлив алось  3— 5 с. К а ж д ы й  контур з а п и сыва л ся  несколько 
раз ,  и затем с помощью компьютера  проводилось суммиров ани е  получен­
ных данных с последующим усреднением.

Н а  рис. (а) приведены усредненные контуры /ц и I  колебания  груп­
пы урани ла  в области 200 см-1 в растворе  U O 2( N O 3) 2-OH2O в ТБФ .  Чтобы 
избавиться  от и ск аж аю щ его  действия фона ,  спектр раствори тел я  зап и сы ­
вался  в том ж е  диап азоне  частот,  а затем  вычита лся  из исходного. В ре­
зу льтате  такой обработки,  облегчающ ей на хож дение  точного значения  
степени деполяризации полос, получены нормированные на Zmax контуры 
(см. pncvMOK, б) .  В таблице  приведены степени по ляриз ац ии полос коле­
бания группы ур ани ла  в области  200 см-1 в исследованных нами раство­
рах,  а т а к ж е  значения частот колебаний.  Видно, что только  в расплаве  
о бна р у ж и в а е т с я  след антисимметричного  валентного  колеб ани я  группы

25



190

Усредненные контуры  колебания группы уранила в области 200 с м " 1 
в растворе и 0 2(140з)2-6Н20  в ТБФ  (а).  Н ормированны е на I mах 
контуры  колебания группы уранила без искаж аю щ его влияния фона 

растворителя ( б ) :

Степень поляризации полос колебания группы  уранила 
в области 200 см в исследованных растворах  и значения частот 

валентны х колебаний группы уранила

Соединение vU-L, см U fvU -L j Vi(UO2), см * V3(UO2) см 1

Расплав 203 0 ,8 873 940
Водный раствор 200 0,85 873 —

МЭК 212 0 ,7 867 —

Ацетонитрил 212 0,65 867 —
ТБФ 210 0 ,2 858 —

ДМСО 200 0,45 835 —

у р а н и л а  \'з, интенсивность которого на дв а  п ор яд ка  меньше интенсивно­
сти кол еб ани я  Vi(UO2). С полной определенностью поэтому можно гово­
рить о том, что группа U O 2 в исс ледованных растворах  является  лин ей­
ной, а деф ор маци онн ое  кол еб ани е  V2( U O 2) в спектре KP  проявляться  не 
долж но.  Следов ательно ,  по л я р и зо в а н н а я  полоса в области 200 см" 1 (см., 
табл иц у)  п р и н а д л е ж и т  валент ном у ко леб ани ю уранил-лиганд.
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У Д К  539.12.04

Ф. Ф. К О М А Р О В , А. П. Н О В И К О В ,  С. А. П Е Т Р О В

И З М Е Н Е Н И Е  СТРУКТУРЫ ПОВЕРХНОСТИ КРЕМНИЯ  
ПРИ О Б Л У Ч Е Н И И  ВЫ СО КИ МИ Д О З А М И  ИОНОВ С+ И N f

Р а з в и т и е  микроэлект роник и влечет за  собой изменения в т р е б о в а ­
н и я х  к ионно-лучевой технологии.  П од  этим собирательным термином 
по д р а зу м е в а ет с я  использование  ионных пучков д л я  получения,  о б р аб о т ­
ки и нап равленного  изменения  свойств материалов ,  изготовления  р а з ­
личных  изделий и улучшения их параметров .  В последние годы одной из 
а к т у а л ь н ы х  з а д а ч  с т ал а  разр а бо т к а  новых способов имплан тации  по лу­
п р ов одни ко вы х материалов .  В этом плане перспективным методом пре д­
с т авл яется  высокоинтенсивная  ионная  и м п ла н та ци я  ( В И И )  — одн о ш аг о ­
вый режим,  по зво ля ю щий заменит ь  две  технологические  операции:  вне д­
рение  атомов примеси и термический отжи г  радиа ционных  дефектов .  
С помощью техники В И И  можно получать  скрытые изоли рую щие слои 
кре мн ий -н а-и зо лято ре  (К.НИ) на нужной глубине,  оставляя  не н ар у ш ен ­
ной  структуру  к р и с та л л а  вблизи поверхности [ I — 3]. При  этом поверх­
ностный криста ллический слой кремн ия м ож ет  сл уж ит ь  основой д л я  кон­
струир овани я  многослойных приборных структур.

В настояще й рабо те  проведен структурный анал из  поверхности моно­
кр и с та л л о в  кремн ия (OOI)-ориентации после высокоинтенсивного  о б лу ­
чения  ионами углер ода  и азота.  Кремниевые пластины ма рк и КДБ-4 ,5  
и м п ла н ти ро вал и сь  пучком ионов С+ с энергией 36 кэВ при плотности 
ионного то ка  ' ' - 300  мкА /см2. П о д в о ди м а я  ионным пучком мощность  
об ес п ечи в ал а  разогрев  образцов  во время облучения  до темпе ратуры 
~  850 °С. Внедрение  стехиометрических доз  ионов NJT осуществлялось  

с  энергией 140 кэВ в кремний (001)-ориентации.  В этом случае  плотность 
т о к а  ионного пучка  с о ста в л ял а  100 мкА /см2. П о д в о ди м а я  ионным пуч­
ком мощность  р а з о г р е в а л а  мишень в процессе им пла нта ции до ~  800 °С. 
В отличие  от облучения  углеродом и м п ла н та ци я  ионов азота  в кремний 
п ровод ил ась  на  установке ,  обеспечивающей высокий вакуум путем без- 
мас лян ой  откачки.  Д л я  процесса В И И  пластины кремн ия I X I см2 у с т а ­
на в лив алис ь  на две тонкие иглы и по д дер ж и ва л и сь  в вертикальном по­
ло ж е н и и  с углом н ак ло н а  ~ 7 ° .  П л о щ а д ь  ко н так та  с д ер ж а те л е м  соста в­
л я л а  менее 0,01 % пло щ ади  поверхности образца .  Структ урный  анализ  
им п ла н ти рован ны х  кремниев ых  пластин проводился  метод ами просве­
ч ив аю щ ей электронной микроскопии (П Э М )  и элект рон ографии «на 
отр аже ни е»  при последовательном стравлив ани и слоев способом анод­
ного окисления.  Установлено (рис. I ) ,  что при облучении ионами С+ д о ­
зой 5 X IOi7 ат /см2 на эл ект роно грамме  на р я д у  с м атр ичны ми р е ф ле к ­
сам и Si присутствуют рефлексы к а р б и д а  кремния кубической м о д и ф и к а ­
ции (P- Si C) . Электроно графи чес кие  исс ледования  обратной стороны 
облученных кре мниевых пластин выявил и существование  включений 
P-SiC на их поверхности.  Из  П Э М -ис следо вани й следует,  что скрытые 
имп ла н та ци онн ые  слои к а р б и д а  кремния,  синтезируемые в глубине 
образца ,  имеют т а к ж е  кубическую структуру.  После  снятия  анодным 
окислением тонкого 5— 10 нм поверхностного слоя  дифрак ци он ны е  пя т­
на  от включений р-SiC на эл е к т р о н о гр а м м а х  исчезали.  Т аки м  образом,  
в данном  случае  об раз ован ие  включений к а р б и д а  кремн ия м ож ет  быть 
с в я з а н о  с влиянием остаточных газов в ка ме ре  имп ла н та тор а .  Это. о д н а ­
ко, не исключает  возможности роста  части включений р-SiC на облу чае ­
мой поверхности за  счет диффу зи и внедренных атомов углер ода  к по­
верхности.  П ри им п лан тац и и м а л ы х  доз N 2 на  д и ф р ак ц и о н н ы х  к а р т и ­
на х  от приповерхностных слоев на бл ю д а ли с ь  матричные реф лек сы  Si 
и Кикучи-лннии.  Н али ч и е  последних свидетельствует  о высокой степени 
со верше н ства  поверхности монок рис тал лов  кремния.  При  времени об лу­
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чения  / =  4— 9 мин, когда  дости галис ь  дозы 
ионов D =  3 , 5 x l 0 17— 6 , 9 х 1 0 !7 ат/см2, па 
эл ект р о н о гр ам м ах  о б н аруж ено  наличие  д и ­
фракционных  пятен нитрида  кремния « - м о ­
дифик ац ии ( a - S i 3N4) (рис. 2, а ) .  Ho после 
снятия  тонкого 5— 10 нм поверхностного 
слоя ук а за н н ы е  рефлексы исчезали.  Д л я  в ы ­
яснения м еханизм а об раз ован ия  данной 
фазы  были т а к ж е  проведены эле кт роно гр а­
фические исследования  обратной стороны 
облученных монокристаллически.х образцов  
кремния.  В этом случае  рефлексы K-Si3N4 
не были обнаружены.

Ф ор миро вани е  включений нитрида  к р е м ­
ния « -м оди фи ка ци и на поверхности кремния 
связано,  по-видимому,  с диф фузией  части 
и м п ла нтир ованн ых  атомов азота к поверх­
ности [4— 6]. При  дозе  облучения  9 , 7 Х Ю ;Г 

ат /см2 ( / = 1 7  мин) на эл ект ронн о- ди фрак­
ционных к арт и н ах  (см. рис. 2 , 6 )  рефлексы нитрида  кремния отсутствова­
ли. Д л я  7 ) ^ 2 х Ю 18 ат /см2 ( / = 3 0  мин) д и ф р ак ц и о н н а я  картина (см. 
рис. 2, в) качественно отличается  от предыдущей.  Н а  электронограммах, .  
помимо матричн ых  рефлексов  монокристаллического  кремния,  н а б л ю д а ­
ются кол ьц а  от пол икристаллических Si и от поликристаллического  
P-Si3N4. Электронно-микроскопические  исследования  «на просвет» д ля  
данного  времени имплан тации  показали,  что в глубине  образ ца  сф орми­
рован ра зд робл енн ый кристаллический слой P-Si3N4. Таким образом,  о б ­
разовани е  на  поверхности включений нитрида кремния р-модификации 
обусловлено увеличением размеров  и пр иближ ени ем  к поверхности синте­
зируемого в глубине о б р аз ц а  слоя.

Рис. I. Д и ф ракц ия на о тр аж е­
ние от м онокристаллов крем ­
ния (001)-ориентации, облучен­
ных ионами углерода с энер­
гией 36 кэВ при плотности то ­
ка  ионного пучка ~  300 мкА/см2

Рис. 2. Д и ф ракц ия  на отраж ение от м онокристаллов крем ния (001)-ориентации, им ­
плантированны х стехиометрическими дозам и  ионов азота с энергией 140 кэВ при плот­

ности тока ионного пучка 100 мкА/см2:
а — время имплантации 4,5, 6 — 17, в — 30 мин

В ре зул ьтате  проведенных электр он огр афич еск их  и электронно-мик­
роскопических исследований «на просвет» м ож н о  заключить,  что при 
облучении ионами углерода  в р еж и ме  В И И  на поверхности монокри- 
сталлических об раз цо в  кремния формиру етс я  тон кая  пленка карбида  
кремн ия кубической модификации.  В случае  высокоинтенсивной им п лан ­
тации м а л ы х  доз ионов азота  (3,5 X IO17— 6,9Х IO17 ат/см2) па поверх­
ности кремн ия по явл яю тся  пл астинчаты е вкл ючения нитрида  кремния 
a -модификации.  С увеличением дозы  облучения  (D =  9,7 X IO17 ат/см2) 
происходит  дро бле ни е  поверхностного слоя  кр ем ни я на отдельные кр уп ­
ные к р и ста ллит ы  с углом разо ри ен тац и и a  ^  15— 19°. Повышение дозы 
облучения  до  2 X IO18 ат /см2 приводит  к дал ь н е й ш ем у  дроблению кри­
сталлитов,  что пр оявляется  на э л е к т р о н о г р а м м а х  в виде дополнитель­
ных по лик рис та лли чес ких колец.

П р едп о л ага ет ся ,  что при высокоинтенсивной имплантации ионных 
пучков у г л еро да  и азот а  в кре мниевую п о д л о ж к у  идет  диффузии своб од ­
ного углеро да  и азота  к поверхности,  где их концентрация  мала  из-за 
о б р аз о ван и я  прец ипитатов  S iC и S i 3N 4 в глубине  криста лла .
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У Д К  669.76:537.3
В. Г. Ш Е П Е Л Е В И Ч ,  Ф. Ш А К Е Р  Х А Ш Е М

СТРУКТУРА И П Р О Ц Е С С Ы  ПЕРЕНОСА  
В Б Ы С Т Р О О Х Л А Ж Д Е Н Н Ы Х  ФОЛЬГАХ  

С П ЛА ВО В ВИСМУТ-ГАЛЛИЙ

В рабо тах  [ I — 3] установлено,  что в висмуте  свинец и олово я в л я ­
ются акцепторами,  телл ур  и селен — донорами,  а остальные элементы 
(As, Sb, Zn, In, Cd, G a  и др.)  не о к азы в аю т  влия ни я  на эле кт роф из ич е ­
ские свойства  из-за их малой растворимости.  Ho  в последние  д в ад ц а т ь  
лет  успешно разв ив аю тс я  методы получения ф о л ы  скоростным о х л а ж ­
дением из жидк ой фазы,  б л а г о д а р я  которым удает ся  существенно ув е ­
личить  растворимость  легиру ющи х элементов  в матрице .  В настоящей 
статье  представлены ре зу льтат ы  исследования структуры и кинетиче­
ских свойств фольг сплавов  системы висмут-галлий,  полученных ско­
ростным о хлаж дени ем  из ра спл ава .

Д л я  приготовления сплавов  Bi-Ga, в которых кон центрация  гал лия  
изме н ял ась  до 2 ат .%,  использ овали сь  висмут  чистотой 99,9999 % и г а л ­
л и й — 99,999 %. Исходные компоненты спл авл яли сь  в кварцевой ампуле.  
Д л я  получения  фольги к ап ля  сп л а в а  ( — 0,3 г) вы б р ас ы в а л а с ь  на внут ­
реннюю полированную поверхность медного цилиндра ,  в ращаю щегос я  
с частотой 3000 об/мин. Скорость  о х лаж д ени я ,  к а к  по ка зал  расчет,  д о ­
стиг ала  IO6 К/с [4]. И зм е р е н и я  удельного электросопротивления  р ко э ф ­
фициента  Холла  R  и диффе ренц иа льно й т ер мо -Э Д С  а  проводились 
в интер вале  те мператур  77— 300 К. Рен тг еноструктурные исследования  
текстуры осуществлялись  на д и ф р ак то ме тр е  Д Р О Н - 3 .

Толщи на фольг сплавов  висмут-галлий,  полученных скоростным 
о хл аж дени ем  из ра спл ава ,  н а х одил ась  в пред елах  20— 50 мкм, их ш и ­
рина  достигала  10 мм. Фольги имели поликристаллическую структуру;  
р а з м е р  зерен фольг сравним с их толщиной.

Большинство  зерен фольг,  к а к  по к аза ли  рентгеноструктурные иссле­
дования ,  ориентировано плоскостью { 1012} п а р а л л е ль н о  поверхности 
фольги.  Формиров ан ие  текстуры такого  типа  связано  с условиями з а ­
рож дени я  и роста криста ллитов  [5]. Плоскости (1012),  (1102) и (0112) 
хара кт ери зу ю тс я  высокой ретикуля рно й плотностью атомов,  что способ­
ствует  з арож дени ю  кр ис тал лит ов  данной ориентировки.  То, что две к о в а ­
лентные связи каж до го  атома на хо дя тся  в плоскостях  рассмат рив аемого  
типа,  а третья  п ри н адлеж и т  двум атомам,  распо лож ен ны м в соседних 
плоскостях,  способствует сохранен ию о б р аз о вав ш ей ся  ориентировки 
криста ллитов  в процессе их роста.

Зависи мость  р(7 ’) фольги спл ава  Bi-0,5 ат.% Ga характеризуется  
максимумом при 140 К. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я  т е р м о -Э Д С  и коэффициент 
Х о л л а  в области  низких темп ератур  имеют пол ож ит ельн ый  з н а к  (см. ри­
сунок) .  Подобные зависимости н а б л ю д а ю т с я  для  висмута ,  легированного

29



акцепт орами [3].  П о л о ж и те л ь ­
ный з н а к  R  и а  фольг спл ава  
В і-0,5 ат.% G a  ук а зы в а е т  на 
то, что их кинетические  свойст­
ва в области  низких те мп е р а ­
тур оп ред ел яю тся  ды рка ми.  В 
фольгах  чистого висмута,  по лу­
ченных быстрым охл ажд ени ем  
из р а с п л а в а  [6] , межк рис тал -  
литные грани цы  не влияют на 
концентрацию электронов  и 
дырок,  поэтому появление д ы ­
рок в ф ол ь га х  сплавов  Bi-Ga 
м ож ет  быть обусловлено тем, 
что галлий  в висмуте  ведет се­
бя ка к  акцептор.  М еж к рис тал-  
литиые границы в исследуемых 
м а те р и а л а х  могут лишь н езн а ­

чительно изменить  их кинетические  свойства,  т а к  к ак  дл и на  свободного 
пробега дыр ок в р а с с м ат р и в а е м о м  ин тервале  темп ератур  меньше р а з ­
мера  зерен и оп ре дел яю щи м механи змо м рассеяния  носителей тока  
являе тся  рассеяни е  на акустических кол еб ан ия х  решетки.

Повы ш ени е темп ера ту ры  приводит к термичес ко му возбужд ени ю 
электронов  из валентной зоны в зону проводимости.  П одвижно сть  э л е к ­
тронов зна чительно больш е подвижности ды рок в висмуте,  поэтому 
с ростом темп ера ту ры происходит  смена  з н а к а  коэффициент а  Холла  
и диф фере нц иа льн ой  термо-ЭДС.  Аналог ичные  зависимости р ( T ) , R ( T )  
и a (T)  н а б л ю д а ли с ь  и д л я  фоль г  сплавов Bi-Ga, с о де р ж а щ и х  1,0 и 
2,0 ат.% Ga.

Га ллий  в меньшей мере изм ен яе т  свойства висмута ,  чем другие — 
олово и свинец. Сравне ни е  те мп ера ту рн ых зависимостей д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ных термо -Э Д С  фоль г  спл авов  Bi -Ga и Bi -Sn  позвол яет  заключить ,  что 
величина  ко эф фиц иента  отдачи гал ли я  в висмуте  достигает  — 0,02.
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У Д К  539.16.08
Л . В. К А Ч А Р С К А Я ,  ЧАН З У  И  Ф Ы О Н Г

И З М Е Р Е Н И Е  р- АКТИВНОСТИ В О Д Н Ы Х  РАСТВОРОВ,  
С О Д Е Р Ж А Щ И Х  И З О Т О П Ы 241Pu,  90S r - 90Y1 137Cs

Вз аим но е  р а сп олож ен и е  p-радиоакти вно го  об разца ,  кюветы,  в кото­
рую он помещен ( и з о б р а ж е н о  толь ко  дно кю веты ) ,  и сцинтилляционного 
детектора ,  регист рир ующ его p-излучение  об разц а ,  по ка зано на рисунке. 
Очевидно,  что только  часть  электронов ,  ро ж д ен н ы х  в об ъе ме  образца ,  
будет  з арегис трир ов ана :  во-первых,  по геометрическим условиям (часть 
электронов  р а с п а д а  пролетит  мимо дет е к т о р а ) ;  во-вторых,  из-за  погло­

/4,10 6 P ,IO 6 я  ,IO'6

Т ем пературны е зависим ости р ( / ) ,  R (2) и 
а  (3) фольг сплава Bi-0,5 ат. % Ga
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щени я излучения  дном кюветы,  
а т а к ж е  самим образцом.  С л е д о ­
вательно,  д ля  решения вопроса о 
соотношении числа  за ре гис триро ­
ванн ых детектором электронов  и 
удельной активности образ ца  не­
обходимо рассчитать следующие 
величины или функции:  к о э ф ф и ­
циент про хож дения электронов  че­
рез дно  кюветы х; опт имальную 
по самопог лощению толщ ину о б ­
р а з ц а ;  функцию f ( x о, S) ,  уч и ты ­
в а ю щ у ю  геометрические условия  
регистрации.  В качестве  об ра з ца  
используются водные растворы 
ради оакти вны х препаратов:  90S r —
- 90Y, 137Cs, 241Pu.

Коэффициент прохождения  че­
рез  а л ю м и н и е в у ю  кювету.  К р и в а я  
пог лощения электронов  сплошно­
го спектра  в веществе близ ка  к  экспоненте,  что позволяет  ввести понятие 
ко эф фициен та  поглощения электронов  ц в данном веществе:

N  =  Noe-Ixx. ( I )
К а к  по к азы вает  эксперимент ,  р /р  почти не зависит  от атомного веса 

поглотителя  и слабо  увеличивается  с ростом Z  (р — плотность веще ства ) .
В работе С. В. Стародубцева, А. М. Романова (Прохождение заряжен­

ных частиц через вещество. Ташкент,  1962. С. 208.) предлагается полу- 
эмпирическая формула для расчетов р / р  (см2/г ) ;  ц / р  =  2 2 / Е ^ 33, где 
E 0 — граничная энергия P -спектра.

З н а я  E 0 д л я  ка ж д о г о  из р-излучателей,  мо жн о  рассчитать  р  по отно­
шению к алюминию,  так  к ак  при измерении p -активности обычно исполь­
зуется  алю мин ие вая  кювета ,  а за тем  по ( I )  определить  K =  N f N 0 — 
коэфф ициен т  прох ож дения  электронов  через кюветы с толщиной дна  0,01 
и 0,1 см (табл.  I) .

Т а б л и ц а  I
Коэффициенты р  и у. для алюминия

Я дро T 1/2 E 0, МэВ
ixA P cm

-T=O, 01 см х — 0 ,1 см

•Л I /и X 1/х

s° S r 2 8 ,5  лет 0 ,5 4 6 132,84 0 ,2 6 3 ,77 2 - 10—6 10°

137 Cs 3 0 , 17 лет 1,173 48 ,0 4 0 ,62 1,62 0,01 122,02
241 P u 15,2 года 0,021 10121,20 0 OO 0 CO

DO Y 6 1 , 4  г о д а 2,274 19,92 0 ,8 2 1,22 0 ,1 4 7 ,33

И з  табл .  I видно,  что х близ ок  к нулю д л я  всех изотопов,  кроме 90Y, 
при использовании стандартной кюветы (толщ ин а дна  0,1 см) .  С л е до в а ­
тельно,  р -активность " S r  в ней мо жн о  из мерять  по сопутствующему ему 
изотопу 90Y; при этом в к л а д  от p -излучения  других изотопов будет пре­
не бреж им о  мал.  В кювете  с толщин ой дна  0,01 см ( а лю м ин ие вая  фо ль ­
га) мо ж н о  измерять  с ум м арну ю  активность  " S r ,  90Y1 137Cs либо актив­
ность ка ж д о г о  изотопа  по их в к л а д а м  в энергетическое распределение 
электронов  с помощью р-спектрометра.

Самопоглощение в образце. И с по льз уя  тот факт,  что отношение  ц/р 
практически одинаково д л я  всех поглотителей,  можно рассчи тат ь  р для  
воды, а т а к ж е  водоподобных тка ней  (биологических об ъе кт ов ) ,  полагая  
р =  I г /см3: Ц; =  рАфг/рАЬ

В заимное располож ение образца , кюветы и 
детектора:

л' — высота, 5  — площ адь основания
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Т а б л и ц а  2

Толщина дна кюветы -V100, -V50 и коэффициент |т для воды

Ядро "Ar*=" Ишдьг см V50. CM Vioo* CM

9° Sr 132,84 49,20 0 ,0 8 0 ,0 9

137 Cs 48 ,04 17,79 0 ,22 0 ,2 6
241 P 11 10121,20 3748,61 0,001 4- IO- 5
so Y 19,92 7 ,38 0 .53 0 ,6 2

Оценим т а к ж е  толщ ину слоя  воды (ткани) х п , осл аб л яю щ ег о  |3-излу- 
чсние в п раз,  например:  x50= l n 5 0 / p ,  X100= I n  100/р. П олучае м  (табл.  2) ,  
что слой воды или водоподобной ткан и толщиной 6  MM почти полностью 
(с ошибкой до 1 %) эк рани руе т  излучение  от ра сп ол ож ен ны х  выше 
слоев. Приме м эту толщину о б р аз ц а  оптимальной.

Излучение толстого образца (учет геометрических условий). Пусть 
(3-активный о б р аз ец  толщиной X0 =  Хюо в алюминиевой кювете  устан ов­
лен на сци нтилляционном детекто ре  пл ощ адь ю  5  (см. рисунок).  Т о л щ и ­
ной дна  кюветы д л я  расчетов геометрических факторов  пренебрегаем,  
од нако  ее по гл ощ аю щ ие  свойства учтем с помощью коэффи циента  х. 
Выделим элемент  об ъе ма  d V  на высоте х  в пред елах  об разца .  Если 
До (с-1 • см-3 ) — уд ел ьн ая  активность  образца ,  то A 0( d V / 4 n ) d Q — число 
частиц,  в ы л е та ю щ и х  за  секунду из объема d V  в телесный угол dQ.  В ы л е ­
тевшие частицы пог лощают ся  на пути R  по экспоненц иальн ому закон у 
е-ця, где ft  изменяется  в пред елах  от 0 до Rmax, опр еделяемого  м а к с и ­
мальной  толщиной слоя поглощения электронов  в данном  веществе.  Д л я  
упрощения будем считать,  что R  =  Хщо. П л о щ а д ь  основания  конуса с 
о б раз ую щ ей X0 обозначим S 0. Тогда  число частиц,  вылетевших из объема 
d V  и з а регис три ров анн ы х  детектором в секунду,  определится  в ы р а ж е ­
нием:

J M  л d U Г c ^ R а , . dU  Г f  e ~ » R а  , ,d N  =  Л0 хт) —4л~  ) — = —  cos Qds =  A 0 х р  -  — | ) cos Огагаср,
л о л о о

де т) — эф фек тивно сть  регистрации детектором электронов.  Так  ка к  
T  =  г2 +  X21 R d R  =  rdr,  cos 0  =  x / R ,  то

j m  л dU Г e ~ nR j nd N  =  A 0 Xi-) - 2-  х J - ^ r -  dR.
X

И с по льз уя  интегра льную по к аза тел ьн ую  функцию,  имеем:

е _tu' 1LlA‘°d N  =  A 0 уд] х U f i ( P X 0) - P f 1 (Px) - f

Ин те грир уя  по объе му радиоакти вно го  о б ра з ца ,  получаем число ч а с ­
тиц, з а регис трир ов анн ы х в секунду детектором:

I I__р
N  =  = -  A0x S p  ■4 -о I (1

д л я  X0 =  X100 е-ЦА-о =  0,01, тогда

N  =  A 0 x S p / 4 p .
По л о ж и м  р =  I, х =  0,14, р =  7,38 см-1, S  =  12,56 см2, откуда у д е л ь ­

ная  активность  A 0, в ы р а ж е н н а я  в Кц/л ,  будет:
Л 0(К и /л )  =  4,5 ■ IO- W .

Б л а г о д а р и м  доцента  В. А. Ч у д а к о в а  з а  внимательное  прочтение ру­
кописи и полезные за мечан ия .
П оступила в редакцию  21.12.87.



Математика и 
механика E(XlT)

УДК 519.624
И. Ф. КУЛЕШОВА, П. И. MOH ACTbI PH ЫН

ВАР ИА НТ  МЕТОДА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Й  ОР ТОГ ОНА ЛЬН ОЙ  
ПРОГОНКИ Д Л Я  ЗА ДАЧ С П О Г Р А Н И Ч Н Ы М  СЛОЕМ

Зн ач ительно е  число при кл ад н ых  граничных з а д а ч  с м ал ы м  п а р а м е т ­
ром при старшей производной,  описыва ющи х диффу зи онно-ко нве кти в­
ные процессы или родственные явлени я  в физике , механике  и других 
о б ластя х  науки,  яв л яю тся  такими  математическими моделями,  числен­
ное решение  которых со пр яже н о с преодолением существенных т р у д ­
ностей,  обусловленных неустойчивостью процесса [I]. Д о  сих пор многие 
методы решения з а д а ч  с пограничным слоем нельзя  считать строго обос­
нованными,  и успех их применения часто бы вает  св язан  с ис п оль з ов а ­
нием эвристических приемов,  а т а к ж е  глубоким и не формаль ны м про­
никновением в суть задачи.  П оэт ом у проблема создани я  вычислительных 
методов  д л я  упомянутого  кл а с с а  з а д ач  с таки ми свойствами,  к а к  ун и ­
версальность ,  высокая  степень общности,  устойчивость и уд об на я  р е а л и ­
зуемость на ЭВМ, по-пр ежнем у акт уальна .

Ра ссмотр и м дв а  пр и мера  типичных граничных з а д а ч  с пограничным 
слоем [I] и фиксированным малым п араметром  (в ^  ео >  0 ) при с т а р ­
шей производной:

L y ( x ) =  е у " { х ) +  а { х ) у ' ( х ) — b { x ) y { x )  =  Д х ) ,  0 <  х <  I , ( I)
Soy(O) =  у ( O ) = A ,  B lIj ( I ) =  у ( I ) = S ,  а ( х ) ^ а >  0, b (х) ^  0, (2)

Д л я  решения з а д ач  вид а  ( I )  — (4) исп ользовались  разл ич ны е численные 
методы [I]. Во всех с л уча ях  вводились  постоянные и переменные подго­
ночные па р а м е т р ы  а ( р ) ,  чтобы придать  методу ж е л а е м ы е  свойства.  
М ож но ,  например,  потребовать ,  чтобы асимптотическое  ра зл ож ени е  р е ­
шени я дискретной з а д а ч и  д а в а л о  хорошее  представ ление  асимптотиче­
ского раз л о ж ен и я  решения непрерывной задачи.  О д н ако  у ж е  при н а л и ­
чии двух пограничных слоев в оз н и ка ю т  трудности,  и на за д ач у  необхо­
димо н а к л а д ы в а т ь  довольно  обременит ельны е условия .  Во зникает  воп­
рос о построении ун и верса льн ы х методов  д ля  з а д ач  с более естествен­
ными пр ед по ложе н ия ми относительно данных.  Эта  цель  м ож ет  быть 
в известной мере  до стигн ута  с по мощ ью м одиф икаци й метода прогонки

Ра ссмотр и м граничную з а д а ч у  д л я  системы обыкновенных д и ф ф е р е н ­
ц иа льн ых уравнений (о. д. у.):

L y ( x ) =  — е у " (х )  +  b ( x ) y ( x )  = f ( x ) ,  0 <  х <  I, (3)
Scy(O) = 1 / ( 0 )  =  A,  S i y ( I ) =  у(1)  =  В, Ь ( х ) ^ р >  0. (4)

[ 2 - 5 ] .

у{ =  « и  (х)  IJ1 +  а 12 (х) у2 +  Z1 (х), а  <  х  <  Ь, 

lJ i =  «21 (х)  U1 +  «22 (х)  Уо +  fo (х),  а <  х  <  b

(5)

( 6 )

с условиями вида

«іУі («) +  M a  («) =  Yi- а? -г  PJ =  I, (7)
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о * М Ь )  + Paft (6) =  Ya. <*2+ P a =  I '  ^
З авис им ост ь  аш{х )  и f i ( x )  от е ^ е о > 0  здесь и д а л е е  не помечается.  
Б удем  считать,  что Ctih ( х ) , ( i ,  k = l ,  2 ) ,  f i ( x ) ,  f2( x ) непреры вн ы на  [а, b] 
и существует  единственное  решение  задачи.  Суть пр едлага ем ог о  метода 
в следующем.  Пусть  y i ( x )  и у 2( х ) — искомое решение  р ассм атр ив аемо й 
граничной задачи.  Введем вспомогательную функцию 0 ( х )  и новые не­
известные функции и ( х )  и v ( x )  по ф ор м у ла м  [2, 3]:

u =  m i { x ,  e ) y i ( x ) s m Q ( x ) - \ -  т 2(х,  е ) y2(x )c o s  0 ( х ) , (9)

v =  m i ( x ,  E ) y i ( x ) c o s Q ( x )  — т 2(х,  e) г/2(•*)s in  0 (я) ,  (10)
где  в ^  8о >  0 ; rrii(x, е ) > 0  и т 2(х, е ) > 0  — функции,  выбор которых 
в зо нах  пог раничных слоев д о л ж е н  быть согласован с поведением ф ун к­
ций Уі(х) ,  у 2(х)  и д о л ж е н  быть  таким ,  чтобы произведения  т і ( х ,  e)z/i(x) 
и т 2(х, е ) у 2(х)  бы ли в необходимой мере  стабил из иро ваны.  Можн о,  н а ­
пример,  под обр ать  их таки м  образом,  чтобы вы пол нял ись  условия  
т і ( х ,  е ) г/і(х)  «  cons t ,  т 2(х,  е ) у 2(х)  «  const .  И з  соотношений (9),  (10) 
получим в ы р а ж е н и я  д л я  y i ( x )  и у 2(х) \

m i ( x ,  e ) y i ( x )  =  s i n 0 ( x ) i z ( x ) - f  cos 0  (х) и ( х ) , ( 11)
т 2(х, е ) у 2(х)  =  cos 0 ( х ) и ( х )  — s in  0 ( х ) и ( х ) .  ( 12)

Продифференцировав (9),  (10) и заменив в полученных выражениях у [ ( х ) ,  
у'2 (х)  по формулам (5), ( 6 ), а у г (х),  у 2 ( х ) — (11), (12),  молено получить 
следующие уравнения для  и ( х )  и v ( x ) :

и '  — bn  (х)  и  +  b12 (х)  V +  C1 (х),  (13)
V r =  Ь21 (х) и +  622 (х) V  +  C2 (х). (14)

Здесь введены обозначения:

Ь ц  =

Ь1 2 ■—-

I f h П  — ГПо 
— —  /■

\ т2 и 12 Стг

, ГП\ т 2
I TTI1 trio

sin 0 • COS 0

т1
ГПо

а12 sin2 0 ,

т .. а21 cos- 1

а22 cos2 0,

— I ci\i -ф

а 1\   f l 22 +

m I

sm  t cos I • C21 sin2 0 +  — O12 cos2 0— 0 ' ,Hil 21 ‘ m2 12 *

c o s - H f  ь(<-+4)s in2 0 - tn I I / . ,— — O1., H   a
m ., -1- m x 21 cos 0 - sin 0 .

C1 =  Zn1 • Z1 • sin 0 +  m 2 • f2 • cos 0,
C2 =  O i1 -Z1 - cos 0 — m2 • f,  • sin 0,

где аргументы у всех  функций опущены д л я  простоты записи.
М ет од  осуществим,  если систему ура вн ен и й (13) ,  (14) удастся  р а з д е ­

лить.  П р е дп о л а га е м ,  что ф унк ц ия  0 ( х )  известна  на [а, Ь]. Эти у р а в н е ­
ния мо жн о разд ел и ть ,  поло жив,  например,  Ьі2(дс) =  0. Тогда  д л я  0 ( х ) :

0 '  - L *12

тх

• sin 0 • cos 0 

O12 s in2 0 =  0 .

O21 cos2 0 —

(15)

Т аки м  образом,  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  ур авне ни я  д ля  функций Q ( x ) ,  и ( х ) ,  
v ( x )  таковы,  что их мо жн о численно реш а т ь  последовательно,  в н ач але  
ур авнен ие  (15) ,  з а т е м  (13) и, наконец,  (14).  Ф ормул ы вычисления н а ­
ч ал ьн ы х  условий д л я  (15) и (13) д ан ы  в [2]. О б р а т н а я  прогонка  д л я  
(14) будет  осу ществлять ся  следу ю щи м образом.  Н а ч а л ь н о е  условие  д л я  
функции v ( x )  определим в точке  х  =  Ь. Потребуем,  чтобы значения  y i ( b )
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и Уі {Ь),  оп ред еляе мы е по ф ор мула м ( 11), ( 12), удовлетворяли г ра ни ч ­
ному условию (8 ). Это будет иметь место при

v ( b )
I

д Y2 -

предположении, что

In1 (Ь, е) 

A =

sin 0 (b) +  

cos 0 (b)

т.2 (Ь ,  б)
cos 0 (6) ] и (b) (16)

-sin 0(6 )  =7̂ 0 . Te-In1Ib, е) т2(Ь, е)
перь  ф ункцию о (х )  м ож н о  найти на [а, Ь] к а к  решение  з адач и Коши 
д л я  д. у. (14) с н а ч аль ны м  условием (16) в точке х  =  Ь. Это и будет 
о б р а т н а я  прогонка.  По сле  определения функций 0 ( х ) ,  и ( х ) ,  v ( x )  иско­
мое  решение  —  функции y i ( x ) ,  у-г(х)— находится по (11),  (12).  П р о в е р ­
кой легко  уста н авли ваетс я ,  что найденные таким образом функции 
Уі ( х ) ,  У г ( х )  яв л яю т ся  искомым решением.  Исслед овани е  устойчивости 
рассмотр енн ого  алгори тма проводится обычным путем [2, 3].

Д л я  демо нс трации достоинств изложенного метода приведем числ ен­
ное решение  на Э В М  трех за д ач  [I]:

— гу" (х ) +  ( I +  х )2 у  (х) =  4 (Зх 1 +  Зх3 — 2х2 +  I ), х  е  [О, I ], 
у  (O) =  — I, z / ( l )  =  0, е =  0,0078125, Z i=  1/16, 

гу" (х)  - f  (I +  X2) у '  (х) — (х — 1 / 2 )2у  (х) =  — (еЛ' - | - х 2), 
2/(0) =  — I, г / (1) =  0, 6 =  0,03125, Ii =  1/16, 

гу"  (х) ~г (I +  X2) у '  (х) —  ( х —  1 / 2 )2у  (х) =  4 (Зх2 — Зх +  I ) (х  +  I )2, 
2/ ( 0) - 2/ '  (0) =  0, 2/(1) =  0, 8 =  0,0625, H =  1/16.

Значения функций 0  ( х ) ,  и ( х ) ,  ® (х), у  (х )  для граничных 
задач (17) — (22)

(17)
(18)
(19)

(20 ) 
(21 ) 

(22 )

№ п-п. x i 0  (ЛГ) и  (X) D(X) H W

(17), (18) 2 /1 6 1,64174 1,37888 —4,68451 1,70751

3 /1 6 1,64638 1,93038 1,07378 1,84378

4 /1 6 1,64411 1,92147 2,97650 1,69829

13/16 1,62064 1,85969 —3,91031 2,05224

14/16 1,61892 2,31192 — 2,24281 2,30937

(19), (20)
15/16 1,61732 2,86214 1,64229 2,09522

0 я /2 — I — 104,285 — I

1/16 1,76364 —0,828229 — 13,8776 1,84670

2 /1 6 2,51363 0,355856 — 1,33407 1,68864

(21), (22) 0 — я / 4 0 — 4,06801 —2,87653

1/16 —0,451854 2,15522 — 1,97181 — 2,71496

2/16 —0,266897 2,95240 — 1,90015 — 2,61156

Н а и б о л е е  интересные моменты численного решен ия этих  з а д а ч  (см. т а б ­
лицу)  получены с точностью 6 =  1/ 2 - 10~5; полностью решения схе м а­
тично и зо б р аж ен ы  на рисунке,  где к р у ж о ч к а м и  помечены численные з н а ­
чения  решений в соответствующих точк ах  сетки.

Во всех известных методиках,  пр едназ нач енн ых д л я  решения грани ч­
ных за д ач  с пограничным слоем вида  ( I ) ,  (2) ,  (3) ,  (4 ) ,  используются  
подгоночные коэффициенты, с о д е р ж а щ и е  экспоненты [I,  4, 6 , 7]. В и зл о ­
же нном методе роль подобных коэффиц иенто в  пр и н а дл е ж и т  функциям 
ni i (x ,  е) >  0 и ni2 {x, е) >  0 , которые,  хотя  и моде ли рую т профили п огра ­
ничных слоев,  но могут  быть в достаточной мере произвольными.  Ч и с ­
ленные ре зу льтат ы  решения з а д а ч  (17) — (22) получены при 2пД х ,  е) =  
г=  2п2(х, е ) =  I. Зд есь  не было необходимости вводить  моделирующие
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Графики решений задач  (17) — (22)

множители.  Сравне ние  анал огичных  результатов  [I]  с полученными гово­
ри т  о существенном пр еимущ естве  в а р и а н т а  метода  ортогональной про­
гонки. Эти ре зу льт ат ы  значительно лучше  д а ж е  при т у =  т 2 =  I, чем 
аналогич ные в [I,  ч. III, § 2].

Ита к ,  традиционный подход к решению граничных за д ач  с погранич­
ным слоем [I],  основанный на  использовании трехточечных разностных 
схем с введением подгоночных коэффициентов ,  пре длагается  зам енить  
универсальной и достаточно гибкой процедурой,  основным этапом ко то ­
рой явл яет ся  численное  решение  р я д а  з а д ач  Коши с вполне  опр еделен­
ными на ч аль ны ми зн ач ен ия ми [9]. Д л я  этих целей мож ет  быть э ф ф е к ­
тивно использован широкий арс ен ал  численных методов,  об лад аю щ и х  
высокой гибкостью, в том числе  и равном ерной  сходимостью [8, 9], в о з ­
мож но стью применения переменного ш ага  интегрирования,  а т а к ж е  в ы ­
бора  практически любого  п ор яд ка  точности метода,  реализуемого  на 
ЭВМ.
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У Д К  519:633
В. А. Б А С И К

О М О Д И Ф И К А Ц И И  МЕТОДА ПОЛНОЙ Р Е Д У К Ц И И  
Д Л Я  Р А З Н О С Т Н Ы Х  Г Р А Н И Ч Н Ы Х  ЗАДАЧ  
С П Е Р Е М Е Н Н Ы М И  КОЭФФИЦИЕ НТА МИ

1. Пусть  Vil -— векторы размерности N,  уд ов лет воряющ ие системе 
уравнений:

A tVt-I  -  B iV t +  C iVl+! =  F t, ( I )

/ = 1 ,  2 ,  . . .  , M  — I,

K o = ^ 7O, Vm = F m , (2 )

где Bi  — к в а д р а тн ы е  тре хдиагонал ьн ые  матрицы;  Ai ,  Ci — ди агона льн ые 
матрицы;  Fi  — известные векторы.  В дал ьн ейш ем  будем ориентироваться  
на свойства систем вид а  ( I ) ,  (2 ), воз ни каю щих при применении метода 
сеток к решению з а д ач и  Д и р и х л е  д л я  д и ф ференц иа льн ы х уравне ний вто ­
рого п ор яд ка  эллиптического типа  [I,  2]. Будем по лагать  M  =  2т, где  
т  — полож ительно е  целое  число.

Н и ж е  д л я  решения разностной граничной з адач и  ( I ) ,  (2) строится  
итерационный алгоритм,  в основу которого пол ож ены  идеи неявных ите­
рацио нных методов [3— 5] и метода полной редукции [2]. По  аналогии
с [4] этот  алгоритм можн о н азв ать  методом неявной полной редукции.
В построении алгоритма,  к ак  и в [5], используется  плавность  изменения 
коэффициентов  разностных граничных задач .  При выполнении этого 
пр ед пол оже ния метод неявной полной редукции имеет  высокую скорость 
сходимости,  не за в и с я щ у ю  от числа  узлов сетки, но по сравнению с а л г о ­
ритмом из [5] требует  меньшего о бъе ма  вычислений.

2 . Р е ш а я  з а д а ч у  ( I ) ,  (2) ,  исключим неизвестные Vi  в такой ж е  по­
следовательности,  что и в методе полной редукции.  При  этом в правую 
часть  уравнений включим Vi  с небольшими коэ ффициентами.  После  про­
ведения  k  этапов  исключения неизвестных из ( I )  получаем систему:

Д / _ 2*+1 Vr/ - 2й -  В}*} V j  +  Cl+2*—I V j+ 2‘ =  B f  ’ p f ] (V)  +  q)k) (К), /  =  2
t =  1, 2, . . .  , 2m~ k — I . (3)

Из ( I )  и (3) имеем p f  ’ (К) =  0, q f ] (V)  =  F jt В / 0) =  B^. Получим ре­
куррентные формулы для  вычисления p (k) (V),  ^ f > (К ) .  С  этой целью ум­
ножим (3) слева на B j :

B f  > Л/_2*_|_1 V y-_2* -  B f>  В]к) Vj  +  B f  > С/+2*-1 Vi+2* =  В)к) B f 1 р (к) (К )  +

+  B f M V ) .

Предполагая B f ' ^ B f V ,  B f ' д=:B/+V,  A j ^ E ,  Cj ^ E  и используя (3) 
при / — 2* и / +  2*, преобразуем последнее уравнение к виду:

Л /_2*+ і+ і V t- 2*+1 -  B f +1) Vj +  C/+2M-I-1 V/+2*+» =  В)к) o f»  (К )  +
+  B f +1) р(к) (V)  +  2Ip f  > (V )  +  Л ;_2 *-и + 1 V j - 2fc+i +  2.Vj +

+  Q + 26+ 1 —I V/+2*+1, (4 )

где B f + 1 > =  B jk)-B{jk) ~ 2 Е ;

Q f  > (V ) =  Д -_2*+ і (Рі- 2к (V )  -  Wli (V ) )  +  С/+2*-> (p j+ V  (V ) -  
- W $ 2* ( V ) )  + ^ 0 (V ) ;
W)k) (V )  =  [ B f 1] - 1 (Aj—2 + -1  V /- 2 *  +  Cl  ; 2 * _ lV /+ 2 *  - ^ f i (V ) ) .

Так как В)к) =  [ B f 1+ 1 ( B f +1) +  2B),  то (4 ) можно переписать:
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Л / _ 2*+1 +  1 Vh 2 Ш  -  B f + "  V j  4- Cf+ 2* + l _ I 1//+2*+! =  B f + "  p f + "  ( V )  +
+  <?f+ "  (V) ,  j  =  2k+ 4 ,  L =  I, 2, . . .  , 2'" -* -1  — I,

где

/ ) f +I) (K) =  ? f ' (K) +  [ B f ' ] - 1 Q f '  (K)1 (5)

pj*+ "  (V) =  G f +1) (V) +  2 ( V j  +  p j fc+"  (V)),  (6 )

G f '  (V) =  ^4/—2*+I V/—2* +  C/_i_2fe—I K/+2ft-

Формулы (3), (5),  ( 6 ) дают возможность построить итерационный ал­
горитм, в котором вычисление Vjs+" — s - f  1-го приближения к V / —-ре­
шению задачи ( I ) ,  ( 2 ) происходит по следующей схеме.

1). Задаем p j0) (V(s)) =  0, pj0) (Vls>) =  F j , / =  I, 2, . . .  , M -  I.
2). Последовательно при A =  O, I, . . .  , т  — 2 для  /  =  2*+1!, І =  

=  I, 2 , . . .  , 2m~*-1  — I находим:

T f 1 (V 151) =  [ S f 1] - 1 Q f '  (V (s)), (7)
p f + 1) (V(s)) =  р)*> (V(s)) +  T f 1 (V(s)), (8)

pjH-п  (y(s)) =  Gf-+1) (V(s)) +  2 (Vf> +  p f + 1» (Vlsl)). (9)

3). Задаем Vls+ 11=  B0. V f + 11 =  Fm и  последовательно при k  =  m  —  I, 
лі — 2, ... , O по формулам:

Vf+ D =  —  p f 1 (V(s)) — [ B f 1]-1  ( g f 1 (Vlsl) - G f 1 (Vls+ 11)) (10)

находим V f + 11, /  =  2*- I, i =  I, 3, ... , 2m~ fe —  I.

В ( 7 ) - ( 1 0 )  под p f 1 (V(s)), P f 1(Vlsl) j Q f 1 (Vlsl) 1 I V f 1(Vlsl) 1 Glftl(Vls)) 
понимаются векторы p f )  (V), p f 1 (V), Qjftl (V), IVjftl (V), Gjftl (V), в кото­
рых V j  заменены на Vjs). При вычислении IVjftl (V(s)), Bj ftl(Vlsl) 1 Vjs+ 11 
требуется находить X  =  [Bjftl]- 1L, где L —  некоторый вектор. Д л я  этой 
цели можно использовать алгоритмы из [2 ], согласно которым вычисление 
вектора X  сводится к решению систем линейных алгебраических урав­
нений с матрицами такой же  структуры, что и B j . Поэтому для вычис­
ления Vjs+ 11, /  =  О, I, . . . , M  требуется выполнить O ( M - N - I o g 2 M)
арифметических операций.

Отметим, что, как и в методе полной редукции, векторы pj.*+11 (V(s)), 
p f + 1) (V<s)) можно запоминать в ячейках памяти, в которые ранее заноси­
лись pj-ft) (V(s)), pjft) (V(s)). Следовательно,  д ля  запоминания этих величин 
при всех k  достаточно 2 ( М  — I)  • N  ячеек  памяти.

3. Изучим сходимость  пр едлага ем ог о  алго ритма.  Будем полагать  в ы ­
полненным условие

Il B - 1 I K  1/2,  / =  I, 2, ... , M -  I, (11)

из которого следуют неравенства:

Il [ B f 1] - 1 Il <  1/2,  И [Bjft+ 11]-1  Bj.ftl| | <  I, Il [Bjfc+ 11]-1  (Bjftl)2 Il < 2 -  (12)

Если при этом IlBj- — В/_ ,  Il <  т, /  =  2, 3, ... , M  — I, то

Il [ B f 1] - 1 — [B j i 11]-1  | | < 4fc_1 т - ( 13)

Обозначим ejs) =  V * — Vjs), А  =  max { || A j  ||, | [СД|, I}, со =  т а х { | | Е  —  
—  Л j ||, | |В — СД|}. Вычитая (10) из (3), получаем уравнение для e f + 11:

g f + D  =  [Sjfc) ] - 1 (Л/_ 2й+1 s f +У +  K 2^ 1 e f + f ) )  -  Qjftl (е1+ ), QjftlK 1) =  

=  pj ft) (e(sl) -j- [Bjftl] - 1 pjft) (e(sl). Отсюда
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max Il а)5+ 1» | | < Л - т а х  { || е<.5+Д> ||, || е|*+У || } +  max | |Qf > (е<4) ||, (14)
j j J  ̂ Ir* j

/  =  2*- г, I =  I, 3, ... , 2 m ~ k  — I .

Так как 8 ^ + 4  =  8̂ + ^  =  0, то, рассматривая (14) последовательно при 
P =  m — I, т  —  2, ... , 0, приходим к неравенству:

т—I
max Il 81s+ 1 > К <  Л "і-1 2  (max Il Q(h) (e<4) | |). (15)

о <і<м ' j 1

Оценим Il Qjfe) (e (s)) ||. Из (8) и (9) имеем:

Q i k + I )  ( g ( s ) )  =  [ B ( k + 1 ) ) - 1  B (k)  I 5 (Zi) e ( s ) 2fe+1 +  L |fe) g (s) +  e ( s )2ft+1

+  B f ) Qf )  (8(4) +  Л,_ 2*+1 Q)i>2* (8(4) +  C.+ 2ft_, QSf2Zi (8(4)}, (16)

где S f )  =  ( [ B f >]- 1  - Л ;._2*+1 [Bf>2* I - 1) ^ _ 2fc+ i +1,

Lf )  =  2 [ B f ) ] - 1 -  Л [ B f >2*]- 1  C , - i - C , , ^  [ B j f 2* ] - 1 Л/+І ,

P f )  =  ( [ B f ) ] - 1 - C /+2*_, [ S j f 2. ] - 1) C/+2fc+1_ r

Из (13) следует: || S f 1 ||<C Л ( 8 * т /4  +  со/2), || Lf> || <  Л (8* т / 2  +  2со), 
Il P f 1 1|<; Л (8Ат / 4  +  со/2). Учитывая ( 12 ), из (16) получаем: HQ*+1 (е(4)| |<^ 
<  Л (8* +  Зсо) max || ef> || J r  4A  max || Qjfe) (е(4)  ||. Поскольку Q f  > (е<4) =  0,

то
Z - 1

max И Qf> (е(4)  || ^  А! ^  4г—v—i (gv т з со) т а х  ц ef )  ц. ( [ 7 )
I V=O 1

Т а б л и ц а  I
Погрешность решения зад ачи  (20) из [5] на s -й итерации

N 4 8 16 32 64

8<‘ > 1 ,8 - I O - 5 4 , 1 -10- 4 4 ,7 -1 0 —4 5-10—4 5 , 3 - IO- 4

8<2 > 3 ,6 -1 0 - 7 2 - 10-G 7 , 5 - 10- 6 3 ,7 -1 0 - 5 I ,  I -IO- 4

Т а б л и ц а  2

Число итераций для решения задачи (21) из [5] с точностью 8 = 1 0  4

C2 /C1 1V=4 N =  8 17=16

CMCOIl:¾ A l= 6 4

2 3 3 4 4 4

8 3 4 4 5 5

32 3 3 5 5 6

128 3 3 5 5 6

512 3 3 4 5 6

Нера в е н с т в а  (15) и (17) д а ю т  возм ож но сть  получить окончательную 
оценку:

max И e f + 4  || •< Л 2("г—1 > M 3 +  M 2j  max || ef> ||,

ко тор ая  показывает ,  что в сл уча е  решения по методу сеток зад ач и 
Д и р и х л е  д л я  д и ф фере нц иа льн ы х  уравнений,  б ли зк и х  к ура внению П у а с ­
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сона, предлагаем ы й  алгоритм будет сходиться со скоростью, не за в и с я ­
щ ей от ч исла узлов  сетки.

4. Ч исленны е эксперименты  по решению разностны х граничны х з а ­
д ач  с помощью предлагаем ого  алгоритм а на Э ВМ  проводились а н а л о ­
гично численным эксперим ентам  по алгоритму  из [5]. Н екоторы е  резуль­
таты  приводятся  в табл . I и 2 .
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У Д К  539.3
Ю. В. В А С И Л Е В И Ч

КОНТАКТНАЯ З А Д А Ч А  ТЕРМОУПРУГОСТИ  
Д Л Я  ОР ТО ТР ОП НОГ О П ОЛУ ПРОСТР АН СТВ А

В работе  [I] излож ен  метод реш ения термоупругой зад ач и  д ля  орто- 
тропного полупространства , на  граничной плоскости которого зад ан о  
н еравном ерн ое  распределен ие  стационарного  температурного  поля. 
Н а с т о я щ а я  статья  посвящ ена  решению  кон тактной зад ач и  термоуп ру­
гости. В основу его полож ен о  новое представление  общ их формул д ля  
компонентов н ап ряж ен и й  и перемещ ений, полученных в [I].

П усть на ортотропное полупространство  D+( z  >  0 ) ,  о бладаю щ ее  п р я ­
м олинейной тепловой и упругой анизотропией, действует  абсолютно 
ж есткий, произвольной ф орм ы  в плане  плоский ш тамп. Трение м еж ду  
ш там пом  и полупространством  по области  к о н такта  Si отсутствует. 
П о л о ж и м , что поверхность ш там п а  имеет тем п ературу  T  =  7о(х, у ) ;  теп­
ловой  ко н так т  ш там п а  и полупространства  в Si, а т а к ж е  полупростран­
ства  и среды  (Гер =  0) в S 2 =  S  — S 1 совершенный, т. е. температурны й 
скачок  на поверхности соп ри касаю щ и хся  тел и среды  не возникает. Г р а ­
ничная плоскость п олупространства  S  перп ен ди кулярн а  к одному из 
трех  главн ы х  н ап равлени й  упругости тела , п ар а л л е л ь н ы х  осям д ек ар то ­
вы х координ ат  х, у , z,  которы е об р азу ю т  правую  тройку.

Грани чны е условия  д л я  стационарного  температурного  поля в S  
имею т вид T =  Т0{х, у)  в S b T  =  0 в S 2.

К ак  известно, в о бласти  D+ квази гар м о н и ч еск ая  функция тем п ера­
туры  T (х, у, z)  определяется  по ф орм уле

■ T  ( c l , Р) d a  dp  

jST [(х' — a)2 -f- (гД-

где y = \ i y ,  z =  Xz, р  =  V K I K  Г =  V k J k i , k j i  =  I, 2, 3 ) — коэффици­
енты теплопроводности в главн ы х  н ап р авл ен и ях  упругости тела.

З ап и ш ем  граничны е условия  д л я  контактной  задачи :

Txzi “Ь XxzZ =  0, Tyzi +  Tyz2 =  O b S ,
(2)

CTzi-TorZ2^=O в S 2, Tm I —(— ICi2 === TCio (х, у )  B Si.

З д е с ь  индекс 2 относится к ком понентам  н а п р яж е н и я  и осадке, вы зв ан ­
ным тем п ературн ы м  полем; индекс I — к ком п онентам  упругого состоя­
ния; ffii0(x, у)  —  зад ан н о е  перемещ ение.

С о х р ан яя  обозначения  р аботы  [I]  д л я  составляю щ и х  термоупругого 
состояния, приведем в ы р а ж е н и я  д л я  azz, Xxzz, x yzz, ш2:

T  (х, у, z) =  J - ) ] --------"  (1)
V У '  2я J J U r - Л- In — R12 I ,213/2 V
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<7,о. = ' (bl K  Ф і +  Із Фз) 7  з 2 (1IlAT Ф і 7  1I3 Фз),д х 2 '  31 1 Л /2

Txz2 =  '  д х  дг ( £ і А  +  І з  Ф з ) .  х уг 2 =  Sydz" ( ’Ф ^  (® і "Ь 1B  Фз)> ( 3 ) ' 

ш , =  Сі/С^Фі/дг +  С3дФ3/5г,

где 5 , (х, й . 2і) =  4 H J  7 74 Я  J J J  У ( д ; _ Т) 2 _ | _ ( г / і _ р і )2 +  (2 і _ 0 ] ) 2 
Dt

U Г Г Г  Т ( у ,  P,, e , ) d Y rfpsrfe,
3 ’ 4я  (л — V)2 +  (Уз — Рз)2 +  (¾ — ®з)2

D  ‘

Ук =  7 7  7  =  Xhz, Pft =  jI y J p k, Qk =  X z J X h, k = \ ,  3;
остальн ы е обозначения  приведены в [I ,  2 ].

С целью  удовлетворения  условиям  (2) решим упругую з а д ач у  со сл е ­
дую щ им и граничными условиями:

T * z l  =  T x z 2 , T y z l  =  T y z 2  B  5 ,  ^  ̂

Ozl  =  —  <7z2 В S 2, W i = '  Wo —  Wz  B S i.

В оспользуем ся  общими ф орм улам и , описываю щ ими упругое состоя­
ние ортотропного полупространства  [I]. В частности, выпишем вы раж е-
Н И  Я  Д Л Я  O z i i ^ x z lt  r̂ yz it

п  _  « з і і  <̂2Ф і J_  E д-Ф3 д2Ф 3 О 2Ф 0
z i j3  Qz2 д х 2 3 д у 2 ‘ 3 дх д у  ’

1 ' (5)
д2Ф3 д2 Ф 0 д2Ф3 , д 2Ф 0 к

r XZl ~  S3 д х  д г  п в d lJ  д г  . r y z I  -  1I s  d lJ  д г  I « 7  д х  д2  >

W1 =  I ^ l  авв — ( 1 +  4 7  -¾-) («441Ii +  «55 gi) +  4а, C1J О Ф Jdz +

Jr I^ Lc1 O2OJdz2 J  C3 OOJOz, (6)
A 1

где функции Ф і(х ,  (.иг/, Xiz), Ф 3(х, р 3г/, X3Z), Фо(х, р0г/, X0Z) уд овлетворяю т 
к вази гарм он и ч еск ом у  уравнению

^  ■ 1 * ф ‘ - . ’ - № -  =  0, i — О, I, 3.д х2 1 (ц,2 <Эг/2 1 J  дг2

П редстави м  функцию Фо(х, р 0г/, XoZ) в виде:
Ф 0(х, ро у, X0z)  =  Ф 0(х, рз г/, X3Z ) +  ф (х ,  у,  z ) , (7)

где ф =  Ф 0(х, р ot/, X0z ) — Ф0(х, р 3г/, X3z) .
О бозначим  £ =  XftZ. Тогда при £ =  О форм улы  (5) с учетом (4), (7) 

преобразую тся  к  виду:
«з Si д2фі I E д2фз I „ д2Ф3 I „ дгФр(х, Рз у)

X1 dt,2 1 ^3 д х 2 1 1̂ 3 д у 2 1 Пз д х  ду

- M  (X ,  у)  —  р  ( Х „  у )  B S 1,

■ M  (.X, у) в S 2,

^ 3 S r ^  +  П в д Ф ° {Хд у  Ь ~ )  =  N  { х ' у )  b S ’

л д Лі и дФ0 (х, рЗ у )  \   г / / / I p S
Яз7 Г Г 1з^ Г  7------- ^ ------ J - M * .  У) в -ф

где Al =  а г2 7  r̂3Tr3, N  — T vz2 —  п(TFlt L, — T^22 7  « т '1C, гі3 =  /I3 г?-, 1F 1
=  02\р/OyOz,  Y 2 =  O2Ip/Охдг,  1F3 =  Ohp/OxOy\ р  (х, г/) — неизвестная плот­
ность распределения нормальных усилий в области контакта S 1.

Решение граничных задач (9), (10) запишем в форме
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=3 д х  « 6  Qyд Ф °  ĉ i0 =  V g i c * . W f1 С), ( H )

где g x

=  W f. О . (12)
N  {a, f y d a d f ,  — I C f  L  (a ,  (3)rfarf|5C f  ЛГ(а, (3)rf«dp ^ - I  ГГ

J J  1 /7 л: —  п Л 2 - |_  m 2  I Г 2  ’ S 2  2 Я  J J2 я  J sJ  +  (*  _  а ) 2 +  Ii l a y  _  p )S +  ?2 ’ S -  2 я  J J  ] /  (^ _ a ) 2 + ( f i .3y _ p ) 2 + ? 2 *

П родиф ф еренц ируем  равенства  (11), (12) соответственно по х и у. 
С учетом полученных вы раж ени й  на основании (8 ) имеем граничную з а ­
д ач у  д л я  определения  Ф Д х, pi у,  X1 z):

д Ч \ ( х ,  Ціу) _ { — / і ( Л'. У) в S 1, ^
dI 2 ~  I— f 2 (x,  у)  в S 2, 

где Д (х, у)  =  X1 a - 1 g y 1 ( М (х, у)  +  р (х, у)  +  X ~ l J 1 +  Х~ 1 у J 1 J 2),

Z2 (х, у)  =  X1 a - 1 I y 1 ( М  (х, у)  +  X j 1 J 1 +  Х~‘ р - 1 J 2),

J  _  I Г Г (х — a) N  (к ,  р) dec d(3 у  _  _L Г Г (УзУ—  Р) J  («■ Р)гісссф
2 n J^ )  [ ( х _ ^ 2  +  (^ _ р ) 2 +  ?2]3 /2>  a “ 2 n J sJ [ (x _ a ) 2+ ( j l e y _ p ) *+ t 2] 3 / 2-

Решение граничной задачи (13) запишем в виде:

Ф і =  Ы * >  P iУ, £). (14)
ГПР гг —1 Г Г ?3 ( o , t ) d o d t  1_ f f  Z4 (a, Ddadt

gS 2ltJs f  / ( * - о ) *  +  ( р з у - 0 2 +  £* 2 " ¾  - ° ) 2 +  (Pi У - О * +  С* ’
г =  _ + _  Г Г Z1 (б , и) Рб dm _  J _ _  f  f  Z2 (б , CO) Рб db>
h  2л у  }/~(0_6)2 +  р -< о )2 ’ ' 4 “  2л J J  Y (а — б)2 +  р — ш)2 '

Д л я  определен ия  функций Ф 3(х, р 3р, X3Z) и Ф 0(х, р 3р, X3z)  восполь­
зуем ся  р авен ствам и  (11),  ( 12). П родиф ф еренц ируем  указан н ы е  у р а в н е ­
ния в первом случае  по а  и у  соответственно, во в т о р о м — ( 11) продиф ­
ференцируем  по у,  а (12) — по х. П оскольку  Tj3ZX6/ £з«7 =  р:Г2 и Фз, Фо 
уд о влетво р яю т  приведенным квази гарм он и ческ и м  уравнениям, то на 
основании п реобразован н ы х  вы р аж ен и й  получим граничные зад ач и  
д л я  Ф 3 и Ф 0:

У)'  =  У), (15)

где Z5 =  X3̂ - 1 ( J 1 +  P - 1W^1H6Z2), I 7 = X 3 H j 1 ( J 4 - T ) 3 P f 1 Л ) ,

J  =  J _  Г Г  ( P s P - P ) A f  (а ,  PJriarfp
3 2л У  1+ — а)2 +  (УзУ — P)2 +  £213/2 ’

у    I Г Г  (х — a) L (a,  PJdccdp
4 -  + +  Js J  [ ( д ; _ а ) 2 + ( ^ _  (3)2 +  g 2 j3 /2  *

Реш ен и е  граничны х з а д а ч  (15) имеет  вид:

Фз =  g i ( x ,  рзу,  С), Фо =  g 5 (x,  рзу,  Д ,  (16)
— I CC Ze (о. t ) dad t  , I ГГ f b (8, a.)d6d«

ГД  S i -  2 л  J sJ  j J ( x _ a )2 +  ( p 3p - Z ) 2 +  £ 2 ’ “  2 я  J sJ  ] / ( a _ 6 ) 2 +  P - + 2 ’

=  I f f  f a (a, t ) d o d t  f  =  I f f  Z-(б, +  гіб ri<o
gS ~  2п s  V {х — a)2 +  ip3// — +  +  g2 ’ ~  2л У  )Д(ст — б)2 +  (/ — ш)2 '

Ф ункцию Фо(а, pop, Хог) определим на основании второго равенства  
(16) путем зам ен ы  р 3 на р 0, X3 на  Xo. Д л я  оп ределен ия  ф (х , у)  имеем сл е ­
дую щ ее и н тегр о д и ф ф ер ен ц и ал ы ю е  уравнение: ф (х ,  y)  =  g 3(x,  pop)— 
—  gb{x , \ x 3y ) .

З н а я  ф (х ,  у ) ,  ф ункции Ф ь Ф 3 и Фо най дем  по ф орм улам  (14), (16).
Д л я  о ты ск ания  неизвестной функции р ( х ,  у)  получим интегральное 

уравнение, у д о влетво р яя  граничном у условию  д л я  осадки W1 при 2 =  0 :
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W0 — w 2 =  — 0,5 X1
К aOH ' I I

Xi Slx \
дХх) (« 4 4  Ill +  «55 Si)

+  2а2 (а66 O44 TJ1 O35 (I1)J (/3 /4) 0,5Л,3 (oG0 —- Ii3 O41 — 13 а55) /6.

Н ап ряж ен н о-деф орм и рован н ое  состояние ортотропного полупрост­
ран ства  находится  по ф орм улам  [I], описываю щим упругое состояние, 
с учетом найденны х потенциалов T (х, у, г ) ,  Ф і(х ,  рлу,  Xiz), Ф 3(х, р 3г/, X3z ) ,  
Фо(х, PO у ,  IoZ) .
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У Д К  519.21

В. П. К У Р Е Н О К

СУЩЕСТ В ОВ АНИЕ  РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧECKOEO 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е О  УР АВНЕНИЯ БЕЗ СНОСА  

П Р И  Л О К А Л Ь Н О Й  ИНТЕГРИРУЕМОСТИ К ОЭФФИЦИЕНТА а 2

Рассм отри м  стохастическое д и ф ф еренц иальное  уравнение

CiXt =  a( t ,  X t ) d W t, О ( I )

с начальн ы м  значением  х е / ?  и измеримой функцией a: R + X R - + R ,  
где процесс W  =  ( Wt )  t o является  винеровским. П усть  (Q, F, Р;  F ) — 
стохастический  базис, где F =  ( F ; ) ; > o — возрастаю щ и й  поток ст-алгебр, 
удовлетворяю щ ий естественным условиям  [I, гл. I, § I]. П од  (X,  F) бу­
д е м  понимать случайны й процесс X  =  ( X t ) t > о, согласованны й с пото­
ком F, а под (W,  F ) — винеровский процесс W  =  ( W t)t » о, который с о гл а ­
сован с F и д л я  которого при лю бы х t, т ^ О  п ри ращ ени я  W tJrx- W t не 

з а в и с я т  от F t.
Оп р е д е ле н и е  I  [2, гл. 4, § I]. Реш ением  у равнени я  ( I )  на  стохасти­

ческом базисе  (Q, F, Р;  F ) н азы вается  п а р а  процессов (X; W)  таких, что
1) процесс X  =  ( X t ) t>o является  F -согласованны м;
2) процесс W — ( W t )t-. 0 является  (W,  F ) -винеровским;
3) д л я  каж до го  0 почти наверное (п. н.) имеет место соотношение

t
X t =  X +  j  a (s, X s) d W s. 

о
В данной работе  мы д о к азы в аем  теорему сущ ествования  решения 

уравн ен и я  ( I ) ,  которая  об общ ает  результаты  Е р ш о ва  [3] и В атан аб э  [4], 
где  д ля  сущ ествования  реш ения п ред п олагается  либо липш ицевость 
функц ии  а~2, ее ограниченность и невы рож денность, либо ее непреры в­
ность [4] по совокупности переменных.

Все встречаю щ иеся  д ал ее  соотношения м е ж д у  случайны м и величи­
н а м и  будем считать, если не оговорено противное, выполненными почти 
наверное.

Определение  2. П од  случайной зам еной  времени (зам еной  времени) 
на  стохастическом базисе  (Q, F, Р\  F) будем понимать такой  процесс 
ф =  (фі)<>0, что

1) Фо =  0;
2 ) (ft является  непрерывной функцией;
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3) Iim (pt =  оо;

4) процесс ф является  F -согласованным.
Д л я  н ахож ден и я  решения уравнения  ( I )  применим метод зам ены  

времени. И звестно  [2, гл. 4, § 4] что, если на стохастическом базисе 
(Й, F , Р;  F) с винеровским процессом ( W , F) сущ ествует решение у р а в ­
нения

явл яю щ ееся  заменой времени, то уравнени е  ( I)  тогда  тож е имеет р е ­
шение.

П риведем  без д о ка за тел ь с тв а  один резу л ьтат  о слабой  сходимости 
мер, соответствую щ их случайным процессам, который будем использо­
в ать  при до к азател ьстве  теоремы.

Лемма [2, Гл. I, Т. 4.2]. Пусть на вероятностном пространстве (Й: 
F,  Р)  задана последовательность d -мерных процессов о. п = \ ,  2
... , I, удовлетворяющих следующим двум условиям:

1) для любого T  >  О Iim sup P  (max | Y n | >  C) =  O;
C f ^  п t c T

2) для любых Т ,  е >  O и t 1 ,  t . 2 ^ [ 0 ,  Г] Iim s u p P (  max | Y nt  —F" | >
Ii f о n I й —і г I < л  1 3

>  е) =  O (для векторов г, у  E= R d (z, у)  обозначает их скалярное произве­
дение, a | z |  =  lF(z, z ) — длину вектора г).

Т огда последовательность (F n ) явл яется  слабо  компактной, т. е. из 
лю бой  подпоследовательности мер, соответствующ их процессам (F n ), 
м ож н о  в ы б рать  сходящ ую ся подпоследовательность.

Теорема. Если выполнены условия:
1) функция a~2 (t, х )  является  непрерывной по t при лю бом х, (t, х ) е  

ge R+ X R;
2) существую т функции g  ̂  IJoc- и z  с / ( {х : z ( x )  > 0 } )  > 0 ,  где I — 

м ер а  Л еб ега ,  такие, что z ( x )  ^ a ~ 2 (t, x )?gZg(x ) ,  ( t , х) ^ R + X R .  то у р а в ­
нение ( I )  имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По сделанному выше замечанию нам достаточно 
доказать, что существует замена времени ф =  ( y t)t>o, удовлетворяющая 
уравнению (2 ) для некоторого винеровского процесса W .

Пусть W 0 — (IF0) ^ 0 — впнеровский процесс на стохастическом базисе 
(й°, F 0, P 0, F0), где F 0t =  ст (IF0, 0 < s < ^ ) ,  t ^ - 0  — пополненные а - а л ­
гебры. Очевидно, что процесс W 0 является ( W0, Р°)-винеровским. Д л я  п — 
— I, 2 ... определим далее процессы:

И з условия 2) теоремы следует, что определение (3) корректно и процес­
сы (cp°)t>o, п =  I, 2, ... являются Р°-согласованными. Проверим далее, что 
последовательность трехмерных процессов

является слабо компактной. С учетом условия 2) теоремы имеем для лю ­
бых Т,  С >  0:

Cpi =  j а ~ 2 (ф5, W s -F х) ds, t >  О, ( 2)
О

( 3 )

О

Ф” ; \ а~ 2 (фп, W°  +  x)ds -  W 0), п =  I, 2  t > 0  (4)
о
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Аналогично д ля  Г , А, е > 0  и  Z1, Z2 е  [О, Т\  получаем:

max | /  (ф" —  ф” )2 +   ̂[  а~ 2 (cp", W^-\- х)  d s j2+ ( U ^ — )2>  ej  <
I I 2 | \  ^

<  P ( max [2 ( f g  (W°  +  х) d s Y  +  (W°  — W? )21 >  в). (6 )
vM i- M  < * L V1 '  J '

И з неравенств (5) и (6 ) следует непосредственно, что последовательность 
процессов (4) удовлетворяет условиям леммы, т. е. существует подпоследова­
тельность {яД, /г =  I, 2 , ... и предельный процесс (ф,'; г|з̂ '; W't ), к кото-

<
рому слабо сходятся при /г ^ -о о  процессы up"*; | а ~ 2(флй, W°- - x ) ds \  1И;°].

V < S /

Д л я  простоты будем полагать, что подпоследовательность {яД, /е =  I, 2, ... 
совпадает с последовательностью {I, 2 , ...}.

t
Так как функционал ( а ~ 2 (-, y ( s ) ) d s  является непрерывным на

о
С[о, г] (R)  для  любого T  >  0 , то совместное распределение процессов ф '  и
t
[  я ~ 2 (ф5\  W s ~г х)  ds совпадает с пределом совместного распределения про- 
о
цессов

/ ‘ * \
( J  а~~2 (ф", W 0s 4  x )ds;  j  а~ 2 (ф", W's° - f  х)  ds).
О O 7

t

Отсюда следует, что для любого Т > 0 ф / =  [  а~ 2 (ф5\  W s 4- х) ds, Ze=[0,
о

Т],  т. е. последовательность процессов (4) слабо сходится к процессу

(ф,'; | а ~ 2 (ф5',  W s +  х) ds, Wj j ,  Z > 0. Кроме того, W  = ( W t )t>0 является 
' о  '
винеровским процессом.

Покажем, что процесс (ф ',  W t )t>0 удовлетворяет уравнению (2). Д л я  
Z =  0 имеем ф" =  0, я  =  I, 2, ... и, следовательно, ф ' =  0. Пусть Z >  0.

Тогда существует номер п 0, что для всех я  я п выполнено Z >  0.

Д л я  таких я  получаем, что

Ф" —  j  я -2  (ф " ,  +  х)  Hs =  ф" —  [ а - 2 ( ф " , W7s0 +  х )  ds +
о о

t
+  j  a - 2 ( y “,W°s J- x ) d s

t—~п
стремится к нулю по вероятности при я-»- оо, т. е.

Ф/ =  j' й~2 (ф'- Ws +  x)ds (7 )
о

с вероятностью единица.



Правая часть равенства (7) является непрерывной, поэтому процесс 
(ф/) является такж е непрерывным при / >  0 .

Д л я  любого фиксированного Т >  0 процессы (ф", W°)  (t ^ T )  являют­
ся измеримыми относительно а-алгебры F t, а приращения процесса (Ц7°) 
после момента времени T  не зависят от Fr-  Следовательно, процессы (ф?, 
W ? ) ( t < T )  не зависят от приращений процесса (№s°) после момента Т.  
В силу того, что процессы (ф?, W 0t ) п =  I, 2, ... сходятся при п ^ - о о  
слабо к процессу (ф*, W i ), последнее имеет место и для предельного про­
цесса, т. е. процесс (фг, W t ) ( t - ^ . T )  не зависит от приращений процесса 
( W s) после момента времени Т.  Таким образом, процесс W '  является ви­
неровским относительно пополненного потока ст-алгебр Ft ~  о  (ф3\  W s ;.

s ^  t),  / 0, а процесс ф ' согласован с этим потоком. Кроме того, 
решение (ф ',  F ' )  удовлетворяет и условию 3) определения 2, так  как  
(см. [5, теорема 3])

t t
Iim I я ~ 2 ( ф 3\  W'Si +  х) d s  Iim [  2 ( W's +  х)  d s  =  о о . 
т-*-» о °° о

Таким образом, процесс ф ' =  (ф/ф»о является заменой времени.
Теорема доказана.
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У Д К  519.1
М. М. К О В А Л Е В ,  Н Г У Е Н  Н Г И А

П О Р Я Д К О В О - В Ы П У К Л Ы Е  Р А З Л О Ж Е Н И Я  ФУНКЦИЙ  
НА Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н О Й  РЕШЕТКЕ

В последнее врем я  в теории дискретной оптимизации интенсивно р а з ­
р а б а т ы в а ю т с я  аналоги  выпуклости, которы е с л у ж а т  удобным ин стру­
ментом д л я  построения алгоритмов реш ения зад ач  дискретной оптими­
заци и  и ан а л и за  их эф ф ективности  (библи ограф ию  см. в [ I ] ) .  В [2] вве­
дено понятие порядково-вы пуклой  функции на частично упорядоченном 
м нож естве , удовлетворяю щ ем  условию  Ж о р д а н а  —  Д едекинда , исследо­
ваны  общ ие свойства таки х  функций. Н а с т о я щ а я  зам етк а ,  являясь  про­
д о лж ен и ем  у к азан н о й  работы , со дер ж и т  и злож ение  свойства п орядково­
вы п уклы х  ф ункций на целочисленной реш етке  Z n.

Н ап ом н и м , что функция f: Z n - ^ R  н а зы в ается  порядково-выпуклой, 
если

f  ( х  +  e t ) >  [f (х) +  f  ( х  +  et +  ej)] Vi, /== I, ... , гг, Y x < = Z n,

где  ві —  і-й единичный вектор.
П риведем  прим еры  п орядково-вы пуклы х функций на Z n :
1) р ( х )  =  — (ль +  . . .  +  * „ )2 на Z n \

2 ) q (х) =  -  —   на Z nr .

I= I
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Утверждение.  П усть f±: R ^ - R — неубы ваю щ ая  вы п у к л ая  ф у н кц и я ' 
/2: Z n - ^ - R  — порядково-вы пуклая  функция. Тогда ф ункция /: Z n - ^ - R y 
о п ределен н ая  прави лом  / ( х )  =  / 1(/2(-¾)), порядково-вы пуклая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу порядковой выпуклости функции /2 
справедли во  неравенство

/2 (х  +  е«) >  4 "  [/ M  -г  /  (-¾ +  Si +  е})\ ,  Vi ,  j е  V , Vx е  Zn1

откуда  из вы пуклости и монотонности функции / 1 получаем:

/і(/2 (х + ег))> / і(4 -  M*) + Ы *  + «I + ^) J>

> \  f  1 ( / 2  W )  +  / 1  ( / 2  ( *  +  e i +  ^ ) )

что означает порядково-выпуклость функции /  (х ) .
И з утверждения вытекает, что если / х : R  —>- R  неубывающая выпук-

П
лая функция, то /  (х) = / х I ^ - V  — порядково-выпуклая функция. Напри-

i=i '
мер, функция / ( х )  =  — exp (— X1 —  . . . — Xn) порядково-выпуклая на Z+.

П р а в ы м  и левым гради ентам и  функции / будем н азы в ать  следую щие 
числа:

Д + / ( х ) =  шах {/ (х +  £j) — /  (х)};
1 < 1 < Я

Д ~ /  (х) =  шах { / (х )  — / ( х  — е; )}.
I <:£<«

Теорема I [2]. П усть /  — порядково-вы пуклая  ф ункция на  Z” . Тогда  
сп раведли вы  следую щ ие утверж ден ия:

( i )
д л я  каж до й  тройки х, у,  z e Z "  такой, что х ^  у  2. (Здесь  /t(x, у) — 
ф ункц ия расстояни я  на Z n ).

2°. На конечной подрешетке Za=  {х е е  Z+: х  &} /  (х) является субмоду- 
лярной.

3°. П равы й  (левый) гради ент  является  антитонной (изотопной) ф у н к­
цией  на Z n.

4°. Д л я  к а ж д о й  пары  элементов х, y e Z n таких, что х ^ у ,  сп равед ­
л и вы  неравенства:

— h{x ,  y ) A - f ( y ) ^  f ( y )  —  / ( * ) <  h( x ,  y ) A +f ( x ) .

О тметим, что неравенство  ( I )  м ож но принять за  определение п о р яд ­
ково-вы пуклой функции.

Функцию g : Z n R  назовем  сильно порядково-вы пуклой с ко эф ф и ­
циентом а  >  0 , если

g  (х +  ег)  —  [g (х) -т g ( x  +  et --J- ех-)] >  а , Vt', /  е  N,  Vx е  Z n.

Очевидно, что ф ункция р ( х )  из п ри м ера  I яв л яется  сильно п о р яд ­
ково-вы пуклой с коэфф ициентом  а  =  I.

Теорема 2. Е сли /: R n - ^ - R  — ограниченная  ф ункц ия  (существует т а ­
к а я  константа L,  что | / ( x ) | ^ L  д л я  лю бого х е / ? “ ) ,  то ее суж ение 
на Z n м ож ет  быть представлено  в виде разности  двух  порядково-вы пук­
л ы х  функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  g ' ( x ) — сильно порядково-вы пуклая  
функц ия  с коэфф ициентом  а. П о к а ж е м ,  что требуем ы м  представлением  
я в л яется  следующее:

/  (х) =  / х (х) — / 2 (х), где Z1 (X )  =  + 4 "  g  W -  /2 W  =  —  - Ц г -  +  - ^ x
X  g  (х). Действительно, имеем:
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А (* +  et) —  - 2-  [А {х) +  А (х j T e i -T е})] ~ ^ g ( x  +  «/) —

]_ /  (*) _j_ _А
+ - ^ г ( ^  +  е£ +  е

L /  (* +  ei -г «у)
2 2

of (g  (*  +  ег) —  ~ 2  [§■ M  +  g (X +  ег +  еД] j  -j- j / (х  -J- et ) 

( X)  +  f  ( х  +  et +  +  ±  ( - L  -  L)  =  О,

т. е. f i ( x ) — порядково-вы пуклая  функция. А налогично д о казы в ается  по­
р я д к о в а я  вы пуклость функции /г(х) .

Следствие I.  Если функция /  (х) может быть представлена в виде
9 L

f  (х)  =  h  ( х ) g  ( х ) , где h (х) — ограниченная константой L  функция
и g ( x ) — сильно порядково-вы пуклая  ф ункция с коэффициентом а , то 
f ( x ) —  порядково-вы пуклая  функция.

Следствие I указывает еще один способ построения порядково-выпук-

ково-выпуклая. Интересно отметить, что, если функция /  (х) является по­
рядково-выпуклой на Zjr, она представима в виде суммы ограниченной и 
порядково-выпуклой функций: f  (х) =  А (х)  -J- А (х ), где А (х) =  — q (х),  
А Iх ) =  f  (х) jT q (х) (q ( х ) — функция, определенная в примере 2).

Следствие 2.  Д л я  любой функции /, определенной на конечном мно­
жестве Zk, существует такая  порядково-выпуклая функция g ( x ), что / ( х ) =

=  А (■х ) +  А (*), где А (х) =  Ц г -  +  8  (х)  и А (х)  =  Др* g  (х),  первая
из которых порядково-выпуклая, а вторая — порядково-вогнутая.

Теорема 3. П усть /: R n ^ - R — функция, уд о влетво р яю щ ая  условию 
Л и п ш и ц а  т. е.

Т огда  ее суж ение на Z n м о ж ет  быть представлено  в виде разности двух  
порядково-вы пуклы х функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть g ' ( x ) — н екоторая  сильно п орядково­
в ы п у к л ая  ф ункция с коэффициентом  а. Н етрудно  убедиться, что таким  
представлением  яв л яется  f ( x )  =  A M — A (-vA где

Р а зл о ж е н и е  f ( x )  =  A M +  h ( x ) будем н азы в ать  регулярным, если 
д л я  функции g '(x)  вы полняю тся  условия  g’(x -J -e i)  — g '(x) =  const и 
g ( x  — ei) —  g ( x )  =  const  д л я  любого i e  N.

Н етрудно  видеть, что, если в качестве  функции g ( x )  в д о к а за т ел ь с т ­
в а х  теорем 2 и 3 возьм ем  функцию  р ( х ) ,  получим регулярны е р а з л о ж е ­
ния функции f ( x ) .

П ерейдем  к ф орм ули ровке  условий локальн ого  максим ум а (сравни

Теорема 4. П усть /  (х) =  А (-*0 +  А (х ) — разложение целевой функции 
задачи m a x { / (x ) :  ) :6 ¾ .  Тогда для  того чтобы х° являлся порядковым 
м аксим ум ом , достаточно, а в случае  регулярн ости  р азл о ж ен и я  и необхо­
димо, выполнение неравенств:

лых функций. Например, функция

f ( x )  —  f ( y ) ^ L \ \ x  — y\\, у  x , y < ^ R > \

A W  =  Ц г +  - ^ г ё ( х )  и A (X)  =  -  +  - ^ g ( x ) .

•с [2 1).

д +  А (х° ) — д -  А M  +  ei) <  о. 
Д -  A (-v°) — A +  A ( X0 - S i X O

д л я  лю бого і 'е А .  
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АВТОМ АТИЧЕ СК ИЙ К ОНТ РОЛЬ ТЕКСТОВ  
Е С ТЕ СТ ВЕ ННЫ Х Я З Ы К О В .  II

В первой части работы  [I] в виде условия (*) дан о  ф орм альн ое  опре­
делен ие  основных типов текстовых ошибок, возникаю щ их в линии ЕЯ 
ком м уникации. В качестве  начальны х  условий реш аем ой зад ач и  А К Д  
н ам и  рассм атр и ваю тся  следующие:

за д ан  эталонны й словарь  D;
в каж до м  слове F e T 0 возм ож н а  только одна, независимо от типа, 

ош ибка;
абсолю тно одна и та  ж е  ош ибка  д л я  равны х слов из T0 во зм о ж н а  

только  один раз.
Д л я  Y i ^ T 1 , / =  I, п  обозначим: Х (‘> =  { Х %’}, £ =  I, гг — множество 

всех значим ы х слов я зы к а  L,  попарно с У, удовлетворяю щ их  усло­
вию (*), в к л ю чая  и Y1, если Yi — значим ое  слово.

О бозначим: Х(У,-)— частота  Yi в Ti.
П усть Yi, Yj  е Г | ,  Число г =  | І — / | — I назовем  р а с с т о я н и е м  

м е ж д у  Yi и Yj  в Ti,  обозначим г (Yi ,  Yj) .
О бщий алгоритм  обн аруж ен и я  и исправления ош ибок д л я  каж дого  

с л о ва  У е Г 4 м ож ет  быть описан следую щ им образом.
Ш а г  I. Н ачало .
Ш а г  2. Если У; е  D,  то перейти к следую щ ем у шагу, иначе — к 

ш а г у  5.
Ш а г  3. Если I | =  I, то перейти к следую щ ем у шагу, иначе — к 

ш агу  12.
LLI а г 4. Считать  Yj «прави льн ы м » словом и перейти к ш агу  13.
Ш а г  5. Если X( F1-) =  I, то считать  У,- ошибочным словом и перейти 

к  следую щ ем у шагу, иначе — к ш агу  10.
Ш  а г 6. Если I XW I =  0, то перейти к следую щ ем у ш агу , иначе — к 

ш аг у  8 .
Ш а г  7. Считать  Уг- словом с «грубой» ош ибкой и перейти к ш агу  13.
Ш а г  8. Если | Х О | = 1, то перейти к следую щ ем у ш агу , иначе — 

к  ш агу  11.
Ш а г  9. Положить F i =  X i0 и перейти к  шагу 13.
Ш а г  10. Считать Уг- «новым и правильны м » словом и перейти к 

ш агу  13.
Ш а г  11. Выбрать из Х (‘> такое которое удовлетворяет S 1 и S 2 

и положить Yt  — Х | \  Перейти к  шагу 13.
Ш а г  12. Если в T 1 не существует  У,- такое, что г (У г-, У,) ^  4 и Yj 

бы ло обработано  к а к  ош ибочное слово, то перейти к ш агу  11, иначе — 
к  ш агу  4.

Ш а г  13. Конец.
З а м е ч а н и е .  П ри р еал и зац и и  алгоритм а переход к ш агу  12 осу­

щ ествляется  после того, к ак  об р аб о тан ы  по остальны м  условиям  все 
слова  L j G l 1 такие, что г(У,-, У , 1 < 4 .  О казалось ,  что если ошибки со­
ставляю т  примерно 0,55 % общ его  числа слов, то около 40 % из них — 
ошибки, приводящ ие к значим ы м  словам . У читы вая  это и то, что ошибки
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р асп р ед ел яю тся  более или менее равном ерно в Ti,  сделано  допущ ение, 
что расстояни е  м еж д у  ошибочными словам и не м о ж е т  быть меньше 4, 
и поэтому на ш аге  12 при определенны х условиях  предпочтение отдается  
зн ачи м ом у  слову из Ti,  которое признается  «правильны м ». В этом еще 
р а з  п роявляется  отличие общего ц и кла  ф орм ирования  теории в области 
искусственного и н теллекта  от классического  [2]. В «быстром» р еж и м е  р а ­
боты системы А К Д , когда  используется  только  морф ологический уро­
вень я зы к а ,  ш аг  11 не явл яется  автоматической  процедурой, а р е а л и ­
зуется  в диалоге . С лучай  Yi ФР>, K(Yi )  =  I и |Х№] =  0 идентифицируется  
системой к а к  случай «отказа» .

Основным недостатком  указан н ого  ва р и а н т а  системы, р е а л и зо в а н ­
ного д л я  английского и русского язы ков , к а к  и сущ ествую щ их систем 
подобного типа (см., например, [3]), явл яется  многозначность решения 
за д ач и  А К Д  и невозм ож ность  автоматически  идентиф ици ровать  случай 
У =  I ( X ) ,  где Y ф  X  и есть значим ое  слово я зы к а  L  [4].

П р едп о л агаю тся  д в а  метода р еал и зац и и  процедуры  автоматического 
устан овлен и я  соответствия X ^  = X W  синтаксису S 1 и сем антике S 2 
я зы к а  L.

Процедуральный метод. В этом случае  последовательно  использу­
ются д в а  критерия: п р и н адл еж н о сть  X ^  e l ®  с л о в а р н о м у  о б о ­
р о т у  я з ы к а  L  (м нож ество  словарн ы х  оборотов за д а е т с я  к а к  подмно­
ж ество  в D ) и п р и н адл еж н о сть  Х \ )  определенном у типу с е г м е н ­
т а  [5], у стан ав л и в аем о м у  на этап е  автоматического  а н а л и за  Ti. С ам а  
п р оц едура  а н ал и за  строится  на основании сем антико-грам м ати ческой  
ин ф орм аци и , зал о ж ен н о й  в сл о вар е  системы А К Д  и прави л  вы вода  (ПВ) 
типа  «если...,  то...», д л я  описания которы х использую тся специальны е KC- 
и Н С -гр ам м ати к и  (подобный м еханизм  используется  в больш инстве су­
щ ествую щ их  экспертны х систем). Т аки м  образом , имеет место следую ­
щ ий общий П -алгоритм :

Ш а г  I. Н ачало .
Ш а г  2. Выяснить, существует ли в T 1 словарный оборот, содержа­

щий . Если да, то перейти к  следующему шагу, иначе — к  шагу 4.
Ш а г  3. Если X ^  =  Y i, то считать Y i «правильным» словом, если 

н е т —-ошибочным и положить Yi  =  X W .  Перейти к  шагу 5.
Ш  а г 4. Вы полнить процедуру а н а л и за  Ti, используя последователь­

но подстан овку  слов из м н ож ества  XW вместо Yi. В случае успешного 
зав ер ш ен и я  процедуры  перейти к  ш агу  3, иначе —  к следую щ ем у шагу.

Ш  а г 5. Конец.
П -алгори тм  р еал и зо в ан  д л я  английского я зы к а  с помощью стратегии 

восходящ его  ан ал и за .  О бъем  м асси ва  ПВ •— около 4 тыс. т а к  н а зы в а е ­
мы х однозначны х правил. П ри  этом первый из у казан н ы х  критериев 
о к азы в ается  достаточно сильным «ф ильтром», поскольку  покрывае- 
мость T i словарны м и оборотам и  составляет  до 2 2 % .  П р о б лем а  снятия 
многозначности остается  в ряде  случаев , требую щ их полного сем ан ти ­
ческого ан ал и за .  К ром е  того, алгоритм , основанный на ПВ, очевидно, 
р а б о т а е т  только  с текстом, которы й «следует» этим правилам .

Декларативный метод.  И н ф орм ац и он н ую  основу этого метода  состав­
л я е т  словарь  D,  в котором д л я  к а ж д о го  X ; е  D  у к а за н о  конечное м но­
ж еств о  его сем ан ти ко-грам м ати чески х  категорий (кодов) в соответствии 
с м н ож ествам и  S 1 и S 2 я з ы к а  L.  К ром е  того, по резу л ьтатам  и сследова­
ний достаточно больш ого  по объем у  корпуса текстов известна частота  
К (Zef ) ка ж д о го  кода  &,• е / ( и  ч асто та  встречаем ости  K(k\ ,  kj )  любой пары  
кодов из К,  где К  —  конечное м нож ество  попарно различны х кодов слов 
в я зы ке  L.  Н аконец , на м н о ж ествах  D  и К  з а д а н а  4-значная  функция ве ­
роятности P (Xi,  k j ) ,  п р и н и м а ю щ а я  значения, которы е тож е известны, из 
м нож ества  {0 ; 0 ,0 1 ; 0 , 1; 1} и о п и сы ваю щ ая  вероятность события «сло­
во X i имеет в язы ке  L  код  kj».

50



Используя словарь D,  поставим в соответствие для  X м  множество ко­
дов =  {kp'*}, р =  I, Pt- В то время как первый метод основан на вы­
воде сем ан ти ко-грам м ати чески х  свойств текста, настоящ ий использует 
вероятностный подход  к анали зу  ЕЯ и исходит из следую щего у т в е р ж ­
дения.

Утверждение I. О днородн ая  цепь М ар к о в а  с конечным числом со­
стояний я в л яется  м атем атической  моделью грам м атики , п орож даю щ ей  
ограниченны й ЕЯ-

Прежде всего решается задача выбора наиболее "вероятного кода для 
Y j  из множества K (i), а затем Yi  заменяется на то слово из Х (і), которо­
му принадлежит выбранный код. Критерием выбора кода является 
m ax {Pr (k(p ])}, P =  I, qt, где P r (PilI i) — относительная вероятность кода k\p),

Pa (4 ° )
рассчитываемая по формуле: P r (I iP)  =  —  ------- , где P a (IziP ) — абсолют-

2  Pfl (*/°)
Z= I

ная вероятность кода IziP ,  которая вычисляется из соотношения P a ( J i P) =  
=  P - Y - P 0 - P u P 0— 4-зн ачн ая  ф ункция вероятности д л я  данного  кода  
и соответствующ его ем у слова из X i-P-, P - и P 1 — соответственно «пред­
ш ествую щ ая»  и «последую щ ая»  вероятности, оп ределяем ы е к а к  реку р ­
сивные функции, учитываю щ ие предш ествую щ ий и последующ ий д ля  Y1 
контекст.

Утверждение 2. Контекст для вычисления абсолютной вероятности ко­
да Yi  определяется в T 1 такой цепочкой Y m Y m-щ . . . Y i- X Y iY iJrl . . . Y n~ i Y n,
для которой I K im) I =  I K in) I=  I и I /Л'* | >  I для  j =  т  — I, п  — I.

Последовательность кодов, взятых по одному из множеств K im\  
д ч т + і ) ( ) K w , назовем к о д о в о й  цепочкой д ля  IiiP .  Если она содер­
жит k (P ,  то назовем ее с о б с т в е н н о й  цепочкой для  данного кода. Be-

X(ki,  k , , , )  —  —
личину ft =  — =  =P , где k i , k u|_I — элементы кодовой цепочки, назо-

X (kt ) ■ I  (ki+ l )

вем функцией относительной вероятности кода k i .
Обозначим: т 1 — общее количество кодовых цепочек для  IziP  \ H1 —-ко­

личество  его собственных цепочек; I1 —  д ли н а  кодовой цепочки; P sn 
и P sn — соответственно 4 -значная  ф ункция и ф ункция  относительной ве­
роятности  г)-го элем ен та  3-й цепочки.

Утверждение 3.
п, / ,-I
2  f S1 П  FsnPsn 

р  Ш 0 ) = ___ s- ‘______ ПШ:___________г г \кр > ,щ U—I
2  f Si п  Psn Psn
S= I Ti =  2

Т аки м  образом , имеет место следую щ ий общий Д -алгори тм .
Ш а г  I. Н ачало .
Ш  а г 2. К а ж д о м у  значим ом у слову Уг- е  P 1 поставить в соответствие 

подм нож ество  K w  *= К  (в и ртуальн ая  модель Ti на уровне слов [5]).
Ш а г  3. Слову Yi ,  обрабатываемому общим алгоритмом А К Д , в слу­

чае перехода к  шагу 11 поставить в соответствие подмножества К[1\
к ч \  , K iiY

Ш а г  4. Вычислить относительную вероятность каждого кода из под­
множеств К [ ' \  К%\  K iriY

Ш а г  5. Если Yi  значимое слово, то перейти к шагу 7.
Ш а г  6 . Считать Y 1 ошибочным словом и положить Y ; =  Xp  <ЕЕ X {i)

такому, д л я  которого относительная вероятность  код а  о к а за л а с ь  н аи ­
большей. П ерейти к ш агу  8.



Ш  а г 7. Если относительная вероятность кода, соответствую щ его У;, 
о к а з а л а с ь  наибольш ей, то считать Yi «прави льн ы м » словом и перейти 
к следую щ ем у шагу, иначе — к ш агу  6.

Ш  а г 8 . Конец.
З а м е ч а н и е .  Основным достоинством Д -а л г о р и тм а  явл яется  его 

сравн и тельн ая  простота и вы сокая  эфф ективность, а т а к ж е  возм ож н ость  
о б н ар у ж и в ать  и и сп равлять  «грубые» ошибки в T i.
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У Д К  519.1

В. Э. З В Е Р О В И Ч ,  И. Э. З В Е Р О В И Ч  

О С В Я З Ы В А Ю Щ Е М  ЧИ СЛЕ  ЕРАФОВ

Р а с см атр и в аю тся  конечные неориентированны е граф ы  без петель и 
кр атн ы х  ребер. Н ео п р ед еляем ы е  понятия имею тся в [I]. С вязы ваю щ им  
числом [2] г р а ф а  G с м нож еством  верш ин V G  н а зы вается  величина 
b i n d (G )= = H iin I/ V ( J ) \ / \ Х \  по всем X ceF =  { X / 0 ^ X s = V G ,  N ( X ) = ^ V G ) ,  
где N ( X )  =  (J N  (х) ,  a N  (х)  — м нож ество  верш ин, см еж ны х с х. 

хех
В [3] поставлен а  за д а ч а  х ар ак тер и зац и и  граф ов , д л я  которых

bind (G) =  m in IN  (X )  | / 1 X |, ( I )
Xe/

где I  — семейство всех н езави си м ы х множ еств  гр а ф а  G. В работе  р а с ­
см атр и вается  случай b ind  (G) >  I, поскольку при b i n d ( G ) ^  I р езультат  
известен.

Ч ерез  п,  б, а  о б о зн ачаю тся  соответственно порядок, м ин им альная  
степень вершин и число независим ости  г р а ф а  G, а через < J >  — под­
гр аф  г р а ф а  G, ин дуц ированны й м нож еством  X  s  VG.

Утверждение I.  Е сли  b in d (G )  =  | iV ( J )  | / | J |  >  I и граф  < J >  имеет 
изоли рован ную  вершину, то J U Z V ( J )  =  VG.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д опустим  противное: Z - = V  G \  (X [) N  (X)  ) ф 0 .  
О бразуем  м нож ество  Y =  X ( j  Z.  Очевидно, что м еж д у  X w Z  нет ребер, 
поэтому N  ( Y)  =  N ( X ) U  N  ( Z ) ^  N ( X )  (J Z.  Тогда

\ N ( X ) \ / \ X \ = b m d ( G ) ^ \ N { Y ) \ / \ Y \ ^ ( \ N ( X ) \  +  \ Z \ ) l { \ X \  +  \ Z \ ) .  (2 )

Зам ети м , что если < J >  не содерж и т  изолированной вершины, то 
N ( Y ) ,  возм ож н о, со в п ад ает  с VG,  т. е. Y <£ F,  и неравенством  b i n d (G)  ^  
^  I /V ( У) | / |  У I п о льзоваться  нельзя.

И з (2) следует, что | / V ( J ) |  | Z | ^ | J |  | Z | ,  а поскольку 1 Ф 0 ,  то 
IN  ( J )  I ^  IJ I — противоречие с условием.

Утверждение 2. Е сли  b i n d (G ) Г> I , то равенство  ( I )  равносильно 
условию  b i n d (G)  =  п / а  — I.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  U  — н аи больш ее  независимое м нож ест­
во г р а ф а  G. Если b i n d (G)  =  п / а  — I , то b i n d ( G)  =  | N ( U )  | / |  U\ ,  т. е. 
справедли во  ( I ) .  П усть  вы полняется  ( I ) ,  т. е. существует  J e / ,  д ля  ко ­
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торого IiV(X) I/ 1X I = b i n d  ( G ) . По 
утверж ден ию  I X( X)  U X  =  VG,  
тогда  IN  (X) I =  I V G I — | Х | .  Та к  
к а к  IX I SC а,  то \ N ( X )  | / | Х |  =
=  о VGi  -  m ) / m  =  I VGi /
\ Х \  — \ ^ п / а — I. С ледовательно, 
b i n d ( G ) ^ n f a — I. О стается  з а м е ­
тить, что b i n d ( G)  <  IN ( U )  | / |  U\ =
=  п / а — I. У тверж дение  доказано .

У тверж дение  2 позволяет  вы ­
делить некоторые классы  графов, 
д л я  которы х b i n d (G)  достигается  
только  на зависи м ы х множ ествах .

Пр е д л о же н и е  I. Пусть 
b in d  (G) I . Е сли  гр аф  G имеет 
связность k  и 2 а  С  п  — k,  то 
b in d  (G) достигается  только  на 
зависи м ы х м н о ж ествах  ( ( I )  не 
в ы п о л н я е т с я ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з в е ­
стно [4], что b ind  (G) ^  (п  +
- \ - k ) / ( n — k) .  П о  условию  k < . n — 2а,  поэтому bind (G) С я / а — I. О стается  
применить утверж ден и е  2 .

Пр е д л о же н и е  2. П усть  b i n d ( G ) >  I. Если б С  п  — а ( п  — 1)1(п  — а) 
д л я  гр а ф а  G, то b i n d (G)  достигается  только на зависи м ы х множ ествах.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К а к  известно из [4], b i n d ( G ) C ( tt— I ) ] ( п —6 ). 
У читы вая, что б С  п  — а ( п  — \ ) / ( п  — а ) ,  имеем b i n d ( G ) C « / a — I. 
Т огда  п редлож ени е  следует  из утверж ден и я  2.

П ри 2а =  п  — k  предлож ени е  I уж е  неверно. П р едл о ж ен и е  2 т а к ж е  
не вы полняется, если б =  п — а ( п  — I ) / ( п  — а ) . Н апри м ер ,  у  гр аф а  G 
(см. рисунок) k — 3, a  =  3, 6 =  5, п — 9; b i n d (G) =  2 и достигается  на 
независимом м нож естве  {и, v, w) .

М нож ество  X e  VG  назовем  полностью зависи м ы м , если | Х | >  I и 
граф  < Х >  связный.

Т еорем а I. Пусть b i n d ( G ) >  I. Т огда b i n d ( G)  достигается  только на 
зависи м ы х м нож ествах , если и только  если:

(І) существует независим ое множ ество V  е  VG,  д ля  которого 
IM( V)  I — а ( л  — I V |) ./(r t  — а) или

(it) сущ ествует полностью зависимое  множ ество  W e  VG,  д ля  кото­
рого \ N ( W ) \ < n  — a и \ N ( W)  \ <.  ti —  a ( n  — \ W \ ) I (п — а ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность.  Пусть выполняется одно из ус­
ловий (i),  ( i t) ,  а Y  — одно из множеств V Ф  0  или W = £ 0 .  Рассмотрим 
множество X  =  V G \ N  (Y) .

Если Y  =  V  =I= 0 , то из независимости V  следует, что F Q X  и Х=/=0 . 
Т ак  как F e / ,  F Q X  и X ( F ) D X =  0 , то \ N  ( X)  | <  п —  | F  | < п ,  т.  е. 
X e E -  Если же F  =  W  Q  0 , то из условия (ft) | N  ( Y)  | <  п ■— а следует 
X  =1= 0 . Множество F  полностью зависимо, поэтому F Q X ( F ) ,  а значит, 
F D X ( X )  =  0  и | X ( X ) | < t t  — | F |  < п ,  т. е. X e E .  Таким образом, 
X e E  и, следовательно, bind (G) <  | X  (X ) \ /  \ X  К  (п ■— | F | ) / ( t t  — 
— | X ( F )  I) С и / а — I. Последнее неравенство выполняется в силу того, 
что IX  (F )  I С Щ— a  (п — | F  | ) /  (п — а).  Остается применить утверждение 2.

Необходимость.  Пусть равенство ( I )  не выполняется. Рассмотрим за­
висимое множество X e E ,  для  которого | X  (X ) | /  | X  | =  bind (G). По у т ­
верждению 2, IX  (X) | / | Х | С « / а — I. В множестве X  выделим подмножество 
X  дэ V  =  {х  I х  е  X, deg^s  х  =  0).

Пусть V=T^ 0 . Тогда по утверждению I X U X ( X )  =  VG. Следователь­
но, IX  ( Х ) |  =  п — I V I- Покажем теперь, что | Х |  =  /г — | X  (V) |, т. е. 
N  (V) =  N  ( Х ) \ Х .  Предположим, это равенство не выполняется. Тогда су­
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ществует множество Z ф  QJ такое, что Z  =  N  ( Х ) \ X  и N ( V ) O Z =  0 . 
Р ассм о тр и м  множ ество  Z =  Z l J Z .  Очевидно, что | Ar ( Y) I =  п  — I Vl  =
=  I Z ( Z ) I  и Y i = F ,  поэтому IZ ( У) I / 1 Z I =  | Z ( Z )  | / ( | Z | -f- | Z | ) <  
- < IZ (Z ) I/ 1Z I — противоречие с выбором м нож ества  X.  И так , IZI =
=  п —  IZ ( I/) I и тогда b i n d ( G)  =  | Z ( Z )  | / | Z |  =  ( л — | V \ ) / ( n —  | Z ( Z )  | ) <  
<  n/ a  — I , откуда | Z ( Z )  | <  n — a  • (n — | V \ ) / ( n  — a) .  Т аки м  образом, 
если V ф  0 ,  то вы полняется  условие (І).

П усть теперь ( / = 0 . Рассмотрим множество W  =  V G \ N  ( X ) . Так как 
Z  е  Д  то  Z ( Z )  PG, поэтому W  Ф  0 .  Е сли  | W\  =  I, то д л я  множ ества 
Z =  Z  U IP верно IZ  ( Z) I / 1 Z I =  IZ  (Z )  | / ( | Z |  +  1 ) < | Z ( Z ) | / | Z | ,  что не­
возм ож но. С ледовательно , | 1 Р | >  I.

П р едп олож и м , граф  < W >  несвязны й и < W ' > — некоторая  компо­
нента связности < W > .  Т огда  д ля  м н ож ества  Z  =  X l j W '  имеем Z e F  
и IZ ( Z )  I/ | Z|  ^  ( | Z (Z)  I +  I P v I ) / ( | Z |  - f  I IZ"!) <  I Ar (Z) I/ 1Z I. Последнее 
неравенство  вы полняется  в силу того, что W'  Ф  0  и | Х ( Х ) | > | Х [ .  
П олучен о  противоречие с выбором Z , поэтому граф  < W >  связный и 
м нож ество  W  полностью зависимо.

Из W  =  V G \ N  ( X )  имеем | Z  (X) | =  п  — | W  |. Докаж ем равенство |Х| =  
=  п  —  I N ( W )  I, которое равносильно N  ( Х ) \ Х  =  N  ( W ) \ W .  Допустим 
противное: существует Х ф  0 , что Z C = Z ( X ) \ X  и Zf )  N  ( W ) =  0 . Рас­
смотрим множество Y  =  X l J Z .  Очевидно, | Y  | =  | X  \ — | Z |, I Z ( F ) I  =  
=  | Z ( Z ) |  и Z e F .  Тогда | Z ( 7 )  | / |  7 |  =  | Z ( Z )  | / ( | Z  I + | Z | ) < | Z ( Z ) | / | Z | ,  
что противоречит вы бору  X.  С ледовательно , |Х |  =  п  — \ N ( W)  \ и 
b i n d ( G)  =  | Z ( Z ) | / | Z |  =  ( п -  \ W \ ) / ( n -  \ N ( W ) \ )  <  n / a -  I, откуда 
\ N ( W j \ < n - a ( n - \ W \ ) l ( n - a ) .

П р едп олож и м  | Z | ^ a .  Т огда  ( n— \ W \ ) / a ^  ( n —  | W \ ) / | Z |  =  | Z ( Z )  | / 
11Z I <  n/ a  —  I , откуда  | W  \ >  a , т. e. | W  | >  | Z  | . М еж д у  м нож ествам и Z  
и IP нет ребер, причем из условия  b ind  (G) >  I следует, что граф  G св яз ­
ный. П оэтом у верно неравенство  п > | 1Р |  +  | Х | ,  которое при | 1 P | > | Z |  
равносильн о  | Z ( Z ) | / | Z |  =  (п —  | 1 P | ) / | Z |  >  (п —  | Z | ) / 1VP| =  
=  \ N ( W ) \ / \ W \ .  П олученное противоречие д о к а зы в а е т  неравенства  
IZ I >  а  и |Z (1 P )  I <  и — а. Т аки м  образом , если P  =  0 ,  то выполняется 

условие  ( H) . Т еорем а д о к а за н а .
Следствие I. Если b ind  (G) I и S =  п  — а, то вы полняется  ( I ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д опустим , что b i n d (G)  достигается  только на 

зави си м ы х  м нож ествах . Т огда  вы полняется  одно из условий (г), (ІІ) 
теоремы I. Если вы полняется  (І),  то сущ ествует  независимое м нож ест­
во V, д л я  которого | Z ( P ) | < h — a (п— \ V \ ) / ( n — а) .  П оскольку  |F | s S l a ,  
то | Z ( P )  I <  п  — а. Е сли  вы полняется  ( i i ) , то сущ ествует полностью з а ­
висимое м нож ество  W,  д л я  которого | Z ( ! P ) | < ; n  — а. П о условию 6 =  
=  п  — а, поэтому IZ ( Z )  I ^  6 =  л ■— а  д л я  лю бого множ ества X 1= V G ,  
X  Ф  0 .  П олученное противоречие д о к а зы в а е т  следствие.

Следствие 2. Пусть bind (G) >  I и a  < f V  п.  Тогда ( I )  выполняется, 
если и только если б =  п  —  а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие б < f n  — a  ( п — I ) / ( п  — а) предложе­
ния 2 перепишем в виде б ф п  — а —- ( а — \ ) / ( п / а —-I) .  Так как б, п,  
а  — натуральные числа, то при a < i V 11 последнее неравенство равносиль­
но б О  п — а. Т аки м  образом , если б <  п — а, то по предлож ению  2 р а ­
венство ( I )  неверно. О стается  зам ети ть ,  что д л я  любого гр аф а  справед ­
ливо  б sg ln  — а  и при б =  л  — Ct необходимо применить следствие I. 
Д о к а за т е л ь ст в о  заверш ено .

Следствие 2 не выполняется, если a  =  Y n - Граф на рисунке удовлет­
в оряет  этом у  условию , однако  ( I )  верно, в то вр ем я  к а к  6 ф  п  — а.

И з предлож ени й  I, 2 и следствия  2 видно, что если b i n d ( G ) >  I, то, 
к а к  правило, b i n d (G)  д остигается  только  на  зависи м ы х множ ествах. 
З ам ети м , что почти всегда  b i n d ( G ) ^  I. Этот  ф а к т  следует из результата  
М уна [5] о том, что почти все гр аф ы  гам ильтоновы  и тривиальной оценки 
b in d  (H)  ^  I д л я  гам и л ьто н о ва  г р а ф а  Н.
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У Д К  517.948.32:517.544
С. Л .  Ш Т И Н

ОБ О Д Н О Й  ГИП ОТЕ ЗЕ В. Е. КРУГЛОВА

Пусть L  — слож н ы й  кусочно-гладкий контур, располож ен ны й в к о ­
нечной части  плоскости, а Л  — конечное множ ество  точек из L, с о д е р ж а ­
щ ее все н ерегулярны е точки. Пусть, д алее , Li, L2, . . . ,  L n  — компоненты 
связности м н ож ества  L \ A , h  на каж д о м  Lj  з а д а н а  невы рож денн ая  ф у н к­
ц и он альн ая  м атри ц а  Gj  (Z) п о р яд ка  я, у д овлетворяю щ ая  условию Гель- 
дера . Т аки м  образом , на L \ Л  за д а е т с я  м атри чн ая  функция G( t ) .  З а д а ­
дим  еще на L \ A  / / -н еп р ер ы вн ы й  n -мерный вектор g ( t ) .

Рассм отри м  м атричную  краевую  за д ач у  Р и м а н а :  найти все векторы- 
столбцы Ф ( г ) ,  голом орфны е вне L, исчезаю щ ие на бесконечности, LI-не­
преры вно пр о д о л ж и м ы е слева  и сп р ава  на L \ A ,  где д о лж н о  вы п о л ­
няться  к раевое  условие

Ф +  (Z) =  G (t) Ф -  (Z) +  g  (Z), t  GE L \ A .
О граничим ся  тем случаем, когда  G (Z )— подстановочная м атри ц а ,  т. е. 
д л я  к аж до го  /  м атр и ц а  Gj ( t )  яв л яется  образом  некоторой подстановки 
из S n при м ономиальном представлении. Ч астн ы е  случаи этой зад ач и  
изучались в р аб о тах  Э. И. Зверови ча , Л .  И. П ом еранцевой  [I] и
В. Е. К руглова  [2].

При решении м атричной зад ач и  Р и м а н а  в аж н о е  значение имеет и зу ­
чение возм ож ности  редукции с помощ ью  невы рож денной линейной з а ­
мены переменных данной я-мерной зад ач и  к двум  з а д ач а м  меньшей р а з ­
мерности.

В работе  [2] т а к а я  зам ен а  переменных у к а зы в а е т с я  д л я  G(Z) =  S 3 
и S i и д о казы в ается  ее невозм ож ность  в случае  G(Z) =  S 5. В связи  с э т и ­
ми р езу л ьтатам и  В. Е. Круглов в ы с к а за л  в 1985 г. гипотезу о том, что 
линей ная  зам ен а ,  редуц и рую щ ая  я-м ерную  за д ач у  Р и м а н а  к за д ач а м  
меньш их разм ерностей , сущ ествует  только  д л я  разр еш и м ы х  групп под­
становок.

В настоящ ей  работе  эта  гипотеза  опровергается . П риводится  пример 
неразреш им ой  группы, д ля  которой сущ ествует  редуц и рую щ ая  зам ен а  
переменных. П ерейдем  к излож ению  этого примера. М ы у к а ж е м  такую  
группу G cz S s и такую  м атри цу  S e G L  (8 , С) ,  что д ля  всех J e G  будет 
иметь место равенство

( * )  S - 1 g s  =  I е  p g,
где P g —-некоторая  м о н о м и ал ьн ая  м атр и ц а  п о р яд ка  7 (т а к а я  м атри ца  
м о ж е т  отличаться  от подстановочной тем, что ее ненулевы е элементы — 
произвольны е числа из С*).

Рассм отри м  подгруппу G <= S 8, порож денн ую  тр ем я  элементами: 
а  =  (1234567), р  =  (18) (24) (37) (56), T =  (23) (47). Очевидно, что G =  
=  < а ,  р, т > g L S k при k  <  8 . Если не н а к л а д ы в а т ь  этого ограничения, то 
м ож но получить тривиальны е контрприм еры  ( Sn = J S n- I =  G — н ер азр е ­
ш и м ая  подгруппа при я  ^  6 и S  =  I n ),  которы е не являю тся ,  однако, со ­
д ер ж ател ьн ы м и  при рассмотрении краевой  зад ач и  Р и м ан а .

Рассм отри м  в G подгруппу <сг, т > .  М ож н о  д о к а за т ь  [3], что 
<ст, т > ^  P S L  (3, 2 ) ,  а последняя группа, к а к  известно, проста. С ледо­
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вательно, н аш а  группа G разреш им ой не будет, так  к а к  в противном слу ­
чае  л ю б ая  ее подгруппа д о л ж н а  бы ла бы быть разреш им ой. Теперь по­
строим таку ю  м атри цу  S ^ G L  (8 , С ), что д л я  всех J e G  выполняется  
равенство  (*). Д остаточн о  установить, что это равенство  имеет место 
д л я  о б разую щ и х  а, р, т.

Если считать  матрицы , п редставляю щ ие элем енты  g  е  G, м атрицам и 
линейны х п р еобразований , запи сан ны м и в каноническом базисе, то пре­
о б р азо в ан и е  g  i-»- S ~ lg S  мож но интерпретировать  к а к  зам ен у  базиса. 
В ы полнение равенства  (*) о зн ач ает  тогда  сущ ествование  такого  базиса  
W I, IE2, . . . ,  W 8, д л я  которого прям ы е < W i > ,  £ = 1 , . . . , 8  будут претер­
певать под действием  а, р, т  некоторые перестановки , причем Wa1 =  W\  =  
=  W xl = W i.

Р ассм отри м  следую щ ую  м атри цу

'I I
I — I 
I — I 
I I 
I — I 
I I 
I I
I — I — I — I — I

I — I 
I I 
I I 

-I I 
-I — I 
I — I 

-I I 
I

Н епосредственны м вычислением у б еж д аем ся ,  что S е  GL  (8 , С) и 
что а, р, т  действую т на Wi  следую щ им образом:

W al =  W 1, W l  =  W 3, W l  =  W i , W a4 =  W 5, W l  =  W t , W l  =  W 7, W a7 =  W b,

W a8 =  W 2;

W 91 =  W 1, IEp2 = - W B, W l  =  -  W 3, W t4 =  -  W i , IEp5 =  IE5, W l  =  -  W t ,

W 97 =  W 7, W 98 =  W s;

W xl =  Hf1, W l  =  W 2, W x3 =  W e, W x4 =  W 4, W l  =  W 5, W t  =  IE3, W r7 =  IE8,

W 3 =  W 7.

О тсю да следует, что множ ество  м атри ц  S ^ 1G S  действительно имеет вид 
I ф P g, где P g — м о н о м и ал ьн ая  м атр и ц а  п о р яд к а  7.

В заклю чен и е  отметим, что у тверж ден и е  гипотезы относительно су­
щ ествовани я  трансф орм и рую щ его  п р ео б р азо ван и я  S в (*) д ля  р азр еш и ­
мых подгрупп, возм ож н о, верно. З д есь  мы д о к а ж е м  ее д л я  разреш и м ы х 
подгрупп в S p в том случае, когда р — простое число. В этом случае
структура м ак си м ал ь н ы х  разр еш и м ы х  подгрупп наиболее проста.
И звестно [4], что с точностью  до сопряж ен ности  в S p имеется одна м а к ­
си м ал ь н ая  р а з р е ш и м а я  т р ан зи ти в н ая  подгруппа Гр. Э та  группа имеет 
порядок р { р  —  I) и состоит из всех подстан овок вида: /га р(х) =  рх +  а; 
а,  р, х е  Fp, (3 Ф  0 (если м нож ество, на  котором  действует S v , интерпре­
тировать  к а к  конечное поле).

П о к аж ем ,  что Гр п о р о ж дается  д в у м я  образую щ им и.
Известно, что мультипликативная группа Fp циклическая, т. е. Fp =

=  <£> д ля  некоторого £ e F p.
Р ассм отри м  подстановки: a ( x )  =  x -f -  I и т ( х )  =  £х, ord(cr) =  p и 

огс1(т) =  р — I. Л ю б а я  п одстан овка  Zza5 е  Г р п редставляется  тогда сл е ­
дую щ им образом : Zia р(х) =  рх +  a  =  crar s (x ),  где s — такое целое число, 
что £s =  p ( m o d p )  (такое  s всегда существует, т а к  как  P=^O и £ — о б р а ­
зую щий элем ен т) .

Д л я  того чтобы д о к а з а т ь  равенство  (*) д л я  группы Гр, мы, к ак  и в ы ­
ше, построим такой  б ази с  W 0, W 4, . . . ,  W p- 4 в С” , чтобы прямы е < 1 Е і >
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исп ы ты вали  при действии элементов о, т е  I1p некоторые перестановки , 
причем вектор Wo о став ал ся  бы неподвиж ным. (Он отвечает единице в 
п рям ом  р азл о ж ен и и  I ®  P g). И ск о м ая  м атри ца  S будет тогда состоять  
из столбцов координ ат  векторов W i .

З ам ети м  преж де  всего, что, с точностью до растяж ен ия , W о =  W0 +  
+  Wi +  . . . - ) - wp_i, где Vi — ( і + 1 ) - й  вектор стандартного  базиса  в C 11. 
Д ействительно , пусть W ' 0= c t o 0 0+ a i 0 1 ®  . . .  - f - a p _ i O p _ i .  Тогда из у с л о ­
вия  W о =  W 0 получаем:

(a 0o0 +  O1O1 +  ... +  a p_ i  Op- O a =  а 0 va (O) +  Ct1 Oa (о  +  ... - f  a p_ i Oafp- D  =  
=  Ct0O1 - р  CC1O2 “р  ... ®  Ctp—2 Op— I ®  CCp-I O0 =  CC0O0 CtiO1 - T  “}- Ctp—I Op—j .

С р а в н и в ая  коэффициенты, находим: сю =  ai =  . . .  =  a P- i .  Если W 0f
W I, . . . ,  W p- 1 — искомый базис, то, к а к  у ж е  было отмечено, к а ж д ы й  э л е ­
мент g  е  Гр д о лж ен  индуцировать  некоторую подстановку %  на м н о­
ж еств е  прям ы х < W 0> ,  . . . ,  < W P- 1> ,  причем < 1 Е 0> — н еп одвиж ная  
точка  этой подстановки.

Посмотрим, к а к а я  подстановка л а отвечает образую щ ей о группы Г р. 
Ясно, что о тображ ен и е  5'1-*-% — гомоморфизм  групп. И з того, что а  —  
цикл п оряд ка  р, мы получаем, что o rd  (яа) | р. В силу простоты р д ля  
o r d (J ta ) есть только  две  возможности: o rd ( j t ff) =  р и Ord(Jiff) =  I. Ho пер ­
в а я  из них означает, что л а — цикл порядка  р,  что противоречит у с л о ­
вию n a< W o >  = < W 0> .  С ледовательно , ord(ixff) =  I, т. е. л 0 — единичная 
подстановка.

П олож и м  W 1 =  aoWo +  ссіУі +  . . .  +  a p-iOp_i. И з  условия < W i > a =  
= < i W i >  получаем:

( c t o W o  “ Ь  • • • ®  Ctp - i w p _ i ) °  =  c c o W i  ®  CC1 W2 ■ ■ • H- Ctp - zVp-i  - f -  a P ~ i U o  —

=  Я (aofo —f- ctiWi a P-iWp_ i ) .
С р а в н и в ая  коэффициенты, находим:

Ctp-I =  Я.Cto, Ctp- 2 =  Xctp-1, . . .
Т аким  образом, с точностью до растяж ен и я ,

W i =  V 0 +  X P - l V i  +  X p - 2V 2 +  . . .  +  AWp - I .

Р авен ство  ор =  I влечет  Xp =  I.
Если в качестве  X вы бирать  различны е корни из единицы степени р, 

то получим р — I разли чн ы х  векторов. И х мы и примем в качестве  W i, 
W г, . . . ,  W p- 1. У бедимся, что векторы IE0, W 1, . . . ,  W p-I  образую т базис. 
Д л я  этого рассмотрим определитель:

I I I I / I I I I \
I Я Р - 1 ( Я 2 ) р - 1 . .  ( Я Р - ' ) Р - 1 II I ЯР - 1 ( Я Р - 1) 3 . . .  ( Я Р - ' ) Р - 1 \

I ЯР - 2 ( Я 2) Р - 2 ..  ( Я Р - ! ) Р - 2 =  det I I ЯР - 1 ( Я Р - 1 ) 3 ..  ( Я Р —2 ) Р — 1

I я2 ( Я 2 ) 2 . .  ( Я Р - 1 ) 2 \ I я2 ( Я 2 ) 2 . . .  ( Я 2 ) P- 1 I
I я я2 Я Р - 1 \ 1 я я2 Яр- 1 I

П оследний определитель  — это определитель  В ан дерм он да  и поэтому 
отличен от нуля.

О сталось убедиться  в том, что д л я  к а ж д о й  прямой <  IE,•> сущ ест­
вует  т а к а я  п р я м а я  < W j > ,  что < W i^ x =  < W j > .

Мы п окаж ем , что имеет место д а ж е  более точное соотношение: 
W J  =  W j .  П оскольку  все векторы  W i отличаю тся  друг  от д руга  лиш ь 
тем, что при их построении использую тся различны е корпи из единицы 
степени р, то достаточно установить, что найдется  такой  вектор W i, д ля  
которого имеет место равенство  W j  = W i :

W xl =  (w0 +  Я р - 1W1 +  Xp- 2V2 +  . . .  +  Xv p- \ ) x =  W0 +  Яр- 1 Ŵ  +  Xp- 2V^z \ -

Зд есь  черта означает  приведение по m od  р.
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Л ю бо й  вектор Wi  имеет вид: D0 +  (^s) P- 1Oj +  (^s) p~2Vz +  . . .  +  X*vp-i .  
С опоставим  векторам  W j  и Wi  подстановки я  и 0  соответственно:

/ I21 . . . ( F = T K y  е _ ( _ ! _______
\ р - 1  р —2 ... I I '  и  U ( P - I )  ! ( / 7 - 2 )  ... Si

Т огда  д о к азател ь ств о  сущ ествования вектора  Wi  сведется  к д о к а з а ­
тельству  сущ ествования  такого  целого числа s,  д л я  которого имеет место 
равенство  я  =  0  или, что равносильно, я _10  =  I. Б ерем  произвольное k,  
I ^  k  ^  р  — I, и действуем на него я -1©: 

л
Я

=  s (— —ks) =  s ( — ( p — I ) k Q =  skt,. 
Если мы возьмем s =  £p~ 2, то получим

ski, =  £p_1 k — k  =  k.
Т аки м  образом , я _10  =  I, что и требовалось  доказать .
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УДК 517.977
А. И. К А Л И Н И Н

А С И М ПТО ТИ ЧЕ СК ИЕ  М Е Т О Д Ы  
ПО СТР ОЕН ИЯ О П Т И М А Л Ь Н Ы Х  У П Р А В Л Е Н И Й  

С Р Е Л Е Й Н Ы М И  И О С О БЫ М И  УЧАСТКАМИ

М ногие п р и кладн ы е  зад ач и  оптимального  у п равлен и я  в своих м а т е ­
м атических м оделях  со д е р ж а т  м алы е  парам етры , причем модели сущ ест­
венно упрощ аю тся , если эти п ар ам етр ы  п олож ить  равны м и нулю. В т а ­
ких случаях  целесообразн о  использовать  асимптотические методы, 
основное достоинство которы х в том, что при их применении исходные 
зад ач и  сводятся  к  коррекции  реш ения более  простых з а д ач  оп ти м ал ь­
ного у правлени я . В р а м к а х  теории о птим альны х  процессов асимптоти­
ческим  м етодам  у д ел я ется  значительное вни м ан ие  (см. обзорные статьи 
[ I — 3]). В больш ин стве  работ  рассм атр и ваю тся  зад ач и  с открытой 
о бластью  уп равлен и я ,  т. е. з а д ач и  вариаци онного  типа. Оптимальны е 
реж и м ы  в них я в л яю т ся  гладк и м и  ф ункц иям и  м ал о го  п ар ам етр а ,  что не 
имеет места  д л я  з а д а ч  оптим ального  уп р авл ен и я  в классической п оста­
новке, асим птотика  которы х изучена недостаточно полно.

Опишем подход, которы й позволил р а з р а б о т а т ь  конструктивные ал го ­
ритмы асимптотического реш ения ш ирокого к л а с с а  регулярно и сингу­
ляр н о  возм ущ ен ны х з а д а ч  оптим ального  у п р ав л ен и я  с зам кн уты м и м но­
ж ествам и  допустим ы х значений у п р ав л яю щ и х  воздействий. В основе 
подхода л е ж и т  идея специальной  конечномерной п ар ам етризаци и  опти­
м альны х управлений. В з а д а ч а х  с прям ы м и ограничениям и на значения 
у п р ав л я ю щ и х  воздействий в виде зам к н у ты х  неравенств  оптимальны е 
управлен и я  в общ ем случае  имею т релейные, квази особы е и особые 
участки  [4]. Точки переклю чения , моменты н а ч а л а  и конца квазиособы х 
и особых реж и м ов  вместе с м н ож и телям и  Л а г р а н ж а  являю тся  удобными 
конечномерны ми эл ем ен там и  д л я  описания оптим альны х управлений
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в возм ущ енны х зад ач ах :  во-первых, по ним однозначно в о с с та н а в л и в а ­
ю тся оп тим альны е управления, во-вторых, что очень существенно с точки 
зрени я  теории возмущений, они, к а к  правило, гладким  образом  за в и с я т  
от малого  п ар ам етр а .  Если известна структура оптимального у п р а в л е ­
ния (под этим  понимаются число и взаимное располож ен ие  точек п ере­
клю чения, квази особы х и особых участков) ,  то с помощью принципа 
м акси м ум а  [5] д л я  указан н ы х  элементов можно составить систему а л геб ­
раических уравнений. Ф ормирую тся эти уравнени я  путем и н тегри рова­
ния прямой и сопряж енной систем, которые, к а к  и исходная за д а ч а ,  
являю тся  возмущ енными. П р и м ен яя  соответствующие асимптотические 
методы (в регулярно  возмущ енны х з а д а ч а х  — классическую технику 
П у ан к ар е ,  а в сингулярно возмущ енны х — метод пограничных ф ун к­
ций [6]) ,  м ож н о  р азл о ж и ть  левы е части алгебраических уравнени й  по 
целым степеням малого  п ар ам етр а ,  а затем  найти асимптотику их реш е­
ний, т. е. асимптотику точек переклю чения оптимального  управления, 
н ачальн ы х  и конечных моментов квазиособы х и особых реж имов, а т а к ­
ж е  м нож ителей  Л а г р а н ж а .  П оскольку  при таком  подходе дело  сводится 
к р азл о ж ен и ю  конечномерных элементов, он удобен д ля  численной р е а ­
лизации. З ам ети м ,  что идея использования структуры решений в аси м п ­
тотическом ан а л и зе  восходит к В ан-дер-П олю , который применил ее при 
исследовании колебательны х реж и м ов  [7].

Таким  образом , д л я  р еали зац и и  описанной схемы преж де всего н у ж ­
но установить  структуру оптимального  уп равлен и я  в возмущ енной з а ­
даче. В случае  регулярны х возмущ ений эта  структура  идентифицируется  
б азовой  задач ей , которая ф орм альн о  получается  из исходной, если м а ­
лый п арам етр  полож ить  равны м  нулю. H e всегда решения возмущ енной 
и базовой  з а д а ч  имеют одинаковую  структуру. В качестве  при м ера  м о ж ­
но привести следую щ ую  задачу :

с'  х  (/*) +  -у- f и°- (t) dt  min,
h

x  =  A ( t ) x  +  b ( t ) u ,  х ( { , )  =  х°, ( I )
\ u ( t ) \ ^ l , t ^ T = [ L ,  П  H x ( t * ) = g ,  

x ^ R n, и ^ R ,  g ^ R ' n, m  <g n,
где ,и — м алы й  полож ительны й парам етр . О птим альное  управление в з а ­
д а ч е  ( I ) имеет квазиособы е участки, в то врем я к а к  решение базовой 
за д ач и  носит чисто релейный характер .  Тем не менее, в случае  р е гу л яр ­
ных возм ущ ений информации о решении базовой  задачи ,  к а к  правило, 
достаточно д л я  н ахож дени я  структуры  оптимального  управлени я  в во з­
мущ енной задаче . С лож н ее  обстоит дело  с сингулярны ми в озм ущ ен и я­
ми. В этом случае, к а к  будет п ок азан о  выше, не всегда представляется  
возм ож н ы м  най ти  структуру оптим ального  управлени я, опи раясь  на  р е ­
шение лиш ь одной невозмущ енной задачи .

И зл о ж ен н ы й  подход р еал и зо в ан  в виде конструктивны х алгоритмов 
асимптотического решения следую щ их возм ущ ен ны х за д ач  о п ти м ал ь­
ного уп равлен и я  (везде д ал ь ш е  м алы й  п ар ам етр  обозначается  через р 
и считается  полож и тельн ы м ).

В зад ач е  терминального  у п равлен и я  квази линейн ой системой: 
c ' x ( t * ) - \ -  \ i d . ( x ( t * ) ) - v m a x ,

.у =  A ( t ) x  +  pf(x , t)  -f- b (t)  u, x ( t„ )  =  x°,
| н ( 0 | < 1 .  ^  [С, t*], H x ( t * ) - \ -  i i h { x { t * ) )  =  g,  

x  <= R n, и <=R, g  e  R m7 m  <  n,
оптим альное  уп равлени е  при нестеснительных п редп олож ен и ях  относи­
тельно реш ения базовой за д ач и  сохран яет  его структуру, т. е. имеет р е ­
лейны й характер .  Суть алгори тм а  [8 , 9] состоит в построении асимпто­
тики точек переклю чения оптим ального  уп равлен и я  в виде разл о ж ен и я  
по целым степеням р. В ы числения сводятся  к решению базовой  задачи , 
к оторая  в данном  случае я в л яется  линейной, интегрированию  линейных
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ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений, а т а к ж е  к поиску решения линейных 
алгебраи ч ески х  систем. Этот алгоритм идейно близок к алгоритм у  асим п­
тотического решения квазилинейной за д ач и  бы стродействия [10]. В т а ­
кой  за д ач е  н а р я д у  с асимптотикой точек переклю чения строится асим п­
тотическое разл о ж ен и е  (по целым степеням р) момента быстродействия.

С огласно принципу м аксим ум а, оптим альное уп равлени е  в н о р м ал ь­
ной [11] за д ач е  ( I )  имеет вид: u°(t, p) =  s a t ( A ( / ,  р ) / р ) ,  / е [ / , ,  t * \  где 
А (/, р)  =  т|/(£, р ) Ь ( 0 ,  а ф(£, р ) , 1 е [ / 4, /*] — решение сопряж енной си­
стемы:

Ф =  - Л ' ( 0 Ч > .  ( П  =  - { с  +  Н '  V ( P) ) .
Т аки м  об разом , оптим альное управлени е  имеет квазиособы е участки, на 
которы х  | А( / ,  р ) / р | <  I, и полностью определяется  вектором м нож ите­
л ей  Л а г р а н ж а  v ( p ) .  Р а з р а б о т а н  алгоритм  [12], позволяю щ ий опреде­
л ить  коэфф ициенты  асимптотического р азл о ж ен и я  этого вектора, а т а к ­
ж е  н ач альн ы х  и конечных моментов квазиособы х реж имов по целым 
степеням м алого  п арам етра .  О к азы вается ,  что коэффициенты  при нечет­
ных степенях р в р азлож ен и и  v ( p )  равны  нулю.

В за д ач е  миним изации интегрального  квадрати чн ого  ф ункционала 
на траек то р и ях  квазилинейной системы:

t*
f х '  D  (if) xdt  ->  min, 

t*

X =  A ( t ) x  +  р f ( x ,  0 +  b( t )u ,  x { t i:) = A'0,
I и (/)1 =¾ I, I c.: I / ,., t * \  x e K " ,  и ^  R 1 

и в за д а ч е  терми нального  уп равлен и я  нелинейной регулярно возм ущ ен­
ной системой:

ср(х(^*) ) - > - т а х ,  
х  =  f ( x ,  t, р ) +  b (х, t, р )и,  x ( t *)  =  х°,
| « ( 0 | < 1, £*], h ( x ( t * ) ) =  0 ,
х  е  R n , и <= R, h: R n - v  R m, т  <  п, 

оптим альное  управлени е  в общем случае  имеет релейные и особые у ч аст ­
ки. Д л я  этих за д ач  р а зр а б о та н ы  алгоритмы , позволяю щ ие строить 
асим птотику  точек переклю чения, н ач аль н ы х  и конечных моментов осо­
бых реж и м ов , а т а к ж е  м нож ителей  Л а г р а н ж а  в виде разлож ени й  по 
целым степеням р.

В сингулярно возмущ енной за д а ч е  быстродействия:
у  =  A i y  +  ^ 2Z +  biti, у  (O) =  у 0, у (T)  =  0, 

p i  =  А 3у  +  A a  +  b2u, Z(O) =  Z0, z ( T )  =  0, (2)
I и  (t) I I, T  — гпіп, у  ее  R ril1 z  GE R tl21 и  ЕЕ R 1

при условии, что м атри ц а  Ail устойчивая, и некоторых других довольно 
о б щ и х  п редполож ен иях  точки переклю чения оптимального  управлени я  
д ел я т с я  на две  группы. П е р в а я  состоит из точек, близких к соответствую­
щ им  точкам  переклю чения в задаче :

У — ( Al  — A 2 Л 4 1 A 3) у  +  (&1 -— A 2 А 4 Ь2) и,  ,дч
у  (0) =  у 0, у  ( T)  =  O1 I ц ( ^ ) К  I, T min.

В т о р а я  группа со дер ж и т  точки переклю чения, отстоящ ие от момента 
бы стродействи я  на величины порядка  р. И х  число определяется  числом 
точек  переклю чения оптим ального  у п р ав л ен и я  в задаче :

~  =  A iZ +  Ыи,  s <  0, z (S 1 ) =  Д Г ’Ьо, г (0) =  0,

0 (4)
I и (s) I <  I , (гг (s) +  I ) ds m in

Si

с  неф иксированной длительностью  процесса.
Если з а д а ч а  (3) известна в л и тер ату р е  [2], это так  н азы ваем ая  в ы ­

р о ж д е н н а я  з а д ач а ,  то з а д а ч а  ( 4 ) — новый эл ем ент  в теории син гуляр­
н ы х  возмущ ений. В [13] п редлож ен  алгоритм  асимптотического р а з л о ­
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ж е н и я  по целым степеням ц точек переклю чения оптимального у п р а в ­
л е н и я  и м ом ента бы стродействия в зад ач е  (2).  А налогичный алгоритм  
р а з р а б о т а н  д л я  зад ач и  терминального  управлени я  линейной сингулярно 
возм ущ ен ной  системой с ограничениями на правы й конец траекторий, 
которы й т а к ж е  опирается  на реш ения двух  невозмущ енных за д ач  опти­
мального  управления.

В основу алгоритм а [14] асимптотического реш ения линейной зад ач и  
т ерм и н альн ого  уп равлени я  системой нейтрального типа с м алы м  з а п а з ­
ды ван ием :

c'x(t*)=>-  m ax, 
х ( I )  = A x ( t ) - \ -  A\_x{t  — |т) ф- A^x {t — |л)-j- b u ( t ) ,  

x ( t )  =  Ф( / ) ,  I ё  [ /4 -  p, A], Iu ( t )  I <  I, H x (t*)  =  g,  
x < = R n , и ^ R ,  g  <= R m, m  <  n, 

где  ||Л2| | <  I, полож ены  идеи, использовавш иеся  д л я  сингулярно в озм у­
щ ен ны х зад ач .  Н есм отря  на то, что этот алгоритм  опирается  на решение 
л и ш ь  одной базовой  задачи:

с'х ( /*) ->-max,
X =  ( E - A 2) - ^ A  + A ^ x +  ( E - A 2)-^ b u ,  * ( / . ) =  Ф ( / . ) ,  (5)

| « ( / ) | < 1 ,  t < = [ t ; t * \  H x ( t * )  =  g,  
асим птотические  при ближ ения к оптим альном у управлению  могут иметь 
точки  переклю чения, близкие к конечному моменту I* и отстоящ ие от 
н его  на расстояния , кратны е зап азд ы ван и ю . О стальны е точки п ереклю ­
чения, которы е близки к соответствующ им точкам  в зад ач е  (5 ) ,  р а с к л а ­
д ы в аю тся  по целым степеням р.

Теоретическое обоснование всех алгоритмов опирается  на теорему о 
неявной  функции. И х развитие  на системы с многомерным управлением  
не встречает  принципиальны х трудностей. Д л я  к аж д о й  из р ассм отрен ­
н ы х  за д ач  р а зр а б о т а н а  вы чи слительн ая  процедура, п озволяю щ ая  
исп ользовать  полученные асимптотические при ближ ения  д л я  точного 
реш ен ия  зад ач и  при задан ном  значении м алого  парам етра .

Алгоритмы апробированы  на некоторых при кладн ы х  з а д а ч а х  опти­
м альн ого  управления. Среди них з а д а ч а  о вертикальном  подъеме р а к е ­
ты -зон да  [15] и з а д а ч а  у п равлен и я  звеном м анипуляционного  робота, 
м а тем ати ч еск ая  модель которой п ред ставляет  собой з а д ач у  бы стродей­
стви я  д л я  сингулярно возмущ енной системы ўу =  уг, ўг =  z,  \iz =  — az  —  
—  byi  +  и.
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Краткие
сообщения

У Д К  621.385.522

В. В. А П А Н А С О В И Ч ,  И. Р. Г У Л А К О В ,  Е. А. Ч У К О В С К А Я

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  ПР ОЦ ЕС СОВ  
Ф О Т О Э Л E K T P ИНЕСКОРО П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
В О Д Н О Э Л Е К Т Р О Н Н О М  Ф О Т О П Р И Е М Н И К Е

В работе  [I] приведено описание м оделирую щ его алгоритм а и модели 
эл ем ен тарн ы х  процессов о б р азо ван и я  одноэлектронного  сигнала  фото­
электронного  у м н о ж и тел я  (Ф Э У ). М одель  програм м но р еал и зо ван а  на 
E C -ЭВ М  и содерж и т  блок о б р азо ван и я  вторичных электронов  на дино- 
дах , которы й п озволяет  генерировать  их число, подчиняю щ ееся расп реде­
лению П уассона;  блок  имитации пролета  электронов  м еж д у  динодам и и 
мимо одного из динодов в предполож ении, что врем ена  пролета  эл ек тр о ­
нов м еж д у  д и н о д ам и  распределен ы  по экспоненц иальном у или н о р м ал ь ­
ному зако н ам ;  блок генерации послеимпульсов, которы й учиты вает  я в л е ­
ния, приводящ ие к образован и ю  послеимпульсов на  выходе ФЭУ, такие  
к а к  оптическая  о б р ат н а я  связь, ионная оптическая  о б р атн ая  связь  и экзо- 
электрон н ая  эмиссия.

С помощ ью  модели рассчи таны  одноэлектронны й отклик  и ам плитуд­
ные распределен ия  импульсов Ф ЭУ с учетом явлений пролета  эл ек тр о ­
нов мимо динодов и побочных процессов, со п ровож даю щ и х  умнож ен ие  
электронов  и п ри водящ их к образован и ю  послеимпульсов.

Д л я  более адекватн ого  исследования  м еханизм ов  ф орм ирования  одно­
электронного  отк л и к а  Ф ЭУ произведена  м о ди ф и кац и я  имитационной мо­
дели , п о зво л яю щ ая  с больш ей степенью д етал и зац и и  воспроизводить про­
цессы взаим одействия  светового излучения с фотокатодом . В ы полненная 
м оди ф и кац и я  п озволяет  учесть разб р о с  врем ен пролета  электронов через 
Ф ЭУ в зависимости  от расстояни я  г зоны засветк и  до центра ф отокатода  
Ii дли ны  волны rK регистрируемого  излучения.

В рем я преодоления  электроном  пути d ( r )  от места засветки  до пер­
вого динода  о п ред еляется  соотношением:

_  / р р т  2ad (г) — V0 
а ’

где а — ускорение, приобретаемое частицей в электрическом поле за гвре-
е Uмя пролета расстояния d( r ) :  а =  — — ; е, т  — заряд и масса элект­

рона соответственно; U ■— межкаскадное напряжение; V0 — скорость вылета 
электрона с фотокатода, определяемая выражением

V0 =  ] / 2 Д  Е е / т ,
IlCгде A E  — начальная энергия вылетевшего фотоэлектрона; A£ =  - у - L; h—

постоянная  П л а н к а ;  с — скорость света; L  — р аб о та  выхода м атер и ала  
ф отокатода .

В м оди ф и цирован ном  в ар и ан те  п р ед п о л агало сь  так ж е ,  что число 
вновь об р азо ван н ы х  вторичны х электронов  в л ави н е  зависит от места по­
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п а д а н и я  на ди н од  первичного электрона  п = п ( х ' ) ,  и вычислялось оно со­
гл асн о  за к о н а м  вторичной эмиссии, т. е. считалось, что н ап равлени е  их 
в ы л е та  практически  не зави си т  от угла  падения излучения и первичных 
электронов  и подчиняется зак о н у  распределения косинусов: л г- =  п0 cos <р, 
где  п 0 —  число электронов, вы ходящ их по нормали; ср — угол выхода. Н а ­
ч а л ь н а я  эн ерги я  вы летаю щ и х  из динода частиц  соответствует р асп р ед е­
лению  Релея .

100 300 500 и  Ф-ІД

OJ о ,з а

Зависим ость времени пролета электронов в ФЭУ от зоны засветки ф о­
токатода  ( I ) ,  вероятности пролета электронов мимо динодов (2 ), дли ­
ны волны регистрируемого излучения (3), напряж ения м еж ду ф отока­
тодом и первым динодом (4 ) ; зависимость средней амплитуды  одно­
электронны х импульсов (5) и квантовой эф ф ективности регистрации 
при пороге дискриминации, равном 0,087 <71 >  (6 ), от вероятности про­

лета электронов мимо динодов

Н а  имитационной модели выполнен р я д  вычислительных эксперим ен­
тов, с помощ ью которых получены зависимости  среднего времени проле­
т а  электронов  через ФЭУ к а к  функции расстояни я  от центра до зоны з а ­
светки ф отокатода  д л я  Д х = 0 - э 2 0  мм, вероятности п ролета  электронов 
мимо динодов а = 0 - э 0 , 5  и длины  волны регистрируемого излучения А,— 
=  300-э750  нм при разли ч н ы х  расстояни ях  d  м еж ду  ф отокатодом  и пер­
вы м  динодом и углах  расп олож ен и я  первого динода по отношению к фо­
токатоду . М еж дин одное  н ап р яж ен и е  200 В, расстояние м еж д у  динодамн 
I см. С целью сокращ ения з а т р а т  маш инного  времени при проведении 
эксперим ентов  на данной м одели число динодов бралось  равны м 4. 
С  увеличением длины волны  излучения в о зр астает  среднее врем я проле­
та  электронов  через Ф Э У  (см. р и с у н о к ) , причем среднее его изменение 
со ставл яет  приблизительно 1,5 пс/нм, что хорошо совп ад ает  с резу л ьта ­
там и  эксперим ента [2]. Р асш и р ен и е  зоны  засветки  ф оток атода  ухудш ает  
временное разреш ение фотоприемника. С ростом коэф ф иц иента  пролета 
электронов  мимо динодов в о зр астает  отклонение амплитудного  распреде­
лен и я  импульсов от пуассоновского распределения , характерн ого  для  
«идеального  ФЭУ», увеличивается  ам п л и ту д а  пролетны х предимпульсов, 
ум ен ьш аю тся  средняя ам п л и ту д а  одноэлектронны х импульсов и
кв ан то в ая  эф ф ективность  регистрац ии г|, причем чем меньш е уровень 
дискри ми наци и , тем сл абее  эта  зависимость. Н а  рисунке представлена
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и зависи м ость  среднего времени пролета  электронов от н ап р яж е н и я  м е ж ­
д у  ф отокатодом  и первым динодом Нф_1д при н ап р яж ен и и  м еж ду  
остальн ы м и динодам и  200 В. С повышением этого н ап р яж е н и я  у м ен ьш а­
ется среднее врем я пролета  электронов, причем при H,|,_u = 3 0 0  В эта  з а ­
висимость переходит в насыщ ение. В к л а д  м еж электродного  пром еж утк а  
ф отокатод  — первый динод в разб р о с  времени пролета  явл яется  домини­
рую щ им по сравнению с другими м еж электродны м и п ром еж уткам и .

Р а з р а б о т а н н а я  эм и тац и он н ая  модель ф отоэлектронного ум н ож и теля  
позволи ла  т а к ж е  исследовать  процесс ф орм ирования  импульсов тока  
синитнлляционного  спектрометра. Изучено влияние п ар ам етр о в  сцинтил­
ляций (числа фотонов, спектрального  состава , длительности  и относи­
тельной интенсивности компонентов сцинтилляций) на амплитудное р а з ­
решение спектрометра. Расчеты  на имитационной модели п оказали , н а ­
пример, что амплитудное разреш ен ие  ФЭУ зависи т  от спектрального  со­
става  и интенсивности сцинтилляций. С увеличением X от 400 до 600 нм 
разреш ен ие  ум еньш ается  приблизительно на 2 %. Это связан о  с ум ень­
шением н ачальны х скоростей вы лета  электронов с ф отокатода  при воз­
растан и и  Я, что приводит к увеличению  сбора электронов  на первый 
динод и амплитуды  сциитилляционны х импульсов, а т а к ж е  улучш ению 
разреш ен ия .

Т аки м  образом , р а з р а б о т а н н а я  модель, достаточно полно о т р а ж а я  ре­
альны е м еханизм ы  ф ункционирования  ФЭУ в одноэлектронном реж име, 
позволяет  д ать  рекомендации по выбору оптим альны х условий его р а ­
боты.
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У Д К  621.383
С. С. В Е Т О Х И Н

О ТН О Ш Е Н И Е  С ИГ НА Л/ ШУМ  СЧЕТЧИКА ФОТОНОВ  
ПРИ ГАРМ ОН ИЧ Е СК ОЙ М О Д У Л Я Ц И И  

РЕГ И С ТР И РУ ЕМ О ГО  СВЕТОВОГО ПОТОКА

В ф отометрии слабы х  световых сигналов методом счета фотонов мо­
д у ляц и я  регистрируемого излучения  применяется , как  правило, лиш ь д ля  
учета аддитивны х компонентов темнового или фонового х а р а к т е р а  [I, 2]. 
О днако  на  п р акти ке  встречаю тся  задачи ,  когда  это излучение м одулиру­
ется п арази тн ы м и  процессами с неизвестными характеристикам и . П ри 
этом точность измерений сн и ж ается ,  а обычные радиотехнические мето­
ды ф ильтрац и и  становятся  неэф ф ективны м и. В этой связи ни ж е  приве­
ден расчет  отнош ения си гнал /ш ум , обеспечиваемого счетчиком фотонов 
при гармонической м одуляции светового потока.

П усть глубина  м одуляци и регистрируемого  светового сигнала  внося­
щим помеху процессом m ^ Z \ 0 0 %. Тогда средн яя  скорость счета фотонов 
(или одноэлектронны х им пульсов  [3]) п с изм ен яется  во времени по з а ­
кону

nc= n 0[ l — m ( \ — coscoO/2], (О
где со-— ч астота  модуляции; По ■— средн яя  скорость счета в отсутствие 
м одуляции. П ри этом средней скорости счета фотонов за  период соответ­
ствует величина По(1— т/ 2) .  О ж и д аем о е  за  врем я  т число зареги стри ро­
ванны х фотонов:
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П ри  пуассоновской, наи более  распространенной в эксперим ентах  по сче­
ту  фотонов, статистике отсчетов дисперсия первого члена в (2) р авн а  
D 1 =  U0O — t n / 2) z. П ри расчете дисперсии второго члена в (2) в силу н е­
известности частоты м одуляции и отсутствия синхронизации м еж д у  м о ­
дули рую щ им  воздействием и началом  счета ф азу  гармонической ф у н к­
ции следует  полагать  величиной случайной. И з-за  отсутствия априорной 
инф орм аци и  распределение ф азы  мож но принять равномерны м в и н тер­
в а л е  [0, 2 л], что д ас т  дисперсию гармонической функции, равную  1/2. 
Тогда д ля  числа зарегистрированны х фотонов с учетом независимости 
случайны х ф азы  и скорости счета дисперсия второго члена в ( 2 ) : D 2=  
= П о т 2(п0-}- 1/т)/8со2. Н а  практике, очевидно, м ож но потребовать, чтобы 
П о^П /т ,  т. е. за  и н тервал  счета регистрируется  зам етное число фотонов, 
тогда  дисперсия N c:

D c =  л0 ( I — т / 2 ) ” т  +  «2 т 2/8со2. (3 )

П усть темновые и фоновые отсчеты, т а к ж е  подчиняю щ иеся пуассонов­
ской статистике, увеличиваю т регистрируемую  скорость счета на пТ, т ак  
что изм еряем ое  ее значение становится  п = п с-\-пТ, а число отсчетов N =  
=  N c- \ -NT соответственно. Д л я  определения N c следует дополнительно 
изм ерить N r (для простоты т а к ж е  за  время т, хотя при оптимизации вр е ­
мени измерения продолж ительность  накопления аддитивного компонента 
м о ж ет  быть со кращ ена  [4]) и вычислить N c= N - N r . Тогда дисперсия N c 
будет склад ы ваться  из дисперсий N  и N r :

D c — п0 ( I — т / 2 ) 2 т +  л 2т 2/8со2 +  2иТт, (4 )

что при т^>  I sin сох I /со (это условие п озволяет  пренебречь в (2) вторым
членом) д ае т  отношение сигнал/ш ум:

р =  ц0т ( I — т / 2)2/ [ ( I — т / 2 ) 2 +  л0т 2/8ш2т +  2пТ/ п 0]. (5)*

А нализ в ы р аж ен и я  (5) пок азы вает ,  что наличием модуляции обуслов­
лен а  д о б а в к а  в знам ен ателе ,  в к л а д  которой ум еньш ается  с увеличением 
частоты  модуляции и продолж ительности  измерений.

При использовании коротких ин тервалов  времени, когда  т<С1/а> и 
п0< 1 / т ,  о казы вается , что D 2= u 0m 2/8co2T, а отношение сигнал/ш ум (5) 
п реобразуется  к виду:

р =  Y n 0I  (I — m /2 ) 2/ [ ( l  — m /2 ) 2 -T т 2/8со2т2 — 2пт/ п 0\ (6)-

и демонстрирует более резкую  зависимость  от продолж ительности  изм е­
рений.

В заключение отметим, что в (5) зависящий от частоты член домини­
рует, как  правило, в знаменателе. При этом р =  сот (I — т / 2 )  ] / 8 / т  и пе­
рестает зависеть от величины регистрируемого сигнала. В (6) этот член,
напротив, чаще всего мал, и при п т <£ п0 оказывается, что р =  J/т 0т гг 
соответствует [5] случаю большого сигнала д ля  стационарного пуассонов- 
ского потока фотонов.
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У Д К  517.977
В. И. Б У Л А Т О В

К УП РА ВЛ ЯЕ МОС ТИ  ОДНОГО КЛАССА  
СИСТЕМ С З А П А З Д Ы В А Н И Е М

Рассм отри м  стационарную  систему
A 0X (t) = A i X  ( t —h ) - \ - B u ( t ) ,  ( I )

где  х — я-вектор  траектории; и —• r -вектор управлени я; A 0, A l , В  — м а тр и ­
цы соответствую щ их разм еров ; h > 0 — вещественное число. С истем а  ( I)  
яв л яется  частны м случаем  систем с зап азд ы ван и ем  [I], не разреш ен ны х 
относительно производной.

Ц елью  д ан ной  работы  является  изучение связи  м еж д у  полной у п р а в ­
ляемостью  системы ( I )  и управляем остью  линейной системы

A 0x ( t ) = A 1x { t ) - \ - B u { t ) .  (2)
У п р авляем о сть  систем ( I )  и (2) подразум евается  в смы сле р або т  [I, 2]. 

И м еет  место следую щ ая
Теорема. Систем а (I)  полностью у п р а в л я е м а  тогда  и только тогда, 

когда  у п р а в л я е м а  система (2).
Отметим основные этапы  в до к азател ьстве  этой теоремы. И з  [I] следу­

ет , что д л я  полной управляем ости  системы ( I )  необходимо и достаточно:
frank’[A0; В] =  rank [A0; A 1; В I,
(rank [ AA0 — A 1 Q-^h; В] =  rank [A0; A 1; В],  

v i
Л егко  видеть [3], что второе условие из (3) эквивалентно  соотношению

rank  [rKexhA 0 — A 1; В] =  rank [A0; A 1; В].
V l

Отсюда в силу того [4], что д ля  любого комплексного числа р  уравнение 
Aeu  =  р всегда разрешимо относительно A-, получаем, что условия (3) 
равносильны равенствам:

[rank [A0; В\  =  rank [A0; A 1; В) ,

I r a n k f p A 0 — A 1; В]  =  rank [A0; A1; В],
Vlj-

я вл яю щ и м ся  [I, 2] критерием  управляем ости  системы (2).
Следствие.  Д л я  полной у п р авл яем о сти  системы ( I )  необходима и д о ­

статочна п олн ая  уп р авл яем о сть  системы
A 1X(Z) — A o x ( t — h ) - \ - B u ( t ) .  (4)

Д ействительно, из [2] следует, что система (2) у п р а в л я е м а  тогда и только 
тогда, когда  у п р а в л я е м а  си м м етричн ая  ей система

A i x ( i )  = A 0X ( t ) - \ -Ви ( t ) . (5)
О тсю да в силу полученной выш е теорем ы  зак л ю ч аем , что, во-первых, 
полная  у п р ав л яем о сть  системы ( I )  эк в и в ал ен тн а  управляем ости  системы 
(5) и, во-вторых, п о л н ая  у п р ав л я ем о сть  системы (4) равносильна  у п р а в ­
ляемости  системы (5). Зн ачи т ,  системы ( I )  и (4) одновременно либо п ол­
ностью у п р ав л яем ы , либо не уп р авл яем ы .

З а м е ч а н и е .  П риведенны е  р езу л ьтаты  позволяю т, с одной сторо­
ны, свести изучение у п р авл яем о сти  некоторых систем с запазды ван и ем , 
не разреш ен ны х  относительно производной, к изучению управляем ости  
соответствую щ их систем, разр еш ен н ы х  относительно производной, и, 
с другой ,— получить в р я д е  случаев парам етри чески е  критерии у п р а в л я е ­
мости р а с с м атр и в а е м ы х  систем. Н ап р и м ер ,  в силу следствия получаем, 
что критерий полной у п р ав л я ем о сти  n -мерной стационарной системы

Ax(Z) = х  ( t — h ) - \ - B u ( t ) ,  (6)
где А — n X n -м атри ца , со в п ад ает  с критерием  полной управляем ости  си­
стемы
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x ( t ) = A x { t - h ) + B u ( t ) .  (7)

В свою очередь, из полученной выше теоремы следует, что полная  у п р а в ­
ляем ость  системы (7) эк ви вален тн а  управляем ости  системы

x ( t )  = A x ( t ) - \ - B u { t ) ,  
парам етри ческ и й  критерий управляем ости  которой хорошо известен [5]:

ra n k  [В; AB-  . . .  ; А п^ В ] = п .  (8)
Зн ачи т ,  условие (8) является  парам етрическим  критерием у п р а в л я е ­

мости к а к  системы (7) ,  так  и системы (6).
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УДК 517.988.8:517.983
Т. А. М А К А Р Е В И Ч

С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Й  Д - Р А Д И У С  Л И Н Е Й Н Ы Х  ОПЕ РАТО РОВ  
В ПРОСТР АНСТВАХ П О С Л ЕД О ВА ТЕЛ ЬН О С ТЕ Й

В р або тах  [I, 2] предлож ено  новое обобщ ение принципа Б а н ах а  — 
К аччиополли  сж и м аю щ и х  отображ ен ий  на операторы  в Д -метрических 
пространствах , удовлетворяю щ их  условию Л ипш ица:

р (Axi ,  Ахг)  =£7 Qp (xi,  Х2) , ( I )
с коэффициентом  Q — линейным или нелинейным оператором , действую ­
щ им в пространстве В  значений Д-метрики. Это обобщ ение основано на 
использовании нового понятия — спектрального  Д -р ад и у са  / '(Q ) о п ер а­
то р а  Q, т а к ж е  являю щ егося  оператором  в пространстве  В  и обладаю щ его  
свойствами, аналогичны ми свойствам обычного числового спектрального  
ради уса . В частности, достаточным  условием сущ ествования  неп одвиж ­
ной точки удовлетворяю щ его условию  Л и п ш и ц а  ( I )  оп ератора  А  в сек­
венциально полном Д -метрическом  пространстве  X  будет неравенство 
/ • ( Q) «0< 1  при подходящ ем U0̂ B , и, таким  образом , применение новой 
теорем ы  о неподвиж ной точке требует  умения вы числять  или достаточно 
хорош о оценивать спектральны й Д -ради ус  конкретны х операторов Q. 
Естественно, наиболее в аж ен  здесь  случай, когда  оператор Q линейный.

С оответствующ ие вычисления в [I, 2] с достаточной полнотой прове­
дены  лиш ь д ля  случая , когда  пространство  В  конечномерное. Н асто ящ ая  
р аб о та  посвящ ена более трудному случаю , когда  В  — некоторое про­
странство  последовательностей. Н аи б о л ее  естественное из таких про­
странств  — пространство s всех последовательностей  — ненормируемое и 
поэтому часто непригодно во многих прилож ениях . Это приводит к необ­
ходимости изучения спектрального  Д -ради уса  в п ространствах  последо­
вательностей, являю щ и хся  подпространствам и  s, которы е с подходящей 
нормой, порож даю щ ей  более сильную, чем в s, сходимость, оказы ваю тся  
банаховы ми.

Наибольший интерес представляют простраства Ip ( I  ^  р  оо) и C0 = H  
И м енно они и р ассм атр и ваю тся  в данной  работе.

I. Н и ж е  X  — одно из пространств  Ip или с0, a Q — линейны й оператор, 
зад ан н ы й  при помощи бесконечной м атрицы  с неотриц ательны м и элем ен­
т а ми  Qij (i, / =  1 , 2 , . . . ) .
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Т еорем а I. П усть Q яв л яется  ограниченным оператором  в X.  Тогда 
при лю бом  и0е !

г (Q) M0SS Px (Q),  (2)

где рх (Q) — спектральный радиус Q b J .
П редп олож ени е, что Q действует  в одном из пространств  Ip или Co, 

естественно сф орм ули ровать  в терми нах  коэффициентов м атри ц ы  Q. Д л я  
случаев  A, I00 и C0 здесь  известны необходимые и достаточн ы е условия 
(см. [3— 5]); д ля  /р ( 1 < р < о о )  существуют лиш ь д остаточн ы е признаки. 
Н а м и  приводится новое утверж ден ие , аналогичное соответствую щ ему 
у тверж ден и ю  д ля  ин тегральны х операторов из [6]. Д л я  его ф ормулировки 
введем величины:

uOft(Q) =  IIu HIfe (u i =  WcIij ЦП. 
vr.ft (Q) =  IK-IIfc K  =  WcH j Ilг)

(О <  г, A < io o ) ;  здесь || £ ||р (0 <  р  <  °° )  — «норма»:

II I I I p  =  [ ( I  l 5 l l H "  ” р» ° < г < “ .

(sup I I при P =  оо.
І

Теорема 2. Пусть Щ,, ft, (Q), мг,, ft, (Q) <  пусть числа р, X, C1, A1,
л2, A2 удовлетворяют неравенствам, 0 < ; А - < 1 ,  О -< 1 ~  ^ -|— —, - ~А . _)_

, I  I — А , X , I — А . X l , ? I - AH ,    Ч <  I и н ер ав ен ств ам ----------------------  I ------
OT2 OT1 C2 r  OT1 C2 P Cl

X
. Тогда Q ограничен в Ip, причем || Q || <  ип , /г, ( Q ) ' ~ l ur„, (Q)?v. Более

того, можно утверждать, что Q компактен, если или In1 < ;  оо, или т 2<  
<  оо, или In1 — оо и I i m a r,, т, ( Q(„ ) ) = O  или т 2 =  оо и I im iv2, т 2 (Q(rt)) =  0;

A l—Э- =о A l—> оо

здесь Q(„ ) — матрица с элементами <7,,/+«, a Q(n) — с элементами </,-+«,/•
2. П рименение описанны х результатов  к ан ал и зу  спектрального  / ( - р а ­

диуса  г (Q)  в пространствах  /р ( 1 ^ р ^ о о )  и C0 позволяет  получить д л я  
него лиш ь крайне грубы е оценки сверху, основанны е на использовании 
неравенств  (2) и Pp ( Q)  =KIQIi. П оэтом у  естественно возни кает  вопрос о 
том, насколько  м о ж ет  быть уточнен р езу л ьтат  теорем ы  I. В конечномер­
ном случае  в (2) почти д л я  всех U0 имеет место зн а к  равенства . П одобная
ситуация , к  сож алению , есть и в бесконечномерном случае. В ерна сле­
д у ю щ а я

Т еорем а 3. П усть Q —  ком п актн ы й  оператор в Iv и элем енты  м атрицы 
Q удовлетворяю т  н еравен ствам  q a ^ U i V j  (г, / =  I, 2, . . . ) ,  где (ui)<=lp,  
( V j ) ^ l  с п олож ительн ы м и координ атам и . Т огда  д л я  к а ж д о го  ненуле­
вого uo^ l j j  справедли во  равенство  г (Q) M0= P p  ( Q ) , при этом pp ( Q ) > 0 .

3. Д л я  прилож ений наи больш ий интерес п р ед ставл яю т  ситуации, ког­
д а  неравенство  (2) я в л яется  строгим. З д есь  у д ается  получить лиш ь ч аст ­
ные результаты .

Р ассм о тр и м  м атри ц у  вида

/О T 1 О . . . х
Q =  ( 0  0 T 2 ... ,

где T j ( j =  I,  2, ...) и О — матрицы-блоки размера А X А.

Теорема 4. Пусть M0 =  (м1( ... , и п, . . . ) e s .  Тогда справедливо нера-  Jz у___
венство т (Q) M0 <  Iim V i i h • Я  (Q), где Я  (Q) — блок-вектор, определен-

k-+oo   Jz -_________  ___ Jz ------------------
ный равенством Я  (Q) =  ( l i m y  T 1 ... T fcI, ... , I i mi  T n+! ... T n+k- 1 I» •••)>

k~>°o /г—>cc
I — единичный A-мерный вектор.
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бауэровские исследования анизотропии структуры  поверхностного слоя нержавею щ ей 
стали после ш лиф ования. №  693-В89. Деп. от 31.01.89 в В И Н И Т И .

О бнаруж ена деф орм ация реш етки нерж авею щ ей стали Х 18Н 9Т в поверхностном 
слое 100 нм после ш лифования. Получены косвенные данны е, свидетельствую щ ие о су ­
щ ествовании в м ёссбауэровском  спектре нерж авею щ ей стали неразреш енного дублета 
квадрупольного расщ епления.

У Д К  537.876.4

П. В. А в  л а с е  н к  о, М. А. В и л  ь к о  ц  к и й, В. П. К н ы ш .  Резонансны й о тр аж ател ь­
ный м икроволновы й транспарант. №  690-В89. Деп. от 31.01.89 в В И Н И Т И .

П роанализированы  возм ож ности оптимизации резонансного отраж ательного м ик­
роволнового ф отоуправляем ого транспаранта. Получена эм пирическая зависимость м еж ­
д у  резонансной частотой и другим и электродинамическими парам етрам и системы. П р о ­
ведены эксперим ентальны е исследования транспаран та с резонансной частотой 9,75 ГГц. 
и полосой пропускания 0,65 ГГц, подтвердивш ие применимость предлож енной р ас­
четной модели для  проектирования транспарантов толщ иной не менее 0,18 резонансной 
длины  волны. П рименение резонансны х ф отоуправляем ы х дифракционны х структур 
позволяет со здавать  согласованны е отраж ательны е транспаранты  толщ иной менее чет­
верти рабочей длины  волны электром агнитного излучения.

У Д К  519.6
Л . А. Р а е в с к а я .  В ы пуклая оболочка м атриц линейных расстояний. №  691-В89. Деп.. 
от 31.01.89 в В И Н И Т И .

Д л я  заданной  последовательности а =  (at, а 2. • • • , а п ), ci\ <  а2 <  . . .  <  а п целочис­
ленных точек в R 1 вводится м нож ество м атриц линейных расстояний

M n (а) =  { П я(а) =  A  ( n ) D ( a ) A T ( я ) ,  л е 5 „ } .

Здесь D (а) =  || \а ,  —  а* | Iln x n  ; S n — множ ество всех перестановок на множ естве из 
п  элементов; А ( я ) — перестановочная м атрица, соответствую щ ая перестановке я . И с­
следуется вы пуклая оболочка м нож ества M n (а ). П ри водятся  свойства матриц из 
M n (а) и алгоритм  их распознавания. О пределяется м нож ество верш ин conv M n (а) 
и исследуется свойство смеж ности.

У Д К  681.3.08
И. Е. П а р о м ч и к. О взаим освязи  старш их производны х интерполяционных полино­
мов. №  7Ю -В89. Д еп . от 07.02.89 в В И Н И Т И .

С ф орм улирована и д о к а за н а  теорем а о взаимной связи  производных т -го иг 
(т +  I ) -го поряд ка  интерполяционны х полиномов п орядка  т +  I c  производным т - го 
порядка интерполяционны х полиномов порядка т.

* Копии депонированны х статей  м ож но за к азать  по адресу: 140010, М осковская 
обл., г. Л ю берцы , 10, О ктябрьский проспект, 403. П роизводственно-издательский ком би­
нат В И Н И Т И , отдел  распространения.
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У Д К  578.008.5:621.317
А. В. Б у р а к о в ,  Д . А. Д  и у х е, А. М. Я н ч е н к о. Простой ком м утатор обмоток ш а­
говы х двигателей , управляю щ ий движ ением  двухкоординатного столика. №  1029-В89. 
Д еп . от  17.02.89 в В И Н И Т И .

Р азработан н ы й  ком м утатор  позволяет осущ ествлять следую щ ие реж имы  работы  
двух  ш аговы х двигателей  (Ш Д ) : остановку двигателей в любой момент времени вр а ­
щ ения в фиксированной точке из массива 214Х 2 14 полож ений с последую щ им его про­
долж ением ; непрерывное и однократное (на угол 0,9°) вращ ения с последую щим ревер­
сом на такой ж е угол; реверс со скоростями, различаю щ имися до IO3 раз; возврат  к 
первоначальном у полож ению ; ручное управление и управление от вычислительного 
ком плекса Д В К -2М . В качестве ком м утатора четырех обмоток возбуж дения Ш Д  типа 
Д Ш И -200  использована микросхема К 155Р Е З , что совместно с микросхемой К 155И Е7 
позволило реализовать в диапазоне частот 8—8 -IO3 Гц четырех- и восьмитактны й со­
вмещ енный и несовмещ енный режимы возбуж дения. Выполненный на комплементарных 
транзисторах  усилитель постоянного тока служ ил усилителем мощности сигналов воз­
буж дения  двух  обмоток Ш Д , что позволило уменьш ить энергопотребление и габариты  
ком м утатора .

У Д К  548.315
А. И. В е р и ш к о, Н. П. Ж у к о в с к а я ,  А. П.  3  а ж  о г и н, А. И.  К о м я к,
А.  И.  С е р а ф и м о в и ч ,  С. Н. III а ш к о в. П олиморфизм и м олекулярны е спектры 
кристаллов калийуранилнитрата. №  2493-В89. Деп. от 18.04.89 в В И Н И Т И .

Н а основании геометрических представлений кристаллограф ии, концепции эф ф ек­
тивны х ионно-атомных радиусов и теории плотной упаковки кристаллических структур 
рассм отрен  координационны й полиэдр иона уранила в кристаллах  M UCb (NCb) з (M  =  К, 
Rb, Cs, NH4) с точки зрения их устойчивости. Полученные данны е позволили предпо­
л о ж и ть  наличие у KUCb (N C b b  полиморф изма. П оследнее надеж но подтверж дено ме­
то дам и  рентгенографического и термоаналитического анализов и м олекулярны ми спект­
рами.



Наши юбиляры

А Л Е К С А Н Д Р  СЕР ГЕЕВИЧ МИХАЛЕ В

Исполнилось 50 лет со дня рож дения заведую ­
щ его каф едрой кибернетики БГУ  имени В. И. Ленина,, 
доктора технических наук, профессора А лександра 
Сергеевича М ихалева.

Александр Сергеевич М ихалев родился 12 ноября 
1939 г. в городе М оздоке С тавропольского кр ая  
в семье рабочего. Окончив Рязанский  радиотехниче­
ский институт в 1962 г., д ва  года работал  в д о л ж н о ­
сти ассистента в этом ж е  институте. После успеш ­
ного (с защ итой кандидатской  диссертации) оконча­
ния в 1967 г. аспирантуры  при Л  ЭТИ имени
В. И. У льянова (Л енина) А лександр Сергеевич до 
1974 г. работал  старш им преподавателем , доцентом: 
Рязанского  радиотехнического института, а в 1974— 
1981 гг.— доцентом, заведую щ им  каф едрой вычисли­
тельной техники Д альневосточного политехнического 
института.

В этот период в его работах  формулирую тся и 
разрабаты ваю тся новые концепции итерационного структурно-парам етрического синтеза 
слож ны х автоматических систем управления с эф ф ективны м и разрывными законам и 
управления, позволяю щ ие достичь высоких точностных, динамических, энергетических и 
м ассогабаритны х показателей  систем. Н а основе этих концепций создаю тся основы тео­
рии и впервые в мировой практике разрабаты ваю тся основные технические реш ения 
принципиально нового класса электромеханических исполнительных систем роботов — 
серводинов, характеризую щ ихся исключительной гибкостью  в управлении. В 1981 г. 
А. С. М ихалев защ и щ ает  докторскую  диссертацию .

Признанны й в стране специалист в области построения систем управления А. С. М и­
халев  в 1981 г. был приглаш ен в Белгосуниверситет имени В. И. Л енина для р азви ти я  
новой специализации «К ибернетика. Системы управления роботов» на базе специально­
сти «Радиоф изика и электроника». С 1982 г. профессор А. С. М и х ал е в — заведую щ ий к а ­
федрой кибернетики. П о его инициативе в 1984 г. создается  учебно-научно-производст­
венное объединение «Белгосуниверситет имени В. И. Л е н и н а — Н П О  «Гранат», обеспе­
чивш ее впервые в республике целевую  подготовку вы сококвалиф ицированны х специали­
стов в области робототехники. Н а каф ед ре  кибернетики по зак азам  различных отраслей 
промышленности впервые в С С С Р созданы  системы управления для универсальных про­
мышленных роботов типа «Г ранат», «Электроника», «ТУР» с приводом на основе серво­
динов.

Научно-технические разработки  профессора М ихалева отличаю тся новизной, опуб­
ликованы  в более чем 190 научных трудах , защ ищ ены  82 авторскими свидетельствами, 
25 из которых патентую тся в 14 странах  мира, внедрены ведущ ими роботостроительны ­
ми предприятиями С С С Р. Они внесли весомый вклад  в реш ение ряда  важ ны х народно­
хозяйственны х задач  в р ам ках  республиканских програм м : «Робототехника», «И нтенси­
ф икация» и «М еж отраслевой программы  работ по робототехнике на 1986— 1990 гг.», о к а ­
зали  сущ ественное влияние на научно-техническую  политику ведущ их роботостроитель­
ных организаций республики и страны , вы звали коммерческую  заинтересованность ряда  
зарубеж н ы х фирм (N O K IA  (Ф инляндия), Берое, Э Л П Р О М  (Н Р Б ) , КУКА (Ф Р Г )).

П од руководством А. С. М ихалева создана научная ш кола в области систем у п р ав ­
ления и очувствления роботов, подготовлено 18 кан дид атов  наук (среди них специали­
сты Н Р Б ) .
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А. С. М ихалев является  членом научно-методических советов Госкомитета по н а ­
родн ом у  образованию  С С С Р и М инистерства народного образования Б С С Р  по проблеме 
«Роботы  и гибкие производственны е системы», специализированны х советов по защ ите 
кандидатских  диссертаций в БГУ, Б П И , М РТИ , председателем  Всесоюзного постоянно 
действую щ его научно-технического семинара «Роботы  и гибкие производственные си­
стемы».

З а  многолетню ю  плодотворную  деятельность А. С. М ихалев награж ден  знакам и «О т­
личник изобретательства и рационализации», «И зобретатель СССР», почетными гр ам о­
там и университета.

С войственная А лександру Сергеевичу вы сокая требовательность к себе и окр у ж аю ­
щим, его ш ирокая научная эрудиция, постоянное стремление к поиску новых путей в со­
временной технической науке способствую т быстрому становлению  молодых ученых, р а ­
ботаю щ их рядом  с ним.

С ердечно п оздравляя  А лександра Сергеевича с юбилеем, студенты и преподаватели 
ф ак у льтета  радиоф изики и электроники ж елаю т ему доброго здоровья, счастья и новых 
творческих свершений.
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РЕФ ЕР АТ Ы

Н г у е н  T х а й Х о н г ,  Б а р к о в с к и  й Л . М. Изменение степени поляризации частич­
но поляризованного света в слоистых анизотропных структурах / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

Н айдено вы раж ение д л я  расчета степени поляризации световых пучков, распрост­
раняю щ ихся в слоистых анизотропны х средах. Приведены зависимости степени по л я­
ризации от количества слоев и управляю щ его электрического поля в случае кристал­
лов K D P квар ц а  и ниобата лития.

Библиогр. 7 назв., ил. 2.

УДК 535.132
К и р и л е н к о  А. И. О показателях преломления для неоднородных волн / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

И зучается  преломление неоднородны х волн на границе раздела двух  поглощ аю ­
щ их сред. Рассм атриваю тся значения показателей  преломления для  векторов ф азовой  
и амплитудной нормали при ком планарном  и некомпланарном падении волны. О снов­
ное внимание уделено предельным случаям : прохож дению  «без преломления», норм аль­
ном у и скользящ ем у падениям.

Библиогр. 6 назв., ил. 2.

У Д К  535.56

УДК 621.315.592:546.28
У р б а н о в и ч А. И., П о д  л и п к о Ю. А., Ш  а л и м а В. Н. Температурные поля при 
облучении кристаллов ионными пучками переменной мощности / /  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

П роведен анализ тем пературны х полей в кристаллах при облучении их пучками 
ионов с мощностью, изменяю щ ейся во времени. Д ается  сравнение с результатам и , полу­
ченными д л я  ионных пучков постоянной мощности. П оказано  наличие существенной 
зависим ости возникаю щ их тем пературны х полей от временного проф иля ионного пучка. 

Библиогр. 2 назв., ил. 2.

УДК 523.8.538.8
К л ю ч н и к о в  А. С.,  К о н д р а т е н к о  В. TI., А л е ш к е в и ч Н. И. К вопросу об уп­
равлении фазовой структурой световых пучков / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. 
М ат. Мех. 1990. №  I.

Рассмотрены  оптические системы, позволяю щ ие управлять распределением ампли­
туды  и ф азы  в поперечном сечении светового пучка с ш агом дискретизации порядка 
длины  волны ф азируемого излучения на основе применения управляем ы х транспаран­
тов макроскопических размеров.

Библиогр. 5 назв., ил. I.

УДК 621.378.325
В а с и л ь е в  Н. H., Р а й  Г. BI., Ш а р о н о в  Г. В., Ш к а д а р е в и ч  А. П. Пассивная 
синхронизация мод в непрерывном лазере на AM Г: N d3+ с помощью кристаллов LiF
с F ^ U 1O //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

П оказано, что применение в качестве пассивных лазерны х затворов  термически об­
работанны х кристаллов L iF  с F^" центрам и окраски обеспечивает реж им  синхронизации 
м од при одновременной модуляции добротности непрерывного А И Г : Ш 3+ -лазера неза­
висимо от длины резонатора.

Библиогр. 5 назв., ил. I.

УДК 621.373.826.038.823
В о й т о в и ч  Д . А. Дополнительные потери резонатора газового лазера при быстром 
изменении его оптической длины 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Ф из. М ат. Мех. 
1990. №  I.

Измерены дополнительные потери резонатора гелий-неонового л азер а , возникаю щ ие 
при изменении его оптической длины со скоростью  до 0,2 м/с.

Библиогр. 5 назв., ил. 3.
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C e  м е н е  н я В. А. З а д а ч а  излучения ФАР круглы х волноводов 11 Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

О писы вается алгоритм решения задачи  излучения периодической Ф АР из круглых 
волноводов, построенный на основе решения методом Г алеркина интегрального у р а в ­
нения с использованием в качестве базисных функций собственны х функций круглого 
волновода. П риведены  формулы  для расчета взаимны х проводимостей м еж ду гарм о­
никами магнитны х токов.

Библиогр. 4 назв., ил. I.

У Д К  621.396.677

У Д К  535.375.55
Л е  T x  а н ь  X о а х, С е р а ф и м о в и ч  А.  И. ,  Т и м о щ е н к о  Т. H., T и т  к о в Е. Ф. 
Об отнесении колебаний в области 200 см ~ ' в комплексных соединениях уранила / /
Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

С целью  выяснения природы колебания группы уранила в области 200 см-1  ис­
следованы  спектры комбинационного рассеяния гексагидрата  уранилнитрата в распла­
ве, водном  и органических растворах. Установлено, что д ан н ая  полоса принадлеж ит 
валентном у колебанию  уранил-лиганд.

Библиогр. 5 назв., ил. I, табл . I.

УДК 539.12.04
К о м а р о в  Ф.  Ф.,  Н о в и к о в  А.  П. ,  П е т р о в  С. А. Изменение структуры  поверхно­
сти крем ния при облучении высокими дозам и  ионов C+ и //  Вестн. Белорус, ун-та. 
Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

М етодам и просвечиваю щ ей электронной микроскопии и электронограф ии «на о тр а ­
ж ение» при последовательном  удалении слоев способом анодного окисления анализи­
рована структура поверхности м онокристаллов крем ния (001)-ориентации после им ­
плантации  вы соких доз ионов C + и N j -  У становлено, что при высокоинтенсивной им ­
плантации  углерода и азо та  на поверхности крем ния форм ирую тся тонкая пленка к а р ­
бида крем ния кубической и вклю чения нитрида кремния сс-моднфикации.

Б иблиогр. 6 назв., ил. 2.

УДК 669.76:537.3
Ш е п е л е в и ч  В.  Г., H I a  к е р  Х а ш е м  Ф. С труктура и процессы переноса в быстро- 
о хлаж денн ы х ф ольгах сплавов висмут-галлий // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. 
М ат. М ех. 1990. №  I.

Ф ольги сплавов B i-Ga, полученные скоростным охлаж дением  из расплава, я в л я ­
ю тся поликристаллическими и характеризую тся текстурой {1012}. И сследованы тем пера­
турны е зависим ости удельного электросопротивления, коэф ф ициента Холла и диф ф ерен­
циальной терм о-Э Д С  фольг B i-G a. Установлено, что галлий в висмуте ведет себя как  
акцептор и характеризуется  коэффициентом отдачи, достигаю щ им —0,02.

Б иблиогр. 6 назв., ил. I.

УДК 539.16.08
К а ч а р с к а я  JI.  В., Ч а н  З у й  Ф ы о н г .  Измерение р-активности водных растворов, 
содерж ащ и х  изотопы 241P u, 90S r—90Y, 137Cs / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. 
М ех. 1990. №  I.

Рассчитаны  оптимальны е разм еры  образц а  д л я  экспериментального определения 
активности (3-излучателей, а т ак ж е  получена пересчетная ф орм ула, позволяю щ ая по 
измеренном у числу отсчетов восстановить соответствую щ ую  активность.

Ил. I, табл. 2.

У Д К  519.624
К у л е ш о в а  И.  Ф.,  М о н а с т ы р н ы й  П. И. В ариант м етода  дифференциальной ор­
тогональной прогонки д л я  задач  с пограничным слоем //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: 
Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

П р едл агается  новый метод д л я  реш ения двухточечны х граничных задач  с погра­
ничным слоем. П риведены  конкретны е расчеты , выполненные на ЭВМ.

Б иблиогр. 9 назв., ил. I, табл . I.
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У Д К  519.633
Б а с и к В. А. О модификации м етода полной редукции для разностных граничных 
задач  с переменными коэфф ициентам и 11 Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 
1990. №  I.

П р едлагается  итерационный алгоритм  реш ения разностных граничных задач , в ос­
нову которого полож ены  идеи м етода полной редукции и неявны х итерационных м е­
тодов В. П. И льина. Н а каж дой  итерации требуется выполнение x O ( M - N  lo g 2 М) 
арифметических операций. И з приводимой оценки следует, что в случае разностных 
задач , возникаю щ их в м етоде сеток из задачи  Д ирихле д л я  дифференциальны х у р а в ­
нений, близких к уравнению  П уассона, алгоритм  будет иметь скорость сходимости, не 
зависящ ую  от числа узлов сетки.

Библиогр. 5 назв., табл. 2.

У Д К  539.3

В а с и л е в и ч  Ю. В. К онтактная зад ач а  термоупругости для ортотропного полупрост­
ран ства  //  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

Д ан о  решение контактной задачи  термоупругости по определению  напряж енно-де­
формированного состояния ортотропного полупространства, на поверхность которого 
действует абсолю тно ж есткий, произвольной формы в плане плоский ш тамп. П редпо­
л агается , что поверхность ш там па имеет тем пературу  T  =  Та(х, у ) .  Т ем пература сопри­
касаю щ ихся со ш тампом сред  полагается  равной нулю, а тепловой контакт соверш ен­
ный. При решении задачи  используется теория потенциала и специальное представле­
ние одной из искомых функций.

Библиогр. 2 назв.

У Д К  519.21

К у р е н о к  В. П. С ущ ествование реш ения стохастического дифф еренциального у р ав ­
нения без сноса при локальной интегрируемости коэфф ициента а -2  //  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

В предполож ении непрерывности по t и при некотором условии локальной инте­
грируемости функции a ~ 2(t, х ), (t, х )  ^ R + X R  доказы вается  сущ ествование решения 
стохастического дифф еренциального уравнения без сноса с коэфф ициентом диф ф у­
зии а.

Библиогр. 5 назв.

У Д К  519.1
К о в а л е в  М.  М. ,  Н г у е н  Н г и а .  П орядково-вы пуклы е разлож ения функций на це­
лочисленной реш етке //  Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

Изучены  свойства порядково-вы пуклы х функций на целочисленной реш етке Z n. 
Библиогр. 2 назв.

У Д К  801.73:681.3
P  у б а ш к о Н. К., С о в п е л ь И. В. Автоматический контроль текстов естественных 
язы ков. II  / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

П риводится общий алгоритм обн аруж ен ия и исправления ош ибок, возникаю щ их 
в линии естественно-языковой ком м уникации, обсуж даю тся особенности его р еал и за­
ции, предлагаю тся два  м етода снятия многозначности реш ения задачи  на м орфологи­
ческом уровне — процедуральный, основанны й на вы воде сем антико-грам м атических 
свойств текста, и декларативны й, использую щ ий вероятностный подход к анализу  ес­
тественного языка.

Библиогр. 5 назв.

У Д К  519.1
3  в е р о в и ч В. Э., 3  в е р о в и ч И. Э. О связы ваю щ ем  числе граф ов / /  Вестн. Белорус, 
ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 1990. №  I.

Д л я  граф а G окруж ение м нож ества X e V G  обозначим N ( X ) .  П усть F =  { Х : Х е  
E  VG, X  ф  0 ,  N ( X )  Ф  VG}  и I  — семейство всех независимых м нож еств G. С вязы ­

ваю щ ее число граф а G определяется к ак  b ind  (G)  =  m in J - ^ І Д Н . Рассм атривается  за -
Xqf I л  I

дача характеризации граф ов, для  которы х bind (G) =  m in I  ̂ ..Xe/ I X  I
Библиогр. 5 назв., ил. I.
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Ш т и н С. Л . Об одной гипотезе В. Е. Круглова // Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. 
М ат. Мех. 1990. №  I.

С троится контрпример к одной гипотезе о разреш им ы х группах, возникаю щ ей в 
теории краевы х матричны х задач, а затем  доказы вается  ее справедливость при допол­
нительных ограничениях.

Библиогр. 4 назв.

■УДК 517.948.32:517.544

У Д К  517.977

К  а л  и и и н А. И. Асимптотические методы построения оптимальных управлений с 
релейными и особыми участками / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат Мех. 
1990. №  I.

О писы вается подход, с помощью которого разработаны  алгоритмы  асимптотиче­
ского  реш ения ш ирокого класса регулярно и сингулярно возмущ енных задач  оптим аль­
ного управления с зам кнуты м и множ ествами допустим ы х значений управляю щ их воз­
действий.

Библиогр. 15 назв.

У Д К  621.385.522

А п а н а с о в и ч В. В., Г у л а к о в  И. Р., Ч  у д  о в с к а я  Е. А. Моделирование процес­
сов фотоэлектрического преобразования в одноэлектронном фотоприемнике / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

Н а имитационной модели выполнен ряд  статистических экспериментов, получены 
зависимости среднего времени пролета электронов через ФЭУ как  функции зоны з а ­
светки ф отокатода , длины  волны регистрируемого излучения, вероятности пролета 
электронов мимо динодов при различных расстояниях м еж ду  фотокатодом  и первым 
динодом, углах  располож ения первого динода по отнош ению  к ф отокатоду и н ап р яж е­
нии ф отокатод — первый динод. Рассчитаны  зависим ость средней амплитуды  одноэлект­
ронных импульсов и эф фективности регистрации при различных уровнях дискрим ина­
ции от вероятности пролета электронов мимо динодов. Р азр аб о тан н ая  модель позво­
ляет  д ать  реком ендации по оптимизации реж им ов работы  одноэлектронного фотоприем­
ника.

Библиогр. 2 назв., ил. I.

У Д К  621.383
В е т о х и н  С. С. Отношение сигнал/шум счетчика фотонов при гармонической модуля­
ции регистрируемого светового потока // Вестн. Б елорус, ун-та. Сер. I: Физ. Мат. Мех. 
1990. №  I.

П оказано  уменьш ение отнош ения сигнал/ш ум счетчика фотонов при измерении из­
лучения с неизвестной частотой модуляции. Расчеты  выполнены для произвольной глу ­
бины м одуляции, учтено влияние фоновых и темновы х отсчетов.

Библиогр. 5 назв.

У Д К  517.977

Б у л а т о в  В. И. К управляемости одного класса систем с запаздыванием / /  Вестн. 
Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. №  I.

П оказано , что стационарная система A 0X (t) =  A[X(t  —  li) +  B u ( t )  полностью уп­
равляем а тогда  и только тогда, когда управляем а линейная система A v x { t ) = A i x ( t ) A ~  
+  B u ( t ) .

Библиогр. 5 назв.

У Д К  5 17.988.8;517.983

M а к а р е в и ч Т. А. Спектральный А -радиус линейных операторов в пространствах 
последовательностей / /  Вестн. Белорус, ун-та. Сер. I: Физ. М ат. Мех. 1990. № I.

Р ассм атривается  вопрос вычисления или достаточно хорош ей оценки спектрального 
А -радиуса линейного оператора, действую щ его в пространствах последовательностей. 
П р и во д ятся  достаточны е признаки ограниченности оператора, действую щ его в прост­
ранстве Ip ( 1 < р < о о ) .

Б иблиогр. 8 назв.



П РАВИЛ А ПОДГОТОВКИ РУКОПИСЕЙ  
Д Л Я  ОПУБЛИКОВАНИЯ В Ж У РН АЛ Е

1. С татья  д о л ж н а  быть излож ена с предельной краткостью , окончательно отре­
д ак ти р о ван а  и оформ лена. С татья  является  оригиналом д л я  печати.

2. С татьи, напечатанны е на м аш инке (не портативной) через два  интервала с по­
л ям и  не менее 4 см на одной стороне листа, представляю т в редакцию  в двух 
экзем п лярах .

3. Объем статьи  не долж ен  превы ш ать 8 страниц маш инописного текста  (вклю ­
чая  прилож ения) и 3 рисунков; кратких сообщений — 3 страниц и 2 рисунков.

4. К  статье до л ж н ы  быть прилож ены : реком ендация каф едры , реф ерат статьи  (до 
0,25 стр. маш инописного текста) и сведения об авторе (место работы , долж ность , ад ­
рес, рабочий и дом аш ний телеф оны ).

5. О собое внимание следует обращ ать на тщ ательность внесения в текст м атем ати­
ческих и химических формул, на оформление таблиц, списка литературы , рисунков и 
подписей к ним. С ледует избегать повторения в тексте данны х, содерж ащ ихся в таб ­
л и ц ах  и граф иках , а т ак ж е  представления численных результатов одноврем енно в ви­
де  табли ц  и графиков.

6. Ф ормулы  и буквенные обозначения необходимо аккуратн о  и разборчиво вписать 
в д в а  экзем пляра  от руки черными и разм етить синими чернилами: греческие буквы 
обвести  красны ми; латинские, набираем ы е курсивом, подчеркнуть волнистой чертой;

прописны е'— двум я черточкам и снизу (А) ,  строчны е'— двум я черточками сверху (а).  

С ледует различать буквы  О (прописную ), о (строчную ) и 0 (нуль), для  чего буквы 

О н о  подчеркиваю т двум я черточкам и и волнистой чертой (курсив), а нуль отмечаю т 

к вад ратн ой  скобкой снизу (0). Н еобходим о различать в написании буквы  I (эл ь ), е, а 

т а к ж е  J u  J (йот), для  чего букву I  пишут, как  римскую  единицу, подчеркивая ее дву­

мя черточкам и и волнистой чертой снизу. В екторы  подчеркиваю т черными чернилами 
стрелкой сверху. М атем атические символы cos, tg  и др., набираем ы е прям ы м  ш риф­

том, и химические символы  элем ентов (Н ^ О , Ag и т. д.) отмечаю т квадратной  скобкой
I-----------j 1 1

2
снизу. П оказатели  степени и индексы, а такж е  надстрочны е знаки отмечаю т дугой А— 
(для верхнего индекса) и A j 4 (для  ниж него).

7. Д л я  ф орм ул и символов, а т ак ж е  м еж ду  ними следует оставлять достаточны е 
пробелы  в тексте.

8. Н еобходим о при держ иваться  М еж дународной системы единиц (С И ).
9. Рисунки представляю т в д вух  экзем плярах  в виде граф иков, схем, фотографии 

отдельно от текста; ф отографии, отпечатанны е на глянцевой бум аге с накатом , д о л ж ­
ны иметь четкое и контрастное изображ ение. Ч ертеж и  и схемы вы полняю т туш ью  на 
плотной белой бум аге или кальке  в формате, обеспечиваю щ ем ясность поним ания всех 
деталей , и вместе с тем ком пактно в целях экономии места. Н а обороте карандаш ом  
необходим о у к азать  фам илию  авто р а , название статьи  и номер рисунка.

10. Таблицы  (обязательн о  с заголовкам и) и подписи к рисункам  следует печатать 
на отдельны х листах. К ривы е на рисунках нумерую тся арабским и циф рам и, которые 
расш иф ровы ваю тся в подписях к  рисункам. П редставление одного и того ж е  м атериа­
л а  в виде таблиц  и рисунков не допускается. М еста д л я  таблиц  и рисунков необходимо 
у к азат ь  на полях рукописи.

11. Ссылки на литературу  даю тся  в порядке цитирования (порядковы й номер в 
квад ратны х  скобках). Список литературы  (прилагается на отдельном листе) долж ен 
быть оформлен в соответствии с ГОСТом 7.1-84 следую щ им образом :

а) д л я  книг: ф ам илия и инициалы  автора, полное название книги, место издания, 
год издания, страницы;

б) д л я  ж урнальны х  статей: ф ам илия и инициалы автора , принятое сокращ енное 
название ж у р н ал а , год  издания, том, номер вы пуска, страницы.

12. Ссылки на неопубликованны е работы , диссертации и автореф ераты  не допу­
скаю тся.

13. В конце статьи  (после литературы ) ставится название каф едры , где  выполнена 
работа . С татью  долж ны  подписать все авторы.

14. В случае возвращ ения статьи  автору  на дор або тку  первоначальны й текст ее 
необходим о вернуть в редакцию . П ри зад ер ж к е  статьи  автором  на месяц и более пер­
воначальная д а та  поступления не сохраняется.

15. Р едакц и я  посы лает авто р у  одну корректуру для  исправления только  ошибок 
набора. И зм енения и дополнения к ак  в тексте, т а к  и в рисунках не допускаю тся. К ор­
р ектура  за  подписью  автора  и д ато й  ее подписания сдается в редакцию  в течение двух 
дней с момента ее получения.

16. Статьи, оформ ленны е с наруш ением «П равил», редакция не принимает.


