
Доказательство леммы следует из почти очевидных равенств QkZ0 (t ,

s) — тс4 — (I —  (k =  0, I,  2 , . . . )  и определения

обобщенного спектрального радиуса оператора Q.
Допустим теперь, что задана функция / ( / ,  х) : [О, Т]Х E 0-^E0, непре­

рывная по t в Xs при X G l 0 ( c r > s ) ,  причем выполнены условия
||f(7, Xi) —f(t,  x 2)||s=s£c(0 — s)-«||Xi—XzWo (0 < s < a < l )  ( 12)

11/(/, x) Ws^m(x)  ( l - s ) - P  ( O s £ s < l ) .  (13)
Рассмотрим задачу Коши

—  = / ( / ,  х),  х ( 0 )  = X 0 (х0 е  П E s). (14)
a l  0< s <  I

Эта задача сводится к исследованию операторного уравнения (5)  с опе­
ратором ^

Ax ( /)  =  X0 +  f /  (т, х (т ))  dr;  (15)
о

этот оператор, очевидно, удовлетворяет условию ( 4 ) , в котором Q опре­
делен равенством ( 11) .  Тем самым, из теоремы I и леммы 2 следует  

Теорема 2. З а дач а  Коши  (14) при а < 1  имеет единственное в X6 р е ­
шение, определенное  на всем {0, T]. За дач а  Коши  ( 14)  при а =  I имеет, 
по крайней мере,  одно решение,  определенное  на  [0, Г*], где  Ti =  
=  m in{T , ( с е ) - 1} ;  это решение единственно на  множестве функций 

JM(x0) =  { x ( t ) ^ X 6: sup ||х(/)— х0||в(1— s ) P < o o } .
l< s <0

Таким образом, утверждение теоремы 2 в случае а =  I является 
одним из обобщений классической теоремы Л. В. Овсянникова (см. 
[2- 8]) .
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У Д К  519.1
И. Э. З В Е Р О В И Ч

С Т Е П Е Н Н О Е  М Н О Ж Е С Т В О  Д Е Р Е В А

Рассматриваются конечные, неориентированные графы без петель 
и кратных ребер. Неопределяемые понятия можно найти в [I]. Степен­
ным множеством Dg графа G называется множество степеней вер­
шин G [2]. Известны условия реализуемости [3] и однозначной реализуе­
мости [4] пары (S, р) ,  где

5 =  {ki,  . . . , k n),  O C & i C f e C .  . . < k n, I ( I )
и I ,  графом G порядка р с Dg = S .  Э т и  условия легко проверяются. 
Известны также условия реализуемости множества S  деревом [2]: 
( I )  реализуется деревом тогда и только тогда, когда k i =  I.

В этой статье доказано, что задача древесной реализуемости пары 
(S, р)  АФ-полна и описаны все пары (S, р) с единственной реализа­
цией —  деревом.
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П редлож ение  I. Если S = { & 1; kn) , I = k i < k 2< .  . . < k n, 
и I, то существует дерево порядка р со степенным множеством S 
тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий: I) п — I, р —  2 ;

Tl
2 ) 2 , p=2-\-'^i Xi{ki— \) при некоторых целых xC^z\ (г =  2, п ) .

i = 2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При п — I утверждение очевидно. Пусть 
2.

Необходимость.  Пусть дерево T порядка р имеет степенное множест­

во 5 .  Обозначим через Xi число вершин степени k t в T ( І— 1, п ) . По тео-
п п п

ремам 2.1 и 4.1 [ I ]  ^  х ;&г= 2  (р —  I).  Ho р =  ^  Xi, поэтому ’̂ . x i(k i— I) =
г- 1 г= I t=iП

=  P —  2 и 2  ( £ г —  I) + 2  =  р.
і=2

п
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Рассмотрим граф U XiK i k—i,  составленный

1=2 ’ 1
из дизъюнктных звезд. (Считаем, что Ki,O = K i и в звезде K ia только 
одна вершина является центром.) Проведем простую цепь P  через цент­
ры звезд в произвольной последовательности. Пусть и, v —  концевые 
вершины Р. Добавим две новые вершины и', v' вместе с ребрами (и, и'), 
(и, и'). Предложение доказано.

Следствие I  [2]. Минимальный порядок дерева с данным степенным 
множеством 5  =  {k lt . . .  , k n} ,  I =  <  k2 <  . . . <  k n, n >  I , равен

Tl
I i k t - D + 2 .
I=I

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим в предложении I Xi = I  для всех  
І— 2 , п.

Теорема I. Д ля пары (S, р) задача о существовании дерева поряд­
ка р со степенным множеством 5  является МР-полной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
OiX1+ .  . .-\-апхп= а  (2 )

— уравнение с попарно различными целыми положительными коэффи­
циентами, а  —  целое. В [5] показано, что задача о существовании реше­
ния уравнения (2 ) в множестве неотрицательных (без ограничения 
общности, положительных) целых чисел является МР-полной. Ho эта  
задача сводится к рассматриваемой. Действительно, пусть a i < .  . . < a re- 
Положим 5  =  {1 ,  a i + 1 ,  . . . ,  а п-\-1} и р =  а + 2 ,  а затем воспользуемся  
предложением I. Теорема доказана.

Теорема 2. Если существует дерево порядка р со степенным множест­
вом S,  то такое дерево единственно только в следующих случаях: 
I) S = { 1 } ,  р =  2;  2)  5 =  { I ,  2} ,  3;  3)  S =  { I, k2},  p ^ { h + 1, 2k2,
3kn— 1} ;  4) 5 =  { I ,  k2, &з}, p — k 2-j-&3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если в 5  л ^ З  и
(S,  Р ) =5^({1> &2, ks), k 2-\-kz) ,  (3)

то воспользуемся доказательством достаточности предложения I для по­
строения двух неизоморфных деревьев порядка р со степенным множест­
вом S. В одном случае можно провести цепь P =  P [и, v) так, чтобы 
d e g u  =  k2 и deg v = k 3. Ho при л ^ 4  можно еще взять deg u = k 2, 
d e g v = k 3, а при я = 3  условие (3) гарантирует наличие двух невисячих 
вершин одинаковой степени в любой древесной реализации пары (5 ,  р ) ,  
что позволяет построить цепь Р(и,  v ) с deg и =  deg  w= {k2, k 3).  Пример 
для л = 3  показан на рисунке.

Пусть теперь п = 2  и k2^ 3 .  Если р такое, как в 3 ) ,  то единственность 
реализации легко проверяется. Если же p =  2-\-x2(k2— \), х%^А, то на 
вершинах степени k2 можно построить два неизоморфных графа: про-

56



стую цепь и дерево с одной вершиной степени 3. Оставшиеся случаи р ас­
сматриваются легко. Теорема доказана.

Д ве неизоморфные древесные реализации пары ( { I ,  3,  5} ,  12)

Известна задача о существовании ^-дерева с данным степенным мно­
жеством [6]. В связи с этим было бы полезно иметь аналог предложе­
ния I для ^-деревьев. Напомним определение ^-дерева ( k ^ 2 ) ,  которое 
называют еще (k — I ) -деревом [7, 8] и (k—2, k — I ) -деревом [9].

1. Гиперграф с k  вершинами и единственным ребром мощности k 
является ^-деревом.

2. Если T есть /z-дерево, то гиперграф, полученный добавлением  
к T новой вершины v и одного ребра {и, Vi, , Vh-i}, где {vu . . . ,  Vh-i} — 
подмножество некоторого ребра гиперграфа Т, является й-деревом.

3. Любое ^-дерево может быть получено по правилам I — 2 . 
Заметим, что множество деревьев в обычном смысле совпадает с мно­

жеством 2 -деревьев.
П р едлож ение  2. Пусть множество S = { & i ,  k n} ,  I = & i < . . .< & n ,  

п ^ . 2 , является степенным множеством некоторого &-дерева порядка р,

k ^ 2 .  Тогда существуют целые X i ^  I, І— 2, п, такие, что
П  П

2  x i k  при п^> 3 ;  2  Xi k  —  I при п =  2; (4)
1 = 2  1= 2

п п

^ l Xi Ik i- I) делится на ( k —  I ) ;  p = k +  ^ • (5 ) - (6 )
I= 2 1=2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть T является ^-деревом порядка р  со  
степенным множеством S. Обозначим через Xi (І— 2, п) число вершин 
степени ki  в Т. Пусть Q, R обозначают гиперграфы, индуцированные вер-

П

шинами степеней k 2, . . . ,  k n и =  I соответственно. Если ^  Xi > -  k,
1=2

П

то T содержит ровно q — 2  X i —  (k  —  I) ребер, так как в противном слу-
( = 2

п п

чае T  несвязно. Если 2  Xi < . k,  то ясно, что тогда ^ x i =  k —  I, п =  2
I= 2 1= 2

Tl

и (5)  —  (6 ) проверяются непосредственно. Пусть в дальнейшем
1 = 2

57



Гиперграф R не содержит ребер, поскольку л ^ 2  и T связно. В инду­
цированном двудольном гиперграфе между множествами Q h R  каждое  
ребро содержит k — 1 вершину множества Q и одну вершину множест­
ва R,  поэтому

2  d eg u — kq =  ( k — \) 2  deS y- (7 )
Ui=VQ v& V R

где VH обозначает множество вершин гиперграфа Н.  Поскольку
п п

2  deg ы =  2  X,k t, 2  deS у =  /7 ~  2  х і' то 113 (7 ) выв° д нм k  ( k  —  1) +
Ui=VQ 1—2 v<=VR i = 2

Tl

+  x i (kj —  1) =  ( ^ — I ) / 7- откуда легко получаются (5 )  и (6 ). Пред-
І—2

ложение доказано.
Заметим, что предложение 2, в отличие от предложения I, не дает  

достаточных условий. Например, в [6] показано, что множество S  =  
=  {1 ,  4, 6}  не реализуется никаким 5-деревом, хотя при Х2— х3= 4 ,  р — 13 
условия (4) —  (6 ) выполняются.

Автор благодарен профессору Р. И. Тышкевич за руководство р а ­
ботой.
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У Д К  5 1 9 . 4 + 5 1
Г . Л . П Е Т Р О В А

О Н Е П Р И В О Д И М О С Т И  П О Р О Ж Д А Ю Щ Е Г О  М Н О Ж Е С Т В А  
П О Л И Э Д Р А Л Ь Н О Й  П О Л У Г Р У П П Ы

Пусть R —  поле вещественных чисел; Z —  кольцо целых чисел; Zn —  
решетка л-мерных векторов над Z; А —  целочисленная невырожденная

Tl

матрица со столбцами ая, аг, . . . ,  а п, R(ai ,  а3 a n) =  { 2
1=1

Oi^ s о, t = l ,  2, . . . ,  п}.

Известно [ I — 3], что полиэдральная полугруппа R ( a u а3, . . . ,  а п) П Zn 
является конечнопорожденной, причем в качестве порождающего мно­
жества можно взять векторы а и а3, . . . ,  а п и все векторы из P z - P  П

' П

где P =  { 2  a.ia,i\ai^.R, O ^ a l- C  I, t = l ,  2,  . . . ,  л}. Интересен вопрос: 
г=і

когда указанное порождающее множество является неприводимым, т. е. 
когда никакой элемент из P z не равен сумме других ненулевых эле­
ментов?

Будем говорить, что (си, аг, . . . ,  а п) 5 г ( Р і ,  |3г, . . . ,  Pn) ,  если О г^рц  
І =  I, 2, . .  . ,  л. Как известно [4], множество P z неприводимо тогда и толь­
ко тогда, когда оно состоит из попарно несравнимых ненулевых векторов 
( a i ,  02, . . . , On), где координаты берутся в базисе сц, аг, . . . ,  а п. Опреде­
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