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У Д К  517 .968

С. В. Р О Г О З И Н , Ф. В. Ч УМ А К О В

О Б О Б Щ Е Н Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  К А РЛ ЕМ А Н А  
НА С И М М ЕТ РИ Ч Н О М  О Т Р Е З К Е

Рассмотрим на вещественном отрезке [—а; а] интегральное уравнение 
первого рода с суммарно-разностным ядром

ии- А ( х )  В  (х)

t f
Ф (t) dt =  /  (х),  0 < а <  I. ( I )

Будем предполагать, что известные вещественнозначные функции А ( х ) , 
В ( х ) ,  f ( x )  удовлетворяют условиям:

А(х) ,  В ( x ) i= H i [ —a; а]  ( А > 1 —-а ) ,  (2)
f (x )  =  (az—x2)e~af * ( x ) ,  ( е > 0 ) , / * ( х ) е Я , . .  (3)

Решение уравнения (I )  ищем в классе функций
ф(х) =  (a2— X2) (х),  (4)

где (р* (х ) — гельдеровская на {— а; а] функция. Приведенное уравнение 
является обобщением известного уравнения Карлемана [I, с. 580], часто 
встречающегося в различных областях математики и механики. Дадим  
решение этого уравнения в замкнутой форме и приложение его к иссле
дованию одной четырехэлементной краевой задачи.

I. Пусть

7W=I.w (5)
Запишем тогда уравнение ( I )  в виде

А (х)1 ( х ) + В  (x) I  ( ~ x ) = f  ( X )  (6 )
(см. [3, 4]).  Заменяя х на —х в (6 ) ,  получаем систему двух функцио
нальных уравнений:

А (х) I  (х) +  В (х) I  ( — х) =  f  (х) ,
В ( — х) I  (х) +  А (— x ) I ( — x ) = f ( — х).  '

Решение (6 ) ищем в классе (3 ) .  Система (7) равносильна функциональ
ному уравнению (6 ) в том смысле, что каждое решение I (х) уравне
ния (6 ), удовлетворяющее условию ( 3 ) ,  является решением системы (7)  
и наоборот. Функцию ср(х) находим, решая уравнение Карлемана ( 5 ) ,  
которое при сделанных предположениях безусловно разрешимо. 

Рассмотрим возможные случаи.
1°. Пусть определитель системы (7)

Д (х) = A  (х) А ( — х) — В (х)В  ( — х)ф О,  х е [ - а ;  а] .  (8 )
Из (7)  находим

!(X) =  J M aX - * ) B W  . (9)

Очевидно, I (х)  удовлетворяет условию (3 ) .
Решая уравнение (5) [I, с. 580], находим ф в классе (4 ) ,  которая опре

деляется по формуле
а л

C t g
,  , " 1S  2  d  С

cP W  =  - U T - S - J
I (t) d t

Aa 0 - 0 I—а
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COŜ С Z ( t )  д IУ d T  IГ 7 (s) d s  \

(x  —  t ) 1~ a  dt 'а ( < - * ) “  , 1 Z ( s ) ( s  —  т ) 1 _ “  '
) dt, ( 10)

1+ a I—a
Z(t)  =  (t +  a)  2 (a — t) 2 .

2°. В вырожденном случае, когда
A ( x )  =  0 ( x e [ - a ;  a ] ) ,  ( 1 1 )

система (7) будет неразрешимой относительно I  (х),  если
^ ( х ) = А ( —х)1 ( х )—В ( х ) ! ( —х ) Ф 0  на [— а; а]. (12)

Таким образом, система ( 7 ) ,  а следовательно, и исходное уравнение не 
имеют нетривиальных решений.

Пусть имеет место ( 11)  и выполняется дополнительное условие

A 1 ( X ) = O  н а  [ — а ;  а]. ( 1 3 )

Если А ( х ) ф 0, то из (I I) следует, что и В  (х) #=0. Положим
К ( . л —  А ( ~ х ) _ В ( - х )  / ( - * )  П 4 ,
К \ х ) —  в  (Х) —  А ( х )  f ( x )  ’  ̂ '

Очевидно, К ( х ) ф 0. Предположим вначале, что / С ( х ) > 0 .  Умножаем (6 )
на арифметический корень У К  (х )  и получаем

U (X )  +  U ( - Х )  =  G ( X ) ,  ( 1 5 )

где U ( x ) = A ( x )  У Щ х) I ( x ) ,  G(x)  = f (х) т[Щх).  (16)
Здесь G ( х ) —  четная функция.

Решение функционального уравнения (15) дается формулой

U(x)  = ^ - G ( x )  A-F  (х ) ,  (17)

где F  ( х ) — произвольная нечетная функция. Будем считать, что F (х) 
принадлежит классу (3 ) .  Находя из (16) и (17) функцию I (х) и под
ставляя ее в (1 0 ) ,  получим решение исходного уравнения ( I ) .  В этом 
случае однородное уравнение ( / ( х ) = 0 ) имеет бесконечно много реше
ний из класса (4 ) ,  неоднородное уравнение ( I )  разрешимо при любой 
правой части из класса (3 ) .

Умножая уравнение (6 ) в случае К ( х ) < 0 на У — К(х ) ,  получаем 
функциональное уравнение

V ( x ) - V ( - x )  = R ( x ) ,  ( 1 8 )

где V ( x ) = A ( x )  У —К(х)  I ( x ) ,  R ( x ) = f ( x )  У — К.(х).  (19)
Здесь R ( x ) —  нечетная функция.

Решение (18) дается формулой

V ( x ) = - ~ R ( x )  +  P ( x ) ,  (20 )

где P ( х ) —  произвольная четная функция. Будем считать, что P (х) бе
рется из класса функций (3 ) .

Н аходя I (х) из (19) и подставляя в (1 0 ) ,  получим искомое реше
ние ф. Характер решения ( I ) такой же, как и при К (х) > 0 .

Случай обращения в нуль или бесконечность функции К (х)  в точках  
отрезка [— а; а] здесь нами не рассматривается.

3°. Рассмотрим случай, когда определитель системы (7) обращается  
в нуль на множестве Mc= [ — а; а ] ,  причем mes M==O. В каждой точке 
х  M однородная система (7)  имеет нулевое решение, независимо от 
разрешимости этой системы в точках множества М. Отсюда можно сде
лать вывод, что решение однородной системы тождественно равно нулю

на ( — а; а) .  Предположим, что функция ( х е  ( - а ;  а ) \ М )  до

пускает продолжение по непрерывности на ( — а; а ) ,  причем - д1̂ -

51



е Я ц ( — а; а ) ,  р > 1 —- а. Тогда функция I o (х) =  ■ д1̂ - будет единствен

ным решением неоднородной системы ( 7 ) .  Следовательно, в этом случае 
уравнение ( I )  будет иметь единственное решение в искомом классе, 
определяемое по формуле ( 10) ,  где I (х) следует заменить на 1 о (х ) .  
Однородное уравнение (I )  будет иметь лишь тривиальное решение. Если
A1 (х)

~д ^  не допускает упомянутого продолжения по непрерывности, то

система (7)  неразрешима в класса ( 3 ) ,  а значит, исходное уравнение не 
будет иметь решения в классе (4 ) .

2. Рассмотрим однородное интегральное уравнение с суммарно-раз
ностным ядром с внутренними коэффициентами, союзное к уравне
нию (I )

а

ф (t) dt =  0 . (21 )[ I  A (t) B ( t )  \

I x +  t\a  )

Преобразуем это уравнение к виду

А  (I)  ф (Q +  Д ( -  І)  ф ( - 1)I dt =  0 . (21 ' )
• t I '

Уравнение (21 ')  [I, с. 580] имеет только тривиальное решение, т. е. урав
нение (21 ) равносильно функциональному уравнению

Л ( О Ф ( 0 + Я ( - * Ж - 0 = о  (22)
или системе функциональных уравнений

г л ( О Ф ( 0  +  я ( - * Ж - 0  =  о,

I я  (?) Ф ( 0  +  л  (—  о  ф ( —  0  =  0- }
Д ля этой системы можно сделать выводы, аналогичные выводам для 
системы (7 ) ,  а именно:

1) система (23) имеет только тривиальное решение, если
Д ( 0  = A  (t)A ( - І )  - В  ( t ) B ( - t )  =^0;

2) система (23) имеет бесконечно много решений (такого же типа, 
как и система ( 7 ) ) ,  если A (t ) = 0 ,  A (t) 0;

3) неоднородное уравнение, соответствующее уравнению (21)

AJf)  , В (t)

—а
ф (t ) dt — h (х),

- t  |“ I x +  t\a ,

имеет единственное решение, если А (1 )Ф0,  и имеет бесконечно много 
решений, зависящих от произвольной четной или нечетной функции,

если A(^) =  O, A i ( t ) = A ( —t ) h ( t ) —B ( —t ) h ( —t ) = 0 ,  A(t ) -
3. Четырехэлементная краевая задача Карлемана [2, с. 236]

А (х) Ф+ (х) - f  В (х) Ф+ (—  х )  -j- А (х) Ф~ (х) -f-
I ___ р  CCJtt

+  B ( X )  ф - ( - х ) =  ..... ! - g - Z W ,  (24)

(а2 — X2) 2

(— а < х < а ,  0 < а <  I ) ,  
где f  удовлетворяет условию ( 3 ) ,  А, В  —  условию ( 2 ) ,  равносильна инте
гральному уравнению ( I ) — каждому решению ( I )  из класса (4) соот
ветствует решение задачи (24)

Aa (t—z)a ’
(,а2 — г2) 2

и, наоборот, каждому решению Ф (г )  задачи (2 4 ) ,  предельные значения 
которого удовлетворяют условию
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Ф± (х) .
ф ±  ( X )  =  ------------ * U ~ ~  (8 >  ° ) ’ (* )  е  Я ь  (2 6 )

(а2 — X2) 2

соответствует решение ф уравнения ( I ) ,  определяемое по формуле ( 10),  
в которой следует заменить I  (х) на функцию

I—а

( ф + м  +  ф - w ).

При сделанных предположениях ф принадлежит классу (4 ) .
Из равносильности в соответствующих классах  ( I )  и (24) вытекает 
Теорема. Пусть f  удовлетворяет условию (3 ) ,  А, В —  условию (2 ) .  

Если А ( х )= ^ 0  на { — а; а], то краевая задача (24) имеет в классе (26)  
единственное решение.

Если А ( х ) = 0  и A i ( x ) = 0  на [— а; а], то краевая задача (24) имеет 
в классе (26) бесконечно много решений, зависящих от произвольной 
четной или нечетной функции.

Решения задачи (24) находятся по формуле (2 5 ) ,  где ф ( / ) — соответ
ствующее решение уравнения ( I ) .

З а м е ч а н и е .  Из п. I, 2 вытекает, что уравнение (I )  (и равносиль
ная ему задача ( 2 4 ) )  является нётеровым (и даж е фредгольмовым) тог
да и только тогда, когда

А (х) = Л  (х) А ( — х ) — В (х )В  (— х) =5̂ =0, х е [ - а ;  а].
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У Д К  517 .988 .8 ;  517 .983

П. П. З А Б Р Е И К О , Т. А. М А К А Р Е В И Ч

П РИ Н Ц И П  НЕПО Д ВИ Ж НО Й т о ч к и  
И ТЕО РЕМ А Л. В. О ВСЯННИ КО ВА

Известная теорема JI. В. Овсянникова и ее многочисленные обобще
ния внесли большой вклад в решение проблемы о разрешимости задачи 
Коши для дифференциальных уравнений, однако она стоит несколько 
в стороне от классических принципов неподвижной точки разрешимости 
операторных уравнений. В настоящей статье показывается, что теорема 
JI. В. Овсянникова является следствием одного варианта принципа сжи
мающих отображений в псевдометрических (К-метрических) простран
ствах. Предлагаемый вариант принципа сжимающих отображений осно
ван на естественном обобщении понятия спектрального радиуса на не 
обязательно линейные операторы, действующие в упорядоченных линей
ных пространствах.

I. Пусть Q —  произвольное множество, F ( Q ) — пространство всех  
вещественных функций на Q с обычными линейными операциями и по
рядком, в F ( Q )  определена естественная (поточечная) сходимость; пусть 
K ( Q ) —  конус неотрицательных функций из F ( Q ) .

Допустим, что оператор Q определен на некотором подмножестве из 
K (Q ),  содержащем 0 , и принимает на этом множестве значения из K (Q ).  
Н ас будет интересовать вопрос о множестве E ( Q )  элементов z e K ( Q ) ,  
для которых ряд Неймана
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