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М И Н И М И ЗА Ц И Я  К В А Д Р А Т И Ч Н Ы Х  Ф У Н К Ц И О Н А Л О В  
НА Т Р А Е К Т О Р И Я Х  Л И Н Е Й Н Ы Х  

С И Н Г У Л Я Р Н О  В О З М У Щ Е Н Н Ы Х  С И СТ ЕМ

1. В классе скалярных кусочно-постоянных управляющих воздейст
вий u(t),  / е Т = [ 0 , /*] рассмотрим следующую задачу терминального 
управления, зависящую от малого положительного параметра р:

J (u )  =  c [ z (t*) +  c'2y(t*)  + - ± - (z' (t*),  y' ( / * ) )  ( ^ * ) )  ^ min'

\x,z=AyZ-\-A2y-\~byU, Z(O )=Zo, ў = Asz-\-Aiy-{-boU, у ( 0 ) = у о ,  (2)

\ u ( t ) \ ^ l ,  tenT, H lZ( t * ) + H 2y ( t * ) = g ,  ( 3 ) - ( 4 )

где z— Пі-вектор; у — я2-вектор; g — m -вектор, At, і— 1,4 Di, / = 1 , 3 ,  Ну, H2, 
by, b2, Cy, C2 —  постоянные матрицы и векторы соответствующих размеров.
г г  /I »  I D 1 D nПредполагается, что матрица Ay  устойчивая, а матрица , симме-

VD2D3 I
трическая и неотрицательно определенная. Требуется также, чтобы 
ran k (D i,  H2) = r a n k ( H 2—H 1A T 1A2) = m  и выполнялось, по крайней мере, 
одно из условий: I)  C i = O , H 1=O, D i = 0, D2= 0; 2) b i =  0.

Кусочно-постоянное управление мй( / ) ,  / е Т ,  удовлетворяющее (3 ) ,  
назовем допустимым, если порожденная им траектория системы (2 ) удо
влетворяет (4 ) .  Если же (4) выполняется с точностью 0 ( p n+1) ,  то управ
ление будем называть «-допустимым. Допустимое (я-допустимое) управ
ление назовем s -оптимальным, если оно отклоняется по критерию каче
ства от оптимального на величину 0 ( p s+1). В данной работе излагается  
алгоритм, позволяющий для заданных натуральных чисел « H s  ( s ^ n )  
построить я-допустимое управление, являющееся s -оптимальным. Этот 
алгоритм опирается на метод пограничных функций [I] и опорный метод  
[2] решения линейно-квадратичных задач оптимального управления. Р а 
бота в определенном смысле аналогична [3], где рассматривалась линей
ная сингулярно возмущенная задача терминального управления.

2 . Познакомимся с основными понятиями, которыми оперирует опор
ный метод [2]. В дальнейшем будут использоваться следующие обозна
чения:

Пусть tj, / =  I, m,—  различные точки из T, занумерованные в порядке 
их возрастания. Назовем эти точки опорными моментами, а их совокуп
ность T0u— {tj, / = 1, т } — опорой задачи ( 1 ) - ( 4 ) ,  если не вырождена
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F ( t ,  [ f )

опорная матрица Ф0п(р) =  (ф (С  р ) ,  / = 1 , т ) ,  где q>(t, р) = H q (t, р ) ,  
q(t,  р ) = F ( t ,  р,)6 (р ) ,  a F(t ,  р ) ,  / е Т ,е с т ь  решение уравнения

f i = - F A ( n ) ,  F ( t * ) = E .  (5)
Пару {пц, Гоп} из допустимого управления и опоры назовем опорным 
управлением. Опорному управлению поставим в соответствие т-вектор

потенциалов v '( p )  = Y o n ( P )  ФГп(р), где у0п(р) =  (y(tj,  р ) ,  /  =  I, т),
y(t,  \ i ) = d ' (y )q ( t ,  ц),  t ^ T ,  d ( n ) = D x Vi( t * ) + c ,  a x»(t),  t<=T,— траекто
рия системы (2 ) ,  соответствующая ий(Г), t ^ T .  Через вектор потенциалов 
определим скалярную функцию A(t,  у) = v '  (у)(р(ў р ) — y (t ,  р ) ,  t e T ,  на
зываемую коуправлением. Легко видеть, что в опорные моменты ко- 
управление обращается в нуль. В [2] показано, что опорное управление 
{иц> Той} будет оптимальным, если: A (t, р ) ^ 0  при U11(Z) =  I; A(t,  р ) ^ 0  
при U11( I ) =  — I; Д (t, р) = 0  при — K u li( Z ) C l .  Эти соотношения назы
ваются критерием оптимальности.

3. Решение уравнения (5) имеет блочную структуру:

'Fl"(t ,  р) FW (t, р)
KF W ( t , ц) F W (t ,  р ),

где Fd)(t,  ц), t e T ,  г =  1,4,—  матрицы размеров Ul X n i, Hi X n 2, U2X n i, 
U2X n 2 соответственно. С помощью метода пограничных функций [I] мож
но разложить эти матрицы в асимптотические ряды:

OO ^
FM (t, р ) =  У  p V t ' ’( 0  + п ^ ( 0 (5)]> s =  - ^ = r - -  i =  I 7 4 .  (6)

*-о

Старшие коэффициенты разложений (6 ) приведены в [3]. Отметим 
только, что

Fkn ( Z ) = O ,  F {03\t)  =  0, n oF (3)(s) =  О, U0F ^ ( S ) = O .  (7)

Вектор-функции q(t,  р ) ,  <p(Z, р ) ,  Z e T ,  как видно из их определения и 
формул (6 ) ,  ( 7 ) , допускают асимптотическое разложение: q (t, р) =

OO OO

=  p - 4 I_K7(s) +  2  Pft [qk (Z) +  Пkq (s)],  ф (Z, р) =  ^  Р* [Фй ( 0 + п йФ (s)1-
k = 0 k=0

4. Рассмотрим невозмущенную задачу, которую в дальнейшем будем 

называть базовой: (C2 - C iAT1 A2) у ( t * ) у ' ( t*)DBy(t*)  min, у =

=  (Ai  —  A3A i 1A2) у (b2 — A3A i 1̂ 1) и, у (O) =  у0, \u(t) \ -С I, t (ЕЕ T , (H2-  
— H 1AT1A2) у  (Z*) =  g,  где D h =  D3 — D2AT1A2 — (AT1 A2)' D2 +  
-р (Ai A2) D1A i A2.

Решая эту задачу опорным методом [2], получим опорное управление 
{w(0), T m } ,  удовлетворяющее критерию оптимальности. Соответствую
щие вектор потенциалов и коуправление обозначим через \>(0) и Д(0) (Z), 
t ^ T .  Предположим, что коуправление обращается в нуль лишь в опор
ные моменты Z/0), /  =  I, т, причем A<°>(zj0>K O ,  / =  I, т. Тогда, как 
следует из критерия оптимальности,

SgnAw (Z)0') ,  Z e  [0, и( ,

uW(t)  = (0)/,0 ч 4 и  4 г (®)
■ S g n A lU ,( C ) ,  t  ( = I t m - U  t

sg n A <0)( 4 0>). / б [ / я , t* I

где tj =  t] , /  =  I, m.
Введем в рассмотрение скалярную функцию nA<°)(s) =  (v<°))'IVp(s) —

ло)tI
— (dW)'U0q(s),  s < 0 ,  где <Z<°> =  DF0 (O) X0- D( \ q0(t) sgn Aw (t[0))dt +

O
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(O)
tm t*

+  . . . +  I’ Qo(t) sSn Д (tm^dt  —  J* <70(Z)sgnA w (Zm0, )<iZ] +  с. В области s <  0  
н'о) но)
т— I 1т

рассмотрим уравнение A<0)(Z*) +  IIA<0>(s) =  G. Если это уравнение разре
шимо, то число его корней конечно. Рассмотрим два возможных случая: 
а) уравнение не имеет корней; б) уравнение имеет корни st-0), 1 = 1, р,  
занумерованные в порядке их возрастания. В этом случае дополнительно

предположим, что S p  ф  0, - ^ - I I A w (sw ) =^0, i =  I, р.

5. Рассмотрим случай а ) .  В [3] показано, что в задаче ( I )  —  (4) с до
статочно малым р существует допустимое управление u£(Z), Z e E ,  вида 
(8 ) с  точками переключения Z7-= Z 7(p ) ,  / =  I, т, (Z7-(O) =  Z/0'). Эти точки 
являются корнями векторного алгебраического уравнения R (Zi, . ... 
. . . ,  Zm, р ) = 0 ,  где

ti
R(t i, - .  Zm, р ) = Я К ( 0 ,  р ) - sgn Aw (Z P )  Jcp (Z, р ) Л -

0

—  ... —  SgnAw (Z P )  [ ф (Z, p)dz +  sgn А <0) (Zm0) [  9 (Z, p)dZ —  g.  (10)

tHi-I *т I

Функция (10) допускает асимптотическое разложение R ( t it . . . ,  Zm, р) =  

=  2  P ^  (Zn •••’ коэффициенты которого приведены в [3]. Соответ-
A = O

ственно с этим функции Z7-(p), /  =  I, т, также разлагаются в асимпто

тические ряды Z7(P) =  Zw  + 2  І =  U т. Вычисляя правосторонние
A =I П

производные в нуле (до порядка «  включительно) функции 'S  p V ft(Zi (р ) ,
A=O

. . . ,  Zm (р))  и приравнивая их к нулю, получим п невырожденных систем 
линейных алгебраических уравнений для определения коэффициентов Z7ft,

/ = T T m ,  k =  \~Tn\ Л 1)Т[Х) =  —  T1 ( Z P   Zw ),

J i0iyTiu =  —  / Р г Р  І - / Р Г Р  — r 2 (Z(i0). . . . .  Zw ),  ( 1 1 )

z a v ft( / p , . . . ,  4 0))
где Д 5) =  ^ m— > /  =  ! .  7 *  =  (Z/a> /  =  I, m). Заметим,.

что матрица Д °  =  (—  2cp0 (Zw ) sgn A w (Zw ), /  =  I, m) легко строится по 
опорной матрице Ф Р  =  ■(«Po (Z/0) )> /  =  I. /и), которая будет известна пос
ле решения базовой задачи.

Множество Eon(P) =  (Z7( р ) ,  / =  I, m } будет опорой задачи ( 1 ) - ( 4 ) ,  
если р достаточно мало. По аналогии с [3] можно доказать, что опорное 
управление ( « Р ,  Е оп(р ) }  удовлетворяет критерию оптимальности. Управ-

П
ление Ulin(Z), Z e E ,  вида ( 8 ) с  точками переключения tj =  Z/0)+ ^  P%-ft».

A=I

/ = 1 ,  m, отличается от оптимального управленияUji(Z), Z e E ,  на множе
стве меры 0 (p n+1) и, следовательно, является «-оптимальным «-допусти
мым в задаче ( 1 ) - ( 4 ) .

6 . Рассмотрим случай б ) .  Как показано в [3], в задаче ( I )  —  (4)  с до
статочно малым р существует допустимое управление вида
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V 11(Z) =

- S g n A ( O ) ( Z P ) 1 Z e  [0, ti l ,  

- s g n A ( ° ) ( z P ) ,  Z E [ Z „ - i ,  tm[,
( O ) ^ w  , . . o r  ( 12)sgn A(°)(Zm , Z e  [Zm, Z* +  Ps1 [, 

( _ i ) p sgnA(0)(zL0)), z e  [Z* +  ps.,  z*],

где Z7- =  Z)1' (p+_ /  =■ I, m, (Zw (O) =  Zj01), Si =  sj0), Z =  I, p. Функции 
Z/1' (p ) ,  / = 1, m, являются корнями векторного алгебраического уравне
ния /?(1)(Zi, . . . ,  Zm, р) = 0 ,  где

tl
R i lK h  Zm, р ) = Я Т ( 0 ,  р) X0 —  sgn At0i(Z1P )  I’ ф (Z, P p Z -

0

—  . . .  - S g n A w (Z P )  f ф (Z, р) dt +  sgn Atol(Zm1)Î  У  Ф (Z, р) dt +

*т— I
/* ___

+  . . . + ( —  1)p j  ф (Z, р) dzj —  g, при S i =  S1-01, Z =  I, р. (13)
f+vsp

Функция (13) допускает асимптотическое разложение RiiKh,  ■■■ 

Zm, р) =  T0(Z1) . . . ,  Zm) + 2  Pfer*1>(Z1, Zm), коэффициенты которого при-
ft=! ____

ведены в [3].  Соответственно функции Zj11(P ) 1 /  =  I, т ,  также разлага

ются в асимптотические ряды Z/n (p) =  Zj01+ ^ ?  pftZ7W . Коэффициенты Zw ,
ft=i

/  =  I, m, k = l , t i ,  находятся из уравнений, аналогичных (11 ).  По схеме, 
предложенной в [3],  можно доказать, что опорное управлении {u jP ,  
T w (P )) ,  где Toi1(P) =  {ZW , р), /  =  К "i) ,  является I -оптимальным. Тог
да управление V n (Z)- Z e T 1 вида (12) с точками переключения Z7-=Z/01 +

Tl ____ ____
+  V p ftZjft11 /  =  I, т, Z* +  p s P ,  Z =  I, р, будет 1-оптимальным «-допус-

A==I
тимым управлением в задаче ( 1 ) - ( 4 ) .

Если такая точность приближения недостаточна, то переходим к по
строению 2-оптимального «-допустимого управления. Коуправление 
Д(1>(Z, р ) ,  Z e E ,  соответствующее опорному управлению ( V n - T w (p )} ,  до
пускает асимптотическое разложение А (1) (Z, р) =  А (°) (Z) +  ПД(0) (s) +

+  ^ p * [ A i 1)(Z )+ II ftA(1) (s )] ,  в котором A ti11 (Z) =  (v (01) > 1(Z) +  (vS11)'(p0(Z)—

- Y i 11(Z), Z e T ;  II1Afll(S) =  ^ У П і ф ^  +  ̂ ' / У П о Ф ^ )  —  II1Y01(S), s < 0 ;
(v j11) '  =  [ (Y oiV  -  (v(0))'cDw J (Фі01) " 1; ФІІ1 =  ^po(Zj01)Zj111 +  Фі (Zj01) 1 /  =
=  I. m); Yii1 =  (Y(0)(Zj0)) Zj/1 +  Yw (Zj01) 1 /  =  1. m); y (0) (Z) =  (dw ) '  p0 (Z);
Yi0  (Z) =  ( V n )'Po(Z) +  (d(0))'c7l (Z); II1Y01(S) =  ( V n ) ' n 0p(s) +  ( V 0V l I 1P(S); 

,(0) (0)*1
^ 11= D I T 1 (O)X0 -  f P1(Z) sgn A w  (Zj01) dt —  ... —  J  I7l (Z) sgn A w  (Zi701^Z +

0 , ( 0)
i Itl- 1

+  [ P1(Z) sgn A (0) (Zm1) dt —  2 (^o(Zi01)Zi1I1Sgn A (0) (Zw ) +  ... Po (Zit01)ZiJi1Sgn X

V 1
X  A (0) (Zw )) +  2p0 (Z*) ( S j 0 1 - S i 01 + . . . + ( -  l )p+1 s '01) sgn A w  (Zw ) +
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( O)  ( 0)
S 1 S2

+  ( j  n op(s) ds —  f П0р (s) ds +  ... +  (—  I )p ( n 0p(s)dsj sgn A(0) (Zm0))]- При
JO) O
s I sP

достаточно малых p коуправление A (1)(Z, p), кроме опорных моментов, 
обращается в нуль только в точках Z* +  psj11 (р) ,  i =  I, р. Функции 
Si11(P), 1 =  1, р,  разлагаются в асимптотические ряды Si11( P ) = S l-01 +

+  V p 6S1-/1. Нам понадобятся коэффициенты S1-/ 1, I =  I, р, определяемые

Д -  =  ПА f0Vsj01) ] - 1 [A(01(Z*)sj0) +  A (i1)( Z * ) + n 1A(1) Xформулами S1-J11

X (sj01) , г =  1, p.

В задаче ( I )  —  (4) с достаточно малым р существует допустимое 
управление Uw (Z). t е T  вида (12),  где Z;- =  Z/2)(p),  /  =  I, т,  Si = S -01 +  
+  psj/1, I =  I , р .  Функции Z/21 (р), /  =  I, т, являются корнями вектор
ного алгебраического уравнения R i2Kh,  •••> Zm, р) =  0, левая часть кото
рого имеет вид (13 ),  но теперь Si =  sj0) +  psj/1, / =  1, р ■ Имеет место 
асимптотическое разложение Ri2Kt1, . . . ,  Zm, р) =  r0(Zj, . .. ,  Zm) +  ргі11 (Zi , . .. ,

t m )  +  y .  P * V 2 ) ( Z j ,  . . . ,  Zm ) .  Соответственно функции Zj2>( p ) ,  j  —  \ , m ,  так-
ft =  2

OO

же разлагаются в асимптотические ряды Z/21 (р) =  Z/01 +  pZу/1 +  V p 6Z/!1.
  A = 2

Коэффициенты Zj-A21, /  =  I , т, k  — 2, п, находятся из уравнений, аналогич
ных (11).  Допустимое управление wji2) (Z ), Z e E ,  будет 2-оптимальным, 
но тогда управление V 2 1 (Z ) ,  Z e E ,  вида (12) с точками переключения

Tl ____
h  =  zj0) +  PZji11+ ^ P 6ZjI1, /  =  I, т, Z* +  psj01 +  P2Sji11, / =  I, Р, является

А =  2
2-оптимальным «-допустимым управлением в задаче ( I ) — (4).  Если до
стигнутая точность приближения недостаточна, можно перейти к построе
нию 3-оптимального «-допустимого управления и т. д. по изложенной вы
ше схеме.
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У Д К  517.51

Л . И. Ш ЛОМ А

В О С С Т А Н О В Л Е Н И Е  Ф УН КЦИИ  
ПО Ф О РМ У Л А М  П Р Я М О У Г О Л Ь Н И К О В

Пусть /(Z) непрерывная I -периодическая функция (/(Z) е С ) ,  которой 
поставлен в соответствие ее ряд Фурье:

/(Z) ~  I  ( / )  +  V  а т cos 2 mnt +  bm sin 2mnt,  ( I )
TT l=  I

I
H f )  =  \ f(t) dt, а т, bm, т е  N, — коэффициенты Фурье /(Z). Д л я / ( Z ) ^ C

введем функционалы 
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