
б) модель ОТ

2 Г  г _ .. г , , —2M(EO)  =  - С -  [F iFf +  GiGj ] (R0-  г] dr =  — [GiF f - G f F i W .
J akO о

Из уравнения непрерывности (10) и формулы, связывающей плотность 
ядерного перехода po(-R) с плотностью заряда ядра в основном состоя­
нии в модели Тасси р 0Сн. ( R ) :

P0( R )  R" =  — J x  [ R 3Poch. (R)], ( 1 7 )

установим аналогию Jo (R) ~  ikpom. (R) R- Следовательно, для этой гид­
родинамической модели Тасси получим:

M(EO)  =  - L f  [Gf F i -  GiFf ] Яросн. (R) dR. (18)
о

Непосредственная постановка (17) в (16 г) дает аналогичный результат.

Приложение А
Согласно (6 ) ,  имеем:

E f y j y  Gi =  у - GiFf  +  ( E i -  V(r) +  I] F iF f ,

Gi F f =  ^  GiFf - [ E f -  V(г) -  I ] GiGf ,

F i y j y  Gf  =  у -  Gf F i +  [Ef -  V(г) +  I ] F iFf ,

- J T  p i =  W -  - ( E i - V  ( г ) -  I ] GiGf .

Учитывая, что k = E f — E i, получаем:

- L -  [QiF f -  F iGf ] =  [F lQf у  GiFf ] -  k [ F tFf +  GiGf ].

Т а к  к а к  д л я  E O K  X i =  X /, б у д е м  и м е т ь :

d rGiFi — F tGA =  —  U(FiF) +  GiGf ].
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Г . В. Ш И Ш К И Н , В. В И Л Ь Я Л Ь Б А

Р А З Д Е Л Е Н И Е  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х  В У Р А В Н Е Н И И  Д И Р А К А  
ВО В Н Е Ш Н И Х  С К А Л Я Р Н Ы Х  П О Л Я Х

I. Проблема точных решений уравнения Д ирака еще далека от окон­
чательного завершения, несмотря на то, что изучается многие годы. 
Представляя собой фактически систему четырех уравнений в частных 
производных, уравнение Д ирака приводит зачастую к непреодолимым 
трудностям уже на первом этапе поисков точных решений —- при разде­
лении переменных. He случайно поэтому число точных решений уравне­
ния Д ирака долгие годы было весьма ограничено: наиболее известные 
из них —  свободный электрон, водородоподобный атом, эффект Зеемана  
и электрон в поле плоской монохроматической электромагнитной волны.
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Серьезный прогресс в рассматриваемой проблеме наметился благодаря  
планомерным исследованиям группы В. Г. Багрова и В. Н. Ш аповало­
ва [I] (Томск). Существенным вкладом в данную проблему является  
также использование метода проективных операторов, предложенного  
Ф. И. Федоровым [2] (Минск). Следует отметить, однако, что в рабо­
тах  [I] (см. также обзор [3]) основное внимание уделяется электромаг­
нитным потенциалам, тогда как скалярное поле остается мало исследо­
ванным (авторы ограничиваются, как правило, потенциалами, завися­
щими от одной переменной). Наконец, укажем, что все сказанное отно­
сится к уравнению Дирака в плоских пространствах при наличии внеш­
них полей, т. е. речь идет о пространстве Минковского (специальная тео­
рия относительности).

В последние годы исследователи обратили внимание на уравнение 
Д ирака во внешних гравитационных полях, т. е. в римановых простран­
ствах (общая теория относительности). И хотя здесь речь идет чаще 
всего пока лишь о конкретных полях [4— 8], тем не менее появляются  
также частные методики, дающие надежду на возможность разработки  
общих методов разделения переменных в уравнении Дирака в произ­
вольных римановых пространствах [9]. Метод, предложенный в [9], по­
зволил найти ряд точных решений непосредственно в физическом четы­
рехмерном пространстве-времени, тогда как ранее некоторые авторы 
предпочитали пользоваться искусственно вводимым пятимерием, где фи­
зическое пространство выступает в качестве некоторой гиперповерхно­
сти (см., например, [6— 8] ).

В настоящей работе предлагается процедура разделения переменных 
в уравнении Дирака в произвольных криволинейных ортогональных про­
странственных координатах в плоском пространстве-времени при нали­
чии внешнего скалярного поля с последующим применением к конкрет­
ным координатам. Такой подход позволяет перечислить все скалярные 
поля, допускающие разделение переменных в уравнении Дирака.

Д ля скорости света и постоянной Планка принято с — I, k — \.
2 . Рассмотрим криволинейные координаты, вводимые в плоскости 

XV, т. е. по двум переменным, тогда как переменная г  остается преж­
ней. В качестве исходных рассматриваются декартовы координаты с ин­
тервалом

ds2= d x 2+ d y 2+ d z2—dt2. ( I )
Тогда, вводя криволинейные координаты в плоскости XY :

x=f(\i,  V) ,  y=g(\i,  v ) ,  (2)
в соответствии с

d x = f tlldy-\-f,vdv, d y = g ,v.d\L+gydx (3)
(Аи> S , и /,V, g,\ —  производные по р, v соответственно), для интервала 
имеем

^s2 =  (A2 +  g , 2) dy2 +  ( / ,*  +  g 2) dv2 +  dz2 —  dt2. (4)
Здесь учтено, что в силу ортогональности р и v

f,v!.v+g,vg,v=0- (5 )
Уравнение Д ирака во внешнем скалярном поле V при этом принима­

ет вид

Vli- 2 , \ ч1/2 + Y v 2-, д\ 1/2- +  У3дг +  Y 4  +  itV  +  m„) T  =  0, (6)(
где

Yn =  A t i Y i  +  ё>ц,\2 > Yv =  A v  Y i +  g.v Y2- Y3 =  Ys- Y4 =  Y4- ( 7 )
Здесь у —  матрицы Д ирака в криволинейных координатах такие, что

YoYP+YpYa=2gapA (8)

и у — матрицы Дирака в декартовых координатах (постоянные)

у т\ п + У п У т  =  2х\ т п !  »  ( 9 )
г д е
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*«3  =  d i a g { f ,* +  * ,» ) ,  Щ  +  g * ) ,  I, - I } ,  Tlmn =  diag(I , I, 1, - 1). ( 10)

Заметим, что в терминологии общей теории относительности, соглас­
но ( 3 ) ,  интервал (4) записан в декартовой калибровке, т. е. локальный 
пространственный трехмерный репер при переносе из одной точки про­
странства в другую не испытывает вращения и в связи с этим не возни­
кает нефизических координатных «эффектов» в операторе момента [5]. 
Однако уравнение Д ирака (6 ) при этом оказывается усложненным яв­
ной зависимостью матриц (7) от криволинейных координат. При этом 
представляется естественным следующий путь изучения и решения урав­
нения Д ирака: I )  найти некоторое унитарное преобразование к пред­
ставлению, в котором матрицы уд. yv становятся «плоскими», т. е. пере­

ходят в Y1, уг; 2 ) решить полученное упрощенное уравнение (при этом,

однако, следует ожидать, что решение, вообще говоря, может быть не 
однозначным [4]);  3) обратным унитарным преобразованием перейти 
в исходную калибровку (восстановить при этом однозначность волновой 
функции).

Итак, ищем такое S 9, что

5 ф ‘ у 5 ф = у .  ( 11)
Из явного вида (7)  и условия унитарности для S 9 имеем

S9 =  A -  B y 1Y2; A- +  B2 =  I. (12)

Для выполнения ( 11) при Yn- v Yi оказывается необходимым потребо­
вать

А‘ ~ в ' =  , » + * , > ) ' / *  ■ 2 Л В =  U, ; + „ “=)■« ' (13)

и при требовании Yv-^72 имеем

f , v = —g,и> ( 14)
что не противоречит условию (5 ) .  Если ввести некоторую «угловую» пе­
ременную <р(р, v) такую, что

A2— B 2= C o s  ф, 2Л В  =  эіпф, (15)

то окончательно для унитарного преобразования S 9 имеем

А =  cos В =  sin - у - ;  S9 =  exp j— - i -  (PY1Y 2J .  ( 16)

Ввиду того, что оператор 5 Ф зависит от координатных переменных р, v, 
преобразование ( 11) вместе с 4P = S cpIp приводит к появлению в уравне­
нии Дирака дополнительных слагаемых со спинорной связностью Tti, Tv, 
т. е.

Y1 (^ц Г*д) Y2(dv . . Д і /  I I i  n  / 1
—  +  Y d2 +  У dt +  IyiV +  т0 ф =  0, (17)

где

г  _  1 Шг2 г  __ 1 л,IV2 П 8) ̂ 9 Y Y Я,. . 1 V -  9 Y Y  А., ■ I 10)дц ’ v — 2 1 1 dv • 

Переходя к новой неизвестной функции Ф, согласно

ф д  <19>

избавляемся от этих слагаемых и получаем наиболее простой вид урав­
нения Дирака



(f ’Z +  S'i )4 *
3. Связь наиболее общих криволинейных ортогональных координат 

с декартовыми можно записать в виде

х = / ( р ,  v)cosq), £/ =  / ( р ,  v )s in  ф, z = g ( [ i ,  v ) ,  (22 )

причем условия ортогональности ц, v, ср (ф —  угол, отсчитываемый во­
круг оси Z) снова приводят к соотношению типа (14)

f,v-—  § ,v , f ,v = g ,\ i ■ ( 2 3 )

Д ля интервала теперь имеем

ds2 =  (Au -f- g,p.) d\i2 -(- (/,v -+ g-,v) d\2 4- f 2d<p2 —  d t 2. ( 2 4 )

Матрицы Д ирака при декартовой калибровке тетрады записываем
в виде

Yi =  A l i  cos фУі +  / >д sin фу2 +  g^Vs,

Y2 =  A v  cos фу2 +  A v  sin фу2 +  g ,vYs- ( 2 5 )

Y3 =  —  /  sin фу! +  /  cos ФY2, Y4 =  Y4-
По аналогии с п. 2 находим унитарное преобразование 5 ,  осущест­

вляющее переход

Y i Y i  ,Y2 - ^ Y 2- Y3- >  Ys- ( 2 6 )

Оно имеет вид

5 ф,е =  SvSea =  exp  | | ~ 9 y Y }  e x p  j  Gy3Y1J  а,

(2 7 )

а  =  —2-  (Y1Y2 +  Y2Y8 +  Y3Y1 +  I), G== arctg (AliZAv)* 

При этом порождается спинорная связность

T= * ~1~2 <̂0 T= I ~1~2
Гц =  - 9-  Y1Y2 - з г - . Tv = - S -  Y1Y2 -дц  ’ 2 r г д х  *

Г ф =  - ^ - ( Y 2Y3 cosG -+ Y1Y3Sin G)- (28)

По аналогии с (19) от соответствующих слагаемых избавляемся неко­
торым преобразованием неизвестной функции и получаем наиболее про­
стую форму уравнения Дирака

Y1̂ u +  Y2̂ v V3 , I
Л  I  L j 2-  +  4 -  5ф +  Y 4  +  Y V  + /H 0 O  =  O1 (29)
(/-ц +  £'ц) ' I

где

V  =  W ^ W «-( 3 0 >

4. Пусть имеется некоторое дифференциальное уравнение (либо си­
стема уравнений) в частных производных. Если в этом уравнении можно 
разделить переменные, например, ха  и Xp (под Xa и Xp мы понимаем не 
обязательно одну переменную, это может быть совокупность перемен­
ных), то оно с необходимостью представимо в форме



( K a + K f i ) ^  =  0, (31)
причем операторы, относящиеся к разным переменным, естественно, ком­
мутируют

[ а д р] _ = 0 .  (32)

Решение уравнения (31) при этом имеет вид
W = A ( X a )B(X^)W,  (33)

где W —  некоторый постоянный вектор (матрица-столбец); А, В  —  матри­
цы, зависящие от указанных переменных, и

[Л, Я | _ = 0 .  (34)
При этом

KaA W = a A W ,  K p B W = Ь BW.  (35)
Согласно ( 2 0 ) ,  (2 9 ) ,  изучаемое уравнение Д ирака можно предста­

вить в виде (31) при соответствующем определении скалярного потен­
циала V.

Исходя из уравнения Дирака для наиболее общих криволинейных 
координат (2 9 ) ,  нетрудно видеть, что, допустив

V =  V423 (Х4, X2, X3) +  V4 (X4) (X4 =  t),  (36)
имеем

(K 123 +  K i ) Ф =  о, [K 123, K i U  =  0 ; (37)

К  12з =  Y4 Y ^ i + Y 4V2^  +  . Y V  дз _  J Y 123 +  m ~ 4 ( =  _  di _  J Y 4. ( 3 8 )

( / ’Й +  Я’д) 1
Аналогично,если

Vi23=  Vi2 (хи Xz) либо V3(X3) ,  (39)
отделение переменных X i ,  X2 от X 3 возможно двумя путями:

а ) K i 2 =  /  { v3y 4 + y 3y 4  + ~ 3/По +  ~ Y  { а  _  JY12) ) ,  =  а з ; ( 4 0 )
( I/ >ц +  Я’Д J

б) K 12 =  f  ~ t dl +  Д -  +  Y1Y x i  K 3 =  Y1Y2 {y3d , + y ( i V s- a ) f } .  (41)  
I W ’ц +  J

Здесь а  —  собственное значение оператора A4.

Поскольку Ai2 зависит от комплекса ( / , £ + g , 2) 1/2> разделение X 1 и X2 
в общем случае произвольных криволинейных координат оказывается  
невозможным. Однако в частных случаях конкретных координат при не­
которых потенциалах возможно полное разделение переменных. 

Например, для общих сферических координат
х — е  ̂ sin 0 cos Ф, у = в ^  sin 0 sin ф, z = e ^ c o s 0  (42)

при потенциале
V =  V i ( p ) +  E 4 (А )  (43)

имеет место

K 1, =  —  y 4 i +  Y1Y4̂ m 0 +  у 1 (a  —  W1) е'\

K i =  —  S4 —  /V41 A 0,Ф =  W1YV de +  vlJ n4I-  дф

(44)

Оператор Ае,Ф есть не что иное, как оператор «момента» при сфериче­
ской калибровке тетрады [4, 5]. Переменные 0 и ф здесь делятся.

5. В заключение в таблице приведены результаты разделения пере­
менных в уравнении Дирака для всех известных типов ортогональных  
криволинейных координат.



К о о р д и н а т ы П р ео б р а зо ва н и е
П о тен ц и а л ы , д о п у ск а ю щ и е 

п о л н о е  л и б о  ч асти ч н о е 
р а зд е л е н и е  п ер ем ен н ы х

Декартовы

Цилиндрические 

х  =  cos 0 ,

у  — sin 0 , z

Сферические 

X =  T sin 0 COS ф , 

у  =  T sin0 sin ф,

Z =  T COS 0

Эллиптические
цилиндрические

sin р cos hv,

у =  a  cos р sin Au,

z

Параболические
цилиндрические

р 2 —  V 2

г/= ри , г

Параболические вращения 

x = p u .c o s  ф ,

P 2 - V 2 
у = ро sin ф , Z =  2 ---------

К-ты вытянутого эллипсои­
д а  вращения

x = a c o s p  sin ho cos ф,

г /= а  cos р sin hu sin ф ,

z = a  Sin p cos ho

К-ты сплющенного эллипсои­
да вращения

x = a  sin p cos ho cos ф,

P = G t  sin p cos ho sin ф ,

2= a  cos p sin Au

Тороидальные

a  sin Ap cos ф 
x  cos Ap +  cos v ’ 

a  sin Ap sin ф
*  ~  cos Ap -J- cos v ’ 

a  sin 0
cos Ap - ■ cos v

exp — ~2~ Y1Ys

г  * sin 1Z2 0  e x p (— -F rY 1Y2 |X,—I »
r

X  exp ~2~ Y3Y1J a  =  

=  r - 1  sin- 1Z2 OStpS 0 CC

(cos2 A v -J-s in 2 Av) 1Z4S 41,

> =  arctg
— sin p sin Av 

cos p cos Av

( Р 2 +  ^ Г 1/45 ф> 

Ф =  arctg  (v /p )

{ ( p 2 +  V 2)  р 2у 2 } — 1/4 5 ф.$ @ о і,

a  =  arctg  ( v / p ) '

{(co s2 Av —  sin2 p) x  

A v p 1Z4S4jS  

—  sin p sin Av

X  cos2 p sin2 Av} 1Z4S4jS 6Ct,

0  =  arctg
cos p cos Av

{(co s2 Av —  sin2 p) X  

X  sin2 p cos2 A v}-  1Z4S 4jS 0Ot1

arctg0
cos p cos Av 
sin p sin Av

sin 1Z2ApS0 S  a ,

- =  arctgi

е°Ф° 
cos Ap cos v -J- I) 

sin2 Ap

P O +  P P  P O +  P P

V ( t ) +  V (z)

P O +  P P  V ( t ) +  V ( z ) ,

V (t) +  e- P  ( 0 )

V(t)  +  V (  p ),

V (t) -I- e- P  ( 0 ) ,

1 / ( 0  +  sin- 10  V (ф)

P O  +  V ( z ) ,  

F ( 0 +  P p ,  У)

P O +  P P  

P O +  P u ,  y )

У ( 0  +  ( р у ) - + ( ф ) ,  

Р О  +  Р к ,  y )

/  (ф )i/ ел -L  -------P p —
cos p sm  Av ’

P O +  P u ,  y)

P 0  +  . . b
v 7 1 S i n  fX COS /lV *

P O  +  P p , u )

V (0 +
, /  cos Ap+  cos 0 )

" p  S in 2 A p )Р ф )>
+ (0  +  P p , y)

Ii



П родолж ен ие таблицы

К о о р д и н а т ы П р ео б р а зо ва н и е
П о тен ц и а л ы , д о п у ск а ю щ и е  

п о л н о е  л и б о  части ч н о е 
р а зд е л е н и е  п ер ем ен н ы х

Биполярные

a  sin V cos ф 
—  COS Ap +  COS V ’ 

а  sin V sin ф 

^ — cos f t p  -R cos V ’ 

а  sin р  
z ~~ cos /ip -R cos V

sin-  1Z2VS0 S qjOt,

^  .. , /  c o s / ip s in v  \

V W  +
(  co sA p +  cos V \

 ̂ ^ [  cos Zip cos V - R l j sin [Л )

V M +  VGif » )
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Л .  А. К А З А К Е В И Ч , П. Ф. Л У Г А К О В

И З М Е Н Е Н И Е  П А Р А М Е Т Р О В  Р А Д И А Ц И О Н Н Ы Х  Д Е Ф Е К Т О В  
В Д И С Л О К А Ц И О Н Н О М  К Р Е М Н И И

Дислокации в кремнии создают сильное искажение кристаллической 
решетки и поля упругих напряжений, что приводит к изменению эффек­
тивности введения и температурной устойчивости радиационных дефек­
тов ( Р Д )  [ I — 3]. При этом обнаруживается связь между природой Р Д  и 
влиянием дислокаций на их параметры (эффективность образования, 
температура о тж и га) , с целью установления которой выполнялась дан­
ная работа.

Исследования проводились на монокристаллах п- и р-кремния (р =  
= 2 0 — 1500 О м -с м ) ,  выращенных по методу Чохральского, и бестигель- 
ной зонной плавкой в вакууме, концентрация остаточных примесей (кис­
лород, углерод) в которых, согласно И К  измерениям, составляла соот­
ветственно величину < 8 - IO17 см-3 и < 3 - 1 0 16 см-3 . Повышенная плот­
ность дислокаций (ZVd) создавалась при пластической деформации. О б­
разцы подвергались четырехопорному изгибу вокруг направления 
< 1 1 2 > -  при температуре 750  0C в течение 0 ,5— 3 мин с последующим 
быстрым охлаждением (начальная скорость охлаждения > 5 0 0 ° С / с ) .  
Исходные (бездислокационные) и пластически деформированные кри­
сталлы облучались гамма-квантами 60Co при / < 5 0  0C на установке  
M P X — у— 25М  при плотности потока / = 1 , 2 - 1 0 12 см~2-с-1 . Изохронный 
15-минутный отжиг проводился в интервале температур 8 0 — 600 °С. И з­
мерялись температурные (80— 400 К) зависимости коэффициента Холла  
на различных этапах облучения и отжига.
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