
Д л я  ин теграла  J2 сп равед ли ва  т а к а я  ж е  оценка, поэтому из (2) и (3)
следует

З а м е ч а н и е  I. И зл о ж е н н а я  схем а  д о к азател ь ств а  п ри м ен ялась  
одним из авторов в случае рац и о н ал ьн ы х  п ри ближ ений  [3].

З а м е ч а н и е  2. А налогичны м о бразом  устан ав ли в аю тся  п о р яд ко 
вые оценки д л я  н аи лучш их п ри ближ ений  тригонометрическими полино
м ам и  целы х 2л-периодических функций: e cosx, eslnx, sin  s in  x, cos s in  x,  
sh  cos x, sh sin  x,  cos cos x,  ch cos x,  ch sin  x,  и функций, аналитических  
в горизон тальной  полосе ( | а | > 1 ) :  ln ( a - | - s in  х ) ,  ln (a - j -c o s  х ) ,  (а-(-
-)-sin х ) а, a r c tg  cos х.
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ОБ О Д Н О М СПОСОБЕ ЧИСЛЕННОГ О  
И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Я  Ж Е С Т К И Х  СИСТЕМ

Р ассм о тр и м  за д ач у  К ош и д л я  системы обы кновенны х д и ф ф е р е н 
ц и альн ы х уравнений вида

u ' ( t )  =  f ( t , u ( t ) ) ,  ( П

где и =  («I, и2, . . . ,  ип ) т, f  =  (ft, / 2, ■ • • , f n ) T.
В общ ем  случае  нелинейной системы ( I )  часто численное решение 

исходной зад ач и  сводят  (на  пути ло кал ьн о й  ли н еар и зац и и )  к решению  
последовательности  линейны х задач .  П р о б лем а  ж есткости  [I] при этом, 
однако, не снимается. Н у ж н ы  сп еци али зированн ы е методы численного 
реш ения линейных задач ,  поэтому ни ж е  основное внимание будет у д е 
лено случаю  системы вида

и ' (t) =  A u { t ) - f  Ь, (2)
где к в а д р а т н а я  м атри ц а  А  и вектор b постоянны. К онструкц ия  методов 
по мере конкретизаци и  свойств м атри цы  А  (скаж ем , Re Xi <  0, где Xi 
(i =  I, 2, . . . ,  п ) — собственные значения  А,  А  <  0, А =  A t <  0 и т. д.) 
мож ет  уточняться.

В устойчивом случае системы (2) при больш ом р азбросе  собственных 
значений м атри цы  А  н аи более  часто в настоящ ее  врем я  применяю т 
неявные методы (см., наприм ер, [2]), несмотря на трудности их числен 
ной реали зац и и . И спользован и е  ж е  классических явных методов огр ан и 
чено по причине ж естки х  условий на величину ш ага  численного инте
грировани я. М ы будем р а ссм атр и в ать  сейчас лиш ь явные методы. П о в ы 



ш ение их эф ф ективности  будет основано на более глубоком  учете 
свойств исходной системы.

Введем в рассм отрение две  сетки узлов  численного интегрирования: 
основную с ш агом  т >  0 и вспом огательную  с ш агом  h  >  0. Величины т 
и h  могут изм ен яться  в процессе вычислений, однако  пусть в пределах  
одного ш ага  основной сетки величина  h остается  постоянной и х  =  2hh, 
k  ^  0. О бозначи м  u ( t )  =  и «  у,  u ( t  +  т) =  й «  у, u ( t  +  /Л) «  у,  и р а с 
смотрим некий явный метод, которы й в п р ед елах  дан ного  ш ага  т п ри 
менительно к (2) приводит к расчетны м  ф о р м у лам  вида

Уо =  У, У м  =  S y j +  g,  /  =  0, I, . . . ,  2ft — I, k  >  0, (3)

где квадратная матрица 5  и вектор g  от /  не зависят. В качестве у  
примем величину у  к. Тогда можно записать:

у  =  S 2kу  +  ( Е +  S  +  S 2+  ... +  5 2" - 1) g  =  S 2ky  +  ( E -  S 2*) ( Е  -  S )->  g  =  

=  S 2ky +  Y \ ( E  + S 2^ ) g ,  k > \ .  (4)
t=i

С равни м  вы числительны е за т р а т ы  в случае  расчетны х ф орм ул  (3) 
и (4 ) ,  и зм ер яя  их, скаж ем , лиш ь числом ум нож ений м атрицы  на вектор
и считая  при этом, что оп ерац и я  возведен ия  м атрицы  в к в а д р а т  вы п о л 
няется  путем ум н ож ен и я  ее на к а ж д ы й  из п  столбцов. П ри  k  ^  3 п р е 
имущ ество  расчетной ф орм улы  (4) м ож ет  быть оценено посредством 
неравенства

(k — \ ) п  +  k +  2 <  2h. (5)
К а к  следует из (5 ) ,  это преимущ ество  быстро растет  при повыш ении k 
(скаж ем , с ростом р а зб р о са  собственных значений м атри цы  А  при р а 

б о те  в области  регулярного  р е ж и м а  [3] системы ( 2 ) ).
Д л я  точного реш ения системы (2) сп р авед ли во  [4] равенство

u ( t + h )  — S * u ( t ) + g * ,  (6)
ft

где S* =  exp (Ah) ,  g* =  fexp ( Ax)  dxb. Аналогично переходу от (3) к (4)
о

на основании (6) можно получить точное соотношение
~ k k i—i Л
и =  [exp ( Ah ) ] 2 и +  |~"{ ( Е  - f  [exp ( Ah ) ] 2 ) j’exp ( Ax )  dxb. (7)

і= 1  о
Е сли ж е  ещ е ввести в рассм отрение  и ф ункцию  Л ( х ) =  u ( t  +  х ) — u ( t ) ,  
которая , очевидно, яв л яется  реш ением  зад ач и  Коши

А ' ( х )  =  А А ( х ) + V ,  A ( O ) = O ,  (8)
где V =  A u  +  Ь, то по аналогии  с (2 ) ,  (6), (7) на  основании (8) м ож но
зап и сать

Л  9‘-->
A(T) =  П ( £  +  [ехр (ЛД)] ) A(A), (9)

і=і
где

л
A (h)  =  Г exp ( Ax)  dxv, (10)

или g
k £_[ ft

и ~  и +  П ( Е  +  IexP ( Ah ) ] 2 ) |*ехр ( A x ) d x ( A u  +  b).  (11)
I= I о

Р ав ен ств а  (7 ) ,  (9), (10), (11) могут служ и ть  основой при к о н струи рова
нии методов численного интегрирован ия  системы (2), если воспользо 
ваться  подходящ ими способами аппроксим аци и  входящ их в эти р а в е н 
ства  м атричной экспоненты и и н теграла  от нее. П олезны м  д л я  случая
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отрицательно  определенной м атри цы  А  м о ж ет  о к азать ся ,  н а п р и 
мер, прием п редварительн ого  вы делени я  из матричной экспоненты 
спектральной  составляю щ ей  [5]: ех р (Л х )  =  е х р [  (А —- p i : )x ]e x p (p ,x )  ж

«  [Е  + ^ j -  (А —  р Е)  +  . . .  + T f  {А — p £ ) s]e x p (p x ) ,  ц =  p0(z) =
=  (Az ,  z ) / ( z ,  z)  ( z  =  v, z  =  A (ft), . . . ) •  П рименительно, с каж ем ,  к  (10) 
использование  такого  п ри ем а позволяет  в простейш ем случае  получить 
метод ви да  (3), где  S  =  £ + f t p ( h ) A ,  g  =  hp{ h ) b ,  р (ft) =  [exp (p f t)  — l ] / ( pf t ) ,  
Ix =[ i o{Ay - \ - b )  ■ Н епосредственно проверяется , что этот метод  точен на 
реш ениях  u ( t ) =  eg exp (AZ) — A ~ lb системы (2 ) ,  где с =  const,  A l  =  Ag, 
а т а к ж е  у довлетворяет  естественному требовани ю  (Е  — S ) =  — А~*Ь 
(см. (2) при Z оо и (4) в случае  S 2-k^ 0 0 ) .  П оследн ее  условие  з а в е 

домо  будет вы полнено при ограничении f t  < - ^ - 1 п ( 1  +  р / | | Л Ц ) ,  обеспечи
ваю щ ем  монотонное поведение отнош ения Р е л е я  р 0 (Ayj  +  b ) д л я  случая  
А =  A t <  0.
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О Р А З МЕ Р Н О С Т И  МНОЖЕ С Т В А  
Д О С Т И Ж И М О С Т И  О Д Н О Й  СИСТЕМЫ  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С П Е Р Е К Л ЮЧ Е Н И Е М

Р ассм о тр и м  систему ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений

где вектор-ф ункции / ( х )  и g ( x )  определены в области  G c z R n, u ( t )  
и v ( t ) — ска л я р н ы е  кусочно-постоянные функции, определенны е при 
t ^  0, и при ним аю т значения  — I, 0, I, причем o2(Z)-j- W2(Z) =  I д л я  всех

Точку Xi е  G назовем  точкой достиж им ости  из х 0 е  G,  если сущ ест
вуют таки е  ф ункции и (I) и о (Z), при которы х решение системы ( I )  у д о в 
л етво р яет  условиям  х (0 )  =  Хо, х (Zj) =  Xi, где Zi ^  0. М н ож ество  всех т о 
чек достиж им ости  из точки Xo назовем  м нож еством  достиж им ости  и о б о 
значим  M  (х0) .

О чевидно, что д л я  лю бой точки X i e M  ( х 0) имеет место равенство  
M  (хо) — M  ( x i ) . T аким образом , л и б о  M  (хо) =  G д л я  лю бой точки X 0 е  G, 
либо  область  G р а сп ад ается  на попарно непересекаю щ иеся  м нож ества  
достиж имости .

Б уд ем  говорить, что м нож ество  M  имеет р азм ерность  ft, если в M  
сущ ествует  подм нож ество  гом еом орфное R k.

П усть область  G р а сп ад ается  на м нож ества  достиж имости , м акси 
м а л ь н а я  разм ерность  которы х k,  тогда  говорим, что систем а ( I )  имеет 
ft-мерное расслоение.

П р едп олож и м , что системы
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X'  =  f ( x ) u ( t ) + g ( x ) v ( t ) , ( I )

Z 5 s  0.

X i =  / ( X 1 ),

4  =  g ( x 2)

(2 )

(3)
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