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УСЛОВИЯ ТИПА Л Е Ж А Н Д Р А  — К Л Е Б ША  И К Е Л Л И  
В СИСТЕМАХ С П О С Л Е Д Е Й С Т В И Е М  Н Е ЙТ Р А ЛЬ НОГ О ТИПА

Р а с с м а тр и в ае т с я  з а д а ч а  у п равлен и я  д л я  системы ди ф ф ерен ц и альн ы х  
уравнений с отклоняю щ им ся  аргументом  нейтрального  типа в классе  
изм ери мы х управлени й  и абсолю тно непреры вны х траекторий:

х ( / )  =  f (x (Z ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ,  « ( / ) ,  t ) ,  t < = T  =  [ /0, / 1] ,  ( I )
x(Z) =  <D(/), / e  T 0 =  [ /0 — ft, / 0 ] ,  (2)

u ( t ) ^ U  c= R r, (3)
/(U ) =  (P ^ (Z 1) ) - V in in ,  (4)

где x — п-вектор; h  >  0; Z— с к ал я р ;  у  (t) =  x ( t  — h ) ; z( / ) = i ( Z — h) .
С читаем  выполненными следую щ ие условия: а) ф ункц ия  f ( x ,  у,  z,

и, t)  при почти всех Z e T  неп реры вн а  по (х, у,  z , и)  вместе со своими 
частны ми производны ми по (х, у,  z,  и)  до второго  п о р яд ка  вклю чительно
и изм ери м а  по t  при всех (х, у,  z,  u ) ^ R n X R n X R n X U\  б) Ф ( / ) —
абсолю тно непреры вна на T0-, в) U  — ограниченное множ ество  в R r; 
г) ф ( х ) — с к а л я р н а я  г л а д к а я  функция.

З а д а ч а  состоит в нахож дени и  условий, при которы х I  (и)  s=: I(Ti) д л я  
всех й (Z)Z=U, t ^ T ,  где n ( / ) e i n t / / .  У п равление u( t )  и соответствую ­
щ а я  ему в силу системы ( I ) ,  (2) тр аек то р и я  x ( t ) ,  обеспечиваю щ ие мини­
мум ф ункц ионалу  (4 ) ,  н азы в аю тся  оп тим альны м  процессом в зад ач е  
( 1 ) - ( 4 ) .  ,

Д л я  систем нейтрального  типа условия  типа  Э йлера  и Л е ж а н д р а  — 
К л е б ш а  не являю тся , вообщ е говоря, следствием  принципа м акси м ум а  
П онтрягина , что имело место в обы кновенны х систем ах  (см. [ I]) ,  т а к  
к а к  последний сп раведли в  ли ш ь на некоторых н ап р авл ен и ях  области 
уп р авл ен и я  [2, 3]. В силу этого вы вод  у казан н ы х  условий представляет  
сам остоятельны й интерес.

Введем сопряж ен ны й вектор ф ( / ) ,  удовлетворяю щ ий следую щ ем у 
соотношению:

ФТО-^'П + ИП dĵ>•*•/•' + “>, 16Г,
/=0 »=/

где ф(/)  — решение дифференциальной системы с опережением:

f c ) - - ^ * o - | № n J ^ + - a q s ± f i . x
M-=I

« ? /'( /+ J s +  I )  ft) I  
dz

S =  1

s=l

X  П +  Ф (t +  lift), t  GE T,  ф (/Д  = — д'1 fjr(/|))дх

ф (/) =  0, /(Z1, Z1 +  А], 
r ( Z ) — целое неотрицательное  число, удовлетворяю щ ее условию: 
Z +  r ( t ) h  <  Zi ^  /  +  (>■(/)+ 1)А- В ведем  гам и льтон и ан  системы H  =  ф 7  
и обозначение

O 0 ,  8 )  -  ' Y  П  « Г У  +  ■ * >  * " ( '  +  « + ' > * >  п  “ - l ■ U  » е Г .

/=0 І=1 І=/
Теорем а I. Вдоль оптим ального  процесса (x(Z), и ( / )}  зад ач и  ( I )  — (4) 

при почти всех Z e T  вы полняется  условие Э й лера
дН(х,  у ,  z , ф , и, t)  q

ди
и критерий Л еж ан дра— Клебша

(0 I дГ (0 
Эи2 д«о G ( Z , Z ) - ^ - ] n < 0 ,  (5)
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где v — лю бой r -вектор. Теорем а I д о к а зы в а е тс я  по схеме из [I]. С оот­
ветствую щ ие м оди ф и каци и  на случай  изм еримы х уп равлени й  проводятся  
по схеме [4].

З а м е ч а н и е  I. П усть множество допустимых скоростей f ( x ,  у , г, 
LJ, t )  выпукло. Тогда следствием принципа максимума [2] является усло­
вие v'  d̂ 2 V 0, которое, очевидно, слабее критерия (5) и, в частнос­

ти, в ы р о ж д а е тс я  д л я  линейны х по управлен и ю  систем.
З а м е ч а н и е  2. П усть  f  линей на  по и, f ( x ,  у,  z,  U, t) выпукло, 

и ( - )  особо на T  в см ы сле принципа м аксим ум а. О к азы в ается ,  в этом 
случае  условие (5) м ож но получить к а к  следствие «промежуточного» 
условия, приведенного в [3].

О п р ед елен и е  I. У п равлен ие  u ( t ) ,  t е  Т,  н а зы вается  особым в к л а с с и ­
ческом смысле, если существует  м нож ество  a e T ,  m es  а  >  0, такое , что 
при почти всех ( E s  вы полняю тся  соотношения:

MttLss0. «да.+JgUft о JgL-O.
Наложим дополнительные требования гладкости на управление и (t ) 

в некоторой точке Q e = T :  д )  в  точке ^ = 0  существует и непрерывна спра­
ва полная производная по времени функций и 5  у> z< U) f-

0 ), где

* *  в) ■- і ф  +  2  2  о с * + * .  0 ) х

X  W i « L  4 . 2  щ Л £ - .

И сследуя  вторую  вари ац и ю  ф ункц ионала  I (и)  на в а р и а ц и я х  у п р а в ­
ления  К елли  [5], получим следую щ ий результат :

Т еорем а 2. П усть  в за д а ч е  ( I )  — (4) выполнены условия  а ) — д) .  
Тогда  вдоль особого в классическом  см ы сле оптим ального  процесса  
( x ( t ) ,  u ( t ) }  при почти всех D e o  и  всех о б і ? г вы полняется  условие 
Келли: v ' L  (Q) 0, где

L(Q) =  —  -дГ(в)ди
д2Н ( 6) , д2Н (9 -L h) , л д2Н (6 -f- h) df (Q)

дх2 ду2 дудг дх

«Л») G (0i е ) Д Д Г +  а п е  +  »  0 ( е  +  >1, е ) /  ЭД9 +  »1
дх у , ' д х  ду  v ’ \

df  (6) I d. d f  (Q)df  (8 +  h) df  (9) 
dz дх 5 ( 0 ;  0) +ди 2 dt  ди

, I d f ( Q)  d е /< . а ., d f  (6) d f  (0)
+  — ~ди-------- d T S V ’ +   дТ - ^ 0 ’ 0 )-

З а м е ч а н и е  3. М о ж н о  вы дели ть  некоторые классы  систем, д л я  
которы х д) вы полняется  автоматически. Таки м и  являю тся , например, 
системы с правой  частью  вида: f ( x ,  у,  г,  и, t ) = f 0(x,  у,  t ) - \ - f i ( x ,  t ) z - \-  
+ f z ( t ) u ,  где /i  — п X «-м атри ц а ,  /2 — л X r -м атрица, a d f j d t ,  d f 2/ d t  сущ е­
ствую т и непреры вны  справа.
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