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ПОСТ Р ОЕ НИЕ  Р Е Ш Е Н И Й  О Д Н О Г О  КЛАССА
Р А С П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Х  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  СИСТЕМ

I . П усть Z% — множество точек k  =  {k1( k 2) двумерного пространства 
R 2 с неотриц ательны м и целочисленными ко ордин атам и , ^1 =  (I ,  0 ),

= ( 0 ,  I ) .
Р ассм отри м  уравнени е

A x (k -)- B x (k ) B x (k)  — f  ( k ) , ( I )

в котором x :Z 2+-+Rn — неизвестная функция; А,  В,  P  —  попарно коммута­
тивные (п X  /г)-матрицы с элементами из поля С комплексных чисел; 
f  : Z 2+ R rt — некоторая функция.

У равн ения  ви д а  ( I )  возни каю т в теории многомерны х дискретны х 
систем [I], а т а к ж е  при исследовании распределен ны х дискретны х систем 
у п р авл ен и я  [2]. В таки х  систем ах уравнению  ( I )  подчиняю тся у п р а в ­
л яю щ и е  функции, в связи  с чем описание всех реш ений этого уравн ен и я  
имеет определенное значение д л я  теории управлени я.

Д л я  определения решений уравн ен и я  ( I )  необходимо з а д а т ь  н а ч а л ь ­
ные условия; способ за д ан и я  этих условий и п роц едура  построения р еш е­
ний существенно зав и сят  от свойств м атри ц  А и Д. Н аи б о л ее  простой 
случай возникает , когда хотя бы одна из м атри ц  А, В  невы рож дена . 
Если невы рож денной яв л яется  м атр и ц а  А, то, п олож ив  х ( 0 ,  k 2) =  ф(&2), 
ф ( & г ) е  R n, Ui ^  0, с помощ ью  неслож ны х вычислений найдем , что

кх
Xik1, h )  =  ( - 1  )k̂ C U A - lP)k̂ ‘ ( A - 'B)‘M k2 +  i ) +

/=о

+  V ( — I a - 1 P ^ 1-Z(A -1B ) M - 1 / ( / - I ,  k2+j) (2)
Z=I /=о

(Cm — число сочетаний из т  элементов по І элементов). Если функции ф 
м еняю тся произвольны м  образом , то ф о р м у ла  (2 ) опи сы вает  совокуп­
ность всех решений уравн ен и я  ( I ) .

В случае невы рож денности  м атри цы  В  аналогичны м  о бразом  п олу­
чим все реш ения, з а д а в а я  н ачальн ы е  условия  x(ki, 0 ) =  ср(&і), ф ( & і ) е  R n, 
ki^O, с произвольной ф ункцией ф.

2. Д остаточн о  просто осущ ествляется  построение реш ений у р а в н е ­
ния ( I )  и в случае , когда  м атри цы  А, В  вы рож дены , но пучок В  +  AA 
регулярен  [3, с. 332]. П усть  а  е С  т ако в а ,  что м атр и ц а  В +  аА н е в ы р о ж ­
дена. Введем  обозначения: A 1 =  (В +  а А ) _ 1А, B 1 =  (В +  а А ) _1В, P 1 =  

д
=  (В +  (XA)-1P, /  =  (В +  а A ) ~ lf. Т огда  м атрицы  Al, Bi, P 1 попарно к о м ­
м утативны  и B i + a A i = £  (E  — единичная  м а т р и ц а ) ,  причем без о г р а ­
ничения общности м ож н о считать, что м атр и ц а  A 1 имеет ж о р д а н о в у  
форму.

П усть  Ai =  d ia g ( / i ,  N 1),  где б ло ч н ая  м атр и ц а  I 1 состоит из ж ордан о-  
вых клеток  с ненулевы ми д и агон альн ы м и  элем ентам и , a N 1 объединяет  
клетки  с нулевы м и д и агон альн ы м и  элем ентам и . У м нож им  ( I )  на 
(В +  а А ) -1. Тогда, согласно  [3, с. 203— 205], получим систему двух  н е з а ­
висимых уравнений

I  л  ( k  -] - в і )  -f - ( B i — a h )  X1 (k  -(- е2) P 11X 1 ( k )  =  / i  ( k ) ,

N  1^ 2 (^-)-61) -)- (Во— a N  1) ^ 2 (^-(-62) -(-^322X2 (k)  = / 2  [ k ) .
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у которы х м атри цы  I i и E 2 — CiNi невы рож дены , поэтому все реш ения 
к а ж д о го  из уравнений системы (3 ),  а значит, и уравн ен и я  ( I ) ,  могут 
бы ть  получены т а к  ж е, к а к  в п. I.

О бщ ую  ф орм улу  д л я  решений системы (3) прощ е всего получить 
с помощ ью  представлен и я  Д р а з и н а  м атри ц  Л и В [4, 5].

В нашем случае *) A i = d i a g ( / 7 ’1, 0), (E — A i A 1) B f = d ia g (0 ,  (B 2-OiAr1) - 1) 
ь,

и x ( k v  62) =  ( - 1 )*. V C | I ( Л f P 1)*■-‘■ (Л fв 1 )^ (Л 1Л f ) ф (*2 +  i) +
i=0

+  ( - 1 ) * .  V c U B f P 1^ ( B f A 1)I [ E - A 1A 1?) ф (к,  +  /) ,
/=о

где ф(^х), ф (В )  — произвольные функции со значениями в R n. Т ак  как

произведения A i P 1, Л f B 1, A 1A f ,  B 1i A l , B ilP 1, A f f ,  B f f  не зависят от вы­
бора  а, то от вы бора  а  не зависи т  и x ( k it &2).

3. Если пучок В +  %А сингулярен, то ситуация  значительно у с л о ж ­
няется  и приводит к  изучению систем ви д а  ( I )  (но меньшей р а з м е р ­
ности), м еж д у  реш ениям и которы х могут возн и кать  достаточно с л о ж ­
ные связи.

П усть (без ограничения общ ности) м а тр и ц а  А  п р ед ставл ен а  в ж ор- 
даи овой  ф орме А  =  d i a g ( / ,  N ) ,  где блоки I, N  имею т такую  ж е  стр у к­
туру, к а к  и блоки I i, N i . Т а к  к а к  м атри ц ы  А,  В,  P  попарно ком м утативны , 
то  уравнение  ( I )  р а зб и в ается  на систему двух  независим ы х уравнений:

I x I [к -(- ві) -f- BiXi [k -(- е 2) -)- P i X i  (k ) =  fi  [ k ) ,

N x i [ k  -)- ei) +  B2X2[к -f- е2) -J- P 2X2 (к) =  f2 [ k ) , (4)

первое из которы х (в силу невы рож денности  I )  р еш ается  т а к  ж е ,  как  
и в п. I.

П ри вед я  к  ж о р д ан о во й  ф орм е м атри ц у  B 2, мы точно т а к  ж е  р а з л о ­
ж и м  уравнение  (4) в систему двух  незави си м ы х уравнений, одно из к о ­
торы х у довлетворяет  требован и ям  п. I. П р о д о л ж а я  этот процесс, мы за  
конечное число ш агов  придем  к необходимости реш ения уравнени я

Qy (k +  ^ i ) +  R y  (k +  е2) +  Ту  [к) =  v ( k ) ,  (5)

в котором  одна из м атр и ц  состоит из ж о р д ан о в ы х  клеток  с нулям и на 
диагон али ,  а д р у га я  подобна некоторой ж орд ан овой  м атри це  с нулями 
на диагон али , при этом  м атри цы  Q, R,  T  поп арно  коммутирую т.

Д л я  реш ения уравн ен и я  (5) м ож н о воспользоваться  следую щ им  п р и ­
емом. И звестно  [6], что одним п реобразован и ем  подобия матрицы  
Q, R,  T  м ож н о  привести к треугольном у виду и, значит, от уравн ен и я  (5) 
перейти к  системе с к а л я р н ы х  уравнений

/ I  I

2  a HzI +  ес) +  2  $ ijZi +  +  2  y ‘jZi W  =  et^ k ) > I = 1’ ••• s- (б)
I= I І= I I= I

Р ассм отри м  первое уравнение  системы (6 ):  CiiiZ1 (& +  бі) +
+  PnZi (fc +  е г ) + Yn2I ( £ ) =  юі(&). Е сли  | а и  | +  | Pu | ¥= '0, то т а к  ж е, как  
в п. I, получим семейство решений, зави сящ ее  от произвольной с к а л я р ­
ной функции. Если ж е  а н  =  Pu =  0, то при уц Ф  0 2 і ( 6 ) =  coi(&)/yu; 
при a n  =  Pu =  Yu =  0 р ассм атр и в аем о е  уравнени е  совместно тогда  и 
только  тогда, когда  м Д й ) =  0, при этом его реш ением  яв л яется  л ю б ая  
функция Zi ( k ) .

Т аки м  образом, мы установили необходимое и достаточное условие 
совместности первого уравнени я  и (в случае  совместности) описали  все 
его решения. П о д ст а в л я я  найденны е функции Z i [ k )  в систему (6 ) при

* В целях сокращения полагаем fi =  f2 = 0 ; общий случай легко получается из (2).
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j  =  2, получаем  уравнени е  a 22Z2(A +  ^i) +  p22z2(A +  е2) +  Y22Z2(A) =  со2 (А), 
где со2 (А) =  ю2(A)— Oi2Zi (А +  ei) — Pi2Zi(А +  е2) — Yi2Zi(A). Р а с с у ж д а я ,  
к а к  и в случае  /  =  I, мы либо  определим  реш ение Z2(A), з ав и ся щ ее  от
произвольной функции ( IСХ221 + 1Р221 Ф  0 ) ,  либо найдем  Z2( A ) =  со2 (A)Zy22 
(lCt22 =  р22 =  0, у22 Ф  0),  либо  получим необходимое и достаточное у сл о ­

вие совместности со2 (A) =  M2(A )-C ii2Zi (A + ^ i)  — Pi2Zi ( А + е 2) — уіг2 і(А) =  О 
(«22 =  Р22 =  Y22 =  0),  при этом Z2(A) будет произвольной функцией.

П р о д о л ж а я  эту процедуру д алее ,  либо на  каком -то  ш аге  убедим ся  
в несовместности системы (6), либо опишем все ее решения.

З а м е ч а н и е .  Ясно, что исходное уравнени е  ( I )  т а к ж е  м ож но р е ­
ш ать, приведя  м атри цы  А,  В,  P  к треугольном у  виду. О д н ако  такой  путь 
достаточно трудоемкий, поэтому при изучении конкретны х уравнений 
ц елесообразн о  вы б и р ать  м акси м альн ую  «регулярную » часть  м атри ц  
А,  В,  а метод т р и ан гу л яр и зац и и  м атри ц  А,  В,  P  прим енять лиш ь к «син­
гулярной» части (5 ) ,  к о то р ая  имеет зн ачительно  меньш ую разм ерность .
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