
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходим ость следует  из п ред лож ен и я  2, 
а достаточность непосредственно вы текает  из теорем ы  3 и форм улы  (2), 
т а к  к а к  из равенств  f  (о ( T ) \ п о о { Т )  ) =  o ( f ( T ) ) \  Jt00(f ( T ) ) и Oew(T)-= 
=  о ( Т ) \ я о о ( Т )  находим, что f  (Oew( T ) ) =  о (f  ( T ) )  \  щ 0( { ( T ) ) , откуда 
получаем  необходимое утверж дение .

З а м е ч а н и е  2. Д л я  оп ератора  T из второго ко н трп ри м ера  в д о к а ­
зательстве  теоремы  2 Oew(T)  =  {— 1} U I ^ X  1/2} и поэтому теорем а 
В ейля  д л я  оп ератора  T  верна. О днако , хотя  p ( o ew( T ) ) — oew(p ( T ) ) д л я  
p ( t ) — t2, где Oew( р ( Т ) ) = { Х :  1/4} U { I } ,  теорем а  В ейля  д л я  о п ер а ­
то р а  р ( Т )  не вы полняется . Зам ети м , что точка  I е  Jtoo( р ( Т ) )  не явл яется  
полю сом конечного р ан га  и, следовательно , условие теорем ы  яоо( р ( Т ) )  =  

д
=  лоо( р ( Т ) )  не выполнено.

В работе  [6] показано, что если у оп ератора  T е  B ( X )  л ю б а я  и зо л и ­
ро в ан н ая  точк а  спектра  яв л яется  его собственным значением  и оператор  
удовлетворяет  теорем е Вейля, то тео р ем а  В ейля  сп р ав ед ли в а  д л я  опе­
р а т о р а  р (T) ,  где р  — полином, тогда  и только  тогда, когда  р ( о  его ( Л )  =  
=  Oew (Р ( T ) ) .
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У Д К  519.852
В .  В .  К Р А Х О Т К О ,  В .  В .  П А В Л О В

О П Т И М И З А Ц И Я  Н Е С Т А ЦИОНА Р НОЙ Л И Н Е Й Н О Й  СИСТ Е МЫ  
С Б ЫС Т Р О М Е Н Я ЮЩ И М И С Я  ПАРАМЕТРАМИ

Р а с с м а тр и в ае т с я  алгоритм  реш ения зад ач и  оптим изации линейной 
нестационарной системы, основанный на применении метода усредн е­
ния [I] и использовании метода опорных з а д а ч  [2— 4].

I. П остан овка  зад ачи . Основные результаты . П усть  д а н а  сл едую щ ая  
зад ач а :

I  (и)  =  c'x( t*)->-  m ax, х  =  A x - \ - b ( t ) u ,  х ( 0 ) = Х о ,  ( I )

H x ( t * ) = g ,  H O X  I, * ^ [ 0 ,  **], (2)

где A,  H  — постоянные я  X я  и m  X я-м атри ц ы ; b ( t ) , f e T  — р-перио- 
д и ческ ая  неп реры вн ая  я -вектор-ф ун кци я (р  — м алы й парам етр ; р > 0 ) ;  
e n g  — постоянные я, яг-векторы.

У п равлен ие  и =  ( u ( t ) , t ^  Т)  назовем  допустимым, если u ( t ) , t  <= T — 
кусочно-постоянная ф ункция  и если оно вместе  с соответствую щ ей ему 
траекторией  x ( t ) ,  t ^ T  системы ( I )  удовлетворяет  ограничениям  (2).

П рим енив к системе ( I )  метод  усреднения  [I], получим з а д ач у  опти­
м изации линейной стац ионарн ой  системы с континуумом входов:

1 ^
c ' x ( t*)  -+ max, X  =  Ax- ]  \b (а>) и (t ,  ы) da>, (3)

— —   [I J
о
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X (O )= X 0, Hx( t * )  =  g,  Iu(t ,  ( o ) | <  I, (t,  ( J ) G S  =  T X Q ,  (4)

где T  =  [0, t*],  Q =  [0, р.].
П о д  допустим ы м  управлен и ем  будем пон им ать  скал яр н у ю  функцию 

u( t ,  со), Iu( t ,  й ) | <  I, ( t , со) g S ,  п ри ним аю щ ую  конечное м нож ество  
значений и м еняю щ ую  их на непреры вны х конечн о-п араметрических  к у ­
сочно-гладких  линиях.

П усть u°(i,  со), x°(t ) ,  t ^ T ,  со е  й , — оптимальные управление и траек­
тория задачи ( 3 ) - ( 4 ) .  Разобьем отрезок T  =  [0, t*] точками t h i = l ,  N ,  
t* = N \ i  и выберем точки I i е  [ К ь  /*[, г' =  I, N .  Построим управление

u°D ( n ( i —  I )  +  С0) =  ы (7г, CO), с о е [ 0 , P t ,  I  =  Y T n  ( 5 )

и найдем соответствующую ему траекторию x°D{t),  t E E T  системы ( I ) .
С п р ав ед л и в о  у тверж ден и е  [2].
Теорема I. Д л я  любых сколь угодно малого ^ > 0  и сколь угодно 

большого t* существует такое число р * > 0 ,  что при всех р е ] 0 ,  р Д  вы ­
полняются неравенства: \\Hx°z ( t *)— g l K  1I** c ' x° ( t*)— с 'х ^ ( ^ * ) < ;  р*, т. е. 
при достаточно малых р  управление u z ( t ) ,  t E z T ,  (5) можно взять в к а ­
честве при ближ енного  реш ения за д ач и  ( I )  — (2 ) ;  X0(T)— оп ти м ал ьн ая  
тр аекто р и я  зад ач и  ( I )  — (2).

Р ассм о тр и м  за д ач у  (3 ) ,  (4 ) .  Совокупность и золи рован ны х точек 
S on= { ( T i ,  (Oi ) S S ) ,  | S on| = t t i ,  назовем  опорой зад ач и  (3) — (4), если не 
вы р о ж д ен а  опорн ая  м атри ц а  P o n = P ( S on), со столбцам и  p( t ,  со) =  
=  Hq ( t ,  со), (/, (о )е : Son, где  q( t ,  со)— реш ение системы: dq( t ,  со) / < З Т  =  
=  — A q ( t ,  со), q( t*,  со) =  Ь{ со).

П а р у  {и,  S on) из допустимого уп р авл ен и я  u( t ,  со), ( t , c o ) e S ,  и опоры 
зад ач и  (3) — (4) назовем  опорным управлением .

Допустимое управление uE(i,  со), (Т, со) Gr S  назовем субоптимальным 
(е— оптимальным), если оно вместе с соответствующей траекторией хЕ(Т), 
t€=T,  системы (3) удовлетворяет неравенству J(u° )— У(«ЕК е ,  где е Д - 0 — 
заданное число; U0 — оптимальное управление в задаче (3 )— (4).

Пусть {и,  S on) — опорное управление, х(Т), T G r T , —-соответствующая 
)раектория системы (3). Вычислим m -вектор потенциалов y '  =  ( c ' q ( t ,  со), 
t, о) ) G S on) ' P „  и коуправление А(Т, со)=ф'(Т)&(со), (t, c o )e S ,  где ф(Т), 
G T  — решение сопряженной системы:

ф =  _  Л 'ф ,  ф(**) =  Н ' у  —  с. (6)

Справедливо утверждение [4].
Теорема 2. При любом е ^ 0  для е-оптимальности допустимого управ­

ления иЕ =  иЕ(t,  Q), t  GE Т,  необходимо и достаточно существование такой 
опоры S on, что вдоль траекторий хЁ(Т), фЕ(Т), T GG Г, прямой (3) и сопря­
женной (6) систем

H ( x E(t),  фЕ(Т), uE(t,  Q)) =  m i n H ( x E(t),  фЕ(Т), u(Q )) +  е(Т),
-  |в(И)|<1 -

t* П

где Р(пЕ, S on) =  ^е(Т)<Д<е, Н(х ,  ф, и (й ) )  =  ф 'А х- |— — |ф'6(со)ц(Т,со)Ясо— 
о о

гамильтониан системы (3).
2. Алгоритм . П усть при зад ан н о м  е ^  0 д л я  н ач ального  опорного 

уп р авл ен и я  (u, S on ) не вы полняется  принцип е-минимума. И т е р ац и я  
{и,  Son)—*-{u, S on) основана на уменьш ении оценки субоптим альности  
Р(ы, S on) и состоит из следую щ их процедур: а) з а м е н а  уп равлен и я; 
б) доводка.

а) По опоре S on строим коуправление А ( t , со), квазиуправление Г  (t ,
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«в), квазитраекторию x ( t ) ,  t E = T  системы (3). Вычислим m -вектор X =  
=  X(Soa) = P £ ( g - H x ( F ) ) .

Е сли X =  0, то T ( t ,  со) будет оптим альны м  управлен и ем  в зад ач е  
(3) — (4 ) .  Е сли  IIXII^ р, где р  — п ар ам етр  метода, то переходим к п р о ­
цедуре доводки. Е сли  IIXII >  р, то ф орм ируем  опорную зад ач у .

Д л я  этого вблизи нулей А (I, со) выделим множество S a =  {(А со) Sg= 
e = S : |A (£ ,  с о ) |< |а } ,  где а  — параметр метода. Множество S a разбиваем с 
шагом ha на 4 т  подмножеств S a, i =  \ , 4 m  и m более «крупных» под­
множеств S a =  S a\ S а, /  =  I , т,  J =  I, 4 т ,  где т  — число ограничений
в задаче (3 )— (4). Множество S 7t, =  S \ S a делим на т  +  I — «крупные» 
подмножества S kt , k — l , m + l .  Подсчитаем величины:

q i = ^ p ( t ,  w)d(»dt,  g i = ^ c ' q ( t ,  a>)dti>dt,

ibCC

d%i — шах (— I — и (E c o ) ) ,  d*t =  m in (I  — u(t ,  со)), t =  I, 5m,
(с, w )s s ^  (t, ю)e s Jlt

u(t ,  со) — ua =  const, ( t , со) G= S on, — леж ит на границе S a;

со) T( t ,  oi)d(odt, g*i  =  ^ c ' q ( t ,  u ) Y ( t ,  (o)dadt ,

s‘ V* *
=  0, d* =  I , i =  5m +  1, 6m +  I ,

где Y (/ ,  со) =  I — u( t ,  со), если А (/,  со) <  0, Y(^, со) =  — I — u( t ,  со), если
Л (/ ,  с о ) >  0. Ф орм ируем  опорную задачу :

6m +l 6m-f-l

F (z) =  2  g i Z l т а х ;  2  QiZ‘ =  ° : ^
C=I C=I

d x i - K Z i ^ d * , i  =  I, 5 т ;  0 < г 7- < |1 ,  /  =  5 т  +  I, 6 т  +  I.

Решив задачу (7) адаптивным методом [3], получим оптимальный план 
(г0, Qon)- М огут встретиться следующие случаи: _____

1°) Индексы в Qon соответствуют подмножествам из S 1a, г =  1 , 4 т .  
Вычисляем: и ( t , со) =  и  ( t , со) +  г? Y ( t , со), i =  5 т  +  6 т  +  I, ( t , со) GE 
e S ' ,  u(t ,  со) =  u(t±  со) + г , 0, г '=  E 5 т ,  (t, c o ) e S „ ;  Р(«, S on) =  p(«, S on) -  
—  Е(г°). Если P (и,  S on) <1 е, то и  ( t , со) — субоптимальное управление. 
В противном случае считаем вектор X; если Ц ХЦ^ р ,  то переходим к до­
водке. Если | |Х ||>р , то в S on включаем m точек (Q, со;-) G  S|2, £ — I, 4 т ,  
соответствующих переменным с наименьшими оценками А/ =  y ' q j  — gj ,  
/  =  1, 4m, уменьшаем шаг ha, формируем опорную задачу и решаем ее.

2°) И ндексы в Qon соответствуют подмножествам S 1a , с =  4 т + 1 , 5 т .  
Области из Sa, i =  1 , 4 т ,  где управление принимает граничные значения, 
объединяем в m более «крупных» подмножеств, но прямые ограничения 
не изменяем. М ножества Sa, І — 4 т +  I, 5 т  делим с шагом Iia на 4 т  под­
множеств, индексы т  подмножеств с наименьшими оценками включаем в 
Qon и решаем опорную задачу.

3°) Индексы в Qon соответствуют подмножествам S \ ,  c =  5 m - f  I, 6 m + l .  
Ситуация аналогична 2°).

б) Если ||Х||г^ р, то к в ази у п р авл ен и е  Y (t, со), построенное по опо­
ре S on, близко  к оптим альном у. П р о ц ед у р а  доводки  состоит в поиске т а ­
кой опоры S on, что д л я  соответствующ ей квази тр аек то р и и  x { t ) ,  t ^ T  
вы полняю тся  ограничения (4) з ад ач и  (3) — (4).

О пору Son будем  находить  из реш ения  системы уравнений Hx ( t * ,  у)  = g  
-методом Н ью тона, где унач ~ ( ( U ,  a > j )^  S on). П остроенное по опоре к в а ­

56



зиуп равлен и е  Y(^, со) будет оп тим альны м  д л я  зад ач и  (3) — (4) .  З атем  
по ф о р м у лам  (5) строим управлени е  « □ (£ ) ,  t ё Г ,

Пример.

x 2(4)^>-m ax, =  *2’ х(0) =  О,
X2=  b(t )u,

(8)
^ ( 4 )  =  59/150, | « ( ^ ) | < 1 ,  7 = ( 0 ;  4], b(t )  =  {t —  p i ,  * e ] i p ,

( i  +  1)р], i =  0, 19, р  = 1 / 5 ;  u°(t)  =  —  I, *6E ]0 ;  0,5623194], и0(/)  =  + 1 ,  
t  е  )0,5623194; 4], х? (4) =  0,3933339, х° (4) =  0,2936526 — оптимальное 
уп равлен и е  и значение  оптим альной  траек тори и  в точке t* =  4 д л я  з а ­
д ач и  (8 ) .

У средняя  систему в (8), переходим к задаче :

■шах,

X 1 =  X 2, 

1/5
C f . , .  ч . X(O) =  0, (9)

X 2 =  5 tu  ( t , со) сйо, —

хх(4) =  59/150, |и(*. (о) | <  I, Q =  [0; 1/5], 7 = ( 0 ;  4].
Зададим а  =  1/45 и р =  0, I. Возьмем S on= { l ;  1/10}, тогда А(^, со) =  

=  —g- со( I— t).  Начальное допустимое управление u(t ,  со) =  59/120, (t , со)еЕ
G 5  =  [0; 1 /5 ] X [0; 4].

Оценка субоптимальности (3(ы, S on) =  0,02022 и || X || =  0,97778. Onop-
7

ная задача имеет вид: S cc =  [2/3; 4 / 3 ] X [0; 1/5]; S* =  S \ S a ; V max;

7 ‘—

2 ^ ,  =  0, — 1 ,4916667< Z1 < 0 ,5 0 8 3 3 3 3 ,  i =  ГГ5; 0 < г г<  I, г = 6 /7 .  
(=1

Решив ее, получаем: u(t ,  со) =  — I, [0; 1 /5 ]X [0; 7 /12], u( t , со) =  + I ,  
[0; 1 /5 ]Х (7 /1 2 ;  4]. Подсчитываем вектор X, || 1 1| =  0,076016. Д алее  пере­

ходим к доводке, взяв за опору S on=  {7/12; 1/10}. В результате получим 
S on =  {0,5455343; 1/10}; Г ( / ,  со) =  — I, (t , с о ) е [ 0 ;  1/5] X  [0; 0 ,5455343], 
Г  (t , со) =  +  1, [0; 1/5] X [0,5455343; 4], что является  оптимальным управле­
нием для задачи (9). Построим управление Мп(^) и найдем соответствую ­
щ ую ему траекторию x°a (t)  задачи (8). Д л я  x°a {t)\ х°а \ (4) =  0,3845684; 
^ 2(4 )= 0 ,2 9 1 1  и 11//*°^*)— g | | = 0 , 00876493, c ' x \ t * ) - c ' x ° a { t * ) = 0,0025626. 
Следовательно, управление «□(*) =  — !, / е [ 0 ;  0,57]; «□(/)  =  + I, 
S ] 0 , 5 7 ;  4] можно взять за приближенное решение задачи (8).
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