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ПРОСТР АНСТВА,  П О Р О Ж Д Е Н Н Ы Е  
А В Т О М О РФ И ЗМ А М И  Г Р У П П Ы  ЛИ ,  И ИХ М О Р Ф И З М Ы

П усть G — группа  Л и, A ut G — группа гл адк и х  автом орф изм ов  груп- 
мы Л и  G. Н а  м ногообразии  G м ож но ввести структуру  G -пространства  
следую щ им  образом: G X Gi- *-G : (а, х)  1-*-ахФ(а-1), где Ф е  A u t G. 
О бозначи м  соответствую щ ее G -пространство  через G®. Если M  =  
=  {Фі, . . . ,  Ф п}— конечное подм нож ество  A ut G, то отображ ен ие

G х  Gj , X  ... X Gen - ^ G e 1 X  ••• X  Gcn : (а, (X1, ..., х п) ) ( а х ^ ^ а - 1) .........

а х п Ф п ( а - 1)) ( I )

задает структуру  G-пространства на многообразии Ge, X  X  Gen.
О рбиту  элем ен та  (е, е)  при действии ( I )  будем н азы в ать  п ро

стран ством  типа Q (Q -пространством) и о бозн ачать  Q ( M )  или Q( T) ,  
где Г =  Г ( М ) — группа, п о рож ден н ая  м нож еством  М .  Если H m — 
=  {g е  С | Ф , ( £ )  =  g  V Фг е  М } ,  ТО Q ( M )  га G / H M.

Лемма. I . Отображение т  : Gel X  X  Ge -+ G e  X  ••• X  Gei. '■ (*i> ••• .Tl Ii I
x n) - > ( x £l, .. ., X i ), где ( і ь  . . . , if) —  набор из чисел ( I ,  ..., п),  является  
морф изм ом  G -пространств. Если (t'i, . . . ,  ii) — п ерестановка  {I, . . . ,  «}, 
то т  — изоморф изм .

З десь  в озм ож н ы  случаи: I) набор  (ti, . . . ,  ii) невы рож денн ы й (среди 
чисел ii, . . . ,  ii есть все числа из н аб о р а  ( I ,  . . . ,  п ) ) ;

2) набор (ti, . . . ,  І;) вы рож денны й (существует число в наборе 
( I ,  . .  . ,  п ) ,  не встречаю щ ееся  в наборе  (ti, . . . ,  ц ) ) .

Отображение g<,- 1 ) : G e - ^ G  _ i  : х  -> Ф -1  ( х ~ ’ ) является  изоморфизмом,

так как  а х Ф ( а- ( Ф (а) х ~ ’а - 1 ) =  а Ф -1 (х- 1 ) Ф -1  (а - 1 ) и g^TI>_1 =  
=  g (e 7  —  морфизм.

Ф
Д л я  лю бого  н аб о р а  |  =  {Фі, . . . ,  Ф а} автом орф изм ов  из A u t G в р а 

боте С. В. В едерн икова  * построен м орф изм  G -пространств

: Gel X  ... X  Ge^ 0ф,о...Otta '• (.Xi, .. ., Ха) —*■ ^ іФ і (-½) ••• Ф а—I ( ¾ ) .

Если Ф ; =  Ф  е  Aut GVt =  I, а, то отображение g<,a) =  fiO%% '■ Оф -*■ G^a, 
где х“ ; G e - у Ge X  ••• X  Ge : х - >  (х  , . . . ,  х),  является  морфизмом. Положив 
g^0 ) : Ge -> Gi d : х - > е ,  получаем, что V a e Z  и УФ е  A ut G отображение
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'йГІ®’, a > °  
g*,0), если: a  =  О 

a < 0

явл яется  м орф изм ом  соответствую щ их G-пространств.
Л е м м а  2. Если |  =  (Фі, . . . ,  Ф п}— произвольны й набор ав то м о р ф и з

мов из A u t G, a  =  (ai, . . . ,  a n) e  Z X . . .  X Z, то отображ ен и е

№  =  ( ё У ,  . . . , ё У ) : G9t X  ... ХСфл -  G ai X  ... X V ,п Я Фі „

!(X1, . . . ,  Xn) - > ( g £ ‘> (X1), ...,  g y  (Xn))
п

я в л яется  морфизмом G-пространств.

* С. В. Ведерников. Однородные пространства, порожденные группой автоморфиз
мов группы Ли. [Проблемы геометрии. (Итоги науки и техники ВИНИТИ АН СССР). 
М., 1983. Т. 15. С. 165.]
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Теорема I. П усть M =  (CD1, ... , tPn} c A u t G ,  i =  (t'i, ..., i ;) — произ
вольный набор из чисел I, .. ., п, а  =  (аи , ... ,а* ) GE Z X ••• X  Z. Тогда 
существует морфизм / “ : Gi4 X  ••• X  0 Ф - v G  а «г •

«(.“О -  О « т /

В качестве / “ можно взять композицию / V O g i c0O m , где 

E =  {Ф,„ ... , Ф.Д, Г  =  { ф ““ , ••• , Ф “*!>■

Ограничения морфизмов m, gi“ \  /S и других на пространствах типа 
Q будем обозначать теми ж е  символами. Смысл символов будет ясен из 
контекста. Так т: Q ( M 1)-V Q (M 2), где TW1 =  {Фц ...,  Ф Д , M 2 =  {Фц, ••• , 
ф ,} ,  (I1, . . . , I1) — невырожденный набор из чисел I, ... , k,  есть изомор
ф изм  G -пространств, откуда следует  корректность обозначения  Q ( M ) .

Т еорем а  2. П усть  M i =  (xFi, . . . ,  xFftlcz A ut G, TW2 =  {0i, . . . ,  0 Д с :  
cz A u t G .  Если Г (M 2) -  подгруппа T ( M 1), то  сущ ествует  м орф изм  /: 
Q (M i) -V  Q (M 2). Если T ( M 1) =  T (M 2), то  Q (M i)  ^  Q (M 2), а значит  к о р 
ректно обозначение Q (T ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  T ( M 2) — подгруппа T ( M 1) = ^ O 1 =  xFaI i O . . .
ІI

. . . O xF a I y V Z = I ,  s. По теореме I строим морфизм / а| : Q (M 1) - v  Q (Q1).
./ I
«I

Тогда / :  Q (M 1) ->  Q (M 2) : ( X 1, .. . ,  x k) - *  ( /» *  (X 1, . . . , x k), .. . ,  / а * (X1, .. ., x k))
и есть искомый морфизм. Кроме того, Н м* a  H mK Если Г (TW1) =  Г (M 2), 
то H m1 =  Н м\  а значит, Q (M 1) и Q (M 2) изоморфны.

П усть  M =  {Фі, . . . ,  Ф и} с :  A ut G, ст(Фі, . . . ,  Ф и ), т (Ф і ,  . . . ,  Ф п) — 
слова, составленны е из автом орф изм ов  Фі, . . . ,  Ф п. Если F =  <т(Фі, . . .
. . . ,  Ф п ), то  по теореме I строится  канонический м орф изм  Q (M )-V  Q ( F ) ,  
который будем обозначать  f a.

Т еорем а 3. П усть T =  T ( M ) . (хь . . . ,  х п ) е  Q (T) =*- [V a, V t  т а 
ких, что

а ( Ф (1, .. . ,  Ф(л) =  т ( Ф , 11 ..., Ф lk) =^fa (xit, ..., x ih) =  f x ( x b , ..., Xtfe)]. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  f 0 (xu , .. . ,  x tft) =  fa (а Ф и (a. -1), .. ., а Ф ік (a - 1 )) =  
=  a f o  (е, .. ., е ) о ( Ф и , .. ., Ф ,&) ( а - ‘).

Аналогично получаем f x (xtl, .. ., X 1 )  = а т ( Ф (1, ..., Ф І;г) ( а - 1 ).
Условие (2) назовем условием принадлежности. Заметим, что если 

Г — коммутативная группа инволютивных автоморфимов, то MF (={'=>F =  
=  Ф н О ... О Ф ,й =  Ф ,5(1)0 . . .  О Ф (5(4), где s — произвольная подстановка 
м нож ества  ( I ,  . . . , & } .  В резу л ьтате  из (2) следует  условие п р и н а д л е ж 
ности, сф орм ули рован н ое  С. В. Ведерниковым .

Любой автоморфизм ф GE Aut G естественным образом продолжается на 
G X  ... X  G : ф (X1, .. . .  х п) =  (ф (X1), ... , ф ( х п)). Если (X1, ... , х п) е  Q (Г), 
то ф (X1, . . . ,  хп) =  ф ( й Ф 1 ( й - 1), . . . ,  а Ф п ( а - 1)) =  (ф(а) ф О Ф х (а- 1 ), ■ . •>
ф ( й ) ф О Ф л( й - ‘ )) =  (ф (й )  Ф О Ф і О ф - 1 (ф (а ) - 1 ) ............ ф (а) ф О Ф„ О
ОФ-1 ( ф ( а ) - 3 )  =  (6хЕ1) ( 6 - 1), .. ., ^ xF n ( 6 - 1)), г д е б е О ,  xF t =  ф О Ф гО ф - 1. 
Кроме того Ф ( g X1 Ф 2 (g—*), • • • , g x nO n ( g ~ 1)) =  ( ф ( ё ) ф Ю  ^ p1 (ф (^f)- 1 ),

ф ( г )  ф (х п) 4Fn (ф (g )-1 )■
Т еорем а 4. У ф е  A ut G отображ ен и е  ф пространство  типа  Q перево 

дит  в пространство  типа Q, т. е. ф ^  ( Г ) ) =  Q ( Г ' ) , где Г ' = ф О Г О ф -1. 
П ричем  ф — ф-изоморфизм. Если  д л я  пространств  Q( T)  и Q ( r ' )  имеем 
Г  — ф О Г О ф -1, то  таки е  простран ства  ф-изоморфны.
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Если ф принадлежит централизатору Г группы Г в группе A u tG , то 
ф О Г О ф - 1 =  Г и t ( Q ( T ) )  =_<3(Г). Если к  тому ж е  ф (A r ) = Я г =  { й е  
GE G I h =  Ф  (h)  УФ  G  Г}, то ф будет изоморфизмом G-пространства Q( T)  
на себя. Т акой  и зом орф изм  м ож но н азв ать  симметрией  по аналогии  
с инволю тивны м ком м утати вны м  случаем  (см. работу  С. В. В едерн и ко

в а ) .  Ясно, что симметрии об р азу ю т  подгруппу ц ен тр ал и зато р а  Г. Ц е н т 

р ал и зато р  Г, в свою очередь, явл яется  подгруппой ц ен тр ал и зато р а  Ti

группы Гі =  Г (М і) ,  где Af1 =  ( T i ,  . . . ,  JTT) сг Г. ф е  Г ф е  Ti. Если 
ф (А Гі) =  Я г», то ф оп ределит  симметрию  ф4 на  Q (T i) .

Теорема 5. Если f : Q (T) ->  Q(T1) — морфизм, построенный в теореме 2
T O cp1OZ =  Zo t .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что ф (Z“ - (X1, . . . ,  Xn)) =

=  Za' (ф (X1), .. . ,  Ф (хп)), где fa' =  f i ’ O g ia)Cm  (см. теорему I). Учитывая 
I1 v

результаты, полученные С. В. Ведерниковым для  морфизмов типа Zi и
симметрий, а такж е структуру морфизмов типа g{a), получим

Z l '  о И ° °  O m  (Ф  (J f1 ) ,  . . , ф  (X n ) )  =  Z l '  о й а )  ( Ф ( * (1) ,  . . . .  Ф Ц ) )  =

=  Z l ' ОФ O gsaj (хи , ..., x tl) =  T O Z i ' O g f 1 О т  (X1, х п ) =

=  Ф  ( Г !  ( A l .  х п ) ) .
О
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К О Н Е Ч Н Ы Й  МЕТО Д Р ЕШ ЕНИЯ  
И Н Т Е Р В А Л Ь Н О Й  ЗА Д А Ч И  

К В А ДР А Т И Ч Н О Г О  П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я

Р ассм о тр и м  зад ач у
f ( x )  =  с ' х  +  x ' D x / 2  - * •  m i n ,  &* ^  A x  ^  b * ,  d t ^ . x ^ d * ,  ( I )

где А =  А (I, / ) — т  X n -м атри ца;  т  =¾ я; /  =  {I, 2, т};  J =  { I, 2, . . .
. . . , « } ; £ )  =  D (J, J ) — л X «-м атри ц а ;  D =  D ' ^  0.

П усть / 0 с= / ,  / 0 с= / ,  I / 01 =  I/ 01, A on= A ( / 0, /о ) .  М нож ество  A o=  Цо, /о} 
назовем  опорой ограничений [I]; A on— опорной м атрицей  ограничений, 
если d e t A o n ^ O .  П усть  I n c z l 0, / ц d / н, JH =  J \ J 0. С остави м  матрицы  
А ц (А н, Ац), Ац =  Цц, /ц}; A h (Ан, Ан) с блокам и;

A u  (/о. /о) =  ( А ™ ) '  А  (/о. Л )  ^ n 1; A 21 (ZH, / 0) =  H 12V 0:  J n) =

=  (A0- 1) '  D ( J 0, J ii) -  (A0-H1) '  D ( J 0, J 0) A - 1 A ( I0, J ii);

H iV J n, J ii) =  D  ( J ii, J ii) — A ' (I0, J 11) ( A " 1) '  D ( J 0, Zh) -

- D  ( J B, J 0) Aon A  ( I 0, J n) — А ' ( I0, J ii) ( А ~ 1У D ( J 0, / 0) А - 1А ( / 0, J ii).
М н ож ество  Ац назовем  опорой целевой функции, а A 4 — опорной 

м атрицей  целевой функции, если d e t A u=/=0. П усть / + C i Z h h , / Нн = / н \ / ц ,  

/+  сс Ан =  / о \ / ц .  П остроим  векторы к, у,  А:

х ( / + ) =  < * * ( / + ) ,  х ( / _ )  =  А *  ( / _ ) ,  / _  =  ZhhV + ;

и (Z4) =  A 22 ( /ц >  / ц )  [A 22 (Zu, ZHH) х (Zhh) - j - с (Zu) ],

C(Z11) = с (Zii) + [A (Zu, Z0) - A '  (Z0, Zu) (A0-H1) ' A  (Z0, Z0)] А™ & (Z0);

C(Z11) = C ( Z u) - A '  (Z0, Zu) (А-п‘ ) '  с (Z0); & ( / + ) = & „ ( / + ) ,

47


