
При этом компоненты н ап ряж ен и й  на вещественной оси вне р а зр е за  
определяю тся  в ы раж ен и ям и :

=  2 ¥ 01 +  CL1T -  a +  =  2 ¥ 01 +  Oi1T+, Т ~  =  T+  =  T  (х , 0, г) ,

Т (х ,  О, Т ) = — L -  f [erf ( - £ ± # - )  -  erf ( - ^ = ^ ) 1  du.
2ул k <; Vu L  V 2 Vu J ' 2V и /J
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УДК 519.233.2

Д. В. СИНЬКЕВИЧ, Н. Н. ТРУШ

О РЕЗУ ЛЬТ АТА Х В Ы Ч И С Л Е Н И Я  Н Е К О Т О Р Ы Х  МОМЕНТОВ  
В Ы С Ш И Х  П О Р Я Д К О В  А Г Р Е Г И Р О В А Н Н Ы Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  
ХА Р А К Т Е Р И С Т И К  О Д Н О Р О Д Н О Й  М А РКО В С К О Й  ЦЕПИ

П усть имеется з а к р ы т а я  система из N  индивидуумов, р асп р ед ел ен 
ных по г  категори ям  S1, S2, , Sr , и временной р я д  агреги рованны х н а 

блю дений г/,,т, г =  I, г, т =  0 , T  з а  ее структурны м  состоянием, где 
н аблю дения  г/г-,т удовлетворяю т  следую щ им  условиям: 0 =¾ г/f,т ^  I,
Г

2  ZZf,т =  I Дл я  лю бы х т =  0, Т.
1=1

М атем атической  моделью эволю ции к аж до го  из N  элем ентов  систе
мы сл у ж и т  однородная , конечного числа состояний м а р к о в с к ая  цепь 
с одной и той ж е  м атрицей  переходных вероятностей P  =  \\рц\\, U /  =  I, Л 
причем все N  м арковских  цепей независимы.

П ри  этих предполож ениях , р а с с м ат р и в а я  в качестве  линейной стати-
Г

стической модели уравнение г/3-,т =  2 Уі .х- іРн  +  м.;,т, /  =  I, г, т =  I, Т,
I= г

получили разли чн ы е  оценки переходных вероятностей рц, г, /  =  I, г 
[ I— 6]. П ри  исследовании некоторых асимптотических свойств оценок 
в этих р аб о тах  ш ироко используется  результат ,  до к азан н ы й  М ад ан -  
ским [3}. С ф орм ули руем  его в виде лем м ы.

Лемма I. Д л я  любых г, / =  I, г, т  =  0, Т,  неотрицательного целого 
п  такого, что х  —  п ^ - 0 ,  имеет место равенство cov(p,-, т; г/;->т_„)  =  
=  N - 1 • <7/, т_ д ( p / f  — qu т), где qlt е =  M y u e „ Z =  I, г, 0  =  0, Т,  а рд 
переходная вероятность из состояния S j  в состояние Si за п  шагов.

В р або тах  [3, 5] приведены многие интересные следствия из этой л е м 
мы. О дн ако  при д етальном  исследовании асимптотических свойств оце
нок переходных вероятностей, в частности при оценке скорости сходи
мости в центральной предельной теореме, их о к азы в ается  недостаточ
но [7— 8]. П оэтому, используя предлож енны й М ад ан ски м  [3] подход, д о 
к а ж е м  р яд  лем м  д л я  третьих и четвертых моментов случайны х величин
ZZf,т, i, j  =  I, г, т, 0  =  0, Т. ___

Лемма  2. Д л я  лю бы х неотриц ательны х целых т, s  таких, что т =  0, Т, 
х ^  s и г, /  =  I, г, имеет место равенство
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M y 2j' T_ s y \  x д, +  ДГ2 j  P/, T_s Pf, T +   ̂ДГ Д,2 +  ДГЗ j  X

X  f?/, T - S  Pu T ( P i ,  T +  <?/, T - S  +  4 ( 7 / ,  T - S  P - S] )  +  ^ - д / 2 -  ДЙГ j  P/' ,  T - S  (<7l\ T +

+  2 ( 7 / ,  T - S  p j f  +  2qu T pj?> +  2(7/, T- s  P?/s)) +  ^  9/, т- s  Pjp-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим случайную величину y lt х, i — I , г, 
т  =  0 , T  следующим образом;

N

Уі. T =  N - 1 2  f zta, ( I )
A=I

где У«а =  I, если индивидуум k  находится  в состоянии Si в момент в р е 
мени т, и р авн о  0 в противном случае. Тогда

N  N - 1 N  N

=  N - 4 I ^  2  > 7 , . - , ) . Г ? „  +  2М  2  2  2  T j b - O . X
V, [1 = 1  v = l i = v + l n = l

AT—I N N  N N N

х у /(т- щ к ^ + 2 м 2  2  2  f /(t- s,v+ 2  2  2  х
п =  I A=JJ,+1 V = I V, H =  I (= V +  I A=H+ I

X Y /(т- s )  V У  i (т—s) I У  irk У  (тн j  — N  4 (B i  -р В 2 j T B 3 -j- Bi).

Р ассм о тр и м  к а ж д о е  из полученных слагаем ы х.
N  N

B i  =  2  P  (УZ (T-S)V — Уу У ІХІІ — I ) — 2  P  ( У (TH =  I I  У /(т—s) V =  I ) X
v,H=l V, H =  I

N  N —I N

i(s)
X  <7/. т—s —  2  Уі’ т _ s p/р +  2  2  у I- t ~ s Pu х ~  т _ s р)Р +

V = I  V =  I JLA= I
J-A=̂ V

+  (ZV2 — А)р/, T - S  <7г, T -

N - I  N  N

в * =  2 2  2  2  р  (F / ( t - S)v =  I ; f /(t-s)z =  I ; Y f xtl =  1 > =
V =  I ( = V + 1  H = I  

N —  I N  N

= 2 [2  2  2 + ¾ = 1' f Z(T-S)V = I IYf (T -S )Z  =1)] Pz.  T - S  =
V =  I Z = V +  I H = I

=  ( ^ 3 -  3A 2+ 2 A )  q I  x_ s (?, T +  2 (A 2 -  A ) p2 T_ s p f .  

Аналогичным образом получаем, что

B 3 =  (A 3 -  3ZV2 +  2ZV) (7/, т- s  P2 х  +  2 (Ar2 -  A )  р(> х  (?/. T- s  Р<-[>, 

а такж е

B 4 =  (А 3 -  З А 2 +  2А ) <7/, т- s  P2 т +  4 (А  -  2) (А  -  I ) А  р2 T_ s X

X  Pz, т pjf +  2А ( A - I ) P 2 T_ s p2<X

П росум м и ровав  полученные в ы р а ж е н и я  и р азд ел и в  на А 4, получим 
у тверж ден и е  лем м ы  2. Л е м м а  2 д о к а за н а .

П ри  д о казател ьств е  л ем м  3, 4, 5 воспользуем ся  представлени ем  ( I )  
и проведем  его аналогично д о казател ь ств у  лем м ы  2.

Лемма 3. Д л я  любых неотрицательных целых т, s таких, что т =  
=  I, Т,  т  — s Z > 0  и г, / ,  1 — 1, г, имеет место следующее равенство:

M z /2 T_ s Уi, т—s Pz, т "Ж" "I " N3 ) q I  т—s qt' x—s q<” x +

I Pz, т—s (Pz, т—s Pi, T +  2p/, т—s P/, т—s p jP  +  p/, т—s Pz, т—s X
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X  P j f  +  2 P/, T - S  Pt, < > )  +  f - p -  J j r j  (P/, T - S  Pz, X - S  Pjp  +  Pz, T - S  P/, T - S  X

X  p f  +  Pi, Tp/, т-s  Pj701 +  4p? T_ s p)(P p<?>) +  - + г  pI  т- s  P j f  p/z0)>

где p<°> =
I, /  =  /,
0, /  I.

Лемма 4. Д л я  любых z, / ,  Z =  I, г; т =  I, T  и неотрицательных це
лых 0 ,  s таких, что т 0  ^  s, выполняется равенство

Mz//, T Pt, T-S Pz, Т—е =  ~~ —ft  I J j T ) P t ,  т—в Pt, T-S P i ,  T +  Д/ІГ"j  X

X  Pz, т- 0  (Pt, T-s P j f 1 +  Pu T p j f ~ S) +  Pt. T - S  Р 'Р) +  - j j r  Pu т - в  P j f  p [ f - s).

Лемма 5. Д л я  любых неотрицательных целых s, 0 ,  ср таких, что ср> 
> 0 > s  и любых Z, /, Р, Z = I ,  г; т =  I, 7 \  имеет место равенство

6 J J  6_
A + A2 A3

д? д/2- -Г- ДГЗ’)Р£. T (PA, Т + 0 (Рг, Т+ф P j f  +  Р/, Т+S р1;ф)) +  Pf, T+S X

X  (Pa, т+е Pjjp̂ sl +  Pu т+ф  p ) k ~ s)) +  Pi. T+S (Pz, т+ф  P1Ift1 +  Pa, т + е  Р*]~е))) +

+ (-P- -  IF") Чи т (PU t+Ф Plf Р/Г> + Pk. т+е P'/1 (Pjrsl + Р Г91) +
+  р/, т+з(Р<ф,Р ' Г ) +  Pjft01 P j r 5) +  Pz. t+ s P ir0) (P/A S) +  Р,(А0>)) +

+  4 - Pz. т P j f  p j | - s)P i r 0).

6 11 6
M  z/z, т Уі т +s У k, т+0 У I, т+ф  =  ( I Jj  I д/2 ’ дгз ]Р/> т Р/, т + s Pa, т + е  Pt, т + ф +

1

Лемма 6. Д л я  любых г, /  =  I, г; х  — I, Г  имеет место равенство
г

M p 2 t _ j  ZZ2 t  =  ^ - д /  д / 2-  +  ДГЗ j  Pyt T - I  ( Р £. т  2  q U  т—1 P 2i )  +

Г

+  ( - д ў і  ўўт) Р / ,  T - I  (2р/, Т—1 Pyi 2р/, T - I p 2l- +  Pt, т 2  Pz- т—1 Pz2i) +

+  TvF Р/. T - I  (pji  P 2i)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  рассматриваемой линейной статистической
Г

модели имеем, что Uiy т =  У и х  — 2  У U т—i Pzz- * =  I - г- Тогда д ля  у? т_ ,  X
Z= I

Xzzj т получаем следующее представление:
Г Г

P 2 T - I  Mt- T =  УI  т- 1  [у?, т —  2Уи T 2  Pz. г - 1  Pzz +  2  Pz2. т - 1  Pu +
I =  I Z=I

г—I

+  2 2  2  Уі. х- I  У к, X-I Pu Phi]-
Z= I A =Z +1

Д а л ее ,  согласно уравнению  К олм огорова  — Ч епм ена, получим, что

2  Pzf P j f 1 =  P j f ml- (2)
Z=I

где Z, /  =  I , г; s, m  — любые неотрицательные целые числа. И з условия 
марковости цепи имеем, что
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f t  т =  2  f t  т - і  Л я  /  =  I. г; т  =  I, Г . (3)
I= I

П р и м ен я я  лем м ы  2, 3 и форм улы  ( 2 ) - ( 3 ) ,  у б еж д аем ся  в верности 
у тв ер ж д ен и я  лем м ы  6. Л е м м а  6 д о к а за н а .

Лемма 7. Д л я  любых i, / ,  k, I =  I ,  г; т  =  О, T  и любых натуральных 
Ф, 0 ,  s таких, что ф >  0  s, имеет место равенство

M y I, х Uj, т+s У к, т+0 Uit т+ф =  О*
Г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К ак было отмечено выше, щ, Х — Уі,х — 2  X
і=і

X  Ус, т- i  Pu  Для любых /  =  I, г; т  =  I, Т.  Тогда получаем, что
Г

M y  I ,  T Ujt Т+s У к, т+0 Uit х+ф =  M y  C t  хУі, T + s  Ук, х+вУі, Т+Ф 2 PiU М у ,  хУй, Т+s—I X
A=I

X  У к ,  т+е У I, т + ф  — 2  Pui M  у  I, т У], т+s У к ,  т+е У и, т+ф—I
it=i

Г
2  Piu Pui ^  Уи х Уій T + s —I Ук, Т+0 УіI, т+ф —I =  B i  —  Bz B 3 -)- Bi-

Iu h =  I

П р и м ен яя  д л я  вы числения B i лем м у  5, получаем  следую щ ее равенство:

n h  6 , 1 1  6 \ „ , / I  3 , 2 \
- O l  -----  M  ДГ “Г  ДГ2 Д^З I Qi* х  Qi* ^ + s Qii* t  +  0  Qu Т + ф  \ I ДГ ДГ2 ДГЗ I XX

X  Qc, т ( Qk, т + е  (<7/, т+ ф  p j p  +  <?/, т + s  P 1T )  +  Qi, т+ s (,Qk. т + е  P j f - s  ̂ +

+  Ql, т+ф  P j k ~ s))  +  Qi. t + s  (Qu т+Ф P j 0) +  Qk. х + в  Р $ ~ в ) ) )  +

+  ( 4 r - - w )  Qu t  (ft t +Ф Р\? P )t~s) +  Ptf» Qk. т+е ( Р ) Г 5) +  P ir 0)) +

+  Qu т +s ( р Т  p ) ? r ] +  P T  P ' r s)) +  f t  т + s  P i r e )  (p ) Ae - s) +  p £ > ) ) +

+  - p - f t T Pt? p ik ~ s) p * T 0)-

П р и м ен яя  лем м у  5, форм улы  (2) и (3), получаем  д л я  суммы B 3 точно 
такое  ж е  равенство, к а к  и д л я  By. П р и м ен я я  лем м у 5, ф орм улы  (2) и (3), 
имеем B 2= B i l. П о д ст а в л я я  найденны е в ы р а ж е н и я  в правую  часть 
исходной ф орм улы  д л я  M y i, rUj^+syh.x+eUi.x+q,, получаем  утверж ден и е  
лем м ы  7. Л е м м а  7 д о к а за н а .

Лемма 8. Д л я  любых натуральных 0 ,  s, ф таких, что s < ] 0 < ^  и 
любых т =  I ,  Т; І, /, I, P = I ,  г, имеет место равенство:

M u it х Uit T+s Ук, Т+е Уи т+ф  =  —  -jjr) (q ,  х Pjp  (Qi, т + Ф p j £ - s) +

+  Qk, т + е  p t f ~ s)) +  Qu т f t  т + s (P } ? 1 Р</г8 “ 5) +  P T  P j r S)) -  P j f - S) X
Г Г

X  (<7/, Т+ф 2  PxiQx, Т—1 Р Г 1 * + 9 / ,  т +s 2  PxiQx, Т—1 Р ^ ;_ 1 ) ) —■
V=I V=I

T г

—  Qk, Т +е ( p j r s) +  Р І Г 0 ) ) Pxi Pvi+ 1 ’ Qx. т - 1  — ft  т +s p j r s) 2  PxiQx, T - I  X
V= I V= I

r

X  Pi0+1) — f t T  ( Р І Г 0) +  Р д ’ ) 2 p . ^ t + h  PJSt5 + 0 - Qu x Qux^  X
m=l
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X  2  Р т і Р {ш Х) р £ г + ”  + 9 к . Х + в  2  Pmj Р {ш '  > P ^ T S+1) +
т = I т — I

г г

+  P?k 2 ^ .  *+*-1 P m jP l% rS+1) +  9/. т-НР 2  9m, t+ s—I <7v, t - 1  Pvi /? $ + 1 ’ X  
m= I v, m=l

г r

x  P i f r 5+1 +  Pk, т +е  2  9v, t - 1  Pvi Pmj P l i  P l i r s + 1' +  Pu t  Р І Г 0) 2  X
v, m= I m= I

r

X  P mj qm, t + s - 1 P < f rs+1 ’ +  2  Pm. t + s - l  <7v, t - 1  Pmj- Pvi (/><,? + 1 > P i f r s + ‘ ’ +
v, m =l

r

+  Р Й +1)РЙГв+1)) ) +  T F -  (ft. < ^ s) < ~ s) Р к Г в] -  P] t~s) р і Г 0) 2  9v, t - 1  X
V=I

X Pvi P i f 1 > -  Pi, tP  < r 0) 2  P m  Р ' ш 1) P if r 5+1' +  P l r 01 X
m=l

r

X  2 1  9v, t - 1  Pvi P mj P is2  P i f r 8+n -
v, m=l

r

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К ак известно, t = Уі, t  —  2 1  9v, t - i  Pvi, i =  I , r;
V=I

г  =  I , Т.  Отсюда получаем:
Г

M ll i f X Hj, T+S Uk, Т+0 У I, Т + ф — M  [̂ УI X У у, т—1 Pvt) X
V=I

X f e , -  -  ^t + s  Ут, t + s — I P mj J Pk, t + e  У I, t +ф -
m= I

П ерем н ож и м  в ы р аж ен и я  в правой  части последнего соотношения, а з а 
тем применим лем м у  5 к  к а ж д о м у  полученному слагаем ом у. С ум м ируя  
полученные р езультаты  с соответствующ ими зн акам и , имеем у т в е р ж д е 
ние л ем м ы  8. Л е м м а  8 д о к а за н а .
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