
решения опорной задачи (5) адаптивным методом [3] был осуществлен 
переход к процедуре доводки. Через три итерации метода Ньютона тер­
минальные ограничения стали выполняться с точностью |дса (4). | — IO- 8 ,
IX3 (4) | ~  IO -8. Опора Son: Л п  =  {1}, Гоп =  {2,46} была принята за оп­
тимальную. Ей соответствует базисное оптимальное управление со0 =  
- ( X 0, Л0): X? =  0,9282, X02 =  I  r]°(t) == — I,  f ¢= [0; 2,46], т|° ( /)  =  I ,  f e  
GE ]2,46; 4]. Значение критерия качества задачи (7) оказалось равным 
I  (со0) =  6,6795.
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УДК 539.3
Н .  П .  К А Р Е Т К О

Р Е Ш Е Н И Е  ЗА Д А Ч И  ТЕР МОУПРУГОСТИ  
Д Л Я  П Л А С Т И Н Ы  С ТР Е Щ И Н О Й ,
НАГ РЕ ВА ЕМ ОЙ  ПОТОКОМ ТЕПЛА

П ри решении за д ач  о термопрочности и разруш ен и и  тел с т р е щ и н а ­
ми п редварительн о  необходимо определять  н ап р яж ен н о -д еф о р м и р о в ан ­
ное состояние, обусловленное н еравном ерн ы м  распределением  т е м п е р а ­
туры. Н а и б о л ь ш а я  опасность разр у ш ен и я  возни кает  в случае  нестац и о­
нарн ы х  тепловы х реж и м ов . В л и тер ату р е  известны многочисленные 
исследования  стац и он арн ы х  з а д ач  термоупругости д л я  тел с трещ ин ам и . 
И сследован и я  н естацион арны х з а д а ч  единичны [I,  2].

В настоящ ей  работе  д ан о  реш ение квази статической  зад ач и  термо- 
упругости д л я  бесконечной изотропной пластинки  с конечной п р я м о л и ­
нейной трещиной, нагреваем ой  через берега  р а з р е з а  потоком тепла.

Пусть L  =  Li +  L2 +  . . .  +  L n — совокупность отрезков  L k =  [ak, bk] 
на оси Ох.  П о  аналогии  с р аб о там и  [3— 5] мож но п ок азать ,  что тер м о ­
упругое состояние бесконечной пластинки с р а зр е за м и  на отр езк ах  п р я ­
мой опи сы вается  ф орм улам и:

о ,  +  Oy=  2 [Ф (z)  +  Ф (г)] + a i T,  ( I )

O y - I f xy =  ф  (Z ) -  Q (z) +  ( Z - Z )  Ф 7W  +  Y 0, (2)

4 т  (и +  =  иф (2) +  Й (г) — (г — г) Ф' (г) —  Y 0, (3)
2 | і ( й + і о )  =  хф (г) - f  to (J) — (г — г) Ф (г) — Y 0, (4)

X  +  iY  =  —  i[<p(z) —  « (г )  +  (z — J) Ф (І) +  ф0] і  (5)
Y    ih  о d£/0   k - t  „  .

0 <Дг ’ ' с • р ’ 1 — a O ^ ’ (6 )

где T — тем п ература , усредн енная  по толщ ин е пластинки  и удовлетво ­
р я ю щ а я  уравнению

, , г  *(7,

k60 
нения

дх2 1 ду* I дт

  F _  v 2 T  ( Y и -гI _L Q (•*> у> Т)T с (х,  У, т ) - f   —j- - , U0 -  частное решение урав-
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d W ° ' дЮ<> = с I1T.  (8)
дх2 ду2

Будем считать, что на бесконечности ( | z | - > o o )  компоненты нап ряж е­
ния а ” , сг~, т~ равны нулю и ф ункция xP0 имеет вид:

Ч'. = Г, + 4 !- +  - І -  +  0 (т7 іг )- (9)
Тогда, к ак  следует  из форм ул  ( I )  — (5), функции Ф ( г )  и Q (z )  при

больш их |z]  имею т вид:

Ф (г) = Г  + -J- + О (Jr), Q(z) = r  +  - J -+ 0  (Jr ), (1 0 ) - (  11) 
Г ' = B '  +  іС' ,  Г" =  В" +  іС", С'  =

В'  =  —  В" =  ReT0 С" =  C '  +  1ш Г0,

v > -  х + J L  +  =  * j x - i Y )  _ Z ' + d '  
yI -  2л ( I + X )  ’ vI 2л ( I + X ) u I - T u I-

П усть  на к р а я х  р а з р е з а  со стороны областей  D + (у  > 0 )  и D ~ (у <С 0)
вн еш н яя  н агр у зка  отсутствует. В этом случае на основании ф орм улы  (2)
имеем краевы е  условия:

Ф+ —  Q -  =  - ¥ + ,  Ф -  — Q+ =  —  Y -  на L,  ( I 2 )

откуда, вы чи тая  и с к л а д ы в ая ,  получаем
(Ф +  Q ) + - (Ф +  Q ) -  =  2 q ( x ) ,

(Ф — Q ) + +  (Ф — Q ) -  =  2 р ( х ) ,
(13)

где q ( x )  =  ^ ( T T 1 - T f04I), P (х)  =  ( W  +  W ) .
Общее решение краевой задачи (13) запишем в виде:

« w W l + + + W r W W  + W  gW и- <14>
S T  + W  г, +  4  -  + +  *  <*>■ <15>

п  _ 2-  

где X  (г) =  П  (z  — ак) 2 (z —  bk) 2̂ , P n (z) =  c0zn +  C1Zn- 1 + . . .  + сп,
*= I

D 0, с0, C1, . . . , сп — произвольные коэффициенты.
Требуя, чтобы в ы р а ж е н и я  д л я  функций Ф ( г )  и Q (z )  удовлетворяли  

условиям  (10), (11),  будем иметь:
D 0 =  Г  +  Г", C0 =  Г  -  Г",

П

Ci =  Y1' — Y i  г  C0 • 2  (аk +  bJ -
ft= I

О стальн ы е  коэф ф иц иенты  полином а P n ( z ) найдем, воспользовавш ись  
равенствами :

I’ [ х ( Ф +  — ф - )  +  ( д - _ Q + ) ) d x =  [ ( T fO+I - W i )dx,  (16) 
К  Lh

вы р а ж а ю щ и м и  условие однозначности см ещ ения при обходе р азр езо в  на 
о тр езках  L h. К а к  видно, одно из этих равенств  яв л яется  следствием 
остальны х.

Р ассм отри м  теперь более подробно з а д ач у  д л я  пластинки  с одним 
р азр езо м . Н а  к р а я х  р а зр е за  за д ан ы  зави сящ и е  от времени противопо­
л о ж н о  н ап р авл ен н ы е  тепловы е потоки, т. е. д л я  т ^  0 имеем граничны е 
и н ачальное  условия:
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W  =  w < a  на l J - W = s I ? - '  | x | < a  на L~  (17)
T  =  =  О при I x  I oo, T  =  0 при I у  I - >  оо, T  (х, у,  0) =  0.

Будем  считать, что п л асти н ка  с разр езо м  свободна от внеш них н а п р я ж е ­
ний на  берегах  р а з р е з а  и на бесконечности.

У читы вая  симметрию  относительно оси Ох,  з а д а ч а  теплопроводности 
сводится  к за д а ч е  д л я  ниж ней полуплоскости D - (у <  0) при следую ­
щ их граничны х и нач альн ом  условиях:

I ду О, | х |  > а

T  =  =  0 при I х I - >  оо, T  =  О при у - *  оо, T  (х, у,  0) =  О,

Tc (х , у, т )  =  0 .
П р и м ен яя  метод и н тегральны х преобразован и й  Ф урье по г  и Л а п ­

л а с а  по т, находим  тр ан сф о р м ан ту  темп ературы :

~ V Р + Щ  + 0)2 I у  I~  <7 (р) • sin to а - е
jtfeco р -f- и2 +  х2

где T  =  -  J  j* J r -  e-Px~ lmx • dx  dx,  q (р ) =  J  q (т) е~Рх • dx.
—  OO О О

П ер ех о дя  в ф орм уле  (18) от т р ан сф о р м ан т  к  оригин алам , находим  
тем п ературн ое  поле в п ластинке  с разр езо м

T  =  - J -  ( q (т ~ и)- • [ erf -  erf ( du.  (19)
2 V n k  I  V u  L I 2 V u  ) \  2 V u  j  J

Чтобы найти функцию 1F 0, находим вначале трансформанты:

U0 =  ЪЯ( р ) - й п ш . е _ ---------  > (20)
I г 2—T-. . ~У  р+з<і+ш! Іг/Іq (р) • sin (Pa ■ е_______ _ _

jtfeto "V р +  +  ш2 (Р +  *1)

O1T ( P ) - S i n g a  I  со : _ s p n . . W - /- s g n y  } е - У  р + * ! + - Ы .  (21)
Т 0  Jl k (Р  +  X j)  { У р  +  ^  +  Ю* У  У ’

Переходя в формуле (21) от изображений к  оригиналам, находим:

т _и2и— Уг
1F 0 =  - ¾ - \ q { x  —  u ) e  ‘ 4“ [(I  — Sgnу)  ( I 1 {х, у,  a) — 11 (х, у,  — а))  +

+  ( I +  sgn у)  ( I 2 (х, у,  a) - I 2 (х, у,  — a ) ) ]  du,  (22)
_  (х+о)г _  (х + а ) г

е — I е 4и — I
где I 1 (х, у,  а ) =  ,• (А. +  а) _  ^  > h  (*> У> а ) =  i ( X +  a) +  \y\ '

И з  формулы (22) находим, что
х  _ ( х + а ) г  (дг-о)*

T 01= W = W = - ^ f q ( x - u ) e ~ ^ u\ - Jnk о
Тогда формулы (14), (15) примут вид

Au

X +  а х  — а du.

q  w = -  ф  <*>= I W 1W  ’ х  (2) =  (г! - ' “’ Г  5
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При этом компоненты н ап ряж ен и й  на вещественной оси вне р а зр е за  
определяю тся  в ы раж ен и ям и :

=  2 ¥ 01 +  CL1T -  a +  =  2 ¥ 01 +  Oi1T+, Т ~  =  T+  =  T  (х , 0, г) ,

Т (х ,  О, Т ) = — L -  f [erf ( - £ ± # - )  -  erf ( - ^ = ^ ) 1  du.
2ул k <; Vu L  V 2 Vu J ' 2V и /J
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УДК 519.233.2

Д. В. СИНЬКЕВИЧ, Н. Н. ТРУШ

О РЕЗУ ЛЬТ АТА Х В Ы Ч И С Л Е Н И Я  Н Е К О Т О Р Ы Х  МОМЕНТОВ  
В Ы С Ш И Х  П О Р Я Д К О В  А Г Р Е Г И Р О В А Н Н Ы Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  
ХА Р А К Т Е Р И С Т И К  О Д Н О Р О Д Н О Й  М А РКО В С К О Й  ЦЕПИ

П усть имеется з а к р ы т а я  система из N  индивидуумов, р асп р ед ел ен ­
ных по г  категори ям  S1, S2, , Sr , и временной р я д  агреги рованны х н а ­

блю дений г/,,т, г =  I, г, т =  0 , T  з а  ее структурны м  состоянием, где 
н аблю дения  г/г-,т удовлетворяю т  следую щ им  условиям: 0 =¾ г/f,т ^  I,
Г

2  ZZf,т =  I Дл я  лю бы х т =  0, Т.
1=1

М атем атической  моделью эволю ции к аж до го  из N  элем ентов  систе­
мы сл у ж и т  однородная , конечного числа состояний м а р к о в с к ая  цепь 
с одной и той ж е  м атрицей  переходных вероятностей P  =  \\рц\\, U /  =  I, Л 
причем все N  м арковских  цепей независимы.

П ри  этих предполож ениях , р а с с м ат р и в а я  в качестве  линейной стати-
Г

стической модели уравнение г/3-,т =  2 Уі .х- іРн  +  м.;,т, /  =  I, г, т =  I, Т,
I= г

получили разли чн ы е  оценки переходных вероятностей рц, г, /  =  I, г 
[ I— 6]. П ри  исследовании некоторых асимптотических свойств оценок 
в этих р аб о тах  ш ироко используется  результат ,  до к азан н ы й  М ад ан -  
ским [3}. С ф орм ули руем  его в виде лем м ы.

Лемма I. Д л я  любых г, / =  I, г, т  =  0, Т,  неотрицательного целого 
п  такого, что х  —  п ^ - 0 ,  имеет место равенство cov(p,-, т; г/;->т_„)  =  
=  N - 1 • <7/, т_ д ( p / f  — qu т), где qlt е =  M y u e „ Z =  I, г, 0  =  0, Т,  а рд 
переходная вероятность из состояния S j  в состояние Si за п  шагов.

В р або тах  [3, 5] приведены многие интересные следствия из этой л е м ­
мы. О дн ако  при д етальном  исследовании асимптотических свойств оце­
нок переходных вероятностей, в частности при оценке скорости сходи­
мости в центральной предельной теореме, их о к азы в ается  недостаточ­
но [7— 8]. П оэтому, используя предлож енны й М ад ан ски м  [3] подход, д о ­
к а ж е м  р яд  лем м  д л я  третьих и четвертых моментов случайны х величин
ZZf,т, i, j  =  I, г, т, 0  =  0, Т. ___

Лемма  2. Д л я  лю бы х неотриц ательны х целых т, s  таких, что т =  0, Т, 
х ^  s и г, /  =  I, г, имеет место равенство
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