
(9)

в у р а в н е н и е  с н е в ы р о ж д е н н ы м  за к о н о м  п л о щ а д е й , необходим о и д о с т а ­
то чн о , что б ы  ф у н к ц и я

и  ( г ,  т )  =  Cp2 (z, ф (т, CO (z, т ) ) )  • F  (г,  ф (т , со (z, т ) ) )

я в л я л а сь  интегралом  ур а в н е н и я  (4 ). (Ф у н к ц и и  ф и со о пределяю тся со­
о тв е тств е н н о  ф о р м у л а м и  (6) и ( 7 ) ) .

П ример. Р а с с м о т р и м  си сте м у

J x 1' =  ( I +  X 1 —  х 2) ( I +  т ) - 2 ( I +  X1 +  TX2),
\х'2 =  ( I  + X 1 - х 2) ( I  +  т)  2 ( I +  2 х х —  X2 -P  TX1 )

н а  м н о ж е ств е  Z T  =  { (х1; х2, т) | X1— х2> -0 ,  т ^ = 0 } .
О с у щ е с т в и м  з а м е н у  в и д а  (3 ) по ф о р м ул е

dx  =  - 1 Х2 dx,  (х х, х 2, т Z T .  ( 1 0 )

И з  (9) сл е д уе т, что  X 1 —  х 2 =  ( I  —  т])/(1 +  т  (£  —  т])), I  =  X 1 (O), Ti =
~  I  I £  ___  yi ^

=  X2 (O). Т о гд а  из ( 1 0 )  вы те кае т dx  =  д _j_ т J1 ^   ̂dx  = »-т  =  In  ( I +

+  т  ( I + I  —  т])) (а  полагаем  равны м  н у л ю ). П о это м у т  =  ( е х — 1 ) / ( 1  +

+ I  —  Tl), X 1 - X 2 =  (£  —  т і) /( 1  +  т  ( I  +  I —  Tl)) =  (I — п ) / « *,  I  —  Л =  ( Х і—

—  х 2) е х и , следовательно, т  =  ( е х —  1 ) / ( 1 + ( X 1 —  х 2) е т ). Н а  основании 
(8 ) систем а (9 ) преобразуется к  виду

Jx 1' =  X1 +  е ~ х , „  „  п п
[х ' =  2 х х — х 2 +  е ~ х , (х 1( х 2, т )  е  Z T ,

где Z T  =  ( ( X 1 , х 2, т )  I X1 —  X2 >  0, т  >  0}.

Ф у н к ц и я  F  д л я  ( 1 1 )  имеет вид F  (X1 , х 2, т )  =  (2 х ?  —  2 x ^ 2  +  (X1 —

—  x 2) e _ t )2 и я в л я е тся  интегралом  ( 1 1 ) ,  что  означает наличие у  ( 1 1 )  не­
вы рож денного зако на площ адей. О тм етим , что  (9) не обладает законом 
площ адей.
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УДК 517.977
Л. Д. ЕРОВЕНКО

О П Т И М И З А Ц И Я  Д И Н А М И Ч Е С К О Й  СИС ТЕМ Ы  У П Р А В Л Е Н И Я  
С П О Д В И Ж Н Ы М И  К Р А Е В Ы М И  УСЛ ОВ ИЯ МИ

I. Р ассм отри м  за д ач у  терми нального  управлени я
I ( и )  =  c'x(/*)->-max, x = A ( t ) x - \ - b ( t ) u ,  х  ( U ) = G z ,
/ * < + < / * ,  H x ( t t ) = g ,  | м ( * ) [ < 1 ,  t < = T = [ t 0, /*]. ( I )

Здесь А  ( t ) ЕЕ R nxn, b ( t ) CE R n, t E E T , -  кусочно-непрерывные функции; 
H < E i R mXn, G E i R rixr, g ( E  R m, C E i R n', z ,  /* ,  /*  GE R r —  постоянные мат­
рицы и векторы-столбцы.
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Кусочно-постоянную функцию  u ( t ) ,  t ^ T ,  удовлетворяю щ ую  п р я м о ­
му ограничению  |w(Z)| t ^ T ,  назовем  управлением . Вектор Z =  
= z ( J )  =  (Zi, i e { l ,  2, . . . ,  г}} ,  — стартовы м  вектором.

Совокупность v = ( u ,  z )  из уп р авл ен и я  u = ( u ( t ) ,  Z e T )  и стартового  
вектора  z  назовем  расш и ренны м  управлением . Соответствую щ ее этому 
расш и ренном у управлени ю  непрерывное реш ение уравн ен и я  x = A ( Z ) x +  
-\ - b ( t ) u , с начальн ы м  условием  x ( t 0) = G z  назовем  траекторией.

Слово «расш иренное»  в д альн ей ш ем  будем опускать, уп о тр ебл яя  его 
только  в случае необходимости.

У правлен ие  у и соответствующ ую  ему траек торию  x ( t ) ,  t ^ T ,  н а зо ­
вем допустимыми, если вдоль  них вы полняется  основное терм и нальное  
ограничение H x ( t * ) = g .  Р еш ен ие  зад ач и  ( I )  — допустимы е управлени е  
у ° = ( и ° ,  г 0) и тр аекто р и я  x ° ( t ) ,  t ^ T ,  н а зы в аю тся  оптим альны м и у п р а в ­
лением и траекторией . С убоптим альное  (е-оптим альное) управлени е  
ve= ( u e, ze) оп ределяется  неравенством  I (и0, Z0) — I (ие, zE) =S^e.

П р ед л агаем ы й  в работе  прямой метод  реш ения  зад ач и  ( I )  яв л яется  
обобщ ением  и развитием  метода  редукции к опорным з а д а ч а м  [I]. П р е д ­
п олагается , что за д а ч а  ( I )  не в ы р о ж д ен а  [2].

2 .  И з  м н ож ества  индексов / = { 1 ,  2 ,  . . . ,  г} вы делим п одм н ож ест­
во Jon. Н а  отрезке  Г отметим множ ество  изолированны х моментов Ton=  
— {th€=T, 6 е / С о п = { 1 ,  2, , р} } ,  р + | / о п |  =ГП. Составим  м атри цу  P on=
=  P  (Son) =  (J-J (Jy /)  > j€=Jon, P (Zfe) , kE=Kon) > где Son— {Jon, T on} , D (I, j)  
/ - т ы й  столбец  м атри цы  / ) ( / ,  J) =  Q ( t 0)G; р  (Z) =  Q ( t ) b  ( Z ) , t e p  Q(Z), 
t ^ T ,—  решение системы Q = - Q H  ( Z ) ,  Q ( C )  =H.

Совокупность S on=  {/on, Гоп} назовем  опорой зад ач и  ( I ) ,  м нож ество  
Г0п —  м нож еством  опорных моментов, м нож ество  / оп —- м нож еством  
опорных индексов, м атри ц у  Р 0п —  опорной матрицей, если CletPon=Tt O. 
П а р а  {у, Son} из допустимого уп р авл ен и я  у и опоры S on-— расш иренное  
опорное управление.

Опорному управлению (и, Son) поставим в соответствие котраекторию 
Ф ( 0 ,  t і = Т ,  являю щ ую ся специальным решением сопряженной системы
Ф =  — = 4 '(0 Ф , Ф (/* )  =  с — Н ' у,  где y '  =  (hj,  Z e J ron; с (ZK), k<= K onY X  
X P o n 1; с (Z) =  / ' (Z) b (Z), t e i T ;  f  =  - A ' ( t ) f ,  / ( С )  =  с; h =  G ' f ( t 0).

П а р у  А(|/)  =  (А, А ( • ) ) ,  где A ( - )  =  (A(Z), * е Г ) ,  A(Z) =  - ф ' ^ ) 6  (Z), 
tE=zГ, A =  (A3-, / & / )  = D tу —h,  назовем  р асш и ренны м  коуправлением .

З а д а ч а  ( I )  д а л е е  п р ед п о л агается  простой [2]. Б уд ем  говорить, что 
опорное уп равлен и е  {и, S on) удовлетворяет  условию  е -м аксим ум а, если 
вдоль него и соответствую щ их ему реш ений x ( t ) ,  ф ( / ) ,  Z e T ,  прям ой и 
сопряж енной систем вы полняю тся  соотношения:

H ( x ( t ) ,  ф ( 0 .  « (0 >  t)  =  т а х Н  ( x ( t ) ,  ф (Z), и, Z) — e(Z), t e T ;
|«1<1 ^  (2)

h  (Ф (t0), z)  =  m ax h(  ф (Z0), ц) — B1; P (и, S on) =  е (Z) dt  +  ех <  е.
/*<Т)</* V,

З д есь  Н ( х ,  ф, и, Z) = ф ' ( A ( t ) x + b ( t ) u ) ,  h(%, z )  =%' Gz .
В еличина P (у, S on) н азы вается  оценкой субоптим альности  опорного 

у п равлен и я  {у, S 0n}, поскольку  I  (и0, Z0) — I (и, z )  ^ P  (у, S on)-
С п р авед л и ва  сл едую щ ая
Теорема (принцип е-максимума).  П ри лю бом  е ^ О  допустимое 

уп равлен и е  v = ( z ,  и)  я в л яется  е-оптим альны м  тогда и только  тогда, 
когда сущ ествует  т а к а я  опора S on, при которой опорное управлени е  
{у, Son} у довлетворяет  условию  е -м аксим ум а (2).

3. П усть  при зад ан н о м  е ^ О  начальн ое  опорное управлени е  {у, S on} 
не у довлетворяет  принципу е-м аксим ум а. О пиш ем итерацию  м етода, 
принцип которой основан на  уменьш ении оценки субоптимальности  
P (у, Son) [3]. И тер ац и ю  составим  из двух  процедур — зам ен ы  у п р а в л е ­
ния и зам ен ы  опоры. П редвар и тел ьн о  проверим качество  имею щ егося 
опорного уп р авл ен и я  на возм ож н ость  перехода непосредственно к п р о ­
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цедуре доводки  — заклю чи тельной  операции метода. Д л я  этого по ко- 
уп равлен и ю  А (у)  вычислим функцию и =  (х, r j ) :

Xj =  /* при A3 <  0; Xj — f* j  ПРИ Ai > 0, / Е  J hJ Xj =  Yj. / G  Jron.' (3) 

ц (Z) =  — sgn A (Z), если A (Z) ф 0; г) (Z) GE [— I, I] ,  если A (Z) =  0, Z E / ,  
где Yj - j -я компонента вектора у (Jon) =  ( у 3 , j  e J 0 n )  =  Pm ( -Zo n - Л  ( § _

—  \ р  (Z) 11 (Z) dt —  D  (I,  J H) X (■/„))• Построим вектор I  ( T on) =  PTn ( Т оп,

* E
I )  (g  — j  P (Z) Л (Z) cZZ D  (I, j н) X ( J h))'

to
Ф ункцию а > = ( х ,  л) назовем  р асш и ренны м  квази уп равлен и ем , соот- 

ветствую щ ее ему реш ение x(Z), Z e T  у р авн ен и я  х = Л  ( t )x - \ -b  ( t ) r \ ( t ) ,  
к (Z0) = G x  —  квази траек тори ей . З а д а д и м  п ар ам етр  м етода  ц > 0 .  Если 
вы полняю тся  условия

ИМ Гоп) I K m  /*  ( / о п )  < у  (Jon) < / *  ( / о п )  , ( 4 )

то с опорой S on и квази уп равлен и ем  со переходим к процедуре доводки, 
описанной в п. 4 .

П усть условия (4) не выполняются. Управление у =  (z, и.)_ строим в 
виде Zj  =  Z j  -J- S j , j  е  .Zon, z J =  z J  +  © Ч ц  и ( Z )  =  и (Z) +  V i , Z е  ] т г,

Ti ], Z =  TTaz, и (t)  =  « (Z) +  ©CO (Z), Z е  Г*. Здесь Г* =  Т \ Т 0, T 0 =  {Z е
M _   _

Е Г :  I A (Z) К  a}  =  JJ ] т г, Ti], Ti - т г < й ,  Z =  I 1 M ,  т г < т г < т 1 + ь  Z =  
1= I   _  ____

=  I, M  — I; Г оп с :  {тг, Z = I ,  М}, u (Z) =  U i  =  const, Z е  ]тг, т г], Z = I ,  М;
Ti3 =  —  Zj при A3- <  0, т)3- =  / #3- —  Zj при A3- >  О, /  е  Jrn .- со (Z) =  I —  w(Z)
при A(Z) <  — а, C0 (Z) =  -  I — и(Р)  при A (Z) >  а ,  t ^ T * ,  ( а  > 0, / г > 0 — 
параметры метода. Векторы s =  (s3-, / е / 0п)> у =  (иг> Z =  I, М ) и пере­
менная 0  являю тся  решением опорной задачи

AT А/

2  g;/i - >  max, qt Ii =  0, cZ#i <  Zi <  d*, i  =  I K ,  (5)
I= I 1=1

где Z =  (Ii, i =  I,  У )  =  ( S j ,  j ^ J on; Vi, i =  I,  M;  0) ,  AZ =  | J 0J  +  M -J - l ;
  \  ____

g =  (g/> Z =  I,  AZ) =  (O, ... O; — j  A(Z)cZZ, Z = I ,  М ; — 2  А д B-
•Ton I ^i

- J  A (Z) CO (Z) dt);  Q =  (?г, Z =  I,  AZ) =  (D  ( / ,  /) ,  / е І оп; jp(Z)cZZ,

Ті
Г Т М ; D (I, j H) Ti ( J n) +  J p  (Z)ш (Z)cZZ); cZ* =  X i, Z =  І К )  =

T

і  =

=  ( /* 3- —  z3, j * = j on; —  I - U i , Z =  I, М ; O); cZ* =  (cZ,-, Z = I ,  AZ) =  
=  ( / 3 j  Е Е  J оп> I  m , Z =  I , А 4 ,  I  ) •

П усть det Q (L on) Ф  O, где Q ( T on) =  (qi, Z E iL on), L on cz L  ( 1 , 2 , . . . ,  
AZ}, L on =  (AZ011, M on}, AZon =  {I, 2, .. ., | J on|}> тИоп =  {| Уоп | - ( -L1, | j / on | -J-
-J-L2, .. ., I J 011 I -J- Lp} cz (J J on I -J- I, I J on I -J- 2, ... , I J on I -J- AZ}, T on =  { т ; , Z S  
eAJon}, JCon =  (L1, L2, ..., Lp}. Решение задачи (5) начинаем с опорного 
плана (L on, 0}. Обозначим через L on =  {AZon, M 0J  оптимальную опору 
задачи (5), AZon =  L on f| AZon, M on =  {I J Cn I-Er1, 1J 0711 -J- г2, ... , IJ 0711 -J- г J -

Положим S 011 =  ( j on, T 017}, I J on I =  IAZ0171, J 017 cz J 017, T on =  (Ti, Z S  Лоп}>

Доп =  {П, О, . . . , r j .  Если P (у, S 011X  е, то у является  е-оптимальным 
управлением.
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П усть P (v, S о п ) > е .  И з двух  опор S on, S on, проверив CletT(Son) ФО,  
вы бираем  лучшую. П редп олож и м , что р (щ  S on) ŝ P  (щ S on). П ри зам ен е  
опоры  S on могут иметь место случаи:

I) 3 T J  <= Ton: у  j  >  / ;  либо Y K / * / ,  /< = /« І; 2) /*(Уоп) < \ ( / оп) < / * ( Л п ) .  
I H (Гоп) Il >  И- в  случае I) вычислим | | / 0 | =  max |g ; |, где £/ = Y / - / *

 ̂ Zt=Jon
при Y/ >  / /  > Ь  =  У] — /* /  при Y/ < / * / .  / G i m  и положим 8/о =  — I при 
5/« =  Yy0 —  /у»; Sy0 =  I при 5/„ =  Yy0 — /.у.; б/ =  0, /  е  Топ\ / 0; S (У) =  О, 
У е  T on. Подсчитаем Агу' ( S on) =  60J P on1, боп =  (б/, /  е  Ton, 6 (T on)); б =  
=  D ' A y ,  8 ( t )  =  A y r p( t ) ,  t  GE Т; А (У) =  Д(У) +  ст0б (У), У GE Г ; A7- =  A, +  
+  </06/, /GE./; O0 —  максимально-допустимый двойственный шаг [3].

1а) Пусть CT0 =  о,„  /*  <= Тн. Тогда 7 0п =  (Ton\ / 0) U /*, T on =  T on.

16) П усть O0 =  а  (У*), У* GE Т \ Т 0П: А (У J  =  0. Тогда T0 n = T 0п \ / о -
Топ =  T on и У*.

В случае 2) вычислим | А, (у0) | =  m ax | А, (У) | и положим б(У0) =
t^ o n  _

=  — Sgn Я (У0), б (У) =  О, У GE Т оп\ у 0; б,-=  О, / Е Т 0П. Векторы б, А и 
функции б (У), А (У), У GET, строятся  аналогично случаю I).  Новую опо­
ру S on строим следующим образом.

2а) П усть O0 =  ст/„ /* GE Тн. Тогда J on =  Ton U /*, T on =  T onV 0. _

26) Если Ct0 =  ст(*,), у* *= т \ Т оп: А (У*) =  О, то Ton =  Ton, T on =
=  ( T o n V o ) J J H

При р (у, S on) < e  о — е-оптимальное управление. Если P (о, S on) > е ,  
то с измененными параметрами а  <  а , h h переходим к следующей 
итерации метода.

4 . Пусть вы полняю тся  условия  перехода к  процедуре доводки  ( 4 ) . 
П роцесс  реш ения зад ач и  ( I )  в процедуре  доводки  за в е р ш а е м  построе­
нием оптим альной опоры S^n и соответствую щ его ей базисного  опти­
м ального  уп р авл ен и я  ю0= (% ° , г)°) (3 ) .  П оиск оптим альной опоры сво­
дится  к решению  системы нелинейных уравнений

,о
р t I t *

D (I ,  JL) X0 (J0on) +  2 2  sgn А (У/) J р  (У) dt  =  g -  f р  (У) T1 (У) dt  -
/=I tj I0

— D  (I ,  T h ) X0 ( J h )  ( 6 )

методом Ньютона. П усть известно k-oe приближение T 00* =  (У/&>, / = 1 ,  Р)> 
Xw (Ton) к решению системы (6). Следующее (k  -j- 1)-ое приближение оп­
ределяем по формуле Топ+1> =  T w  +  1/2 {sgn A ( t j )  Xj  ( T w )1 /  =  I, р}, 
%(&+П (Ton) =  Y(ft+1) (Ton)- Если параметр р  выбран неудачно и для  неко­
торого приближения условия (4) на множестве Ton нарушаются, то сле­
дует вернуться  к  итерации метода. П роцедуру доводки заканчиваем в 
том случае, если для опоры S on и управления со0 терминальные ограниче­
ния в з ад ач е  ( I )  будут вы полняться  в пределах  зад ан н о й  точности.

5. Р ассм отри м  м одельную  зад ач у

I  ( и )  = X i ( 4 ) - > m a x ,  X 1- X 2, х 2= х 3, х 3= и ,  X1( O ) = Z 2,
(7)

X2(O) =Zi+z2, X 3 ( O )  - Z i, О 5 ¾ ZiS C  I , У = 1 , 2 ;  | и ( У ) | < 1 ,  
У е = Т = [ 0 , 4 ] ,  X 2 ( 4 )  = х 3 ( 4 ) = 0 .

Начальные допустимое управление и опора имели вид v (0) =  (г(0), гА0)): 
ц(°) (У)= О, /<ЕЕ[0; 4]; г«°) =  (0; 0); S w : T w  =  {2}, T w  =  {2; 0}. После
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решения опорной задачи (5) адаптивным методом [3] был осуществлен 
переход к процедуре доводки. Через три итерации метода Ньютона тер­
минальные ограничения стали выполняться с точностью |дса (4). | — IO- 8 ,
IX3 (4) | ~  IO -8. Опора Son: Л п  =  {1}, Гоп =  {2,46} была принята за оп­
тимальную. Ей соответствует базисное оптимальное управление со0 =  
- ( X 0, Л0): X? =  0,9282, X02 =  I  r]°(t) == — I,  f ¢= [0; 2,46], т|° ( /)  =  I ,  f e  
GE ]2,46; 4]. Значение критерия качества задачи (7) оказалось равным 
I  (со0) =  6,6795.
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УДК 539.3
Н .  П .  К А Р Е Т К О

Р Е Ш Е Н И Е  ЗА Д А Ч И  ТЕР МОУПРУГОСТИ  
Д Л Я  П Л А С Т И Н Ы  С ТР Е Щ И Н О Й ,
НАГ РЕ ВА ЕМ ОЙ  ПОТОКОМ ТЕПЛА

П ри решении за д ач  о термопрочности и разруш ен и и  тел с т р е щ и н а ­
ми п редварительн о  необходимо определять  н ап р яж ен н о -д еф о р м и р о в ан ­
ное состояние, обусловленное н еравном ерн ы м  распределением  т е м п е р а ­
туры. Н а и б о л ь ш а я  опасность разр у ш ен и я  возни кает  в случае  нестац и о­
нарн ы х  тепловы х реж и м ов . В л и тер ату р е  известны многочисленные 
исследования  стац и он арн ы х  з а д ач  термоупругости д л я  тел с трещ ин ам и . 
И сследован и я  н естацион арны х з а д а ч  единичны [I,  2].

В настоящ ей  работе  д ан о  реш ение квази статической  зад ач и  термо- 
упругости д л я  бесконечной изотропной пластинки  с конечной п р я м о л и ­
нейной трещиной, нагреваем ой  через берега  р а з р е з а  потоком тепла.

Пусть L  =  Li +  L2 +  . . .  +  L n — совокупность отрезков  L k =  [ak, bk] 
на оси Ох.  П о  аналогии  с р аб о там и  [3— 5] мож но п ок азать ,  что тер м о ­
упругое состояние бесконечной пластинки с р а зр е за м и  на отр езк ах  п р я ­
мой опи сы вается  ф орм улам и:

о ,  +  Oy=  2 [Ф (z)  +  Ф (г)] + a i T,  ( I )

O y - I f xy =  ф  (Z ) -  Q (z) +  ( Z - Z )  Ф 7W  +  Y 0, (2)

4 т  (и +  =  иф (2) +  Й (г) — (г — г) Ф' (г) —  Y 0, (3)
2 | і ( й + і о )  =  хф (г) - f  to (J) — (г — г) Ф (г) — Y 0, (4)

X  +  iY  =  —  i[<p(z) —  « (г )  +  (z — J) Ф (І) +  ф0] і  (5)
Y    ih  о d£/0   k - t  „  .

0 <Дг ’ ' с • р ’ 1 — a O ^ ’ (6 )

где T — тем п ература , усредн енная  по толщ ин е пластинки  и удовлетво ­
р я ю щ а я  уравнению

, , г  *(7,

k60 
нения

дх2 1 ду* I дт

  F _  v 2 T  ( Y и -гI _L Q (•*> у> Т)T с (х,  У, т ) - f   —j- - , U0 -  частное решение урав-
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