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ЗА М Е Н А  ВР Е М Е Н И  В ВЕК ТО РН ОМ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О М  У Р А В Н Е Н И И  

И ЕЕ В Л И Я Н И Е  НА ЗАК ОН  П Л О Щ А Д Е Й

Рассмотрим векторное дифференциальное уравнение г '  =  h  (г , т ) ,  (г,  
i )  Е Е  Z T  C=Rra+"2+ 1 в предположениях, изложенных в [ I ] .  В ы деляя  основ­
ные и дополнительные координаты, функцию /г представляем такж е и в 
виде Zi =  ( / ,  g) .  Аналогично [2 и 3] вводим понятие секторной скорости

и сохраняю тся  понятия вы рож денного  и невы рож денн ого  закон ов  п ло­
щ адей.

Д л я  краткости  и зл о ж ен и я  уравнени е  р ассм атр и в аем  в области  
Z r * c = Z r ,  п р ед п олагая ,  что сечения об ластей  Z T  и ZT*  некоторой пло­
скостью  т = с г  в пространстве  Rn+"1+1 совп ад аю т  и что все реш ения у р а в ­
нения

с начальн ы м и  зн ачениям и  из ZT *  п р о д о л ж и м ы  до плоскости т = с г .  В т а ­
кой ситуации все пром еж утки  Z(£', а ' ) ,  (£ ', o ' )  ^ Z T *  имею т общ ую  точ­
ку  а. Реш ен и е  г ( т ;  £, о) уравн ен и я  (2) и его пр о м еж у то к  сущ ествования  
Z(£, о)  обозначим  соответственно z ( т; £) и / (£ ) ,  хотя  уравнени е  (2) и не 
об язан о  быть стационарны м.

П оскольку  (2) однозначно разреш и м о, то из соотношения z = z ( x ,  £), 
£eZ<j, т е / ( ^ ) ,  где Z a — сечение о бласти  ZT*  плоскостью  т = с г ,  од н о зн ач ­
но определяется  векторн ая  ф ункция  £ = 6) ( 2 , т ) ,  т & f ( £ ) ,  z e Z a, т а к а я  что 
г ( т ,  (o(z, t ) ) = z .  В доль  к аж до го  реш ения  z = z ( x ,  £) уравн ен и я  (2) вы ­
полняется  тож дество  £ = б ) ( г ( т ,  £),  т ) ,  которое означает , что со став л я ю ­
щ ие Wfc(z, т) векторной ф ункции со явл яю тся  и н тегралам и  (2) и о б р а ­
зую т в совокупности б азис  м н ож ества  всех ин тегралов  (см., например,

З а д а д и м  на Z T  скал яр н у ю  ф ункцию  <р непреры вную  по (z, т) и не о б ­
р ащ аю щ у ю ся  в нуль на ZT.  П оскольку  Z T  —  область , то <р сохраняет

знак . П роизведем  в уравнении (2) зам ен у  аргум ента  т на  аргум ент  т по 
ф орм уле

В д альн ей ш ем  все понятия д л я  уравнени я  (4 ) ,  явл яю щ и еся  а н а л о ­
гами соответствую щ их понятий А  д л я  у р авн ен и я  (2 ) ,  об означаем  через

w  (т) и доказываем, что w  (т) =  F  (г (т), т ), х  e f ( £ ,  о), где

F ( z ,  т) =  < / ( z ,  т ) ,  / ( z ,  т)>  • < х ,  х >  < х ,  / ( z ,  т ) > 2 ( I )

Z7= Z i (z, т ) ,  (z, t ) e Z r * ( 2 )

[4, с. 143]).

dx  =  dx/<p (z,  т ) ,  (z, т) E  ZT*. 
В итоге приходим к уравнению такого ж е  типа

(3)

- -  = Л ( Z, т), (z, T ) e Z r c R » w (4)
dx



А. Н ап ри м ер ,  7 ( £ ) — пром еж уток , на котором определено решение

z (г,  £) уравн ен и я  (4). И склю чение составляю т  н ачальн ы е  значения  со­
ответствую щ их решений, которые имеют общее значение £.

Соотнош ение (3) означает , что

dx  =  d r /ці (z (т, £), т), т е *  (£), (5)
т. е. вдоль к а ж д о го  реш ения z ( т, £) уравнени я  (2 ) аргум ент т п р е о б р а ­
зуется  по своему собственному закону. Б ез  ограничения общности м о ж ­

но считать, что при лю бом £ значению  т = о  отвечает  значение т= сг .  И з  
соотношения (7) следует, что

т = da
cp(z(a, I) ,  а) а  =  : :ф ( т ,  £), (т, Q e e ZT*.

Ф ун кци я  ф (т ,£ )  монотонна по т и непрерывна по (т, Q,  поэтому сущ е­
ствует обратная функция

т =  ф (т, Q , Z, ЕЕ Zct, т  ее  7 (£). (6)

Решение 2 (т, £) уравнения (2) после преобразования (5) принимает вид 

г =  г ( ф ( т ,  £), Q  =  :: z (т, £), Zl EEZcy

Н а основании однозначной разрешимости уравнения (2) и взаимно од­

нозначного соответствия между т и т  из соотношения z =  z  (ф (т, £), £), 

^ g Z ct, т е / ( £ )  можно определить функцию

£ =  co(z, т), (z, T) e z r * ,  

такую, ч т о  2 ( ф  (т, CO ( z ,  т ) ) ,  CO (z, т ) )  =4= 2 ( т ,  CO ( z ,  т ) )  =  £.

Д л я  установления связи между функциями h  и h  вычислим

(7)

д*(х, I) 

дх

Из формул (2), (5), (7) получаем: дг(т, S)

дх
=  — 2 ( ф ( т ,  Q  Q  =  2 ' ( ф  ( т ,  

дх
dx

£). ?) • —  = / і ( г ( ф ( т ,  Q,  £), ф ( т ,  £ ) ) . ф ( г ( ф ( т ,  Q,  £), ф ( т ,  Q )  =  
dx

, = / 1 (2 (т, £), ф ( т ,  со (г (т, £), т ) ) ) ф ( г ( т ,  £), ф ( т ,  со(г(т ,  £), т ) ) ) .  Поэ­

тому ф ункция z =  г (т, Q  удовлетворяет соотношению dz /dx  =  ф (z,

ф ( т ,  со (z, x)))/i(z, ф (т, co(z, г ) ) ) ,  (z, x ) E : Z T * ,  и это позволяет заклю ­
чить, что

h ( z, т )  =  ф ( z ,  ф  (х, со (z, x ) ) ) / i ( z ,  ф ( т ,  co( z , т ) ) ) . ( 8 )

Функции F u F  (см. ( I ) ) ,  вычисляемые соответственно для  уравнений

(2) и (4), на основании ( 8) связаны соотношением F  (z, т) =  ф2 (г,

ф (т, co(z, т ) ) )  F (г,  ф (т, co(z, т ) ) ) .  Проведенные выше рассуж де­
ния и р езультаты  (2 ) приводят  к  следую щ ей теореме.

Т ео р ем а. Д л я  того чтобы п реобразован и е  (3) с непреры вной по (z, т) 
и не о б р ащ аю щ ей ся  в нуль на Z T  скалярн ой  функцией ф переводило 
уравнение  (2) с функцией F, не равной  тож дественн ом у нулю на ZT,
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(9)

в у р а в н е н и е  с н е в ы р о ж д е н н ы м  за к о н о м  п л о щ а д е й , необходим о и д о с т а ­
то чн о , что б ы  ф у н к ц и я

и  ( г ,  т )  =  Cp2 (z, ф (т, CO (z, т ) ) )  • F  (г,  ф (т , со (z, т ) ) )

я в л я л а сь  интегралом  ур а в н е н и я  (4 ). (Ф у н к ц и и  ф и со о пределяю тся со­
о тв е тств е н н о  ф о р м у л а м и  (6) и ( 7 ) ) .

П ример. Р а с с м о т р и м  си сте м у

J x 1' =  ( I +  X 1 —  х 2) ( I +  т ) - 2 ( I +  X1 +  TX2),
\х'2 =  ( I  + X 1 - х 2) ( I  +  т)  2 ( I +  2 х х —  X2 -P  TX1 )

н а  м н о ж е ств е  Z T  =  { (х1; х2, т) | X1— х2> -0 ,  т ^ = 0 } .
О с у щ е с т в и м  з а м е н у  в и д а  (3 ) по ф о р м ул е

dx  =  - 1 Х2 dx,  (х х, х 2, т Z T .  ( 1 0 )

И з  (9) сл е д уе т, что  X 1 —  х 2 =  ( I  —  т])/(1 +  т  (£  —  т])), I  =  X 1 (O), Ti =
~  I  I £  ___  yi ^

=  X2 (O). Т о гд а  из ( 1 0 )  вы те кае т dx  =  д _j_ т J1 ^   ̂dx  = »-т  =  In  ( I +

+  т  ( I + I  —  т])) (а  полагаем  равны м  н у л ю ). П о это м у т  =  ( е х — 1 ) / ( 1  +

+ I  —  Tl), X 1 - X 2 =  (£  —  т і) /( 1  +  т  ( I  +  I —  Tl)) =  (I — п ) / « *,  I  —  Л =  ( Х і—

—  х 2) е х и , следовательно, т  =  ( е х —  1 ) / ( 1 + ( X 1 —  х 2) е т ). Н а  основании 
(8 ) систем а (9 ) преобразуется к  виду

Jx 1' =  X1 +  е ~ х , „  „  п п
[х ' =  2 х х — х 2 +  е ~ х , (х 1( х 2, т )  е  Z T ,

где Z T  =  ( ( X 1 , х 2, т )  I X1 —  X2 >  0, т  >  0}.

Ф у н к ц и я  F  д л я  ( 1 1 )  имеет вид F  (X1 , х 2, т )  =  (2 х ?  —  2 x ^ 2  +  (X1 —

—  x 2) e _ t )2 и я в л я е тся  интегралом  ( 1 1 ) ,  что  означает наличие у  ( 1 1 )  не­
вы рож денного зако на площ адей. О тм етим , что  (9) не обладает законом 
площ адей.
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УДК 517.977
Л. Д. ЕРОВЕНКО

О П Т И М И З А Ц И Я  Д И Н А М И Ч Е С К О Й  СИС ТЕМ Ы  У П Р А В Л Е Н И Я  
С П О Д В И Ж Н Ы М И  К Р А Е В Ы М И  УСЛ ОВ ИЯ МИ

I. Р ассм отри м  за д ач у  терми нального  управлени я
I ( и )  =  c'x(/*)->-max, x = A ( t ) x - \ - b ( t ) u ,  х  ( U ) = G z ,
/ * < + < / * ,  H x ( t t ) = g ,  | м ( * ) [ < 1 ,  t < = T = [ t 0, /*]. ( I )

Здесь А  ( t ) ЕЕ R nxn, b ( t ) CE R n, t E E T , -  кусочно-непрерывные функции; 
H < E i R mXn, G E i R rixr, g ( E  R m, C E i R n', z ,  /* ,  /*  GE R r —  постоянные мат­
рицы и векторы-столбцы.
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