
Теорема. Пусть у и у 2, Уз — произвольные различные частные решения 
уравнения ( I ) .  Уравнение (I)  имеет общее решение вида (7) тогда 
и только тогда, когда интегрирующий множитель уравнения

d (у —■ Уі) j _  (Уз —• Уі) d (у — Уо) , (у I У г) d (у Уз) _  п /п \
I ( I/   Il \ ( Il ___ П.\ ‘ ( Il- ----  пЛ ( Il ---  1/Л '  'У ■— У ' («/2 — Уз) (У —  Уг) ( I J i - Уз) { у —  Уз)

не зависит от у.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что из выполнения 

условия (5 ) следует существование интегрирующего множителя уравне­
ния (9). Д окаж ем  достаточность. П равая  часть соотношения (3) после 
умножения на интегрирующий множитель р (г/ь у2, г/з) становится такж е 
дифференциалом функции

J f a( X)  (Уі(х) — Уг(х))  ( у і ( х ) — у а ( х ) ) р ( Уі (х),  у2(х),  y 3(x ) )dx .
Уравнение (3) и, значит, (I ) ,  интегрируются.

Необходимость.  Так как  уравнение (3), равносильное (I) ,  интегри­
руется одним соотношением, то существует интегрирующий множитель. 
Умножим на него уравнение (3). Полученное соотношение будет ур ав ­
нением в полных дифференциалах лишь в том случае, когда интегри­
рующий множитель не зависит от переменной у. Теорема доказана.

При выполнении соотношения (8) уравнение (3) имеет вид

dCy- Уг )  (а +  I) d t e - M .  +  а d ~  f 3) =  f 3 (х) (Уі -  у г) (Уі -  у3) dx,
у — УI ' 7 у — Уз у — Уз

и общее решение уравнения (I)  в этом случае:

(У — Уі) (У — У2. ) -а~1(У — Уз)а =  с  exp ( /  fa(x) (Уі — у2) (уу — ya))dx.  

Пример [6 ]. Решения y  =  f ( x ) ,  y  =  g ( x ) ,  у  =  -■ ^ уравнения

dy
dx (.y — f (x) ) (y  — g (х)) (У----а- - - а -х)- ■) А (х) +

, У 8  (х ) г  ( ч , У - f i x )  , , ,
т f  { к ) - g  (X ) 1 {Х)  1 g ( x ) - f ( x )  S  W

при f  (х) ф  g  (х) удовлетворяют условию (8). Общее решение имеет вид
. а+6

—  _  °f W  +  bs  Iх) ) ~
(У —  f  (х)) (у —  g  (X))  а [У а +  Ь )  =

=  С6ХР ( а +  Ь J ( f ( x ) ~ g ( x ) ) 2 h ( x ) d x ) .
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У Д К  519.283
И. И. ХОМИЧКОВ

ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ с о с т о я н и й  
ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ПОВТОРНЫМИ ВЫЗОВАМИ

Постановка задачи. Рассмотрим однолинейную систему массового 
обслуживания, в которую поступает рекуррентный поток вызовов. Н азо ­
вем их первичными. Поступивший первичный вызов, застав обслуживаю-
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щий прибор системы свободным, поступает на обслуживание, в против­
ном случае он образует источник повторных вызовов. Каждый источник 
повторных вызовов посылает на обслуживающий прибор простейший 
поток вызовов с интенсивностью V . Назовем эти вызовы повторными. 
Если при поступлении повторного вызова прибор свободен, этот вызов 
начинает обслуживаться, а число источников повторных вызовов умень­
шается на единицу. Если же в момент поступления повторного вызова 
обслуживающий прибор занят, то состояние системы не меняется.

Пусть A ( t ) —  ф. р. промежутков времени между поступлениями пер­
вичных вызовов, m — ее первый момент. Время обслуживания первич­
ного и повторного вызовов распределено по показательному закону с па­
раметром р.

При рассмотрении систем с повторными вызовами обычно предпола­
гают, что входящий поток вызовов является простейшим [I, 2]. Однако 
в действительности потоки вызовов в узлы коммутаций имеют более 
сложный характер и не всегда адекватно аппроксимируются простейши­
ми потоками. В настоящей статье рассмотрены системы с эрланговским 
и квазигиперэкспоненциальным входящими потоками вторых порядков.

Введем необходимые обозначения. Пусть для произвольного момента 
времени t\ n t =  0, 1, 2, . . .  — число источников повторных вызовов в си­
стеме, k t =  О, I — число вызовов на приборе. Пусть р П:и, п  =  О, I, . . .  
. . . ,  k  =  О, I — стационарные вероятности состояний процесса (nt, k t ), 
Po — стационарная вероятность, что прибор свободен, P i — стационар­
ная вероятность занятости прибора; N — среднее число источников 
повторных вызовов в установившемся режиме. Приведем без д о каза ­
тельства две леммы.

Лемма I. Условия 1 / т р  <  I, v >  0 являются необходимыми и доста­
точными для существования стационарного распределения состояний 
процесса (щ , k t ) .

Лемма 2. Если существуют вероятности Po и Pu то они равны: 
Po =  I — I/щр, Pi -  I /тц.

Введем в рассмотрение производящие функции стационарных вероят­
ностей pn<k процесса (nt, kt). Пусть P k (х) =  2  PnMn  ̂ £ =  О, I.

Теорема I. Если A  (t) =  I — е~и  — Ыг~~и  и v > 0 ,  Я/2р <  I, то 

P0 ( X ) - C  ■> .- * * » +  ^ 1 f ( a , р, у;

- с  г ( °  +  1. P - П .  Y + i ;  4 ¾ - ) .  (ВX p 2Y (X 2 —  X 1)

=  Р. Г X 2 ■

+  с  г ( « + 1. Р + 1, v + l :  ^ ¾ - ) ,  (2)

где F (а, |3, у; х)  — гипергеометрическая функция; a  =  Я/v; |3 =  (X -j-v)/v;

V -  C-I*/*(ft> +  4 F(«. 0. *

« ■ - * ) +  T o I - ^ r f (a+1,  Р +  1’ V + Г  ))■ * . < % - корни
квадратного уравнения (p. — Яя)2 — \Px =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно условию теоремы, входящий поток 
является эрланговским второго порядка. Используем метод фаз Эрлан­
га [3], т. е. будем считать, что в систему поступает пуассоновский поток 
фаз с параметром Я, обслуживаются они парами в течение экспонен­
циального времени с параметром р. Определим для произвольного мо­
мента времени t\ fit — О, I, 2, . . . • — число фаз поступления в системе, 
kt =  О, I — число пар фаз на обслуживании. Пусть qn,k, п =  0, I, . . .  
. . . ,  k =  0, I — стационарные вероятности состояний процесса (щ , kt),
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которые существуют в силу леммы I, условия теоремы и следующего 
очевидного соотношения p n,k =  tJin,k +  qzn+i.k, п =  О, I, . . . , &  =  О, I. 
Введем производящие функции стационарных вероятностей qn,k. Пусть 
P i k ( x ) = q2n+j,kXn, /  =  О, I, k  =  О, I, тогда

rt= О

Рй(х) =  P 0lft (х) +  P i,ft(x), & =  О, I. (3)

Методом сечения [4] граф а интенсивностей переходов цепи Маркова 
(fit, kt) запишем уравнения равновесия для стационарных вероятнос­
тей qn,k-

Мгп+Ы 4" (п “Г I) Vq2n+2,0 =
( |Л  +  Я ,) < 72«+ 1 ,1  =  V  ( П  +  I )  ? 2 п + 3 , 0  +  Я<72п,1> ( 4 )

Х^гя+ 1,0 +  Ял?2п—1,1 =  В<72п+1,1 +  РР2я,1>
Я?2п,0 Ч- ^ q 2п—2,1 =  НР2л,1 4“ 9Р 2л—1,1 > Я =  0 , I, . . . , 

которые в терминах производящих функций примут вид

((ц — Xx)2 — ц2х) P 0,о M  =  Я, (Хр, — X2X +  р 2) Ро.о (х) — Xp2P i i0 (х ),

((р — Xx)2 — р-2х) VPii0 (х) =  Я (Я2х — 2Хр — р 3) P 0i0 (х) +
+  Я (Яр — Я2х +  р2) P i i0 (х), (5)

P t , I (х) — ( (р — Ях)XPii0 (х )— рХР0,0( х ) ) / (  (р — Xx)2 — P2X),
Ро,і(х) =  ( (р  — Хх)ХР0,о(х)— pXxPi,0( x ) ) / ( . ( p - X x ) 2 -  р2х). (6)

И з уравнений (5) получаем

((р — Xx)2 — р 2х) P 0l0 ( х )  (2Хр (X +  р) +  pv (2Х +  р) —

-  2Х2 (X +  V ) х) Po,о (X) +  (V  +  X) Ро.о (X )  =  0. (7)

Сделаем замену переменных х =  Xi +  (х2 — хі)г, где 0 <  Xi <  I, 
Х2 <  I — действительные корни квадратного уравнения (р — Xx)2 — 
— р2х =  0, выше приведенное расположение которых определяется усло­
вием Х/2р <  I. Тогда уравнение (7) преобразуется к известному урав­
нению Гаусса [5], аналитическим решением которого в круге | z | - C  I 
является гипергеометрическая функция. Возвращаясь к переменной х, 
получим

Po,о (х) =  C F (а, р, у; — —j - J ,  (8)

где| х — X1 1 <  X2 — X1, а, р, у даны в формулировке теоремы. Из перво­
го уравнения (5) следует

fY o W  =  -Jjr(<Ч* —  *** +  r t f («. р. т.' ,„С!,) —

- I t f g 1V F ( ° + г  P + 1- v + 1 ;  4 ¾ - ) '  (9)

а из (6 ) находим Po,i(x) и P i i i (X).  Д л я  получения константы С исполь­
зуем равенство Р 0,о( I ) + P i 1O( I ) =  I — Х/2р, которое следует из определе­
ния вероятности Po, леммы 2 и выражения (3). Производящие функции 
( I )  и (2), согласно (3), получаются суммированием соответственно (8), 
(9) и полученных выражений для  P 0li(x) и P i i l (X).

Следствие I. Если выполнены условия теоремы I ,  то

X2

N  =  C - ^ - W r  - K - P  а, р, у ; - - ^ -V (2(х — X) V |х2 V г ’ г. X2- X 1

Н < » + I. Р +  1, Y +  1; - 4 = 4у ц 2 ( X2 - X 1) \  1 ’ B i  > г I > х 2 - X 1 / /  1 2 ц  ( 2ц  —  X)  ’

где а, р, у, С, X1, X2 определены в теореме I.
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Теорема 2. Если /4 ( 0  =  I — c l — а2е~Хгі, L1Ф- X2 и v >  0, то

P2 (% L2 -f- O2L i)  A  L 2f i —  (L1L2 +  [.I (L1A1 - j - L 2a2)) n  /
P 0 (x) =  С    --------------------    X  F (a, p, у;

X - X 1 )  £  va ft ( (L 1L2 +  p (L1Aj8 A  Loa1)) x 2 — ft (L 1 +  L 2 +  p.) x +  p.8
X2 — X1 )  Y fi2L2 (x2 —  X1)

x f ( « + I .  P I I. v + l ;  * ) '

І - . W - c A + ^ f O  p, y; L A - ) -

- c  A V r A X tl1 F (“ + U  Р +  Ь Y + 1 ;  X 3 r
где a  =  (L2 +  v)/v; P =  L1Zv;

P  (Lj +  L2) +  Vfi (L1 -j- L2 +  fi) — (i2 (L2Q1 -(- L1(Z2)
Y = v (X 2 •—  X1) (L1L2 -j- P (L1Cf1 -J- L2(Z2)) 

L1 +  L2 - f  2v X1

C =  ^ /(L1A2 +  L2Q1) I- Ь + -̂  P fa, p, y; 1
X2 - X 1

apV i t t j i : P (a  • I• I , P-I b  Y l O 1 _ %1 Y (x2 —  X1) L2 V > r  I > X2 - X 1

Xi <  X2-— корни квадратного уравнения (L1L2 +  p (L1A1 +  L2O2)) x2 — ц Х  
X  (L1 +  L2 A  p) x A  p 2 =  O-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим процесс М аркова (tit, k t, 'Qt ), где 
компоненты tit, h  определены выше, а £t — длительность времени обслу­
живания вызова к моменту t, если прибор занят. Введем стационарные 
вероятности этого процесса pn, k (r )d r ,  которые существуют в силу усло­
вия теоремы и леммы I. Пусть P s (х, т) =  JvJ pn, k ( r ) x n, L =  0,1, тогда

п = 0
OO

Pft(х) =  j"Pft(х, %)dr, L =  O, I. Рассматривая переход процесса (tit, kt, 'Qt) 
о

за  бесконечно малый промежуток времени, обычным способом запишем 
систему дифференциальных уравнений относительно функций Pft (х, т), 
L =  O, I, которая после замены Gu (х, т) =  Pu (х, тг)/ ( I — А  ( т ) ), L =  О, I 
примет вид

д  G0 (х, т ) =  — V x - ^ r - G 0 (х, t ) A P < J i ( x ,  т ) ,<Эт ov ’ ’ дх

- J )— G1 (x, r ) =  — pG1 (x, т) A  V - ^ r  G0 (х, т), (10)

G0 (х, 0) =  О, G1 (х, 0) =  j  (XG1 (х, т) А  Co (х, г))  d/4 (т).
о

После несложных преобразований граничное условие в (10) перепишем 
в виде

G1 (х, 0) =  р, j  (I — /4 ( t ) ) G 1 (x, г) dr.  (11)
о

Преобразование Лапласа уравнений (10) даст
д
дхsG*o (х, s) =  — vx -Ц— Gl (х, s) A  M-Gi (х, s),

д . ( 12)sGI ( х ,  s) G1 (х, 0) =  fxGj ( х ,  s) A  ^ G q ( х , s) ,
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где Gl (х, s) =  [ e~st Gk (х, t) dt, к =  О, I. Обозначим Pk, ; (х) =  Gl (х, V h ), 
о

k, i — О, I, тогда из вида функции A ( t ) ,  выражения (11) и уравнений
( 12) получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений отно­
сительно функций Pk, i (x) ,  к, І =  О, I:

X1P 0, о (х) =  — vxP'o, о (х) +  JlP1, о (*).
X2P 0, I (X) =  — VxPо, I (х) +  JxP1, 1 (х),

(13)(X1 +  Jia1) P 1, о (х) —  Iia2P i , I {х) =  VP0, 0 {х),

(X2 +  (J-A2) ^ i ,  I (х ) —  M 1Pi,  о (х)  =  vPo. I (лг).
OO CO

Решая систему (13) и учитывая, что P k (x) =  j P h (х, т) dx =  [ (I —
о о

— А  (т)) Gk (х, т) dx =  Ci1Pk, о (х) jT Ci2Pk, i (*)> к =  О, I, получим резуль­
таты теоремы 2.

Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2, то 
дг _  X1X2 (Х2ц (X2Q1 -f X1Q2) +  у  (X1X2 +  J i a 1 (X1 —  X2)))

J-IV (CliX2 - j -  # 2 ^ l )  (fX (XiCl2 -j - CliX2)  —  ^ 1^ 2)

+  01 (ХіГ  n ] txI Y 2 t Xf r ^ V)C x (  — p f a ,  p, у; - 1- * !  i +  v (|X (X 1CI2 +  X2O1) — X1X2) V H  V X2 -  X1 j  1
va(5 . f ( a + l ,  ¢ +  1. Y + l;

1 Y (X2 —  X1)

гд е  a ,  p, y> X1, x 2, С определены  в теореме 2.
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