
Общее решение интегрального уравнения (I) имеет вид: Cp(Af) =

=  фо(л;) +  , , (я ) ,  а  <  х  <.  |3, и зависит от одной произвольной по
стоянной.
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О. Д Ж У Р А Е В

ЭФФЕКТИВНОЕ ПОСТРОЕНИЕ  
ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, СООТВЕТСТВУЮЩЕГО 

ЧЕТЫРЕХЛИСТНОМУ НАКРЫТИЮ СФЕРЫ, И ПРИЛОЖЕНИЯ

Пусть R  — замкнутая риманова поверхность, реализованная в виде

4-листной поверхности наложения сферы С  [I]. Предположим, что заданы
точки ветвления Oi =  — I, а2 — 0, аз =  I и образующие группы моно-
дромии:

/ I  2 3 4 \  / I  2 3 4 \  / I  2 3 4 \
Gl ~  ( l  4 3 2 j ’ ~  \2  3 4 I ) ’ 03 “  \2  I 4 3/

Требуется построить поле алгебраических функций, соответствующее

заданном у накрытию сферы С,  точки ветвления и образующие группы 
монодромии которого совпадали бы с заданными.

Легко проверить, что подстановки сц, <т2, сгз не коммутируют между
П

собой, и Oi о 02 о сгз =  £, где е — единичная подстановка. Пусть а е С  — 
отличная от ощ а2, а3 точка. Соединяя точки ощ а%, Ci3 с точкой а линиями, 
направленными к а, и производя гомотопную деформацию, полученный 
контур превратим в контур, изображенный на рис. I. Отрезок [— I, I] 
будем рассматривать как  фиксированный разрез в плоскости и возьмем

односвязную область D = С \ [ —-I, I]. Д ал ее  нетрудно показать, что 
группа монодромии, порожденная подстановками о±, о2, аз, действует 
транзитивно и поэтому риманова поверхность R  связна. Т ак  как  циклен
ные типы подстановок таковы: (I, 1, 2) ,  (4), (2, 2), то индекс ветвления 
поверхности R равен coz =  I +  3 +  2 =  6 . По формуле Рим ана — Гур-
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Рис. I Рис. 2
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вида находим ее род р =  -^-юг — л +  I =  3 — 4 + 1  =  0. Таким образом,
R  конформно эквивалентна сфере. Следовательно, на ней существует 
всюду мероморфная функция с единственным простым полюсом.

К ак известно [4], если f ( z ,  да) =  0 — алгебраическое уравнение рима- 
новой поверхности R,  то его корни можно упорядочить так, что при пере
ходе через разрез по отрезку [— 1, I] они претерпевают изменения, кото
рые в рассматриваемом случае можно записать в виде:

'"да^хД  / I  0 0 (Д ( Wx (я)''
vt{  
vt(

\ w t ( x ) J  \(J I U Dy X4Oy4 (X) 7
о ?  I п р и - > < - < о .

'д а Д х Д  /О  I U и \ ( w ~ ( x ) y
w t ( x )  I _  I 0 0 0 w~ {x)
w t ( x )  I ~  I 0 0 0 1 I l  т ( х )

y w t ( x ) /  \ 0  0  I 0 /  \ оуГ ( х ) ,

(I)

при 0 <  X <  I .

Будем искать целый элемент w ( z ) ,  порождающий искомое поле. Этот 
элемент ищем как  аналитическое решение краевой задачи (I ) ,  имеющее 
единственный простой полюс при z - > o о и ограниченное при z - > 0, 
Z  —V zh I •

Искомое решение задачи (I) должно удовлетворять следующему 
алгебраическому уравнению:

f ( z ,  да) =  да4 +  (az  +  |3)да3 +  (уz  +  6)да2 +  (Xz +  х)да +  pz +  v =  0, (2)

где а, р, у, б, X, к, р, v — неизвестные коэффициенты.
Степень уравнения (2) по z  равна единице, так  как искомый эле

мент w ( z )  должен иметь единственный простой полюс. Такой элемент 
существует, так  как род римановой поверхности R  равен нулю. Далее, 
так  как  2 =  0 является точкой ветвления 4-го порядка, то, полагая 
ш (0 ) =  0, заключаем, что при 2 =  0 уравнение (2) должно приводиться 
к виду да4 =  0. Отсюда следует, что |3 =  6 =  % =  v =  0, и уравнение (2) 
принимает вид:

f ( z ,  да) =  да4 +  a z w 3 +  уz w 2 +  Xzw +  pz =  0. (3)

Предположим, что при z - >  оо соответствующая ветвь искомого реше
ния имеет следующую асимптотику a y ( z ) ~ 4 z .  Используя диаграмму 
Ньютона, заключаем, что а  =  — 4 и, следовательно,

f ( z ,  w) =  w k — 4z w 3 +  y z w 2 +  Xzw +  pz =  0. (4)

Д л я  нахождения остальных неизвестных у, X, р исходим из того усло
вия, что над точками z =  +  I поверхность R  разветвляется по закону 
подстановок O1 и сгз соответственно, т. е. при Z =  — I уравнение (4) при
водится к виду: w'1 +  4ш3 — уда2 — Xw — р =  (да +  с )2(да2 +  m w  +  п) =  
=  да4 +  (т +  2 с) W3 +  (с2 +  2 тс  +  п) да2 +  (2 пс +  тс2) да +  лс2, а при 
Z = I  к виду: да4 — 4да3 +  уда2 +  Xw +  р =  (да +  а ) 2(да +  Ь)2 =
=  да4 +  (2а +  2Ь) да3 +  (а2 +  bz +  4ab) да2 +  2ab (а +  Ь) да +  а2Ь2. П рирав
нивая в этих равенствах коэффициенты при одинаковых степенях да, 
получаем системы:

2(а +  6) =  — 4 
а2 +  b2 +  4 ab — у 
2ab (а +  b) — X 
а2Ь2 =  р,

т +  2с =  4 
с2+  2 тс +  п =  — у 
2 пс +  тс2 =  — X 
п с 2 =  -—  р.

Исключая неизвестные а, Ь, с, т, п, после элементарных, но довольно
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утомительных вычислений получим: А, =  — 2 (у — 4),  р, =  ( у — 4 )2, 
где у удовлетворяет уравнению

Y4 —  12у3 —  54у2 -  32у -  64 =  0. (5)

П ри этом уравнение (4) принимает вид:

f ( ( z ,  да) =  да4 — 4z w 3 +  угда2 — 2(у — 4 ) z w  +  (у — 4 ) ¾ =  0. (6)

Уравнение (5) не имеет рациональных корней, но один из его действи
тельных корней лежит в интервале ]—4, —3[, и его приближенное зн а 
чение таково: у »  — 3,5. Беря в уравнении (6 ) в качестве у указанный 
корень (подразумевается точное значение корня), покажем, что реше
ние да вместе с 2 порождает искомое поле. П режде всего можно пока
зать, что уравнение (6 ) неприводимо. Д алее  будем решать вопрос, как 
упорядочить корни уравнения (6), чтобы они удовлетворяли условиям 
сопряжения ( I ) .  С этой целью находим z  из равенства (6 ):

Z =    T . (7 )
4w3 — уш2 -|- 2 (у — 4) w — (у — 4)2

Отсюда видно, что 2 ^>-оо только при д а о о  или при 4да3 — уда2 +  
+  2 (у — 4) да— Y  (у — 4 )2^-O . Ho корни уравнения 4да3 — уда2 +

+  2 (у — 4) да (у — 4 ) 2 =  О при указанном значении у леж ат  соот
ветственно в интервалах ]—2, — 1[, ]— I, 0[, ]1, 2[. Обозначим их соответ
ственно через Wo, Wo, W0 . Таким образом, над точкой 2 =  оо перемен
ная да принимает четыре различных значения: да0, оо, да0, да0. функция, 
обратная к (7), реализует конформное отображение поверхности R  на

сферу С .  Т ак  как  степень уравнения (6 ) относительно 2 равна единице, 
то кривая (6 ) не имеет конечных особых точек (кроме точек ветвления), 
поэтому контур, леж ащ ий на R над отрезком [— I, I], преобразуется на

контур, изображенный на рис. 2 , и разбивает С  на четыре связные ком
поненты — I, II, III, IV (образы листов), содержащие соответственно 
точки д ао . °°>  ® о . Wo (образы точки оо) .

Д алее, при 2 =  I кратными корнями уравнения (6) будут числа

di  =  -—3—— и V2 =  2 1  ̂ 1Э. Число di лежит на общей границе областей I

и II, а число d2 — на общей границе областей III и IV. При 2 =  — I 
кратный корень d3 лежит на общей границе областей II и IV. Отсюда 
следует, что в качестве решений векторно-матричной задачи Рим ана (I) 
надо взять однозначные в области D  решения уравнения (6 ), удовлет
воряющие следующим начальным условиям: д а і ( о о ) =д а 0 , да2( о о )=  оо, 
да3(о о ) =  wo, Wi(cx>)= W0. Так как риманова поверхность R  имеет род 
нуль, а степень уравнения (6 ) относительно 2 равна I, то из формулы 
d = (т — I) (п  —- I) — р [4] следует, что d =  О и поэтому кривая (6 ) не 
имеет особых точек. Отсюда на основании теоремы Кронекера [4] з а 
ключаем, что фундаментальный базис поля алгебраических функций, 
заданного уравнением (6 ), совпадает со степенным базисом этого поля. 
Ho этот базис не является нормальным. П реобразуя его [4], получим

W 2 W 3элементы нормального базиса I, да, ■ _   ̂ t ■

Таким образом, каноническая матрица Х (г )  задачи (I)  в выбранном 
нами классе функций может быть выраж ена через найденный базис 
по формуле:
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W 21(Z)  W 3i (Z)

Z —  I Z —  I 

W 22 (Z)  W 3 (Z)

Z —  I Z —  I 

W23 (Z) W 3 (Z) '

г — I г — I

W 24 (Z)  W 34 (Z)

z —  I г  —  I

ее частные индексы равны щ  =  0, иг =  — I, из =  — I, ид =  — 2, а сум-
4

марный индекс равен и =  JEJ Hv =  — 4.
V = I

Построенное поле алгебраических функций и каноническая матрица 
X (z )  позволяют решить в явном виде следующую неоднородную век
торно-матричную задачу:

Ф+(*).=- G(X) ■ Ф - ( х )  +  ё (х) ,  * € = ] - I, 0 [ U ] 0 ,  1[, (8)

где Ф (г)  =  (Ф і(г ) ,  Ф2(2), Ф3(2), Ф4(г))  — неизвестная вектор-функция

(столбец), аналитическая на С \ [ —  I ,  1 ] ,  исчезающая при Z =  со и почти 
ограниченная при z =  0, г  =  ±  I; g ( z )— непрерывная вектор-функция 
(столбец); G (z )— матрица однородной задачи (I)

/ I  0 0 0\  / 0  I 0 0\
, 0 0 0 1 - I  ^  п  , 1 0  0 0

^  =  О О I О при — 1 < х < 0 > G (x ) = I  о о 0 I при 0 < х < 1 -

\ 0  I О ОJ  \ 0  О I о у

Используя теорию векторно-матричной задачи [5], а такж е построенную 
выше матрицу X(z) и найденные частные индексы, заключаем, что 
неоднородная задача (8) имеет не более одного решения в выбранном 
классе. Решение представимо в виде:

ф ( 1 , _
—I

с условиями разрешимости
I
\ t k[ X + ( t ) ] - 'd t  =  0, £ =  0 , 1 , 2 , 3 .

— I
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В. Н. Б У Р А К О В С К И Й , Н . И. З Е Л Е Н К О В , Е. Н. Б А Л Ы К И Н А

СП ЕЦИА ЛИЗИРО ВАН НЫЕ СРЕДСТВА ДИАЛОГА  
ДЛЯ АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ ОБУЧАЮЩИХ СИСТЕМ

Развитие вычислительной техники, массовое распространение дис
плейного оборудования, появление специализированных систем про
граммирования, ориентированных на применение в AOC (КОНТАКТ,
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X ( Z )  =

I  W1 (г )

I W 2 ( г )

I  W3 (z )

I  Wi  (z )


