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СУБМОДУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ В ЭКОНОМИКЕ И ЛОГИСТИКЕ
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1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

В современных экономических исследованиях выделяются разделы специальных хорошо решаемых задач, 
связанных с субмодулярными функциями. Приложения с субмодулярными функциями возникают в различных 
направлениях экономики – теории полезностей, теории игр, логистике. В статье анализируется роль субмодуляр-
ных функций в экономике, вводится широкий класс транспортных оптимизационных задач, ограничения и кри-
терий в которых моделируются субмодулярными функциями, исследуются свойства этих задач, что позволяет 
построить эффективные алгоритмы оптимальных перевозок в транспортных сетях с супермодулярной целевой 
функцией затрат и субмодулярными ограничениями.
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SUBMODULAR FUNCTIONS IN ECONOMICS AND LOGISTICS

A. A. KOROLEVAa

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

In modern economic research, sections of special well-solved problems related to submodular functions are distin-
guished. Applications with submodular functions arise in various areas of economics – utility theory, game theory and 
logistics. The article analyses the role of submodular functions in the economy, and then introduces a wide class of trans-
port optimisation problems, the constraints and criteria in which are modeled by submodular functions, the properties of 
these problems are investigated, which allows us to build effective algorithms for constructing optimal transportation in 
transport networks with a supermodular objective function and submodular constraints.

Keywords: submodular functions; discrete convexity; network transport problem.

Понятие субмодулярности и его экономический смысл
Проанализируем данное понятие и его экономический смысл, сформулируем эквивалентные свойства 

и приведем типичные примеры субмодулярных функций.
Субмодулярность есть ослабленное свойство выпуклости непрерывных функций на функции, задан-

ной на решетке. Наиболее распространенная в экономических приложениях решетка – булеан 2N, ,�� �  
т. е. семейство 2N всех подмножеств множества N n�� �1 2, , ,  относительно операции включения ⊆. 

Функция f RN
: 2 →  является субмодулярной, если для любых X, Y ∈ 2N выполнено неравенство

 f X f Y f X Y f X Y� � � � � � �� � � �� �.   (1)
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Очевидно, что линейная комбинация с неотрицательными коэффициентами субмодулярных функций 
есть функция субмодулярная. Функция является супермодулярной, если неравенство (1) выполняется 
с обратным знаком (ослабленный аналог свойства вогнутости), и модулярной, если (1) обращается 
в равенство (аналог свойства линейности).

i-Градиентом (аналог производной) функции f называется величина 
� � � � �� � � � �i f X f X i f X

для любого i ∈ N  \  X (иногда � � �i f X  называют правым градиентом и рассматривают также левый гра-
диент � � � � � � � � ��

i f X f X i f X\ ).
Свойство монотонности i-градиентов (неубывания или невозрастания) эквивалентно определению 

субмодулярной (супермодулярной) функции. В экономике это свойство означает возрастающую (убы-
вающую) полезность экономических объектов либо эффект масштаба. 

Первыми подобные функции стали изучать советские кибернетики В. П. Черенин [1–3] и его ученик 
В. Р. Хачатуров [4] в задачах размещения производства. Термин «субмодулярные функции», по-видимому, 
впервые широко ввел в теорию оптимизации Д. Эдмондс [5], а их систематическое изучение было про-
ведено авторами работ [6 –11].

Еще одно эквивалентное определению свойство субмодулярной (супермодулярной) функции заклю-
чается в неположительности (неотрицательности) вторых градиентов:

� � � �� � � � �� � � �� � � �� � � � � � �� �i j f X f X i j f X i f X j f X 0.

Приведем из [7; 8] (см. также [11]) один хорошо известный факт – теорему об отделимости субмоду-
лярной и супермодулярной функций: если r+ – супермодулярная,  r – – субмодулярная функции на булеа- 
не 2N и r I r I I N� �� � � � � � 2 , то существует такая модулярная функция c RN

: ,2 →  что
r I c I r I� �� � � � � � � �  

для любого I N∈ 2 .
Определение субмодулярности (супермодулярности) указывает на наличие синергетического эффекта 

от объединения экономических субъектов: субмодулярность говорит о негативных эффектах от объ-
единения двух множеств объектов (систем) X и Y, а супермодулярность свидетельствует о возрастании 
величины синергетического эффекта от объединения систем X и Y. Модулярность означает отсутствие 
синергии при объединении систем. Иными словами, эффект синергии, выражаемый субмодулярностью 
(супермодулярностью), можно сформулировать следующим образом: целое (система) не менее (не более), 
чем сумма своих частей (подсистем).

Частными случаями супермодулярных (субмодулярных) функций являются такие часто применяе-
мые в экономике функции с постоянной эластичностью замещения (CES), как функция Кобба – Дугласа 
(эластичность замещения равна единице), производственная функция Леонтьева (нулевая эластичность 
замещения), функция энтропии.

Супермодулярность широко используется в теории кооперативных и координационных игр при до-
казательстве существования ядра игры (см., например, [12]). Теорема Шейли утверждает, что супермоду-
лярность характеристической функции кооперативной игры гарантирует существование непустого ядра 
игры. Позднее появился широко изучаемый новый класс игр – субмодулярные, или выпуклые, игры [13].

Супермодулярные функции полезности применяются при учете взаимодополнения товаров (благ) 
(см., например, [14]). Супермодулярность функции полезности означает, что прибавление товара i дает 
больший прирост полезности f X� �,  когда он прибавляется к более широкому набору товаров X, чем Y. 
Аналогично, субмодулярность производственной функции свидетельствует о том, что затраты на про-
изводство дополнительного товара i убывают с ростом масштабов производства X.

Этот факт используется для доказательства существования равновесия. Так, в [15] показано, что если 
функции полезности супермодулярны, а функции издержек субмодулярны, то в экономике с инновацион-
ными товарами существует равновесие. Известна также задача максимизации среднего благосостояния, 
которая описывается субмодулярной функцией.

Примеры субмодулярных функций (некоторые из них обобщают приведенные в [11] примеры):
1) функция f I ci

i I
� � �

�
�  является модулярной для любого c Rn∈ ,  т. е. она одновременно субмоду-

лярна и супермодулярна на 2N;
2) функция f I c i Ii� � � � � �max :  субмодулярна, а функция f I c i Ii� � � �� �min :  супермодулярна для 

любого c Rn∈ ;

для всех
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3) функция f I c i Iij
j

n
� � � � � �

�
�max :

1

 является субмодулярной для всех c ∈ Rm, n как сумма субмо-

дулярных функций из примера 2;

4) функция f I ci
i

I

� � �
�
�

1

 субмодулярна для вектора c ∈ Rn c элементами с1 ≥ … ≥ cn ≥ 0;

5) если g �� � �  выпуклая функция на R, то f I g I� � � � � �  субмодулярная функция (легко доказы-
вается монотонность градиента);

6) если G V E� � � �,  неориентированный граф и каждому ребру j приписан положительный вес cj 
(например, пропускная способность), то функция f I cj

j I
� � �

�
� является субмодулярной для всех I ⊆ V 

при суммировании по всем ребрам j с одним концом в I и другими концами в V \ I (функция разреза графа) 
(это же верно для ориентированных графов);

7) если G V E� � � �,  неориентированный граф, то функция f I� �, определенная на 2E правилом, со-
гласно которому f I� � равно числу вершин, инцидентных по крайней мере одному ребру из I, субмодулярна;

8) если f1 – субмодулярная функция, а f R R
2
: � �� � неубывающая выпуклая функция, f2(0) = 0,  

то суперпозиция f I f f I� � � � �� �2 1
субмодулярна (легко доказывается монотонность градиента);

9) функция f I B ci
i I

� � �
�
�
�

��

�
�
�

���
�min ,  является субмодулярной для каждого ci ≥ 0 и B ≥ 0 и называется 

бюджетно-аддитивной;
10) функция покрытия f I

E
i I

i� � �
�
�

 для системы множеств E En1, ,
�� �  является субмодулярной.

Хорошо известно, что проблема минимизации субмодулярной функции полиноминально разрешима, 
а проблема ее максимизации NP трудна (см., например, [7; 8]).

Свойство субмодулярных функций (без термина «субмодулярность») использовалось В. П. Черени-
ным еще начиная с 1948 г. в работах [1–3] и впоследствии стало основой предложенного им метода по-
следовательных расчетов, который предполагает направленный перебор с отсечением неперспективных 
направлений перебора для максимизации субмодулярной (минимизации супермодулярной) функции. 
Метод последовательных расчетов широко применялся в Вычислительном центре АН СССР, затем груп-
пой В. Р. Хачатурова (см., например, [4; 16; 17]) для решения задач составления поездов, размещения 
производств и транспортировки, особенно в связи с оптимизацией нефтепереработки, а позднее самых 
разных задач регионального планирования и инвестирования. В 1978 г. Д. М. Топкис [6] изучил пробле-
му минимизации субмодулярной функции на произвольной решетке (а не обязательно булеане) в связи 
с задачами компаративной статистики (свои исследования Д. М. Топкис обобщил в монографии [9]).

Субмодулярные задачи транспортной логистики
Субмодулярность – свойство, присущее большинству задач логистики, в частности транспортной. 

Приведем простейшие задачи транспортной логистики, сводимые к задаче минимизации субмодулярной 
или супермодулярной функции.

Пример 1 (задача размещения складов (производств) без ограничения на мощность [4]). Пусть  
b1, . . . , bm – потребность в товаре в пунктах 1, …, i, …, m, а N j n�� � �1 2, , , , ,   возможные места 
размещения складов (производств). Необходимо выбрать множество X X Y≤  мест расположения так, 
чтобы достигался минимум функции

f X d x cj
j X

ij
j Xi

m

ij� � � �
� ��
� ��min

1

при условиях x bij i� �  для любого i ∈ X, i = 1, . . . , m, xij ≥ 0 для любого j ∈ X, i = 1, . . . , m, где cij – транс-
портные затраты доставки из пункта i в пункт j, а dj – постоянные затраты со строительством склада 
(завода) в пункте j.

Легко доказывается монотонность i-градиентов, а следовательно, супермодулярность функции f X� �.
Пример 2 (задача о k-медиане графа). В графе G V E� � �, со взвешенными ребрами необходимо 

найти k мест X расположения складов так, чтобы расстояние до самого далекого склада от любой вер-
шины было наименьшим. В этой задаче целевая функция



21

Journal of the Belarusian State University. Economics. 2021;2:18–25

БГУ – столетняя история успеха

f X c j Xij
i V

� � � �� �
�
� max :  

для любого X ⊆ Y будет субмодулярной.
Пример 3 (максимизация прибыли транспортной компании). Любая транспортная компания решает 

задачу максимизации своей прибыли F X� �,  выбирая оптимальное множество X потребителей некоторого 
товара, который она доставляет от поставщиков, из заданного множества 1, 2, . . . , m. Итак, имеем задачу

F X b c x

x a i m

x b j

j
j J

ij
ij

ij

ij
j J

i

ij
i r

m

j

� � � �

� �

� �

�

�

�

� �

�

�

min ,

, , , ,

,

1 

JJ .

Требуется
max ,

, , .

F X

X n
� �

� � �1 

Переходя к двойственной задаче, можно доказать, что F X� � � субмодулярная функция (схожий 
результат получен в [18]). 

Другие примеры транспортных задач, сводимых к минимизации субмодулярных функций, можно 
найти в [11; 16; 18]. Заметим, что в 1980-х гг. многими авторами было доказано, что минимизация субмо-
дулярной функции возможна методом эллипсоидов в полиноминальное время (см., например, [7; 8; 10]).

Субмодулярные многогранники (полиматроиды)
Еще одна причина для изучения субмодулярных функций – это свойства допустимых множеств, за-

данных такими функциями и называемых полиматроидами P r� �:
x r Ii

i I�
� � � �, xi ≥ 0, i ∈ N, 

для любого I ⊆ N, где r I� � � субмодулярная функция. Полиматроиды интересны тем, что в задаче 
максимизации линейной функции c xj j

i N�
� на полиматроиде P r� � (а это разновидность транспортной 

задачи [17; 19]) простой градиентный (greedy) алгоритм находит оптимальное решение (факт установлен 
Д. Эдмондсом еще в 1970 г. [5]).

В цикле работ М. М. Ковалёва и Н. Н. Писарука в 1985 г. субмодулярные функции применялись для 
моделирования транспортных задач оптимизации энергосетей (результаты были обобщены в моногра-
фии [11]).

Субмодулярные потоки в транспортных сетях
Стандартная транспортная задача в матричной форме для практических применений слишком про-

ста и не учитывает:
1) более сложный сетевой характер транспортных задач и пропускные способности сети;
2) различные дополнительные ограничения по взаимозаменяемости поставщиков и взаимодополняе-

мости потребителей;
3) нелинейный, как правило, вогнутый характер функции стоимости перевозок.
Используя субмодулярные функции ограничений и супермодулярную функцию затрат, смоделируем 

более сложные транспортные ситуации, максимально приближенные к практической реальности. От-
метим, что первые работы с подобными обобщениями появились еще в 1980-х гг. (их обзор см. в [11]), 
однако носили математический характер и до приложений в транспортной логистике не были доведены.

Пусть G V E� � � �,  сеть со множеством источников V + (здесь находятся грузы) и множеством сто-
ков V – (здесь имеются потребности в этих грузах), V + ⊆ V, V – ⊂ V, V + ∩ V – = d. Пусть d –

e и d 
+
e – векторы 

нижних и верхних пропускных способностей всех дуг e ∈ E, разумеется, d –
e ≤ d 

+
e. Обозначим через  

E+
i и E –

i множество дуг, входящих в вершину i ∈ V и выходящих из нее соответственно. Целочисленный 
вектор x : E → R будем называть субмодулярным потоком, если он удовлетворяет ограничениям:
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 • по пропускной способности дуг
 d –

e
 ≤ x ≤ d 

+
e;  (2)

 • по балансу притока и оттока для каждой вершины промежуточной сети

x xe
e E

e
e Ei i� �� �

� ��

для любого i V V V� �� �� �
\ ;    

 • по балансу вывоза грузов с учетом взаимозаменяемости для источников

 r I u x x x r Ii e
e E

e
e Ei I i i

1 1
�

� ��
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� �
� ��  (3)

для любой вершины i ∈ V + и любого I ⊆ V +; 
 • по балансу завоза грузов с учетом взаимодополняемости для стоков

 r I x x x r Ii e
e E

e
e Ei I i i

2 2
�

� ��

�� � � � � � �
�

�
�
�

�

�
�
�
� � �

� �
� ���  (4)

для любой вершины i ∈ V – и любого I ⊆ V –. Здесь векторы u x i Vi � � �� ��:  и �i x i V� � �� ��:  носят 
вспомогательный характер и отображают транспортные потоки из источников i ∈ V + и в стоки i ∈ V – со-
ответственно. Ограничения (3) и (4), отсутствующие в стандартной потоковой задаче, показывают корре-
лированность и взаимозаменяемость предложения и спроса соответственно. Груз поставщиков имеется 
на нескольких взаимозаменяемых складах I в рамках двусторонних ограничений – нижних r Is

� � �  и верх- 
них r Is

� � � . Это же относится и к складам потребителей грузов. Поэтому перевозчики обладают большей 
свободой выбора, где взять груз и куда отвезти. Понятно, что, выбирая конкретные функции r I r Is s

� �� � � �, ,  
получаем и стандартную потоковую задачу, и различные другие известные случаи задач о независимых, 
кроссирующих, полиматроидных, а также координатно-выпуклых потоках (их обзор см. в [11]).

Смысл ограничений (3) и (4) состоит в возможности взаимозаменять в подмножествах I поставщиков 
и потребителей, но с учетом их нижних r–

1, r
–
2 или верхних r+

1, r
+
2 ограничений по всему подмножеству I, где 

r I1
� � �  и r I2

� � �  – субмодулярные, а r I1
� � �  и r I2

� � � � супермодулярные функции, связанные соотношением 

 � � � � � � �� � �� � � � �� �
i ir I r I i
1 2

\   (5)

для любого I V i V i I V V I� � � � � �� � � �
\ \ , \  и любого i V V� � �� � . 

Условие (5), как показано в [11], гарантирует, что пересечение P r r1 1

� �� �,  или P r r2 2

� �� �,  двух полима-
троидов (нижнего P r1

�� � и верхнего P r1
�� � соответственно) обладает свойствами обычного полиматроида.

Субмодулярный поток будем называть оптимальным, если он доставляет минимум целевой функции 
затрат:

f xe
e E

e
�
� � ��min,

где f xe e� � � вогнутая функция стоимости транспортировки по дуге e (в частности, она может быть 
линейной: f x c xe e e e� � � .). Легко доказывается, что на решетке Z n , �� �  целочисленных потоков целевая 
функция является супермодулярной.

Прежде чем переходить к алгоритму решения сформулированной задачи о субмодулярном потоке 
в транспортной сети минимальной стоимости и заданной мощности υ (или максимальной мощности), 
рассмотрим вспомогательную конструкцию, обобщающую понятие аугментального графа, и с ее по-
мощью сформулируем критерий оптимальности.

Аугментальный граф. Пусть x есть субмодулярный поток мощности k. Аналогично тому, как это 
делают в теории потоков, определим аугментальный граф Gx со множеством вершин V и множеством 
дуг E  следующих четырех типов: 
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где e - дуга, обратная дуге e. Множества допустимых направлений возможного улучшения целевой 
функции для любого допустимого множества D (а это P r r

1 1

� �� �,  или P r r
2 2

� �� �, ) определяются правилами

fes

fes

� �

� �� �

�� � � � � � �� �
�� � � �� � �� �

,
, , : ,

, : ,

x D i j x e e D

x D i x e D

i j

i

где ei � �� �0 0 1 0 0, , , , , ,   единичный вектор.
Аугментальный граф используется для поиска допустимых направлений его улучшения в точке x 

аналогично тому, как граф увеличивающих путей используется в простейшей потоковой задаче. Дугам 
из E  поставим в соответствие пропускные способности по правилу 

d d x e F d x e F d u j i i j B d je e e e e ij ij� � � � � � � � � � � ��
, ; , ; , , , , ; ,1 2 1 1 2� � � ,, , , ,i i j B� � � � � 2  

где функция �s z i j, ,� �  определена для P r rs s
� �� �,  правилом

� � �s i j s sz i j z e e P r r, , max : , .� � � � �� �� � �� �� �

Здесь � z i j, ,� � � длина максимально возможного шага по бикоординатному улучшению потока z.
Элементарной циркуляцией мощности ε вдоль цикла C в аугментальном графе Gx назовем вектор j, 

определенный правилом

�
�

e
e C
e C

�
�
�

�
�
�

, ,

, .0

Здесь длина шага e по улучшению потока есть минимальное из возможных значений.
Для потока x в графе Gx определим новый поток (вектор) x ⊕ j по правилу x xe e e e�� � � � �� � �  

для всех e ∈ E.
Определим длины дуг аугментального графа Gx правилом

� � � �

� � � �

�

�
��

�
�
�

�

�
e

e

f x e F

f x e F

, ,

, ,

1

2

0

Здесь � � ��
e f x  – левый е-градиент.

Критерии оптимальности. Субмодулярный поток x является потоком минимальной стоимости 
среди субмодулярных потоков той же мощности тогда и только тогда, когда в аугментальном графе Gx 
нет циклов отрицательной длины.

Обосновать критерий можно аналогично общей теории потоков, но с массой усложняющих деталей 
из-за полиматроидных ограничений.

Алгоритм поиска оптимального субмодулярного потока. Данный алгоритм обобщает на субмоду-
лярные потоки и вогнутую функцию стоимости известные алгоритмы отрицательных циклов построения 
транспортных потоков минимальной стоимости в стандартной потоковой задаче. Похожие обобщения 
на частные случаи сформулированной задачи о субмодулярных потоках были популярны в 1990-х гг. 
(обзор тех результатов см. в [11]).

Шаг 1 (построение начального g-потока x). Полагаем, что известен поток x в сети G, т. е. вектор 
из ZE

+, который удовлетворяет условиям баланса (3) в вершинах i V V V� �� �\
1 2

 и ограничениям на 
пропускные способности (2). Алгоритмы построения потока x в теории потоков хорошо известны. Воп-
рос о построении точек u P r r P r rx z� � � � � �� � � �

1 1 2 2, , , ,�  принадлежащих обобщенным полиматроидам 
(3), (4), вытекает из теоремы об отделимости [7; 8]. 

Дополним сеть G новой вершиной s и множеством дуг следующих четырех типов: 
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в остальных случаях.
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Шаг 2. Строим аугментальный граф Gx. В графе Gx назначаем длины дуг по правилу l d f xe i e� � � �� ,  
если e F l d f xe i e� � � � ��

1, , если e ∈ F2, и le = 0 в остальных случаях. В графе Gx отыскиваем цикл C 
отрицательной длины с наименьшим числом дуг. Если такой цикл существует, то переходим к шагу 3, 
а если нет, то x – оптимальный субмодулярный поток.

Шаг 3. Вычисляем � � � � � �0 1� � � �� � � �� ��argmax : , ,f x Zc   где �1 � �� �min : .d e Ce  Здесь � �c � � �  
элементарная циркуляция мощности e вдоль цикла С графа Gx. Строим циркуляцию jx мощности e0 
вдоль цикла С. Полагаем x равным x ⊕ jx и возвращаемся к шагу 2.

Обоснование алгоритма вытекает из критерия оптимальности.

Выводы
1. Задача о субмодулярном потоке моделирует практически любые задачи транспортной логистики, 

так как субмодулярные и супермодулярные функции, как показано в первой части работы, соответствуют 
экономическим категориям взаимодополняемости и взаимозаменяемости, а вогнутые функции (убываю-
щие затраты с ростом масштаба перевозок) отвечают реальной экономике.

2. Cтандартная транспортная задача является частным случаем изложенной, так как линейная функ-
ция – это частный случай вогнутой, а стандартные транспортные ограничения есть пересечение двух 
простых (древовидных) полиматроидов.

3. В статье опущены алгоритмические детали, потому что в настоящее время создается инструмен-
тальный программный комплекс, который будет предложен логистическим компаниям на коммерческих 
условиях.
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