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This article considers the problem of using the sample covariance matrix as the 

application to the investment portfolio optimization problem, as well as the Minimum 

Covariance Determinant method as a robust method of obtaining the estimation of a 

covariance matrix. 

Keywords: financial portfolio; normal distribution of a random variable; covari-

ance matrix; logarithmic returns; financial market. 

Оценка матрицы ковариации для логарифмических доходностей финансо-

вых активов – основополагающая процедура составления и оптимизации инве-

стиционных портфелей. Кроме того, на основе ковариационной матрицы может 

осуществляться оценка рыночного риска портфеля по методологии Value-at-

Risk [4]. В частности задача оптимизации инвестиционного портфеля, при кото-

рой минимизируется риск портфеля, выраженный его дисперсией, была сфор-

мулирована Г. Марковицем и имеет следующий вид [2]: 
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где:  – вектор долей активов в портфеле;  – ковариационная матрица лога-

рифмических доходностей активов;  – количество активов в портфеле. 

Ограничение не отрицательности долей активов в портфеле необходимо, 

если не предполагается открытие «коротких» позиций. Короткие позиции – 

исключительно спекулятивные и высокорисковые сделки, которые не примени-

мы для инвестиционных портфелей, рассчитанных на средний или долгий срок 

удержания позиций. 

Оценка выборочной ковариационной матрицы между двумя случайными 

величинами предполагает нормальность распределения обоих и рассчитывается 

следующим образом: 
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где: N – общая длина выборки;  – выборочное среднее переменной x;  – вы-

борочное среднее переменной y. 

Однако если отвергается гипотеза о нормальности распределения каждой 

переменной, которая отражает логарифмические доходности активов, то их 

средние выборочные перестают являться математическим ожиданием и тем 

самым оценка ковариации становится смещенной. 

Как отмечалось ранее, гипотеза о нормальности распределения логариф-

мических доходностей финансовых активов достаточно часто отвергается в 
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силу наличия выбросов [4]. Особенно часто выбросы наблюдаются в кризисные 

моменты, когда на финансовом рынке имеет место полная неопределенность, 

характеризующаяся повышенной волатильностью.  

Для данных, характеризующимися нормальностью распределения, рассто-

яние от наблюдения до центра может быть вычислено с использованием рассто-

яния Махаланобиса, которое определяется по формуле [1]: 

( ) ( )1 (3)
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где:  – расстояние Махаланобисаi-ой строки множества X до центра;  – век-

тор математического ожидания; – обратная ковариационная матрица. 

Стандартная оценка ковариационной матрицы, например, методом макси-

мального правдоподобия (MLE), очень чувствительна к наличию выбросов в 

наборе данных, и, следовательно, расстояния Махаланобиса также чувствитель-

ны. Следовательно, возникает необходимость использовать надежную оценку 

ковариации, чтобы гарантировать, что оценка устойчива к «ошибочным» 

наблюдениям в наборе данных и что вычисленные расстояния Махаланобиса 

точно отражают истинную организацию наблюдений. 

Питер Дж. Руссееу в 1984 году предложил алгоритм для оценки Minimum 

Covariance Determinant (MCD), которая является устойчивой к выбросам, «оши-

бочным наблюдениям» и не требует нормальности их распределения [1]. Про-

цедура оценка сводится к итеративному алгоритму, в основе которого лежит 

оценка выборочных средних, ковариационной матрицы и расстояний Махала-

нобиса (программная реализация алгоритма находится в открытом доступе на 

GitHub [6]). 

Для сравнения оценок ковариаций стандартным методом и методом MCD 

были взяты логарифмические доходности акций 5 компаний, котирующихся на 

американской фондовой бирже. В таблице 1 представлены наименования акций 

компаний и проверка на нормальность с помощью критерия согласия Колмого-

рова-Смирнова [3]. В данном случае гипотеза Ho критерия состоит в том, что 

данные логарифмических доходностей подчиняются нормальному закону рас-

пределения. Все расчеты осуществлялись на основе данных [5] посредством 

языка программирования Python. 

Таблица 1 – Наименование акций компаний и результаты проверки  

их логарифмических доходностей на нормальность распределения  

с помощью критерия согласия Колмогорова-Смирнова 

Тикер Компания Гипотеза 

ESPR EsperionTherapeuticsInc H1 

AMC AMC EntertainmentHoldings H1 

ABG AsburyAutomotiveGroupInc H1 

BFIN BankFinancialCorporation H1 

GPC GenuinePartsCompany H1 

Примечание – Источник: собственная разработка автора на основе [5]. 
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Исходя из результатов теста Колмогорова-Смирнова была отвергнута ги-

потеза Ho о нормальности распределения логарифмических доходностей рас-

сматриваемых компаний с доверительной вероятностью 5 %. 

Для визуализации разницы между оценками ковариационной матрицы рас-

сматриваемыми методами представлен рисунок 1, отражающий изолинии рас-

стояний Махаланобиса, рассчитанных обоими методами. 

Из рисунка 1следует, что устойчивые расстояния Махаланобиса на основе 

MCD намного лучше подходят для точек, где их концентрация выше, тогда как 

расстояния на основе MLE в большей степени зависят от выбросов, поэтому 

меняется масштаб и форма распределения.  

 

Рисунок 1 – График рассеивания между логарифмическими доходностями акций 

ABG и ESPRс нанесением изолиний на основе расстояний  

Махаланобиса стандартным методом (синий) и методом MCD (оранжевый) 

Примечание – Источник: Разработка автора на основе [5]. 

В таблице 2 приводится сравнение стандартных отклонений рассматривае-

мых компаний оцененными двумя методами: 

Таблица 2 – Сравнение оценок стандартных отклонение и средних значений  

стандартным методом и методом MCD 

Тикер 
Стандартное 
отклонение 

Стандартное 
отклонение на 
основе MCD 

Среднее значение 
Среднее значе-
ние на основе 

MCD 

ESPR 0.05195329 0.03889873 4.47293846e-04 0.00144017 

AMC 0.0402099 0.02466717 -1.21291944e-03 -0.00104258 

ABG 0.02540964 0.01930199 5.15927036e-04 0.00097956 

BFIN 0.02659743 0.00636133 7.28159355e-04 -0.00046706 

GPC 0.01642837 0.01139581 -3.96658887e-06 0.00016876 

Примечание – Источник: Разработка автора на основе [5]. 
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Исходя из результатов, представленных в таблице 2, можно заметить су-

щественную разницу между оценками двух подходов. Обычные выборочный 

стандартные отклонения в данном случае явно выше, что может привести к 

переоценке риска и снизить эффективность использования капитала [4]. С дру-

гой стороны, выборочные средние значения стремятся к нулю, в том время как 

оценки средних значений методом MCD относительно далеки от нуля. 

Далее на рисунке 2 представлены две корреляционные матрицы, которые 

были получены на основе оценок ковариаций рассматриваемыми методами: 

 

Рисунок 2 – Стандартная корреляционная матрица (слева)  

и корреляционная матрица на основе метода MCD (справа) 

Примечание – Источник: Разработка автора на основе [5]. 

Исходя из полученных корреляционных матриц, можно заметить, что кор-

реляции между логарифмическими доходностями в двух случаях различаются. 

В частности, по некоторым активам наблюдается различие в знаках корреляции, 

а также корреляции, полученные методом MCD, демонстрируют более низкую 

корреляционную зависимость между активами.  

Таким образом, алгоритм MCD может использоваться при решении опти-

мизационной задачи составления инвестиционного портфеля для расчета ро-

бастной ковариационной матрицы, которая менее чувствительна к выбросам в 

данных и не требует нормальности их распределения в отличие от стандартного 

способа метод получения выборочной ковариационной матрицы. 
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В данной статье акцентируется внимание на том, что в условиях современ-
ного рынка производители товаров и услуг вынуждены менять устоявшиеся 
подходы ведения бизнеса и бизнес-процессы в целях сохранения своих клиентов 
и соответственно размера прибыли. Одной из ключевых направлений этих из-
менений является цифровая трансформация, которая является инструментом 
достижения указанных целей. Одним из участников рынка являются банки, 
услугами которых пользуются предприятия. Экономическое положение банков, 
в совокупности с наличием трудовых ресурсов позволяют банкам эффективно 
проводить цифровую трансформацию, которая в свою очередь оказывает влия-
ние на деятельность их клиентов.  
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