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ВВЕДЕНИЕ  

В статистике часто встречается регрессионная модель. Ею описыва-
ются многие процессы в технике, экономике, медицине и т.д. В данной 
работе рассмотрена множественная регрессионная модель в случае, ко-
гда сами зависимые данные не наблюдаются, а наблюдаются только 
множества (классы), в которые попадают эти данные. 

Подобные модели с классифицированными данными появились давно 
[4]. В литературе рассматривается случай так называемых “округлённых 
данных” (rounded data). Округление данных может быть вызвано точно-
стью измерительного прибора или накопительного устройства. Такие 
проблемы возникают в различных моделях: во временных рядах авто-
регрессии и скользящего среднего [1], регрессионных моделях [2] и т.д.  
Во многих статьях рассматривается влияние округления на оценку ма-
тематического ожидания и дисперсии для случайных величин, распреде-
лённых по нормальному закону [1], [3], [5]. Модель, рассмотренная в ра-
боте, является обобщением rounded data в регрессии. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Рассмотрим модель нелинейной множественной регрессии: 

 ttt XFY ξθ += );( 0
, nt ,...,1= , (1) 

где n объём выборки; mT
m R⊆Θ∈= ),...,( 00

1
0 θθθ  – неизвестный вектор 

параметров; NTN
ttt RXXX ⊆Χ∈= ),...,( 1  – наблюдаемый вектор регрес-

соров; 1RYt ∈  – ненаблюдаемая зависимая переменная; 1Rt ∈ξ  – случай-
ная величина ошибок с нормальной плотностью распределения вероят-
ностей с математическим ожиданием 0 и дисперсией 0<σ²<∞; 

1:)( RF →Θ×Χ⋅  – функция регрессии. 
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Будем предполагать, что план эксперимента n
ttX 1}{ =  задаётся вруч-

ную, то есть является неслучайным. Считаем, что n
tt 1}{ =ξ  – независимые 

в совокупности. 
Определена последовательность K непересекающихся борелевских 

множеств (K≥2): 

 )(,..., 1
1 RBAA K ∈ , 

1
1 RAk

K
k =∪ = , 0/=∩ ji AA , i≠j.  

Эта система борелевских множеств задаёт классификацию tY : 

 tY  относится к классу 
tνΩ , если 

t
AYt ν∈ , },...,1{ Kt ∈ν . (2) 

Предположим, что множества )(,..., 1
1 RBAA K ∈  являются интервала-

ми и имеют следующий вид: 

 ],( 1 kkk aaA −= , k=1,…,K, −∞=0a , +∞=Ka .  (3) 
Вместо точных наблюдений nYY ,...,1  наблюдаются лишь соответст-

вующие номера классов },...,1{,...,1 Kn ∈νν . Задача заключается в том, 
чтобы по классифицированным наблюдениям nνν ,...,1  и значениям рег-
рессоров nXX ,...,1  построить оценки для неизвестного вектора парамет-
ров 0θ  и дисперсии ошибок σ². 

2. ОЦЕНКИ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ 

Наблюдаются дискретные случайные величины n
tt 1}{ =ν , связанные с 

tY  стохастической зависимостью, порождаемой (1)-(3): 
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σπ , k=1,…,K.  

В силу независимости n
tt 1}{ =ν  логарифмическая функция правдоподо-

бия имеет вид: 

 ∑=
=

n

t tXt
Pl

1
22 ),;(ln),( σθνσθ .  

Максимизируя функцию ),( 2σθl  по θ и σ², найдём оценки макси-
мального правдоподобия [6]: 

 
2ˆ,ˆ σθ :   ),(max)ˆ,ˆ( 2

,
2

2 σθσθ σθ ll = .  
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Лемма 1. Если множества )(,..., 1
1 RBAA K ∈  имеют вид (3), то лога-

рифмическую функцию правдоподобия можно записать в виде: 
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Теорема 1. Пусть Θ  – замкнутое подмножество mR ; существует та-
кое 2σ , что 22 σσ ≤ ; 2<K<+∞. И пусть существуют такие 0<d, 0<p<1, 
что план эксперимента n

t
N

tt RXX 1}:{ =⊆Χ∈  обладает следующим свой-

ством: для любого ),[),( 22 ∞×Θ∈ σσθ , 0θθ ≠ , 
202 σσ ≠ , начиная с не-

которого объёма выборки 1nn >  для 1][ +pn  наблюдений из n
ttX 1}{ =  вер-

но 
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для любой последовательности },:{ Niii ∈Θ∈θθ  такой, что 
∞⎯⎯ →⎯

∞→i
i ||θ , выполнено ∞⎯⎯ →⎯

∞→i
iXF |),(| θ , NRX ⊆Χ∈ ; для лю-

бого фиксированного значения Θ∈θ  функция ),( θXF  ограничена на 
NR⊆Χ . Тогда ОМП )ˆ,ˆ( 2σθ является сильно состоятельной, т.е. 

 ),()ˆ,ˆ( 212 σθσθ ⎯⎯→⎯ =P
.  

Информационная матрица Фишера в точке ),( 2σθ  для модели (1)-(3) 
будет иметь вид: 
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. А так же пусть в 

точке ),(
200 σθ  информационная матрица Фишера невырожденная и 
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.  
Тогда ОМП θ̂  асимптотически нормально распределена: 
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3. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Численные эксперименты будем проводить для простой линейной 
регрессии (m=2, N=1): 

 ttt XY ξθθ ++= 0
2

0
1 , nt ,...,1= .  

Оценки максимального правдоподобия находятся градиентным мето-
дом [7]. По методу Монте-Карло для каждого объёма выборки  прово-
дим Q=100 экспериментов и вычисляем статистики: 

 ∑ = −+−= Q
q

qq
QV 1

20
22

20
11

1 )ˆ()ˆ( θθθθ
.  

Компьютерное моделирование будем проводить при 20
1 =θ , 40

2 =θ , 

σ²=1, K=4, 151 =a , 202 =a , 253 =a . 
n
ttX 1}{ =  – равномерная сетка на 

[0,10]. На рис. 1 представлен график зависимости V  от n. 

 
Рис. 1. График зависимости V  от n 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе рассмотрена регрессионная модель, в которой зави-
симые данные наблюдаются не полностью: вместо точных значений из-
вестны только номера классов, в которые они попадают. Для нахожде-
ния параметров модели предлагаются оценки максимального правдопо-
добия. Найдены условия сильной состоятельности ОМП )ˆ,ˆ( 2σθ  и асим-
птотической нормальности ОМП θ̂ .  
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