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УДК 519.217.2

О СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЯХ  
НА ГРАФАХ КЭЛИ ГРУПП КОМПЛЕКСНЫХ ОТРАЖЕНИЙ

М. М. ВАСЬКОВСКИЙ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследуются асимптотические свойства случайных блужданий на минимальных графах Кэли групп комплекс-
ных отражений. Основным результатом является теорема о быстром перемешивании для случайных блужданий 
на графах Кэли групп комплексных отражений. В частности, ключевую роль играют оценки диаметров и изопе-
риметрических постоянных таких графов, а также известный результат о быстром перемешивании для случайных 
блужданий на экспандерах. Приводится конструктивный способ доказательства частного случая гипотезы Бабаи 
о логарифмическом порядке диаметров для графов групп комплексных отражений. На основании оценки диа-
метров и неравенства Чигера получена нетривиальная оценка снизу для спектральных пробелов минимальных 
графов Кэли групп комплексных отражений.

Ключевые слова: группы комплексных отражений; графы Кэли; случайные блуждания; экспандеры.
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RANDOM WALKS ON CAYLEY GRAPHS  
OF COMPLEX REFLECTION GROUPS

M. M. VASKOUSKI a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Asymptotic properties of random walks on minimal Cayley graphs of complex reflection groups are investigated. 
The main result of the paper is theorem on fast mixing for random walks on Cayley graphs of complex reflection groups. 
Particularly, bounds of diameters and isoperimetric constants, a known result on fast fixing property for expander graphs 
play a crucial role to obtain the main result. A constructive way to prove a special case of Babai’s conjecture on logarith-
mic order of diameters for complex reflection groups is proposed. Basing on estimates of diameters and Cheeger inequa-
lity, there is obtained a non-trivial lower bound for spectral gaps of minimal Cayley graphs on complex reflection groups.

Keywords: complex reflection groups; Cayley graphs; random walks; expander graphs.

Введение
В последние десятилетия разработаны глубокие и оригинальные приложения графов-экспандеров 

в теории алгоритмов и, в частности, в криптографии и теории кодирования [1–3]. В настоящее время 
нет строгого и общепринятого математического определения экспандера. Под экспандером, как правило, 
понимают большой разреженный граф или последовательность таких графов, имеющие достаточно хо-
рошие параметры спектрального расширения (в случае последовательностей графов требуется отделен-
ность снизу от нуля изопериметрических постоянных). Графы Кэли на конечных неабелевых группах 
обычно обладают худшими параметрами спектрального расширения, но имеют несложную комбина-
торную структуру и позволяют строить простые алгоритмы маршрутизации, что делает их удобным ин-
струментом при реализации алгоритмов [4]. В настоящей статье исследуется вопрос о времени пере-
мешивания случайных блужданий на графах Кэли групп комплексных отражений. Отметим, что группы 
комплексных отражений являются естественными обобщениями групп Коксетера [5] и имеют значитель-
ные применения, в частности, в дифференциальной геометрии [6]. Свойства случайных блужданий на 
графах групп Коксетера глубоко исследовались во многих работах, в том числе в публикациях [7; 8]. 
Однако случайные блуждания на графах групп комплексных отражений до сих пор остаются мало-
изученными. Поскольку изопериметрические постоянные таких графов не отделены снизу от нуля, 
то для получения необходимых оценок времени перемешивания случайных блужданий в настоящей 
статье исследуются диаметры и спектральные пробелы упомянутых графов. 

Основные результаты
Рассмотрим семейство неприводимых групп комплексных отражений G m p n, , ,( )  m, p, n ∈ , n > 2, 

p m| . Каждая из групп G m n, ,1( ) является полупрямым произведением абелевой группы порядка mn 
и симметрической группы Sn. В частности, G n Sn1 1, , .( ) =  При p > 1 группа G m p n, ,( ) – это подгруппа 
индекса p группы G m n, , .1( )  Элементами группы G m p n, ,( ) являются матрицы w n n∈ ×

 , у которых 

на позициях k k, ,τ( )( )  k n∈{ }1, , ,  стоят элементы ξak, где τ ∈ Sn; a an m
n

1, , ;… �( ) ∈  ak
k

n
=

=
∑ 0

1

 (mod p); 

ξ – некоторый первообразный комплексный корень из единицы степени m, а на остальных позициях стоят 
нули. Будем обозначать такую матрицу w символом ξ τa an1, ,

.
…( ) ⊗  Поскольку существует взаимно одно-

значное соответствие между матрицами w a an= ⊗…( )ξ τ1, ,  и перестановками w wn1, , ,( )  где w kk
ak= ( )τ ξ , 

k n∈{ }1, , ,  то в дальнейшем элементы группы G m p n, ,( ) будем кодировать перестановками указан-

ного вида. Порядок группы G m p n, ,( ) равен m np
n
!
.

Определение. Пусть Γ – конечная группа, T – система образующих группы Γ, удовлетворяющая 
условиям id ∉ T и T = T  –1, т. е. s–1  ∈ T для любого s ∈ T. Граф Кэли Cay Γ, T( ) – это неориентирован-
ный граф со множеством вершин V = Γ и множеством ребер E x y x y yx T= ( ) ∈ ∈{ }−

, , , .Γ 1  Граф Кэли 
Cay Γ, T( ) называется минимальным, если порождающее множество T минимально, т. е. для любого 
s ∈ T множество ′ = { }−T T s s\ ,

1  не является системой образующих группы Γ.
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Определим следующие элементы группы G m p n, , :( )  s i ii = ⊗ +( )( )ξ 0 0
1

, ,
, ,

  i n∈ −{ }1 1, , ,  t m
1

1 1 0 0
1 2= ⊗ ( )−( )ξ , , , ,
, ,



t m
1

1 1 0 0
1 2= ⊗ ( )−( )ξ , , , ,
, ,

  t p= ⊗( )ξ , , ,0 0

id. Рассмотрим семейство минимальных графов Кэли A m p n, ,( ) 
на группах G m p n, ,( ) с порождающими множествами T m p n, , ,( )  где T m p n s sn, , , ,( ) = { }−1 1  при 

p = m = 1; T m p n s s t tn, , , , , ,( ) = { }−
−

1 1

1
  при p = 1, m > 1; T m p n s s t t tn, , , , , , ,( ) = { }−

−
1 1 1

1
  при 1 < p < m; 

T m p n s s tn, , , , ,( ) = { }−1 1 1  при p = m > 1 [9]. Отметим, что каждый граф A m p n, ,( ) является связным, 
регулярным и вершинно-транзитивным. Обозначим через dm, p, n степень вершины данного графа.

Пусть G V E= ( ),  – конечный связный k-регулярный граф. Определим на этом графе стандартное 
вероятностное пространство Ω, ,F ( ) и рассмотрим случайное блуждание Xt , t = 0, 1, 2, …, на графе G 

такое, что  X w X w
kt t= =( ) =−1 0

1  при w N w∈ ( )0 ,  где N w0( ) – множество смежных вершин с верши-

ной w0 в графе G;  X w X wt t= =( ) =−1 0
0 при w V N w∈ ( )\

0
.

В дальнейшем будем опираться на следующий известный результат о времени перемешивания слу-
чайных блужданий на экспандерах.

Предложение 1 [1]. Пусть G V E= ( ),  – конечный связный kрегулярный граф, для которого не-
тривиальные собственные значения λ матрицы смежности удовлетворяют неравенству λ ≤ c 
при некотором c < k, а S – произвольное подмножество вершин графа G, v ∈ V. Тогда для любого 

t t
V

S
k
c≥ =

















−

0 1 2

1
2

: ln ln
/

 выполняется двойное неравенство

S
V

X S X v
S
Vt

2

3

2
0

≤ ∈ =( ) ≤ .

Пусть G V E= ( ),  – конечный граф, S – непустое подмножество множества вершин V графа G. Подмно-
жество ребер ∂ = ( ) ∈ ∈ ∈{ }ES u v E u S v V S, , \  называется реберной границей множества S, а подмноже-

ство вершин ∂ = ∈ ∃ ∈ ( ) ∈{ }V S v V S u S u v E\ : ,  – вершинной границей множества S. Постоянной Чигера 

графа G именуется величина h G
S
SE S V

E( ) =
∂

< ≤
min ,

/0 2
 матрицей Лапласа графа G – матрица L = D – A, 

где D – диагональная матрица, состоящая из степеней вершин графа G; A – матрица смежности графа G. 
Спектральным пробелом графа G называется наименьшее положительное собственное значение матрицы 
Лапласа графа G. Через diam G( ) обозначим диаметр графа G V E= ( ), , т. е. diam distG u v

u v V
( ) = ( )( )

∈
max , ,
,

 
где dist u v,( ) – расстояние между вершинами u, v в графе G.

В дальнейших рассуждениях будем использовать следующее неравенство Чигера.
Предложение 2 [10, гл. 1]. Пусть G V E= ( ),  – конечный связный kрегулярный граф, σ – спектраль-

ный пробел графа G. Тогда выполняется двойное неравенство
σ σ
2

2≤ ( ) ≤h G kE .

Для любого связного вершинно-транзитивного графа имеет место следующий результат Бабаи.
Предложение 3 [11]. Пусть G V E= ( ),  – конечный связный вершиннотранзитивный граф. Тогда 

для любого S ⊂ V, 0
2

< ≤S
V
, справедливо неравенство

∂ ≥ ( )V S
S
G4diam
.

Поскольку ∂ ≥ ∂E VS S  для любого S ⊂ V, 0
2

< ≤S
V
, то из предложения 3 получаем следующий 

результат.
Следствие 1. Пусть G V E= ( ),  – конечный связный вершиннотранзитивный граф. Тогда справед-

ливо неравенство
h G

GE ( ) ≥ ( )
1

4diam
.
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Получим оценку сверху для диаметров графов Кэли A m p n, , .( )
Предложение 4. Для любых m, p, n ∈ , n > 2, p m| , справедливо неравенство

diam A m p n n m, , .( )( ) ≤ 2 2

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как граф A m p n, ,( ) вершинно-транзитивный, то достаточно доказать суще-
ствование пути длиной не более 2n2m из произвольной вершины v G m p n∈ ( ), ,  в вершину id∈ ( )G m p n, , .

Зафиксируем произвольный элемент w w w G m p nn= ( ) ∈ ( )1, , , , ,  где w ci
a
i

i= ξ , ai ∈ m, c ii = ( )σ  для 
некоторого σ ∈ Sn. Пусть w w wn

0

1

0 0= ( ), ,  – единичный элемент группы G m p n, , ,( )  где w ii
0 = . Так как 

диаметр графа A n1 1, ,( ) равен 
n n −( )1
2

 [8], то dist w w
n n

, τ( ) ≤
−( )1
2

 для любого τ ∈ Sn. Таким образом, 

достаточно показать, что существует элемент τ ∈ Sn такой, что dist w w n mτ, .
0 2

2 1( ) ≤ −( )
Рассмотрим случай p = m > 1 и опишем соответствующий алгоритм получения элемента wτ из еди-

ничного элемента w0 с применением образующих s1, …, sn – 1, t1. Существует целое неотрицательное 
число k ≤ n такое, что
 a kpi

i

n
=

=
∑ .

1

 (1)

Пусть A k− = { }1, , ,  A k n+ = +{ }1, , .  Используем следующий алгоритм для получения элемента wτ 
из элемента w0.

Шаг A1. Взять некоторые символы wi
0
, i A∈ +, и wj

0
, j A∈ − , и перемещать их на первую и вторую 

позиции соответственно, применяя транспозиции s1, …, sn – 1. 
Шаг A2. Умножить перемещенные символы wi

0
, wj

0 на ξ, ξ–1 соответственно (эти действия эквива-
лентны применению образующего t1).

Шаг A3. Повторять шаги A1 и A2 ai
i A∈ +

∑  раз так, что каждый символ wi
0
, i A∈ +, будет умножен на ξ 

ai раз, а каждый символ wj
0
, j A∈ − , будет умножен на ξ–1 p – aj раз (это возможно в силу равенства (1)).

Очевидно, что описанный алгоритм построит элемент wτ для некоторого τ ∈ Sn. Так как A n+ ≤  
и 0 ≤ ai < p для любого i A∈ +, то имеют место неравенства

dist w w n n p n pτ, .
0 2

2 1 1 2 1( ) ≤ −( ) −( ) < −( )
Таким образом, diam A m p n n p n m, , .( )( ) ≤ =2 2

2 2

Теперь рассмотрим случай m > p. Для получения единичного элемента w0 из элемента w используем 
следующие шаги.

Шаг B1. Получить элемент � � … �w w wn= ( )1, ,  из элемента w w wn= ( )1, , ,  где w ii
k pi= ξ , k

a
pi
i=









.

Шаг B2. Получить элемент ς ∈ Sn из элемента w.
Шаг B3. Получить единичный элемент w0 из элемента ς.
Если p = 1, то шаг B1 тривиальный: w w= . Предположим, что p > 1. Применяя шаги алгоритма A1 –  A3, 

можно получить элемент wτ из элемента w  для некоторого τ ∈ Sn (достаточно заменить w0 на w  и ai на 
a pi mod ).( )  После этого мы получим элемент w из wτ, используя транспозиции s1, …, sn – 1. Длина по-

строенного пути из w в w не превосходит 2 1 1
1

2
n n p

n n
−( ) −( ) +

−( )
.

Для получения элемента ς ∈ Sn из элемента w  достаточно переместить каждый символ w ii
k pi= ξ ,  

для которого ki ≠ 0, на первую позицию с помощью транспозиций s1, …, sn – 1 и затем применить mp ki−  раз 

образующий t. Длина построенного пути из w в ς не превосходит n n m
p− +







2 .

Для получения единичного элемента w0 из элемента ς достаточно применить не более 
n n −( )1
2

 
транспозиций s1, …, sn – 1.

Таким образом, dist w w n m, .
0 2

2( ) ≤  Предложение доказано.
Основным результатом настоящей статьи является следующая теорема.
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Теорема. Пусть mp  нечетно, p < m. Тогда существует постоянная C C m p= ( ),  такая, что для 
любых натурального n > 2, подмножества S вершин графа A m p n, ,( ), v G m p n∈ ( ), ,  и t ≥ Cn7ln n вы-
полняется двойное неравенство

S
G m p n

X S X v
S

G m p nt
2

3

2
0

, , , ,
.( ) ≤ ∈ =( ) ≤ ( )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как mp  нечетно и больше единицы, то в графе A m p n, ,( ) существуют циклы 
нечетной длины, и, следовательно, граф A m p n, ,( ) не является двудольным. Отсюда вытекает, что не-
тривиальные собственные значения λ матрицы смежности графа A m p n, ,( ) удовлетворяют неравен-
ству λ < dm p n, , . Таким образом, можем воспользоваться предложением 1. В качестве постоянной c из 
предложения 1 можно взять величину dm,  p, n – σm,  p, n, где σm,  p, n – спектральный пробел графа A m p n, , .( )  
Получим оценку снизу для σm,  p, n. Используя предложения 2, 4 и следствие 1, имеем

 σm p n
E

m p n

h A m p n
d n A m p n

, ,

, ,

, ,

, ,

≥
( )( )

≥
+( ) ( )( )( )

≥
2

22

1

32 2

1

128diam nn n m4 2
2+( )

.  (2)

Используя неравенство (2), получаем оценки, справедливые для всех m, p, n:

ln ln
, ,

, , , ,

, ,

, ,

, ,d
d d

m p n

m p n m p n

m p n

m p n

m p n

−









 = − −









 =

σ
σ σ

1
dd d d

C m p
nm p n

m p n

m p n

m p n

m p n, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

,
,+









 ≥ ≥ ( )1

2

2

6

σ σ

где постоянная C m p,( ) > 0 не зависит от n.
Таким образом, получаем оценку для параметра t0 из предложения 1:

t
G m p n

S

d
d

m p n

m p n m p n
0 1 2

2
=

( )







 −





















−

ln
, ,

ln
/

, ,

, , , ,σ

11

6

1
7

0

2
≤

( )( ) +

( ) ≤ ( ) =
ln , , ln

,
, ln : ,

G m p n
C m p
n

C m p n n t

где постоянная C m p1 ,( ) не зависит от n.
Следовательно, согласно предложению 1 для любого t t≥ 0 выполнено двойное неравенство

S
G m p n

X S X v
S

G m p nt
2

3

2
0

, , , ,
,( ) ≤ ∈ =( ) ≤ ( )

что и требовалось доказать.
Замечание 1. Условие теоремы, обеспечивающее недвудольность графа A m p n, , ,( )  является суще-

ственным, так как в противном случае при четных значениях времени t вероятность оказаться в доле, 
не содержащей начальную вершину v, равна нулю. Отмеченный факт демонстрирует существенное 
отличие групп G m p n, ,( ) от группы Sn, граф A n1 1, ,( ) которой является двудольным.

Замечание 2. Выбирая в качестве множеств S одноэлементные подмножества G m p n, , ,( )  получаем, 

что  X S X v
G m p nt ∈ =( ) = ( )









0

1Θ
, ,

, это свидетельствует о близости распределения Xt к равномер-

ному распределению для достаточно больших t.
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