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Целью данной работы является обоснование для любого 𝑡 ̸= 0 хорошо известного
неравенства

𝑒𝑡 > 1 + 𝑡, (1)

не использующее исследование функций на монотонность и выпуклость методами
дифференциального исчисления.

Очевидно, что (1) справедлива для ∀𝑡 6 −1. Рассмотрим вначале случай 𝑡 = 𝑟 ∈
∈ Q, где 𝑟 ∈ (−1, 0)

⋃︀
(0,+∞).

Во-первых, если 𝑟 ∈ (−1, 0), 𝑟 ∈ Q, то ∃𝑚,𝑛 ∈ N такие, что 𝑟 = −𝑚/(𝑛+ 1), где
𝑚 < 𝑛+ 1. Учитывая далее неравенство 𝑒 < (1 + 1/𝑛)𝑛+1, ∀𝑛 ∈ N, получим

𝑒𝑟 >

(︂
1 +

1

𝑛

)︂−𝑚

=

(︂
1 − 1

𝑛+ 1

)︂𝑚

=
𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
1 − 1

𝑛+ 1

)︂
>

[︂
1 − 1

𝑛+ 1
> 1 − 1

𝑛− 𝑘 + 2
=
𝑛− 𝑘 + 1

𝑛− 𝑘 + 2
> 0, 1 6 𝑘 6 𝑚 < 𝑛+ 1

]︂
>

𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
𝑛− 𝑘 + 1

𝑛− 𝑘 + 2

)︂
=
𝑛−𝑚+ 1

𝑛+ 1
= 1 − 𝑚

𝑛+ 1
= 1 + 𝑟.

Во-вторых, если 𝑟 > 0, 𝑟 ∈ Q, то ∃𝑚,𝑛 ∈ N такие, что 𝑟 = 𝑚/𝑛. Поэтому в силу
неравенства 𝑒 > (1 + 1/𝑛)𝑛, ∀𝑛 ∈ N, имеем

𝑒𝑟 >

(︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑚

=
𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
>

[︂
1 +

1

𝑛
> 1 +

1

𝑛+ 𝑘 − 1
=

𝑛+ 𝑘

𝑛+ 𝑘 − 1
> 0, ∀𝑘 ∈ N

]︂
>

>
𝑚∏︁
𝑘=1

𝑛+ 𝑘

𝑛+ 𝑘 − 1
=
𝑛+𝑚

𝑛
= 1 +

𝑚

𝑛
= 1 + 𝑟.
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Значит (1) выполняется для ∀𝑡 = 𝑟 ∈ Q, где 𝑟 ̸= 0. Далее, учитывая, что для
∀𝑡 ∈ (−1, 0)

⋃︀
(0,+∞), 𝑡 ∈ R, следует

𝑡

2
− (

√
1 + 𝑡− 1) =

(
√

1 + 𝑡− 1)2

2
> 0,

получаем, что в рассмативаемом случае всегда ∃𝑟 ∈ Q такое, что 𝑟 ∈ (
√

1 + 𝑡 −
− 1, 𝑡/2) ⊂ (−1, 0)

⋃︀
(0,+∞) и, поэтому, в силу выше доказанного, имеем

𝑒𝑡 >
[︁ 𝑡

2
> 𝑟 ⇒ 𝑡 > 2𝑟

]︁
> 𝑒2𝑟 >

[︁
𝑟 >

√
1 + 𝑡− 1 ⇒ 𝑟 + 1 >

√
1 + 𝑡 > 0

]︁
>

> (1 + 𝑟)2 > (
√

1 + 𝑡)2 = 1 + 𝑡.

Таким образом, неравенство (1) выполняется не только для ∀𝑡 6 −1, но и для ∀𝑡 ∈
∈ (−1, 0)

⋃︀
(0,+∞), т,е, для ∀𝑡 ̸= 0.

Отметим, что доказанное для ∀𝑡 ̸= 0 неравенство (1), переходящее в равенство
при 𝑡 = 0, можно назвать замечательным экспоненциальным неравенством в связи с
тем, что оно является одним из определяющих свойств экспоненты в том смысле, что
среди функций 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R, удовлетворяющих для ∀𝑎, 𝑏 ∈ R равенству 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) =
= 𝑓(𝑎+ 𝑏), единственной функцией для которой выполнено неравенство 𝑓(𝑡) > 1 + 𝑡,
∀𝑡 ∈ R, является 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑥 ∈ R.

Проиллюстрируем на конкретных примерах использование неравенства (1) для
обоснования классических замечательных пределов.

Пример 1. Пусть 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1. Для 𝑥 ̸= 0, используя в (1) 𝑡 = 𝑥 ln 𝑎 ̸= 0 и
𝑡 = −𝑥 ln 𝑎 ̸= 0, имеем

𝑎𝑥 > 1 + 𝑥 ln 𝑎, 𝑎−𝑥 > 1 − 𝑥 ln 𝑎.

Отсюда для ∀𝑥 ∈ (−1/| ln 𝑎|, 0)
⋃︀

(0, 1/| ln 𝑎|) следует 0 < 1 + 𝑥 ln 𝑎 < 𝑎𝑥 < 1/(1 −
− 𝑥 ln 𝑎). Значит,⃒⃒⃒⃒

𝑎𝑥 − 1

𝑥
− ln 𝑎

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑎𝑥 − 1 − 𝑥 ln 𝑎|
|𝑥|

=
𝑎𝑥 − 1 − 𝑥 ln 𝑎

|𝑥|
<

1
1−𝑥 ln 𝑎

− (1 + 𝑥 ln 𝑎)

|𝑥|
=

=
𝑥2 ln 𝑎

|𝑥|(1 − 𝑥 ln 𝑎)
=

|𝑥| ln 𝑎
1 − 𝑥 ln 𝑎

. (2)

Так как при 𝑥→ 0 правая часть полученного неравенства (2) стремится к нулю, то [1](︂
𝑎𝑥 − 1

𝑥
− ln 𝑎

)︂
−→
𝑥→0

0 т.е. lim
𝑥→0

𝑎𝑥 − 1

𝑥
= ln 𝑎.

Пример 2. Для 𝑥 ∈ (−1, 0)
⋃︀

(0,+∞) используя в (1) 𝑡 = ln(1 + 𝑥) ̸= 0 и 𝑡 =
= − ln(1 + 𝑥) ̸= 0, имеем

1 + 𝑥 > 1 + ln(1 + 𝑥),
1

1 + 𝑥
> 1 − ln(1 + 𝑥).

Отсюда следует, что
𝑥

1 + 𝑥
< ln(1 + 𝑥) < 𝑥. (3)
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Значит,⃒⃒⃒⃒
ln(1 + 𝑥)

𝑥
− 1

⃒⃒⃒⃒
=

| ln(1 + 𝑥) − 𝑥|
|𝑥|

=
𝑥− ln(1 + 𝑥)

|𝑥|
<
𝑥− 𝑥

1+𝑥

|𝑥|
=

𝑥2

|𝑥|(1 + 𝑥)
=

|𝑥|
1 + 𝑥

. (4)

Откуда получаем [1] lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1.

Пример 3. Для 𝑥 ∈ (−1, 0)
⋃︀

(0,+∞) из (4) следует

1 − |𝑥|
1 + 𝑥

<
ln(1 + 𝑥)

𝑥
< 1 +

|𝑥|
1 + 𝑥

,

т.е.
exp

(︂
1 − |𝑥|

1 + 𝑥

)︂
< (1 + 𝑥)1/𝑥 < exp

(︂
1 +

|𝑥|
1 + 𝑥

)︂
. (5)

Так как левая и правая части неравенства (5) при 𝑥→ 0 стремятся к 𝑒, то [1]

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)1/𝑥 = 𝑒.

Пример 4. Покажем, что для ∀𝑥 > −1 и ∀𝛼 > 1 справедлив функциональный
аналог неравенства Бернулли

(1 + 𝑥)𝛼 > 1 + 𝛼𝑥. (6)

Так, как при 𝑡 = 0 неравенство (1) переходит в равенство, то для 𝑡 = (𝛼−1) ln(1+𝑥),
где 𝑥 > −1, 𝛼 > 1, имеем (1 +𝑥)𝛼 = (1 +𝑥)𝑒(𝛼−1) ln(1+𝑥) > (1 +𝑥)(1 + (𝛼−1) ln(1 +𝑥)).

Отсюда в силу левой части неравенства (3) получаем

(1 + 𝑥)𝛼 > (1 + 𝑥)

(︂
1 +

(𝛼− 1)𝑥

1 + 𝑥

)︂
= 1 + 𝛼𝑥.

Доказанное для 𝑥 > −1 и 𝛼 > 1 неравенство (6), заменой в нем 𝑥 > −1 на(︂
− 𝑥

1 + 𝑥

)︂
=

(︂
− 1 +

1

𝑥+ 1

)︂
> −1,

приводит к неравенству
1

(1 + 𝑥)𝛼
>

1 − (𝛼− 1)𝑥

1 + 𝑥
, откуда для 𝑥 ∈ (−1, 1/(𝛼 − 1)) где

𝛼 > 1, следует (1 + 𝑥)𝛼 6
1 + 𝑥

1 − (𝛼− 1)𝑥
и, значит, для ∀𝑥 > −1 и 𝛼 > 1 имеем

1 + 𝛼𝑥 6 (1 + 𝑥)𝛼 6
1 + 𝑥

1 − (𝛼− 1)𝑥
.

Отсюда для 𝑥 ∈ (−1, 0)
⋃︀

(0, 1/(𝛼− 1)), где 𝛼 > 1, получаем⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑥)𝛼 − 1

𝑥
− 𝛼

⃒⃒⃒⃒
=

|(1 + 𝑥)𝛼 − 1 − 𝛼𝑥|
|𝑥|

=
(1 + 𝑥)𝛼 − (1 + 𝛼𝑥)

|𝑥|
6

6
1+𝑥

1−(𝛼−1)𝑥
− (1 + 𝛼𝑥)

|𝑥|
=

𝛼(𝛼− 1)|𝑥|
(1 − (𝛼− 1)𝑥)

.

Так, как правая часть этого неравенства при 𝑥 → 0 стремится к нулю, то для
∀𝛼 > 1 следует [1]

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)𝛼 − 1

𝑥
= 𝛼.

Остальные случаи 𝛼 ∈ R рассматриваются по той же схеме, что и в [2].
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Высокий уровень информатизации высшего образования и современная мировая
пандемическая проблема, потребовали реализации дистанционного обучения студен-
тов. Под дистанционным обучением будем понимать форму организации образова-
тельного процесса, при которой опосредованное или частично опосредованное взаимо-
действие обучающегося и преподавателя осуществляется посредством использования
педагогически организованных информационных и коммуникационных технологий и
отражает все присущие учебному процессу компоненты (цели, содержание, методы,
организационные формы, средства обучения).

Основной формой представления математической информации являются лекци-
онные и практические занятия. Методическое проектирование, учет особенностей их
представления в системе дистанционного обучения позволили выделить их структуру
и этапы таких занятий.

Рассмотрим лекционные занятия online. В зависимости от цели применения лек-
ции, внутри конкретного изучаемого модуля преподаватель определяет, какого фор-
мата необходимо представить лекцию: лекция-информация, проблемная лекция, лек-
ция-визуализация. Однако, ни один из указанных видов лекций отдельно, сам по себе,
не дает достаточно высоких результатов в обучении студентов математике и разви-
тии их навыков самостоятельной работы. Поэтому представляется целесообразным
применять комбинированное занятие с элементами названных лекций в пропорциях,
учитывающих параметры, определенные Б.Ц. Бадмаевым в [1]. Выделим основные
этапы проектирования интерактивной лекции, расширив и дополнив основные этапы
проектирования лекционных занятий в обучении математике на технических специ-
альностях, сформулированные в исследовании [2].

1.Учебный материал лекции следует разделить на логически завершенные фраг-
менты.

2.Для каждого фрагмента следует выбрать наиболее эффективную форму подачи
материала: презентация, видиолекция, работа с Microsoft whiteboard или pdf докумен-
том.

3.Выбрать временно́й регламент для каждого фрагмента с учетом кризисов вни-
мания.


