
206 «Седьмые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям»

Для каждого 𝜔 ∈ Ω определим область 𝐺(𝜗, 𝜌) = {𝑧 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝜔, 𝑝𝑧) < 𝜗, ‖𝑞𝑧‖ <
< 𝜌}, такую, что 𝐺(𝜗, 𝜌) = 𝐺𝜁(𝜗) × 𝐺𝜉(𝜌), где 𝐺𝜁(𝜗) = {𝜁 ∈ R𝑛−2 : 𝑉 (𝜔, 𝜁) < 𝜗} ,
𝐺𝜉(𝜌) = {𝜉 ∈ R2 : ‖𝜉‖ < 𝜌} .

Теорема. Пусть для включения (1) можно указать случайную обобщенную МНФ
относительно области G (𝜗, 𝜌1, 𝜌2) . Тогда включение (1) имеет случайное решение
𝑧*(𝜔, 𝑡) такое, что

𝑧*(𝜔, 𝑡) ∈ 𝐺(𝜗, 𝜌0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜌0 = (𝜌1 + 𝜌2) /2.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства просвещения Рос-
сийской Федерации в рамках выполнения государственного задания в сфере науки
(тема FZGF-0640-2020-0009) и Российского фонда фундаментальных исследований
(грант 20-51-15003 НЦНИ_а).
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На заданном полном вероятностном пространстве (Ω,F, 𝑃 ) с потоком 𝜎-алгебр F𝑡

рассмотрим многомерное стохастическое дифференциальное уравнение

𝑑𝑋𝑡 = 𝑏(𝑋𝑡) 𝑑𝑡+ ℎ(𝑋𝑡) 𝑑𝑊𝑡 + 𝜎(𝑋𝑡) 𝑑𝐵
𝐻
𝑡 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

где 𝑏 : R𝑛 → R𝑛, ℎ : R𝑛 → R𝑛×𝑚, 𝜎 : R𝑛 → R𝑛×𝑘 – детерминированные функции, 𝑊𝑡

и 𝐵𝐻
𝑡 – независимые 𝑚-мерное стандартное F𝑡-согласованное броуновское движение

и 𝑘-мерное F𝑡-согласованное дробное броуновское движение с показателем Херста
𝐻 ∈ (1/2, 1).

Определение 1. Сильным решением уравнения (1) называется F𝑡-согласованный
процесс 𝑋𝑡 такой, что для почти всех 𝜔 ∈ Ω для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется ра-
венство 𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︀ 𝑡

0
𝑏(𝑋𝑠) 𝑑𝑠 +

∫︀ 𝑡

0
ℎ(𝑋𝑠) 𝑑𝑊𝑠 +

∫︀ 𝑡

0
𝜎(𝑋𝑠) 𝑑𝐵

𝐻
𝑠 , где интеграл по 𝑊𝑡 –
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интеграл Ито, а интеграл по 𝐵𝐻 – потраекторный интеграл Римана–Стилтьеса. Силь-
ное решение 𝑋𝑡 уравнения (1) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉, где 𝜉 – F0-измеримая
случайная величина, называется единственным, если для любого сильного решения
𝑌𝑡 уравнения (1) с начальным условием 𝑌0 = 𝜉 выполняется условие 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑌𝑡
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]) = 1.

Пусть 𝑑 = 1 + 𝑚 + 𝑘, определим 𝑑-мерный случайный процесс 𝐵𝑡 = (𝑡,𝑊𝑡, 𝐵
𝐻
𝑡 ).

Обозначим через 𝐻𝑖 показатели Херста его компонент 𝐵
(𝑖)
𝑡 , т.е. 𝐻1 = 1, 𝐻2 = . . .

. . . = 𝐻𝑚+1 = 1/2, 𝐻𝑚+2 = . . . = 𝐻𝑑 = 𝐻. Зафиксируем произвольное 𝛼 ∈ (1/3, 1/2).
Для прозвольного случайного процесса 𝑌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], через 𝑌𝑠,𝑡 будем обозначать

приращение процесса 𝑌, т.е. 𝑌𝑠,𝑡 = 𝑌𝑡 − 𝑌𝑠.
Определим кусочно-линейные аппроксимации процесса 𝐵𝑡 соотношением

𝐵𝑚,𝑡 = 𝐵𝑡𝑚𝑙−1
+ (𝑡− 𝑡𝑚𝑙−1)𝐵𝑡𝑚𝑙−1,𝑡

𝑚
𝑙
, 𝑡 ∈ [𝑡𝑚𝑙−1, 𝑡

𝑚
𝑙 ), 𝑙 = 1, . . . , 2𝑚, 𝑡𝑚𝑙 = 𝑇 𝑙/2𝑚.

Построим процесс второго порядка B : [0, 𝑇 ]2 × Ω → R𝑑×𝑑 следующим образом:
если 𝑖 ̸= 𝑗 или 𝐻𝑖 ̸= 1/2, то полагаем

B(𝑖,𝑗)
𝑠,𝑡 = lim

𝑚→∞

𝑡∫︁
𝑠

𝜏∫︁
𝑠

𝑑𝐵(𝑖)
𝑚,𝑟 𝑑𝐵

(𝑗)
𝑚,𝜏 , (2)

если 𝐻𝑖 = 1/2, то положим

B(𝑖,𝑖)
𝑠,𝑡 =

𝑡∫︁
𝑠

𝜏∫︁
𝑠

𝑑𝐵(𝑖)
𝑟 𝑑𝐵(𝑖)

𝜏 , (3)

где интегралы в правой части соотношения (2) понимаются как потраекторные инте-
гралы Римана–Стилтьеса, а интегралы в правой части соотношения (3) – как инте-
гралы Ито.

Траектории процесса B𝑡 = (𝐵𝑡,B0,𝑡) п.н. принадлежат множеству 𝛼-непрерывных
по Гельдеру грубых траекторий C 𝛼([0, 𝑇 ],R𝑑).

Пусть 𝑉 – некоторое евклидово пространство. Будем говорить, что процесс 𝑌𝑡,
траектории которого п.н. принадлежат 𝐶𝛼([0, 𝑇 ],L(R𝑑, 𝑉 )) – множеству 𝛼-непрерыв-
ных по Гельдеру отображений, управляется процессом 𝐵𝑡, если существует процесс
𝑌 ′
𝑡 (производная Губинелли от 𝑌𝑡), траектории которого п.н. принадлежат множеству
𝐶𝛼([0, 𝑇 ],L(R𝑑,L(R𝑑, 𝑉 ))), и такой что остаточный член 𝑅𝑌

𝑠,𝑡 = 𝑌𝑠,𝑡 − 𝑌 ′
𝑠𝐵𝑠,𝑡 удовле-

творяет условию п.н.

|𝑅𝑌 |2𝛼 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

𝑠̸=𝑡

|𝑅𝑌
𝑠,𝑡|

|𝑡− 𝑠|2𝛼
<∞.

Для процессов 𝑌𝑡, управляемых процессом 𝐵𝑡, определим полунорму его траек-
торий N(𝑌 ) следующим образом:

N(𝑌 ) = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝑌 ′
𝑡 | + sup

𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
𝑠 ̸=𝑡

|𝑌𝑠,𝑡| + |𝑌 ′
𝑠,𝑡|

|𝑡− 𝑠|𝛼
+ |𝑅𝑌 |2𝛼,

и определим гельдеровскую норму для траекторий процесса 𝑌𝑡 соотношением

‖𝑌 ‖𝛼 = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝑌𝑡| + sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

𝑠 ̸=𝑡

|𝑌𝑠,𝑡|
|𝑡− 𝑠|𝛼

.
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Пусть процесс 𝑌𝑡 управляется процессом 𝐵𝑡. Потраекторным интегралом Губи-
нелли от 𝑌 по грубой траектории B называется следующий предел интегральных
сумм (в предположении, что этот предел существует, конечен и не зависит от способа
разбиения отрезка [0, 𝑇 ] точками 𝑡𝑖)

𝑇∫︁
0

𝑌𝑟 𝑑B𝑟 := lim
|P|→0

∑︁
𝑡𝑖,𝑡𝑖+1∈P

(𝑌𝑡𝑖𝐵𝑡𝑖,𝑡𝑖+1
+ 𝑌 ′

𝑡𝑖
B𝑡𝑖,𝑡𝑖+1

),

где |P| = max
𝑖

(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖) – диаметр разбиения P = {0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . 𝑡𝑙 = 𝑇}.
Наряду с уравнением (1) рассмотрим соответствующее уравнение в грубых траек-

ториях
𝑑𝑋𝑡 = 𝑓(𝑋𝑡) 𝑑B𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (4)

где 𝑓 = col(𝑏, ℎ, 𝜎).
Определение 2. Решением уравнения (4) будем называть случайный процесс

𝑋𝑡, заданный на вероятностном пространстве (Ω,F, 𝑃 ), такой, что п.н. выполняются
условия: 1) 𝑋 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ],R𝑛); 2) процессы 𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡) управляются процессом 𝐵𝑡;
3) для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] имеет место равенство 𝑋𝑡 = 𝑋0+

∫︀ 𝑡

0
𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠, где интеграл в

правой части – потраекторный интеграл Губинелли, при этом 𝑋 ′
𝑡 = 𝑓(𝑋𝑡), (𝑓(𝑋𝑡))

′ =
= 𝐷𝑓(𝑋𝑡)𝑓(𝑋𝑡). Пусть 𝜉 : Ω → R𝑛 – F0-измеримая случайная величина. Решение 𝑋𝑡

уравнения (4) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉 называется единственным, если для лю-
бого решения 𝑌𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑌0 = 𝜉 выполняется равенство
𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑌𝑡∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]) = 1. Решение 𝑋𝑡 уравнения (4) будем называть сильным, если
процесс 𝑋𝑡 является F𝑡-согласованным.

Обозначим через 𝐶𝑘
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑑) множество функций ℎ : R𝑛 → R𝑛×𝑑 непрерывных

и ограниченных вместе со своими частными производными до порядка 𝑘 включи-
тельно.

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶4
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑑), 𝑝 > 1. Тогда для любой F0-измеримой

случайной величины 𝜉 существует единственное сильное решение 𝑋𝑡 уравнения
(4) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉. Кроме того, если E|𝜉|𝑝 <∞, то E(‖𝑋‖𝑝𝛼) <∞.

Теорема 2. Пусть функции 𝑏, ℎ, 𝜎 непрерывны и ограничены вместе со свои-
ми частными производными до четвертого порядка включительно. Тогда для любой
F0-измеримой случайной величины 𝜉 такой, что E|𝜉|𝑝 < ∞, 𝑝 > 1, существует
единственное сильное решение 𝑋𝑡 уравнения (1) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉, и
для любого 𝛼 ∈ (1/3, 1/2) выполняется неравенство E(‖𝑋‖𝑝𝛼) <∞.
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Свойство быстрого перемешивания случайных блужданий на графах имеет важ-
ное значение в теории защиты информации и, в частности, в задаче конструирования


