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Рассмотрим линейную стационарную дискретную систему 𝐺 вида

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, (1)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1.

Здесь 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚, 𝑦(𝑡) ∈ R𝑝 – состояние системы, управление и выходной
сигнал в момент времени 𝑡, (𝐴,𝐵) – управляема, (𝐴,𝐶) – наблюдаема.

Траекторией системы 𝐺 будем называть пару {𝑢, 𝑦} = {𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)}𝑇−1
𝑡=0 , удовлетво-

ряющую (1) при некотором начальном состоянии 𝑥(0) ∈ R𝑛. В каждом конкретном
процессе управления реализуется некоторая траектория {𝑢𝑝, 𝑦𝑝} = {𝑢𝑝(𝑡), 𝑦𝑝(𝑡)}𝑇−1

𝑡=0

системы 𝐺, которая определяется реализовавшимся, наблюдателю неизвестным на-
чальным состоянием 𝑥𝑝0 ∈ 𝑋0 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥min 6 𝑥 6 𝑥max} и поданным на вход
системы (1) управлением 𝑢𝑝. Будем считать, что в процессе управления доступны
лишь неточные измерения выходных сигналов вида

𝑦𝑝(𝑡) = 𝑦𝑝(𝑡) + 𝜉(𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1,

где 𝜉(𝑡) ∈ Ξ = {𝜉 ∈ R𝑝 : ‖𝜉‖∞ 6 𝜀} – неизвестная ограниченная ошибка измерения в
момент времени 𝑡.

Поставим задачу о минимизации функционала

𝐽(𝑢) =
𝑇−1∑︁
𝑡=0

‖𝑢(𝑡)‖2

на траекториях системы (1) при ограничениях на управления

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = {𝑢 ∈ R𝑚 : 𝑢min 6 𝑢 6 𝑢max}

и выходные сигналы

𝑦(𝑡) ∈ 𝑌 (𝑡) = {𝑦 ∈ R𝑝 : 𝐺(𝑡)𝑦 6 𝑔(𝑡)},



148 «Седьмые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям»

где 𝐺(𝑡) ∈ R𝑞×𝑝, 𝑔(𝑡) ∈ R𝑞, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1. Ограничения должны быть выполнены
с гарантией, т.е при всех возможных реализациях начального состояния и ошибок
измерения. Цель – построение оптимальной обратной связи в режиме реального вре-
мени по неполным и неточным измерениям выходного сигнала. В случае известной
реализации (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷) непрерывной системы 𝐺 аналогичная задача исследована в
работе [1].

В докладе исследуется случай, когда реализация (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷) системы в простран-
стве состояний не известна. Вместо модели (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷) будем использовать получен-
ное в [2] представление любой траектории системы 𝐺 на основе одной априорной
траектории {𝑢𝑑, 𝑦𝑑} = {𝑢𝑑(𝑡), 𝑦𝑑(𝑡)}𝑇 𝑑−1

𝑡=0 . Будем считать, что априорная траектория
{𝑢𝑑, 𝑦𝑑} измерена точно, для системы 𝐺 дана верхняя оценка размерности ее состоя-
ния 𝑛 (см. [2]), а управление 𝑢𝑑 является постоянно возбуждающим порядка 𝑇, т.е.
матрица Ганкеля

𝐻𝑇 (𝑢𝑑) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢𝑑(0) · · · 𝑢𝑑(𝑇 𝑑 − 𝑇 )
... . . . ...

𝑢𝑑(𝜏 − 1) · · · 𝑢𝑑(𝜏 − 1 + 𝑇 𝑑 − 𝑇 )
𝑢𝑑(𝜏) · · · 𝑢𝑑(𝜏 + 𝑇 𝑑 − 𝑇 )

... . . . ...
𝑢𝑑(𝑇 − 1) · · · 𝑢𝑑(𝑇 𝑑 − 1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

(︂
𝑈𝑝
𝜏

𝑈 𝑓
𝜏

)︂

имеет полный строчный ранг [3]. Здесь блоки 𝑈𝑝
𝜏 и 𝑈 𝑓

𝜏 соответствуют «прошлому» и
«будущему» относительно текущего момента 𝜏. Аналогичным образом на блоки 𝑌 𝑝

𝜏 ,
𝑌 𝑓
𝜏 разбивается матрица Ганкеля 𝐻𝑇 (𝑦𝑑).
Следующая лемма формулирует один из основных результатов работы – прин-

цип разделимости процессов управления и наблюдения в линейных системах, сфор-
мулированный для случая, когда математическая модель системы 𝐺 в пространстве
состояний не известна, а доступная информация о системе заключена в одной априор-
ной траектории. Доказательство леммы основано на критерии принадлежности {𝑢, 𝑦}
множеству траекторий системы 𝐺 (Теорема 3 из [2]), сформулированном в терминах
матриц Ганкеля 𝐻𝑇 (𝑢𝑑), 𝐻𝑇 (𝑦𝑑).

Лемма. Пусть {𝑢𝑝𝜏 , 𝑦𝑝𝜏} = {𝑢𝑝(𝑡), 𝑦𝑝(𝑡)}𝜏−1
𝑡=0 – некоторая фиксированная прошлая

траектория системы 𝐺 длины 𝜏 > 𝑛. Тогда любая траектория {𝑢𝑝𝜏 , 𝑢, 𝑦𝑝𝜏 , 𝑦} дли-
ны 𝑇 системы 𝐺 однозначно представима в виде суммы траекторий {0, 𝑢, 0, 𝑦0} и
{𝑢𝑝𝜏 , 0, 𝑦𝑝𝜏 , 𝑦} длины 𝑇, причем для фиксированного управления 𝑢 = {𝑢(𝑡)}𝑇−1

𝑡=𝜏 опреде-
лить неизвестные будущие участки 𝑦0 = {𝑦0(𝑡)}𝑇−1

𝑡=𝜏 , 𝑦 = {𝑦(𝑡)}𝑇−1
𝑡=𝜏 можно следую-

щим образом:
1) найти некоторые решения �̂�(𝜏), 𝛼0(𝜏) алгебраичеких уравнений⎛⎝𝑈𝑝

𝜏

𝑌 𝑝
𝜏

𝑈 𝑓
𝜏

⎞⎠ �̂�(𝜏) =

⎛⎝𝑢𝑝𝜏𝑦𝑝𝜏
0

⎞⎠ ,

⎛⎝𝑈𝑝
𝜏

𝑌 𝑝
𝜏

𝑈 𝑓
𝜏

⎞⎠𝛼0(𝜏) =

⎛⎝0
0
𝑢

⎞⎠ ;

2) вычислить 𝑦 = 𝑌 𝑓
𝜏 �̂�(𝜏), 𝑦0 = 𝑌 𝑓

𝜏 𝛼0(𝜏).
Лемма позволяет обосновать следующую схему управления в реальном времени

системой 𝐺 на основе априорных данных {𝑢𝑑, 𝑦𝑑}. При всех 𝜏 = 𝑛, . . . , 𝑇 − 1 выпол-
нить:
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1) найти оценки 𝜒𝑖(𝑡|𝜏), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞, 𝑡 = 𝜏, . . . , 𝑇 − 1, решив задачи

𝜒𝑖(𝑡|𝜏) = max
�̂�(𝜏)

𝐺𝑖(𝑡)𝑌
𝑑(𝑡)�̂�(𝜏), 𝑈𝑝

𝜏 �̂�(𝜏) = 𝑢𝑝𝜏 , 𝑈 𝑓
𝜏 �̂�(𝜏) = 0,

𝑦𝑝𝜏 − 𝜀1 6 𝑌 𝑝
𝜏 �̂�(𝜏) 6 𝑦𝑝𝜏 + 𝜀1, (2)

где 𝐺𝑖(𝑡) – 𝑖-я строка матрицы 𝐺(𝑡);
2) найти решение 𝛼*

0(𝜏, 𝑢
𝑝
𝜏 , 𝑦

𝑝
𝜏 ) задачи

min
𝛼0(𝜏)

𝛼0(𝜏)𝑇 (𝑈 𝑓
𝜏 )𝑇𝑈 𝑓

𝜏 𝛼0(𝜏), 𝑈𝑝
𝜏 𝛼0(𝜏) = 0, 𝑌 𝑝

𝜏 𝛼0(𝜏) = 0, (3)

𝐺(𝑡)𝑌 𝑑(𝑡)𝛼0(𝜏) 6 𝑔(𝑡) − 𝜒(𝑡|𝜏), 𝑢min 6 𝑈𝑑(𝑡)𝛼0(𝜏) 6 𝑢max, 𝑡 = 𝜏, . . . , 𝑇 − 1,

где 𝑈𝑑(𝑡) = (𝑢𝑑(𝑡), 𝑢𝑑(𝑡 + 1), . . . , 𝑢𝑑(𝑡 + 𝑇 𝑑 − 𝑇 )), аналогично 𝑌 𝑑(𝑡), 1 – единичный
вектор;

3) подать на вход системы управление 𝑢𝑝(𝜏)=𝑢*(𝜏 |𝜏), где 𝑢*(𝑡|𝜏)=𝑈𝑑(𝑡)𝛼*
0(𝜏, 𝑢

𝑝
𝜏 , 𝑦

𝑝
𝜏 ).

Задачи (2) являются аналогами задач оптимального наблюдения, задача (3) – ана-
логом задачи оптимального управления из работы [1] для случая, когда реализация
системы 𝐺 неизвестна и управление осуществляется только на основе априорных
данных {𝑢𝑑, 𝑦𝑑}.

Практическая эффективность предложенного алгоритма управления иллюстри-
руется примерами, а теоретическое обоснование его реализуемости дает следующий
результат.

Теорема. Если задачи оптимального наблюдения (2) и управления (3) имеют
решение в момент времени 𝜏 = 𝑛, то они разрешимы и при всех 𝜏 = 𝑛+1, . . . , 𝑇 − 1.
При этом критерий качества, значение которого определяется в момент 𝜏 как

𝐽(𝜏) =
𝜏−1∑︁
𝑡=0

‖𝑢𝑝(𝑡)‖2 +
𝑇−1∑︁
𝑡=𝜏

‖𝑢*(𝑡|𝜏)‖2,

является невозрастающей функцией от 𝜏.
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Рассматривается линейная управляемая система

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑚. (1)

Здесь 𝐴 и 𝐵-действительные 𝑛× 𝑛 и 𝑛×𝑚-матрицы, соответственно, а множество
Ω является компактным.


