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Случай rank (𝐺′
1|𝑐1) = 𝑛 < 𝑚 + 1 исследуется аналогично, но вместо аппроксима-

ции 𝑋1(𝛼) строится аппроксимация множества

Ξ1(𝛼) =

{︂
(𝜉0, 𝜉) ∈ R𝑚+1 : ∃𝑢1(·) ∈ 𝑈1, 𝑔min + 𝛾 6 𝜉 +

∑︁
𝑡∈Δ1

𝐻𝐴𝑇−𝑡−1𝑢1(𝑡) 6 𝑔max − 𝛾,

𝜉0 +
∑︁
𝑡∈Δ1

𝑐′𝐴𝑇−𝑡−1𝐷(𝑡)𝑢1(𝑡) 6 𝛼− 𝛾0

}︂
,

где

𝛾(𝜏) = (𝛾𝑖(𝜏), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚), 𝛾𝑖 = 𝑤max

𝑇−𝜏−1∑︁
𝑡=0

‖ℎ′𝑖𝐴𝑡𝑀‖1, 𝛾0 = 𝑤max

𝑇−𝜏−1∑︁
𝑡=0

‖𝑐′𝐴𝑡𝑀‖1.

Результирующая в этом случае задача линейного программирования также имеет
общий вид (6), однако правила вычисления матрицы 𝑃1, векторов 𝑓0 и 𝜆 отличны.
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В теории оптимального управления одной из важных проблем является пробле-
ма управляемости динамических систем. В теории управляемости динамических си-
стем управления, как правило, выбираются из различных классов функций: кусочно-
непрерывные, кусочно-линейные, кусочно-постоянные, релейные и т.д. Особый инте-
рес представляют управления, которые генерируются с помощью дифференциальных
регуляторов [1]. В докладе рассматривается задача относительной управляемости ли-
нейной системы с запаздыванием по состоянию с помощью дифференциального де-
скрипторного регулятора.

Рассмотрим систему управления

𝑥̇ = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− ℎ) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (1)
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с начальным условием

𝑥0(·) = {𝑥(𝑡) = 𝜙(𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ, 0), 𝑥(0) = 𝑥0}, (2)

где 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑟, 𝐴, 𝐴1, 𝐵 – постоянные матрицы соответствующих размеров,
ℎ > 0 –постоянное число(запаздывание), 𝜙(𝜏) –кусочно-непрерывная функция.

Определение 1. Система (1) называется относительно управляемой, если для
любого начального состояния (2), существуют момент времени 𝑡1 > 0 (𝑡1 < +∞)
и кусочно-непрерывное управление 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] такие, что траектория 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈
∈ [0, 𝑡1], системы (1) обладает свойством 𝑥(𝑡1) = 0.

Известен [2] критерий относительной управляемости системы (1):

rank {𝑋𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑝} = 𝑛, (3)

где 𝑝 = [𝑡1/ℎ], 𝑋𝑘(𝑡) – решение определяющего уравнения

𝑋𝑘+1(𝑡) = 𝐴𝑋𝑘(𝑡) + 𝐴1𝑋𝑘(𝑡− ℎ) +𝐵𝑈𝑘(𝑡),

с начальным условием 𝑋1(0) = 𝐵, 𝑋𝑘(𝑡) = 0, 𝑘 < 0 либо 𝑡 < 0.
Пусть сейчас управление строится по выходному сигналу

𝑢(𝑡) = 𝑐′𝑦(𝑡), 𝑡 > 0, (4)

дескрипторной системы
𝐷0𝑦̇ = 𝐷𝑦, 𝑦(0) = 𝑦0, (5)

где 𝑐, 𝑦, 𝑦0 ∈ R𝑛, 𝐷0, 𝐷 – заданные 𝑛× 𝑛 матрицы.
Определение 2. Систему (1) назовем управляемой дескрипторным динамическим

регулятором (5), если существует момент времени 𝑡1 (0 < 𝑡1 < +∞) такой, что
для любого начального состояния (2) найдется начальное состояние регулятора (5),
что состояние 𝑥(𝑡), 𝑡 > 0, системы (1), соответствующее управлению (4), обладает
свойством 𝑥(𝑡1) = 0.

Запишем решение системы(1) в момент времени 𝑡1 с учетом (4),(5). Для простоты
считаем 𝜙(𝜏) ≡ 0, 𝜏 ∈ [−ℎ, 0).

Имеем

𝑥(𝑡1) = 𝐹 (𝑡1, 0)𝑥0 +

𝑡1∫︁
0

𝐹 (𝑡1, 𝜏)𝐵𝑐′𝑒𝐷
𝑑
0𝐷𝑡𝑦0 𝑑𝜏,

где 𝐹 (𝑡, 𝜏) – фундаментальная матрица решений однородной системы (1), 𝐷𝑑
0 – об-

ратная Дразина для матрицы 𝐷0.
Отсюда, учитывая результаты работ [1, 3], верна следующая теорема.
Теорема. Для управляемости системы (1) дескрипторным динамическим ре-

гулятором (5) необходимо и достаточно, чтобы система (1) была относительно
управляема и выполнялось условие

rank {𝑐′𝐷𝑑
0𝐷0, 𝑐

′𝐷𝑑
0𝐾𝐷0, . . . , 𝑐

′𝐷𝑑
0𝐾

𝑛−1𝐷0} = 𝑛,

где 𝐾 = 𝐷𝐷𝑑
0.
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Рассмотрим линейную стационарную дискретную систему 𝐺 вида

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, (1)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1.

Здесь 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚, 𝑦(𝑡) ∈ R𝑝 – состояние системы, управление и выходной
сигнал в момент времени 𝑡, (𝐴,𝐵) – управляема, (𝐴,𝐶) – наблюдаема.

Траекторией системы 𝐺 будем называть пару {𝑢, 𝑦} = {𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)}𝑇−1
𝑡=0 , удовлетво-

ряющую (1) при некотором начальном состоянии 𝑥(0) ∈ R𝑛. В каждом конкретном
процессе управления реализуется некоторая траектория {𝑢𝑝, 𝑦𝑝} = {𝑢𝑝(𝑡), 𝑦𝑝(𝑡)}𝑇−1

𝑡=0

системы 𝐺, которая определяется реализовавшимся, наблюдателю неизвестным на-
чальным состоянием 𝑥𝑝0 ∈ 𝑋0 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥min 6 𝑥 6 𝑥max} и поданным на вход
системы (1) управлением 𝑢𝑝. Будем считать, что в процессе управления доступны
лишь неточные измерения выходных сигналов вида

𝑦𝑝(𝑡) = 𝑦𝑝(𝑡) + 𝜉(𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1,

где 𝜉(𝑡) ∈ Ξ = {𝜉 ∈ R𝑝 : ‖𝜉‖∞ 6 𝜀} – неизвестная ограниченная ошибка измерения в
момент времени 𝑡.

Поставим задачу о минимизации функционала

𝐽(𝑢) =
𝑇−1∑︁
𝑡=0

‖𝑢(𝑡)‖2

на траекториях системы (1) при ограничениях на управления

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = {𝑢 ∈ R𝑚 : 𝑢min 6 𝑢 6 𝑢max}

и выходные сигналы

𝑦(𝑡) ∈ 𝑌 (𝑡) = {𝑦 ∈ R𝑝 : 𝐺(𝑡)𝑦 6 𝑔(𝑡)},


