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Рассматривается линейная дискретная стационарная система управления с возму-
щением

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) +𝑀𝑤(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑇 − 1, (1)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 – состояние, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = {𝑢 ∈ R𝑟 : 𝑢min 6 𝑢 6 𝑢max} – значение
управления, 𝑤(𝑡) ∈ 𝑊 = {𝑤 ∈ R𝑝 : ‖𝑤‖∞ 6 𝑤max} – неизвестное возмущение в
момент времени 𝑡, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑟,𝑀 ∈ R𝑛×𝑝. Для траектории системы (1)
под действием управления 𝑢(·) и возмущения 𝑤(·) будем использовать обозначение
𝑥(𝑡|𝑥0, 𝑢(·), 𝑤(·)), 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑇 − 1.

Целью управления является: 1) перевод системы (1) с гарантией (при любой ре-
ализации 𝑤(·)) на терминальное множество 𝑋𝑇 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑔min 6 𝐻𝑥 6 𝑔max} в
момент времени 𝑇 ; 2) минимизация гарантированного значения критерия качества
𝐽(𝑢) = max𝑤(·) 𝑐

′𝑥(𝑇 ). Здесь 𝐻 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑔min, 𝑔max ∈ R𝑚, 𝑐 ∈ R𝑛.
Пусть до начала процесса управления зафиксирован момент времени 𝑇1 ∈ {1, 2, . . .

. . . , 𝑇 − 1}, который будем называть [1, 2] моментом замыкания системы (1). Пусть
∆0 = {0, 1, . . . , 𝑇1 − 1}, ∆1 = {𝑇1, 𝑇1 + 1, . . . , 𝑇 − 1}, 𝑢𝑘(·) = (𝑢𝑘(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ ∆𝑘),
𝑤𝑘(·) = (𝑤𝑘(𝑡) ∈ 𝑊, 𝑡 ∈ ∆𝑘) – управление и возмущение на ∆𝑘, 𝑈𝑘 = {𝑢𝑘(·) : 𝑢𝑘(𝑡) ∈
∈ 𝑈, 𝑡 ∈ ∆𝑘}, 𝑊𝑘 = {𝑤𝑘(·) : 𝑤𝑘(𝑡) ∈ 𝑊, 𝑡 ∈ ∆𝑘}; 𝑋(𝑡|𝑥𝑘, 𝑢𝑘(·)) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 =
= 𝑥(𝑡|𝑥𝑘, 𝑢𝑘(·), 𝑤𝑘(·)), 𝑤𝑘(·) ∈ 𝑊𝑘}, 𝑘 = 0, 1.

Предположим, что на ∆0 выбрано управление 𝑢0(·) ∈ 𝑈0. Следуя работам [2, 3],
будем считать, что в момент 𝑇1 можно:

1. точно измерить состояние объекта управления 𝑥1 = 𝑥(𝑇1|𝑥0, 𝑢0(·), 𝑤0(·));
2. с учетом измеренного 𝑥1 выбрать новое управление 𝑢1 = 𝑢1(·|𝑥1) ∈ 𝑈1.
С учетом сделанных предположений будем искать решение задачи в виде стратегии

управления с моментом замыкания 𝑇1 вида

𝜋1 = {𝑢0(·|𝑥0);𝑢1(·|𝑥1), 𝑥1 ∈ 𝑋(𝑇1|𝑥0, 𝑢0(·|𝑥0))}.

Определение 1. Стратегия 𝜋1 называется допустимой стратегией управления,
если 𝑋(𝑇 |𝑥1, 𝑢1(·|𝑥1)) ⊆ 𝑋𝑇 ∀𝑥1 ∈ 𝑋(𝑇1|𝑥0, 𝑢0(·)).

Определение 2. Допустимая стратегия управления

𝜋0
1 = {𝑢00(·|𝑥0);𝑢01(·|𝑥1), 𝑥1 ∈ 𝑋(𝑇1|𝑥0, 𝑢00(·|𝑥0))}
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называется оптимальной, если 𝑢00(·|𝑥0) является решением задачи

𝑉 (𝜋0
1) = min

𝑢0(·)∈𝑈0

max
𝑤0(·)∈𝑊0

𝐽1(𝑥(𝑇1|𝑥0, 𝑢0(·), 𝑤0(·))), (2)

а каждая программа 𝑢01(·|𝑥1) при 𝑥1 ∈ 𝑋(𝑇1|𝑥0, 𝑢00(·|𝑥0)) является решением задачи

𝐽1(𝑥1) = min
𝑢1(·)∈𝑈1

max
𝑤1(·)∈𝑊1

𝑐′𝑥(𝑇 |𝑥1, 𝑢1(·), 𝑤1(·))

при условии 𝑥(𝑇 |𝑥1, 𝑢1(·), 𝑤1(·)) ⊆ 𝑋𝑇 ∀𝑤1(·) ∈ 𝑊1.
Основной результат работы – эффективный метод решения задачи (2), позволяю-

щий свести ее к задаче линейного программирования. Для этого сначала задачу (2)
представим в эквивалентном виде

𝑉 (𝜋0
1) = min

𝑢0(·),𝛼
𝛼, (3)

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢0(𝑡) +𝑀𝑤0(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑢0(𝑡) ∈ 𝑈0, 𝑡 ∈ ∆0,

𝑥(𝑇1) ∈ 𝑋1(𝛼) = {𝑥1 : 𝐽1(𝑥1) 6 𝛼} ∀𝑤0(·) ∈ 𝑊0,

Затем построим в внешние аппроксимаций многогранников 𝑋1(𝛼) при всех значе-
ниях 𝛼. Для этого выберем систему векторов 𝑝𝑗 ∈ R𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1, ‖𝑝𝑗‖ = 1, и
составим из них матрицу 𝑃1 ∈ R𝑚1×𝑛. Пусть 𝑓(𝛼) = (𝑓𝑗(𝛼), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1) :

𝑓𝑗(𝛼) = max 𝑝′𝑗𝑥1, 𝑥1 ∈ 𝑋1(𝛼). (4)

Аппроксимирующий многогранник для 𝑋1(𝛼) имеет вид

�̄�1(𝛼) = {𝑥1 ∈ R𝑛 : 𝑃1𝑥1 6 𝑓(𝛼)}.

Следующее утверждение дает простое описание зависимости решений задач (4)
от 𝛼.

Утверждение. Пусть для любого 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1 векторы 𝑝𝑗 таковы, что имеют
место равенства rank (𝐺′

1|𝑐1) = rank (𝐺′
1|𝑐1|𝑝𝑗) = 𝑚 + 1, где 𝐺1 = 𝐻𝐴𝑇−𝑇1 , 𝑐′1 =

= 𝑐′𝐴𝑇−𝑇1 Тогда
𝑓(𝛼) = 𝑓0 + 𝜆𝛼, (5)

где 𝑓0 = 𝑓(0), 𝜆 = (𝜆𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1), 𝜆𝑗 удовлетворяют условиям 𝐺′
1𝑦+ 𝑐1𝜆𝑗 = 𝑝𝑗,

𝜆𝑗 > 0.
Идея доказательства основана на результатах теории двойственности, применен-

ных к задаче (4), и построении явного двойственного решения при предположениях
утверждения.

Наконец, заменяя в (3) многогранник 𝑋1(𝛼) его аппроксимацией �̄�1(𝛼), с 𝑓(𝛼)
согласно (5), и исключая 𝑥(𝑡), получим задачу линейного программирования для
нахождения 𝑢00(·|𝑥0) :

min
𝑢0(·),𝛼

𝛼, (6)∑︁
𝑡∈Δ0

𝑃1𝐴
𝑇1−𝑡−1𝐵𝑢0(𝑡) − 𝜆𝛼 6 𝑓0 − 𝛾 − 𝑃1𝐴

𝑇1𝑥0,

𝑢min 6 𝑢0(𝑡) 6 𝑢max, 𝑡 ∈ ∆0,

где 𝛾 = (𝛾𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1) : 𝛾𝑗 = 𝑤max

∑︀
𝑡∈Δ0

‖𝑝′𝑗𝐴𝑡𝑀‖1.
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Случай rank (𝐺′
1|𝑐1) = 𝑛 < 𝑚 + 1 исследуется аналогично, но вместо аппроксима-

ции 𝑋1(𝛼) строится аппроксимация множества

Ξ1(𝛼) =

{︂
(𝜉0, 𝜉) ∈ R𝑚+1 : ∃𝑢1(·) ∈ 𝑈1, 𝑔min + 𝛾 6 𝜉 +

∑︁
𝑡∈Δ1

𝐻𝐴𝑇−𝑡−1𝑢1(𝑡) 6 𝑔max − 𝛾,

𝜉0 +
∑︁
𝑡∈Δ1

𝑐′𝐴𝑇−𝑡−1𝐷(𝑡)𝑢1(𝑡) 6 𝛼− 𝛾0

}︂
,

где

𝛾(𝜏) = (𝛾𝑖(𝜏), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚), 𝛾𝑖 = 𝑤max

𝑇−𝜏−1∑︁
𝑡=0

‖ℎ′𝑖𝐴𝑡𝑀‖1, 𝛾0 = 𝑤max

𝑇−𝜏−1∑︁
𝑡=0

‖𝑐′𝐴𝑡𝑀‖1.

Результирующая в этом случае задача линейного программирования также имеет
общий вид (6), однако правила вычисления матрицы 𝑃1, векторов 𝑓0 и 𝜆 отличны.
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В теории оптимального управления одной из важных проблем является пробле-
ма управляемости динамических систем. В теории управляемости динамических си-
стем управления, как правило, выбираются из различных классов функций: кусочно-
непрерывные, кусочно-линейные, кусочно-постоянные, релейные и т.д. Особый инте-
рес представляют управления, которые генерируются с помощью дифференциальных
регуляторов [1]. В докладе рассматривается задача относительной управляемости ли-
нейной системы с запаздыванием по состоянию с помощью дифференциального де-
скрипторного регулятора.

Рассмотрим систему управления

�̇� = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− ℎ) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (1)


