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Теорема. Справедливо включение

[𝑥(𝑡, 𝑠)]⊆
𝑡∑︁

𝑗=0

[𝐹 0,𝑠+𝑗(𝑡, 𝑠)][𝛼(𝑠+ 𝑗)] +
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝑡−𝑖−1∑︁
𝑗=0

[𝐹 𝑖+1,𝑠+𝑗(𝑡, 𝑠)]([𝐵(𝑖, 𝑠+ 𝑗)][𝑢(𝑖, 𝑠+ 𝑗)]). (6)

Интервальную функцию в правой части включения (6) назовем приближенным
решением задачи Коши (1). Приближенное решение выражается через параметры
исходной задачи (2) в терминах решений определяющего уравнения (4) с начальными
условиями (5) и, очевидно, служит внешней аппроксимацией точного решения.

Заметим, что включение (6) становится равенством в некоторых частных случаях,
например; для точечных (не интервальных) матриц и векторов.

Представление (6) в дальнейшем можно использовать для получения условий управ-
ляемости и стабилизируемости интервальных нестационарных дискретных систем.
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Представленный доклад является обобщением результатов, полученных в [1] на
случай, когда время перехода в конечное состояние не фиксировано. Следует отме-
тить, что данное обобщение является вполне естественным в прикладных задачах
(см., например, [2]).

В классе 𝑟-мерных управляющих воздействий 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑟(𝑡)), 𝑡 ∈
∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], с кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу
оптимального управления:

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝜇𝑓(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (1)

𝑥(𝑡1) = 0, 𝐽(𝑢) =

𝑡1∫︁
𝑡0

(1 + 𝑥т𝑄(𝑡)𝑥+ 𝑢т𝑃 (𝑡)𝑢) 𝑑𝑡→ min, (2)

где 𝜇 – малый (по модулю) параметр, 𝑡0 – заданный момент времени, 𝑡1 – нефикси-
рованный конечный момент времени (𝑡1 > 𝑡0), 𝑥 – 𝑛-вектор, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇, –
нелинейная вектор-функция, 𝑄(𝑡) – неотрицательно-определенная симметрическая
матрица, а 𝑃 (𝑡) – положительно-определенная симметрическая матрица для всех 𝑡 ∈
∈ 𝑇. В дальнейшем для определенности будем считать управления непрерывными
справа в любой момент времени.
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Предположение 1. Элементы матриц 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡), 𝜕𝑓(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑥, 𝑥 ∈
∈ R𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇, принадлежат классу 𝐶𝑝, 𝑝 > 1.

Определение 1. Управление 𝑢(𝑁)(𝑡, 𝜇), 𝑡 ∈ 𝑇, с кусочно-непрерывными компо-
нентами назовем (программным) асимптотически субоптимальным управлением 𝑁 -
го порядка (𝑁 = 0, 1, 2, . . . ) в задаче (1), (2), если оно переводит систему (1) в состоя-
ние 𝑂(𝜇𝑁+1) и отклоняется по критерию качества 𝐽(𝑢) от оптимального управления
на величину того же порядка малости.

В докладе предложен алгоритм, с помощью которого для заданного числа N (𝑁 6
6 𝑝) можно построить асимптотически субоптимальное управление 𝑁 -го порядка в
рассматриваемой задаче. Алгоритм опирается на конструктивное доказательство тео-
ремы о существовании при сделанных предположениях гладкого оптимального управ-
ления и его асимптотических свойствах. Его суть состоит в построении полиномов
Тейлора определяющих элементов оптимального управления. Такими элементами в
данной задаче являются конечный момент времени, а также начальные значения со-
пряженных переменных, которые в силу принципа максимума [3] соответствуют опти-
мальному управлению. Эти определяющие элементы как функции малого параметра
принадлежат классу 𝐶𝑝.

Вычисления при построении асимптотически субоптимальных управлений начи-
наются с решения базовой задачи, которая формально получается из исходной при
𝜇 = 0, и в отличие от нее является задачей оптимизации линейной системы.

Предположение 2. Динамическая система в базовой задаче является вполне
управляемой [4].

При сделанном предположении в базовой задаче существует единственное опти-
мальное управление, которое является нормальной экстремалью. Последнее означает,
что принцип максимума [3] в данном случае может быть сформулирован следующим
образом: пусть 𝑡01 – оптимальное время перехода, 𝑢0(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 0 = [𝑡0, 𝑡

0
1], – опти-

мальные управление и траектория в базовой задаче, тогда существует такое решение
𝜓0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 0, сопряженной системы

�̇� = −𝐴т(𝑡)𝜓 +𝑄(𝑡)𝑥0(𝑡),

что выполняются условия

𝜓0т
(𝑡)𝐵т(𝑡)𝑢0(𝑡) − 𝑢0

т
(𝑡)𝑃 (𝑡)𝑢0(𝑡) = max

𝑢∈R𝑟
(𝜓0т

(𝑡)𝐵т(𝑡)𝑢− 𝑢т𝑃 (𝑡)𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇 0, (3)

𝜓0т
(𝑡01)𝐵

т(𝑡01)𝑢
0(𝑡01) − 𝑢0

т
(𝑡01)𝑃 (𝑡01)𝑢(𝑡01) = 1.

Из условия (3) непосредственно следует

𝑢0(𝑡) =
1

2
𝑃−1(𝑡)𝐵т(𝑡)𝜓0(𝑡).

Вычислительная процедура при построении асимптотически субоптимальных уп-
равлений помимо решения базовой задачи, которая является линейно-квадратичной,
включает интегрирование систем линейных дифференциальных уравнений, а также
нахождение корней невырожденных линейных алгебраических систем. Заметим, что
при сделанных предположениях асимптотически субоптимальным управлением нуле-
вого порядка является решение базовой задачи.
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Доклад посвящен историческому развитию и современному состоянию проблем
неустойчивости положений равновесия обыкновенных дифференциальных уравнений,
исследуемых с помощью метода функций Ляпунова. Основное внимание уделено, тео-
ремам Ляпунова–Четаева–Красовского о неустойчивости и их обобщениям. Указаны
некоторые эффективные направления качественной теории дифференциальных урав-
нений в изучении неустойчивости. Дан анализ методов решения задач неустойчивости
равновесия для различных типов дифференциальных уравнений (автономных и неав-
тономных, периодических и почти периодических).

Основополагающие концепции понятий устойчивости, асимптотической устойчиво-
сти и неустойчивости для систем нелинейных дифференциальных уравнений введены
А.М. Ляпуновым [1]. Им предложен важный метод исследования проблем устойчиво-
сти состояний равновесия, основанный на использовании вспомогательных функций
(функций Ляпунова). Метод функций Ляпунова или, как сейчас принято называть,
прямой метод Ляпунова, получил необъятно широкое распространение в исследова-
ниях ученых благодаря своей относительной простоте и эффективности. Универсаль-
ность метода подтверждается не только огромным количеством работ мирового на-
учного сообщества по его развитию и всевозможным модификациям применительно
к тем, или иным направлениям современной математики, но и той значимой прак-
тической направленностью при решении конкретных задач естественных, а также и
общественных дисциплин разнообразных областей наук, где в соответствующих фор-
мализованных моделях протекают динамические процессы.

Поскольку метод функций Ляпунова не требует непосредственного интегрирова-
ния решений нелинейных дифференциальных систем, то это прочно связывает его
с качественной теорией динамических систем. По мере развития и совершенствова-
ния прямого метода такая связь обнаруживает все более тесный характер, где оба
направления научных интересов обогащают друг друга.

В основе метода лежит использование вспомогательной непрерывно дифференци-
руемой функции 𝑉 : 𝑈 × R → R+ определенной в некоторой окрестности 𝑈 ⊂ R𝑛

точки покоя 𝑥 = 0, причем 𝑉 (0, 𝑡) = 0 ∀𝑡 ∈ R+. Если при этом 𝑉 (𝑥, 𝑡) > 𝑎(‖𝑥‖) для


