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3) если 𝑘 > 3, то 𝑢*(𝑘) = (𝑢*(1), . . . , 𝑢*(𝑘)), где

𝑢*(1) =

(︂
1 − 𝑥*1

𝑋1(1)
, . . . , 1 − 𝑥*𝑛

𝑋𝑛(1)

)︂
; 𝑢*(𝑗) =

(︂
1 − 𝑥*1

𝜙1(𝑑, 𝑥*)
, . . . , 1 − 𝑥*𝑛

𝜙𝑛(𝑑, 𝑥*)

)︂
при 𝑗 = 2, . . . , 𝑘 − 1; 𝑢*(𝑘) = (1, . . . , 1).

Теорема 2. Предположим, что функция 𝐷(𝑥) достигает максимального значе-
ния в единственной точке 𝑥* ∈ R𝑛

+ и 𝑥*𝑖 6 𝜙𝑖(𝑑, 𝑥
*) ̸= 0 для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Тогда для любого 𝑥(0) ∈ R𝑛
+ такого, что 𝜙𝑖(𝑑, 𝑥(0)) > 𝑥*𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, функция

𝐻*(𝑢, 𝑥(0)) достигает наибольшего значения

𝐻*(𝑢
*, 𝑥(0)) = 𝐷(𝑥*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖(𝜙𝑖(𝑑, 𝑥
*) − 𝑥*𝑖 )

на множестве 𝑈 при следующем режиме эксплуатации:

𝑢*(1)=

(︂
1− 𝑥*1

𝑋1(1)
, . . . , 1− 𝑥*𝑛

𝑋𝑛(1)

)︂
; 𝑢*(𝑘)=

(︂
1− 𝑥*1

𝜙1(𝑑, 𝑥*)
, . . . , 1− 𝑥*𝑛

𝜙𝑛(𝑑, 𝑥*)

)︂
, 𝑘 > 2.

При помощи теоремы 2 получены оценки средней временно́й выгоды для различ-
ных моделей взаимодействия двух видов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект 20-01-00293).
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Нестационарная двухпараметрическая дискретная система вида

𝑥 (𝑡+ 1, 𝑠) = 𝐴(𝑡, 𝑠)𝑥 (𝑡, 𝑠+ 1) +𝐷(𝑡, 𝑠)𝑥 (𝑡, 𝑠) +𝐵(𝑡, 𝑠)𝑢 (𝑡, 𝑠) (1)
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достаточно полно исследована. Найдено представление решения в форме Коши и ис-
следован ряд структурных свойств [1]. Для интервальной системы вида (1) построе-
ние решения весьма нетривиальная задача. В данном сообщении, используя технику
работы [2], дано построение приближенного решения интервальной нестационарной
дискретной системы в форме Коши.

Введем обозначение: вещественный интервал будем записывать в виде

[𝑣] = [𝑣1, 𝑣2] ∈ 𝐼(𝑅).

Аналогично будем обозначать интервальные матрицы и векторы. В остальном будем
придерживаться общепринятых обозначений [3,4]. В рамках интервального исчисле-
ния рассмотрим во множестве Ω = [0, 𝑇 ] × [𝑠, 𝑠+ 𝑇 ] , 𝑠 ∈ 𝑍, 𝑇 ∈ 𝑍+ задачу Коши

𝑥[(𝑡+ 1, 𝑠)] = [𝐴(𝑡, 𝑠)][𝑥 (𝑡, 𝑠+ 1)] + [𝐷(𝑡, 𝑠)][𝑥 (𝑡, 𝑠)] + [𝐵(𝑡, 𝑠)][𝑢 (𝑡, 𝑠)],

[𝑥 (0, 𝑠)] = [𝛼 (𝑠)] (2)

для интервальной двухпараметрической системы.
Здесь интервальные матрицы [𝐴 (𝑡, 𝑠)], [𝐷] (𝑡, 𝑠)] ∈ 𝐼(𝑅𝑛×𝑛), [𝐵 (𝑡, 𝑠)] ∈ 𝐼(𝑅𝑞×𝑛);

[𝛼 (𝑠)] ∈ 𝐼(𝑅𝑛) – известный интервальный вектор; [𝑢 (𝑡, 𝑠)] ∈ 𝐼(𝑅𝑞) – интервальное
управляющее воздействие; [𝑥 (𝑡, 𝑠)] – вектор состояния; (𝑡, 𝑠) ∈ Ω – независимая пе-
ременная. Арифметические операции понимаем в смысле классической интервальной
арифметики [1].

Зафиксируем пару (𝑡, 𝑠) ∈ Ω. Траекторией (точным решением) [4] задачи Коши
для системы (2) назовем последовательность интервальных векторов{︂

[𝑥(0, 𝑗)] = [𝛼(𝑗)],
𝑗 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑠+ 𝑡

}︂
,⎧⎨⎩

[𝑥 (𝑖+ 1, 𝑗)] = [𝐴 (𝑖, 𝑗)][𝑥 (𝑖, 𝑗 + 1)] + [𝐷 (𝑖, 𝑗)][𝑥 (𝑖, 𝑗)] + [𝐵 (𝑖, 𝑗)][𝑢 (𝑖, 𝑗)],
𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑡− 1,
𝑗 = 𝑠, 𝑠+ 1, . . . , 𝑠+ 𝑡− 𝑖− 1

⎫⎬⎭ (3)

Поскольку арифметические операции определяют интервальные векторы (3) од-
нозначно, то задача Коши имеет единственное решение.

По параметрам системы (2) составим рекуррентное соотношение (определяющее
уравнение)

[𝐹 𝑖,𝑗 (𝑡, 𝑠)] = [𝐹 𝑖+1,𝑗−1 (𝑡, 𝑠)][𝐴 (𝑖, 𝑗 + 1)] + [𝐹 𝑖+1,𝑗 (𝑡, 𝑠)][𝐷 (𝑖, 𝑗)],

𝑖 = 𝑡, 𝑡− 1, . . . , 1, 0,

𝑗 = 𝑠+ 𝑡− 𝑖, 𝑠+ 𝑡− 𝑖− 1, . . . , 𝑠+ 1, 𝑠, (4)

с краевыми условиями

[𝐹 𝑖,𝑗 (𝑡, 𝑠)] = 0 при 𝑗 < 𝑠; или 𝑖+ 𝑗 > 𝑡+ 𝑠;

[𝐹 𝑖,𝑗 (𝑡, 𝑠)] = 𝐸 при 𝑖 = 𝑡, 𝑗 = 𝑠. (5)

Здесь 0 и 𝐸 – нулевая и единичная точечные матрицы [3, с. 15, с. 127] (матрица
𝐶 точечная, если 𝐶 = [𝐶] = [𝐶,𝐶]). Очевидно, что такие матрицы определяются
однозначно для всех 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , и (𝑡, 𝑠) ∈ Ω.
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Теорема. Справедливо включение

[𝑥(𝑡, 𝑠)]⊆
𝑡∑︁

𝑗=0

[𝐹 0,𝑠+𝑗(𝑡, 𝑠)][𝛼(𝑠+ 𝑗)] +
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝑡−𝑖−1∑︁
𝑗=0

[𝐹 𝑖+1,𝑠+𝑗(𝑡, 𝑠)]([𝐵(𝑖, 𝑠+ 𝑗)][𝑢(𝑖, 𝑠+ 𝑗)]). (6)

Интервальную функцию в правой части включения (6) назовем приближенным
решением задачи Коши (1). Приближенное решение выражается через параметры
исходной задачи (2) в терминах решений определяющего уравнения (4) с начальными
условиями (5) и, очевидно, служит внешней аппроксимацией точного решения.

Заметим, что включение (6) становится равенством в некоторых частных случаях,
например; для точечных (не интервальных) матриц и векторов.

Представление (6) в дальнейшем можно использовать для получения условий управ-
ляемости и стабилизируемости интервальных нестационарных дискретных систем.
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Представленный доклад является обобщением результатов, полученных в [1] на
случай, когда время перехода в конечное состояние не фиксировано. Следует отме-
тить, что данное обобщение является вполне естественным в прикладных задачах
(см., например, [2]).

В классе 𝑟-мерных управляющих воздействий 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑟(𝑡)), 𝑡 ∈
∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], с кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу
оптимального управления:

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝜇𝑓(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (1)

𝑥(𝑡1) = 0, 𝐽(𝑢) =

𝑡1∫︁
𝑡0

(1 + 𝑥т𝑄(𝑡)𝑥+ 𝑢т𝑃 (𝑡)𝑢) 𝑑𝑡→ min, (2)

где 𝜇 – малый (по модулю) параметр, 𝑡0 – заданный момент времени, 𝑡1 – нефикси-
рованный конечный момент времени (𝑡1 > 𝑡0), 𝑥 – 𝑛-вектор, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇, –
нелинейная вектор-функция, 𝑄(𝑡) – неотрицательно-определенная симметрическая
матрица, а 𝑃 (𝑡) – положительно-определенная симметрическая матрица для всех 𝑡 ∈
∈ 𝑇. В дальнейшем для определенности будем считать управления непрерывными
справа в любой момент времени.


