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равен 𝑛 для любого 𝑡 ∈ 𝑇. Нетрудно заметить, что преобразование 𝐺(𝑡), связыва-
ющее две равномерно наблюдаемые системы (𝐴, 𝑐) и (𝐵, 𝑑) из одной орбиты, имеет
вид 𝐺(𝑡) = (𝑆(𝐴, 𝑐)(𝑡))−1𝑆(𝐵, 𝑑)(𝑡).

Доказано [5, 6], что отображение 𝑓 : R𝑛→𝐶(𝑇,R𝑛), 𝑓(𝐴, 𝑐)(𝑡) = 𝑠𝑛(𝑡)(𝑆(𝐴, 𝑐)(𝑡))−1,
является полным инвариантом действия группы G на множестве R𝑛. Пусть R𝑐

𝑛 –
подмножество множества R𝑛, для каждой системы (𝐴, 𝑐) которого полный инвариант
𝑓(𝐴, 𝑐)(𝑡) является неизменяющейся по времени функцией. Понятно, что множество
стационарных наблюдаемых систем (1) является подмножеством R𝑐

𝑛.
Теорема 2. Равномерно наблюдаемая пара (𝐴, 𝑐) обладает стационарной орби-

той тогда и только тогда, когда она принадлежит множеству R𝑐
𝑛.

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия наличия в орбите
пары (𝐴, 𝑐) из Σ𝑛 стационарной системы наблюдения в форме Фробениуса [5, 6].

Теорема 3. В орбите O(𝐴, 𝑐) имеется стационарная система в форме Фробени-
уса тогда и только тогда, когда пара (𝐴, 𝑐) принадлежит классу 𝑘 = ∞, является
равномерно наблюдаемой и существуют такие действительные числа 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛,
что для всех 𝑡 ∈ 𝑇 выполняется равенство 𝑠𝑛(𝑡) = 𝛼1𝑠0(𝑡) +𝛼2𝑠1(𝑡) + . . . +𝛼𝑛𝑠𝑛−1(𝑡),
где 𝑛-вектор-строки 𝑠𝑖(𝑡), 𝑖=0, 1, . . . , 𝑛, построены по рекуррентным формулам (2).

В работе [9] описан алгоритм построения стационарной системы для равномерно
наблюдаемой системы наблюдения и приведены примеры.
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Рассмотрим стационарную систему

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, (1)

где 𝑥 – 𝑛-вектор; 𝑢 – 𝑟-вектор; 𝐴 и 𝐵 – соответственно 𝑛× 𝑛 и 𝑛× 𝑟-матрицы.
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Систему (1) считаем стабилизируемой, если найдется такая 𝑟×𝑛-матрица 𝑄, что
замыкание этой системы управлением

𝑢 = 𝑄𝑥

приводит к асимптотически устойчивой системе

�̇� = (𝐴+𝐵𝑄)𝑥.

Составим 𝑛×𝑚-матрицу 𝑆, столбцами которой являются 𝑚-линейно независимых
вектор-столбцов матрицы 𝐻 = [𝐵;𝐴𝐵; . . . ;𝐴𝑛−1𝐵], где 𝑚 = rank𝐻.

Теорема. Для стабилизируемости системы (1) необходимо и достаточно, что-
бы многочлен

𝜙(𝜆) =
𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐸 − 𝐴)

𝑑𝑒𝑡(𝑆т(𝜆𝐸 − 𝐴)𝑆)

был многочленом Гурвица.
Здесь т – символ транспонирования.
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Задачам оптимальной эксплуатации популяций, заданных различными динамиче-
скими системами, посвящено множество работ ученых, начиная с прошлого века [1, 2].
В настоящее время ведутся активные исследования по изучению оптимального про-
мысла и его влияния на характер динамики и состав структурированных популяций
(см., например, [3, 4]).

Рассмотрим модель динамики популяции, развитие которой при отсутствии экс-
плуатации задано системой дифференциальных уравнений

�̇� = 𝑓(𝑥),

где 𝑥 ∈ R𝑛
+
.
= {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0}.

Предполагаем, что в моменты времени 𝜏(𝑘) = 𝑘𝑑, 𝑑 > 0, из популяции извлека-
ется некоторая доля ресурса

𝑢(𝑘) = (𝑢1(𝑘), . . . , 𝑢𝑛(𝑘)) ∈ [0, 1]𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

что приводит к мгновенному уменьшению его количества. Если 𝑛 > 2, то ресурс
𝑥 ∈ R𝑛

+ является неоднородным, т.е. либо состоит из отдельных видов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
либо разделен на 𝑛 возрастных групп. Отметим, что в данной работе в скобках мы
обозначаем временные, а нижними индексами – пространственные параметры; напри-
мер, через 𝑢𝑖(𝑘) обозначается доля ресурса 𝑖-го вида, извлеченного из популяции в


