
Качественная теория дифференциальных уравнений 89

3. Bondarev A.N. Multipoint Boundary Value Problem for the Linear Matrix Lyapunov Equation
with Parameter // International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations
«QUALITDE–2015», 2015. P. 32–35.

4. Бондарев А.Н. К разрешимости и построению решения многоточечной краевой за-
дачи для матричного уравнения Ляпунова с параметром // XIX Междунар. науч. конф.
по дифференц. уравнениям «Еругинские чтения–2019»: тез. докл. междунар. науч. конф.,
Могилев, 14–17 мая 2019 г. Мн.: Ин-т математики НАН Беларуси. 2019. Ч. 1. С. 65–67.

5. Лаптинский В.Н. Конструктивный анализ управляемых колебательных систем. Мн.:
Ин-т математики НАН Беларуси, 1998.

6. Демидович Б.П. Лекции по математической теории устойчивости. М.: Наука, 1967.
7. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. М.: Наука, 1977.

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ,
ПОРОЖДЕННЫХ НЕКОТОРЫМИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ

УРАВНЕНИЯМИ НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

Васьковский М.М., Прохоров Н.П.

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь
vaskovskii@bsu.by; nprohorovminsk@mail.ru

В работе [1] были исследованы свойства комплексной экспоненты, связанные с
плотностью образов ее итераций от прямых на комплексной плоскости. Рассмотрим
прямые на C, параметризованные следующим образом:

𝐿𝛼(𝑝) = {𝑝+ (𝛼 + 𝑖)𝑡 : 𝑡 ∈ R},

где 𝑝 ∈ C и 𝛼 ∈ R. Было доказано, что для почти любого 𝛼 (относительно меры
Лебега на R) множество exp∘2(𝐿𝛼(𝑝)) плотно в комплексной плоскости, и для любого
𝛼 ̸= 0 множество exp∘𝑛(𝐿𝛼(𝑝)) плотно в C для 𝑛 > 3.

Данный результат может быть рассмотрен как построение класса гладких кривых,
которые являются плотными на плоскости. С другой стороны, данные кривые явля-
ются решениями задачи Коши некоторых дифференциальных уравнений. Рассмотрим
уравнение

𝑧′ = (𝛼 + 𝑖)𝑧 Ln (𝑧),

где 𝑧 : R → C достаточно гладкая функция, а Ln – главная ветвь комплексного
логарифма. Решением задачи Коши c 𝑧(0) = 𝜆 ∈ C является 𝑧(𝑡) = 𝜆𝑒𝑒

𝑡(𝛼+𝑖)
. Таким

образом, почти для любого 𝛼 невырожденные интегральные кривые данного диф-
ференциального уравнения являются плотными в C. Аналогично, невырожденные
интегральные кривые уравнения

𝑧′ = (𝛼 + 𝑖)𝑧 Ln (𝑧) Ln Ln (𝑧),

являются плотными на комплексной плоскости для любого ненулевого действитель-
ного 𝛼.

В работе [2] нами были построены классы функций, обладающих свойствами, схо-
жими с вышеописанными, а именно, нами были введены следующие классы голо-
морфных отображений комплексной плоскости:
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Определение 1. Будем говорить, что голоморфное отображение 𝑓 : C→ C при-
надлежит классу A, если выполнены следующие условия:

(A1) : функция 𝑓 является 𝑇 -периодической для некоторого положительного дей-
ствительного числа 𝑇 ;

(A2) : существует конечное множество 𝐻 = {ℎ1, . . . , ℎ𝑚} действительных чисел
таких, что можно задать обратную однозначную аналитическую функцию 𝜆(𝑧) =
= 𝑓−1(𝑧) на множестве C ∖ 𝐸 и 𝑓 ′(𝑧) ̸= 0 ∀𝑧 ∈ C ∖ 𝐸, где 𝐸 ⊂ C множество точек
на линиях 𝑧 = 𝑡+ 𝑖ℎ𝑘, 𝑡 ∈ R, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚;

(A3) : для любого действительного ℎ /∈ 𝐻 существует константа 𝑐(ℎ), такая что

sup
𝑡∈R

|𝜆′(𝑡+ 𝑖ℎ)| 6 𝑐(ℎ);

(A4) : для любого фиксированного действительного ℎ /∈ 𝐻 функция 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ R,
ограничена и 𝜓′(𝑡)/𝜙′(𝑡) → ∞ при 𝑡→ ∞, где

𝜙(𝑡) = Re (𝜆(𝑡+ 𝑖ℎ)), 𝜓(𝑡) = Im (𝜆(𝑡+ 𝑖ℎ)).

Определение 2. Будем говорить, что голоморфное отображение 𝑓 : C→ C при-
надлежит классу B, если выполнены условия (A1), (A2), (A4) и дополнительно
следующие условия(здесь будем использовать обозначения введенные в определении
класса A) :

(B1) : для любого действительного ℎ /∈ 𝐻 существует положительное действи-
тельное число 𝜀 такое, что

lim
𝑡→∞

sup
𝜁∈[ℎ−𝜀,ℎ+𝜀]

|𝜆′(𝑡+ 𝑖𝜁)| = 0;

(B2) : для любого 𝑝 ∈ C, 𝛼 ∈ R ∖ {0}, 𝛿 > 0, 𝑙 > 0 существует отрезок [𝑡1, 𝑡2]
такой, что длина отрезка кривой 𝜂(𝑡) = 𝑓(𝑝+ 𝑡(𝑖+ 𝛼)), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], не менее 𝑙, и угол
наклона 𝜂(𝑡) принимает значения между 1/2𝛿 и 1/𝛿 для любого 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

В следующих двух теоремах доказывается, что функции, принадлежащие классам
A и B, обладают необходимыми свойствами:

Теорема 1. Пусть 𝑝 ∈ C и функция 𝑓 : C → C принадлежит классу A. Тогда
для почти любого 𝛼 ∈ R множество 𝑓 ∘(2)(𝐿𝛼(𝑝)) плотно в C.

Теорема 2. Пусть 𝑝 ∈ C и функция 𝑓 : C → C принадлежит классу B. Тогда
для любого 𝛼 ∈ R ∖ {0} множество 𝑓 ∘(3)(𝐿𝛼(𝑝)) плотно в C.

Исходя из следующего замечания, схожее свойство верно и для более высоких
итераций:

Замечание 1. Пусть 𝑓 : C → C непрерывно и 𝑓 ∘𝑛(C) плотно в C, тогда для
любого 𝑚 > 0 множество 𝑓 ∘(𝑛+𝑚)(C) также является плотным на комплексной плос-
кости.

Также были построены примеры конкретных функций, принадлежащих указан-
ным классам.

Теорема 3. Функции 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 и 𝑔(𝑧) = sin 𝑧 принадлежат классам A и B.
Полученные классы отображений позволяют строить однородные дифференциаль-

ные уравнения в комплексной плоскости с интегральными кривыми, которые плотны
в ней. Отметим, что проверка принадлежности функций к данным классам, обладаю-
щим нетривиальным топологическим свойством, сводится к проверке более простых
аналитических условий.
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Для многих классов автономных систем дифференциальных уравнений с гладкими
правыми частями

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦) (1)

признак Дюлака–Черкаса [1] позволяет эффективно находить верхнюю оценку чис-
ла и локализацию предельных циклов в односвязной области Ω ⊆ 𝑅2 [2]. При та-
ком подходе оценка числа и локализация предельных циклов проводятся с помощью
трансверсальных кривых 𝑊 = {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω : Ψ(𝑥, 𝑦) = 0}, соответствующих функции
Дюлака–Черкаса Ψ ∈ 𝐶1(Ω, 𝑅), удовлетворяющей условию

Φ (𝑥, 𝑦) = 𝑘Ψ div𝑋 +
𝑑Ψ

𝑑𝑡
> 0 (6 0), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

где 𝑋 = (𝑃,𝑄) – векторное поле системы (1), 𝑘 – отрицательное действительное
число.

Теорема 1 (признак Дюлака–Черкаса). Пусть в области Ω система (1) имеет
единственную точку покоя 𝑂 с индексом Пуанкаре +1, а Ψ представляет функцию
Дюлака–Черкаса системы (1) при 𝑘 < 0 в области Ω, где 𝑊 состоит из 𝑠 изоли-
рованных вложенных друг в друга замкнутых кривых (овалов) 𝑤𝑖, окружающих 𝑂.
Тогда в каждой из 𝑠 − 1 кольцеобразных подобластей Ω𝑖, ограниченных соседними
овалами 𝑤𝑖 и 𝑤𝑖+1, система (1) имеет точно один предельный цикл 𝐿𝐶𝑖, а в це-
лом она может иметь в области Ω не более 𝑠 предельных циклов, поскольку один
предельный цикл может существовать в двусвязной области Ω𝑠, расположенной
между внешним овалом 𝑤𝑠 множества 𝑊 и границей 𝜕Ω области Ω.

Для установления же точного числа предельных циклов необходимо проводить
дополнительные исследования, что возможно лишь в отдельных случаях. Одним из
методов для определения точного числа предельных циклов системы (1) после нахож-
дения функции Дюлака–Черкаса является построение во внешней двусвязной под-
области Ω𝑠 дополнительной замкнутой трансверсальной кривой, охватывающей все
овалы множества 𝑊, в соответствии со следующим утверждением [3, 4].

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и у системы (1) существу-
ет замкнутая трансверсальная кривая �̃�, которая расположена в двусвязной подоб-
ласти Ω𝑠 и окружает внешний овал множества 𝑊, образуя вместе с ним границу


