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Как известно, общее решение u уравнения (10) представимо в виде суммы

u (x) = u(0) (x) + vp (x) , (11)

где u(0) – общее решение однородного уравнения

Lu(0) (x) = 0, (12)

vp – частное решение уравнения (10).
Общее решение u(0) (x) однородного уравнения (12) представимо в виде

u(0) (x) = g(1) (x1 − ax0) + g(2) (x1 + ax0) ,

где g(j) - произвольные функции из класса Ck
(
D
(
g(j)
))
, j = 1, 2, D

(
g(j)
)
- области опреде-

ления функций g(j), ∀x ∈ Q, D
(
g(1)
)

= R, D
(
g(2)
)

= [0,∞).
В частности рассмотрена задача со смешанными граничными условиями в четверти плос-

кости для волнового уравнения. Граница области состоит из двух перпендикулярных полу-
прямых. На одной из них задаются условия Коши. Вторая полупрямая разделена на две
части: конечный отрезок и оставшаяся часть в виде полупрямой. На отрезке задается усло-
вие Дирихле, на второй части в виде полупрямой - условие Неймана.
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Рассматривается первая смешанная задача для волнового уравнения в четверти плоско-
сти

(∂2
t − a2∂2

x)u(t, x) = f(t, x), 0 < t <∞, 0 < x <∞, (13)

u(0, x) = φ(x), x ≥ 0, ∂tu(0, x) = ψ(x) =

{
ψ1, x = 0,

ψ2(x), x ∈ (0,∞),
(14)

(∂2
t + b2∂x)u(t, 0) = µ(t), t ≥ 0, (15)

где a2 и b2 – положительные действительные числа, φ, ψ2, µ – некоторые функции, ψ1 –
действительное число.

Для решения задачи (13) – (15) рассматривается вспомогательная задача. К уравнению
(13) присоединяются условия Коши

u(0, x) = φ(x), x ≥ 0, ∂tu(0, x) = ψ̃(x) =

{
ψ̃1(x), x ∈ (0, x∗),

ψ̃2(x), x ∈ (x∗,∞),
(16)

и граничное условие (15). При этом полагаем, что x∗ > 0, ψ̃2(x) = ψ2(x) для x ∈ (x∗,∞),
ψ̃1(0) = ψ1.

Определение 1. Функцию u назовем классическим решением задачи (13), (16) (15),
если u дважды непрерывно-дифференцируема и удовлетворяет уравнению (13) всюду, за ис-
ключением характеристик x− at = 0, x− at = ±x∗ и x+ at = x∗, первому из (16) условию
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u(0, x) = φ(x), x ≥ 0, граничному условию (15) и второму из (16) условию Коши на множе-
стве [0, x∗) ∪ (x∗,∞). Кроме того, функция u на характеристиках x− at = 0, x− at = ±x∗ и
x+ at = x∗ удовлетворяет соответствующим условиям сопряжения.

Теорема 1. Если выполняются условия гладкости для заданных функций: f ∈ C1([0,∞)×
[0,∞)), φ ∈ C2([0,∞)), ψ1 ∈ C1([0, x∗]), ψ2 ∈ C1([x∗,∞)), µ ∈ C([0,∞)), то существует
единственное классическое решение задачи (13), (16), (15) в смысле определения 1, и оно
принадлежит классу C([0,∞)× [0,∞)).

Теорема 2. Пусть выполняются условия f ∈ C1([0,∞) × [0,∞)), φ ∈ C2([0,∞)), ψ1 ∈
C1([0, x∗]), ψ2 ∈ C1([x∗,∞)), µ ∈ C([0,∞)), Тогда решение задачи (13), (16), (15) в смысле
определения 1, принадлежит классу C2([0,∞)×[0,∞)) тогда и только тогда, когда ψ1(x∗) =
ψ2(x∗).

Теорема 3. Пусть выполняются условия f ∈ C1([0,∞) × [0,∞)), φ ∈ C2([0,∞)), ψ1 ∈
C1([0, x∗]), ψ2 ∈ C1([x∗,∞)), µ ∈ C([0,∞)), Тогда решение задачи (13), (16), (15) в смысле
определения 1, принадлежит классам C2({(t, x)|t > 0, x > 0, x− at > 0}) и C2({(t, x)|t > 0,
x > 0, x− at < 0}) тогда и только тогда, когда ψ1(x∗) = ψ2(x∗) и ψ′1(x∗) = ψ′2(x∗).

Задача с условиями сопряжения. Нахождение классического решения задачи (13),
(16), (15) эвквивалентно решению следующей задачи: найти решение уравнения (13), удо-
влетворяющее условиям Коши (16), граничному условию (15) и следующим условиям сопря-
жения

[(∂tu)+ − (∂tu)−](t, at− x∗) = 0,

[(∂tu)+ − (∂tu)−](t, x∗ − at) = [(∂tu)+ − (∂tu)−](t, x∗ + at) =
δψ

2
,

[(∂2
t u)

+ − (∂2
t u)
−

](t, at− x∗) =
b2δψ + a2δψ(1)

2a
,

[(∂2
t u)

+ − (∂2
t u)
−

](t, x∗ − at) = [(∂2
t u)
− − (∂2

t u)
+

](t, x∗ + at) = a
δψ(1)

2
,

[u+ − u−](t, at) = [(∂tu)+ − (∂tu)−](t, at) = 0,

[(∂2
t u)

+ − (∂2
t u)
−

](t, at) = f(0, 0)− µ(0) + a2φ′′(0) + b2φ′(0).

Предельный переход. Решение задачи (13) – (15) строится из решения задачи (13),
(16), (15) предельным переходом.

Теорема. Пусть выполняются условия f ∈ C1([0,∞) × [0,∞)), φ ∈ C2([0,∞)), ψ2 ∈
C1([0,∞)), µ ∈ C([0,∞)), тогда решение задачи (1)− (3) в смысле определения 1 при x∗ = 0,
является единственным тогда и только тогда, когда выполняется условие согласования
µ(0) = f(0, 0) + a2φ′′(0) + b2φ′(0). Кроме того, оно принадлежит классам C([0,∞)× [0,∞)),
C2({(t, x)|t > 0, x > 0, x− at > 0}) и C2({(t, x)|t > 0, x > 0, x− at < 0}) и удовлетворяет усло-
виям сопряжения

[(∂tu)+ − (∂tu)−](t, at) = ψ2(0+)− ψ1,

[(∂xu)+ − (∂xu)−](t, at) = (ψ1 − ψ2(0+))/(2a),

[(∂2
t u)

+ − (∂2
t u)
−

](t, at) = f(0, 0)− µ(0) + a2φ′′(0) +
b2 (ψ2(0+)− ψ1 + 2aφ′(0))

2a
,

[(∂2
xu)

+ − (∂2
xu)
−

](t, at) =
b2 (ψ2(0+)− ψ1)

2a3
+ φ′′(0) +

f(0, 0)− µ(0) + b2φ′(0)

a2
,

[(∂t∂xu)+ − (∂t∂xu)−](t, at) =
b2 (ψ1 − ψ2(0+))− 2a

(
a2φ′′(0) + b2φ′(0) + f(0, 0)− µ(0)

)
2a2

.
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Постановка задачи. Задача рассматривается на множестве четырех независимых пе-
ременных x = (x0,x′) = (x0, x1, x2, x3).

В области Q = (0,+∞)×Ω, где Ω = {x′|x2
1 +x2

2 +x2
3 ≤ 1} ⊂ R3, относительно неизвестной

функции u : R4 ⊃ Q→ u(x) ⊂ R задается волновое уравнение

∂2
x0
u− a2∆′xu = 0, (1)

где R – множество действительных чисел, ∆′x =
3∑
j=1

∂2

∂xj2 – оператор Лапласа.

К уравнению (1) присоединяются начальные условия

u|x0=0 = ϕ(x′), ∂x0u|x0=0 = ψ(x′), (2)

где ϕ : R3 ⊃ Ω → ϕ(x′) ⊂ R, ψ : R3 ⊃ Ω → ψ(x′) ⊂ R – заданные функции. И граничное
условие на боковой поверхности Γ = (0; +∞)× ∂Ω

u|Γ = µ(x), (3)

где µ : R4 ⊃ Γ→ µ(x) ⊂ R – заданная функция.
Теорема П усть ϕ(x′) ∈ C3

(
Ω
)
, ψ(x′) ∈ C2

(
Ω
)
, µ(x) ∈ C3 (Γ). Классическое решение

задачи (1)–(3) существует и единственно в классе C2(Q) тогда и только тогда, когда выпол-
няются условия согласования

µ(0,x′) = ϕ(x′), ∂x0µ(0,x′) = ψ(x′),

∂2
x0
µ(0,x′) = a2∆′xϕ(x′), ∂3

x0
µ(0,x′) = a2∆′xψ(x′)

и оно может быть найдено в точках x, у которых x0 ∈
[
kl
a ; (k+1)l

a

]
, k = 1, 2, ... по формуле

u(x) =
1

2πa

k−1∑
j=0

(−1)j
∂

∂x0

∫
|x′−y′|=χ(k;N)(x0)

µ̃(τ
(k;N)
j (x0),y′)ds′y+

+
1

4πa

 ∂

∂x0

1

χ(k;N)(x0)

∫
|x′−y′|=χ(k;N)(x0)

ϕ(y′)ds′y +
(−1)k

χ(k;N)(x0)

∫
|x′−y′|=χ(k;N)(x0)

ψ(y′)ds′y

 ,




