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Введение. С помощью метода характеристик получены в аналитическом виде класси-
ческие решения задач для одномерного волнового уравнения с условиями, заданными и на
характеристиках, и на нехарактеристических линиях, на которые налагаются определенные
условия. В других источниках данная задача исследуется под названием задача Пикара. По-
казана единственность полученного решения, а также необходимость и достаточность усло-
вий согласования при определенной гладкости заданных функций.

Постановка задачи. На плоскости R2 переменных x = (x1, x2) рассмотрим одномерное
волновое уравнение

Lu = (∂2
x1
− a2∂2

x2
)u(x) = f(x), x ∈ R2, (1)

где ∂2
xj = ∂xj∂xj – операторы дифференцирования второго порядка по переменным xj , j =

1, 2, ∂xj = ∂/∂xj , a ∈ R.
Уравнение (1) [2] имеет два семейства характеристик x2 ± ax1 = const.
К уравнению (1) присоединим условия Дирихле, которые задаются на характеристике

γ(1) = {x | x2 + ax1 = b(0)} и некоторой линии γ(2) = {x | x2 = µ(x1)}, µ ∈ C2(R) (см. рис. 1):

u(x1, x2 = −ax1) = ϕ(1)(x1), x1 ∈ R, (2)

u(x1, x2 = µ(x1)) = ϕ(2)(x1), x1 ∈ R. (3)

Условие 1. Линия γ(2) такова, что любая характеристика из семейства x2 + ax1 =
const пересекает ее только в одной точке плоскости R2.
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Рис. 1

Определение 1. Классическим решением задачи (1)–(3) назовем функцию u из класса
C2(R2), которая удовлетворяет уравнению (1) и условиям (2), (3), где f , ϕ(j), j = 1, 2, –
заданные функции, f ∈ C1(R2), ϕ(j) ∈ C2(R2) и

ϕ(1)(0) = ϕ(2)(0). (4)

Cправедлива следующая теорема:
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Теорема 1. Пусть функции ϕ(j) ∈ C2(R), j = 1, 2, f ∈ C1(R2). При указанных условиях
гладкости заданных функций ϕ(j) (j = 1, 2) и f функция

u(x) = ϕ(1)

(
ax1 − x2

2a

)
+ ϕ(2)

(
−ν(x2 + ax1)

2a

)
− ϕ(1)

(
−ν(x2 + ax1) + x2 + ax1

2a

)
−

− 1

4a2

x2+ax1∫
0

( x2−ax1∫
s(x2+ax1)

f

(
η − ξ

2a
,
η + ξ

2

)
dξ

)
dη,

где z = ν(y) – функция, обратная к функции y = µ
(
− z

2a

)
− z

2 , есть функция из класса
C2(R2) и является единственным решением задачи (1)–(3) тогда и только тогда, когда
выполняется условие (4).
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В данной работе рассматриваются разного рода граничные задачи в четверти плоскости
для волнового уравнения. Определяется классическое решение для каждой задачи рассмат-
риваемого уравнения. Для построения этого решения выписывается частное решение в чет-
верти плоскости исходного волнового уравнения. Для заданных функций каждой граничной
задачи выводятся условия согласования, которые являются необходимым и достаточным
условием, чтобы представленное решение было классическим.

Важным моментом решения таких задач является конструкция частного решения урав-
нения. Для задачи Коши в полуплоскости эффективным методом построения частного реше-
ния является метод Дюамеля через решение вспомогательной задачи Коши для однородного
уравнения. В случае других областей рассматриваемых задач, отличных от полуплоскости
и полупространства частное решение строится либо методом Дюамеля с помощью пред-
варительного продолжения заданной функции в правой части уравнения, либо строится в
подобластях рассматриваемой задачи. В последнем случае необходимо склеить полученные
решения на границах подобластей, не теряя их гладкости.

Постановка задачи. Относительно независимых переменных x = (x0, x1) на плоскости
R2
(
x ∈ R2

)
рассматривается линейное одномерное волновое уравнение

Lu =
(
∂2
x0
− a2∂2

x1

)
u (x) = f (x) , x ∈ Q = [0,∞)× [0,∞), (10)

относительно искомой функции u : Q 3 x→ u (x) ∈ R, где ∂x0 , ∂x1 - операторы частных про-
изводных первого порядка по переменным x0 и x1 соответственно, ∂2

x0
= ∂x0∂x0 , ∂2

x1
= ∂x1∂x1 ,

a2 - положительное число из R. Для уравнения (10) в четверти плоскости R2 определяется
классическое решение.




