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Определение 1. Решением уравнения (1) с начальным условием Y0 = x ∈ R будем
называть элемент Y ∈ Cα([0, T ],R), такой что для любого t ∈ [0, T ] выполнено равенство

Yt = x+

∫ t

0
f(Ys) dXs, (2)

где интеграл в правой части соотношения (2) понимается как грубый потраекторный инте-
грал [1]. Будем говорить, что уравнение (1) с начальным условием Y0 = x имеет единственное
решение, если для любых решений Y, Ỹ ∈ Cα([0, T ],R) уравнения (1) таких, что Y0 = Ỹ0 = x,
следует, что Yt = Ỹt для любых t ∈ [0, T ].

Теорема 1. П усть α, β ∈ (1/(n+1), 1/n], α < β, X = (1,X1, . . . ,Xn) ∈ C β
g ([0, T ],R). Если

f ∈ Cn+1
b (R,R), то для любого x ∈ R уравнение (1) с начальным условием Y0 = x имеет

единственное решение, которое может быть найдено по формуле Yt = SXt−X0x, где (St)t∈R –
поток, соответствующий уравнению dZt = f(Zt)dt.
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В качестве меры “массивности” компактного метрического пространства (X, d) А.Н. Кол-
могоров в статье [1] ввел понятие ε-емкости, которая определяется как максимальное число
ε-различимых элементов в X. Используя это понятие, для произвольного положительного ε
рассмотрим ε-емкость неавтономной динамической системы [2], которая определяется фор-
мулой

hd(f, ε) = lim
n→∞

1

n
lnNd(f, ε, n).

Эта величина характеризует скорость экспоненциального роста числа отрезков орбит, разли-
чимых с точностью ε. Отметим, что ε-емкость неавтономной динамической системы зависит
от выбора метрики на пространстве X.

По метрическому пространству M и последовательности непрерывных отображений

f ≡ (f1, f2, . . .), fi : M×X → X, (1)

образуем функцию
µ 7→ hd(f(µ, ·), ε). (2)

В настоящей работе будем изучать функцию (2) с точки зрения бэровской классификации
разрывных функций. Напомним, что функциями нулевого бэровского класса на метриче-
ском пространстве M называются непрерывные функции и для всякого натурального числа
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p функциями p-го бэровского класса называются функции, являющиеся поточечными пре-
делами последовательностей функций (p− 1)-го класса.

Теорема 1 [3]. Для любой последовательности отображений (1) функция (2) принадле-
жит второму бэровскому классу, причем ее множество точек полунепрерывности сверху
является всюду плотным множеством типа Gδ, а множество точек полунепрерывности
снизу — множеством типа Fσδ.

Естественно возникает вопрос об уменьшении номера бэровского класса в теореме 1.
Пусть K — совершенное множество Кантора на отрезке [0, 1] с метрикой, индуцированной
естественной метрикой вещественной прямой.

Теорема 2 [3]. Пусть M = X = K, тогда существует такая последовательность отоб-
ражений (1), что для любого ε ∈ (0; 1

4 ] функция (2) не принадлежит первому бэровскому
классу на пространстве M.

Возникает естественный вопрос: всякое ли всюду плотное множество типа Gδ в простран-
стве M может быть множеством точек полунепрерывности сверху функции (2)?

Теорема 3 [3]. Пусть M = X = K. Тогда для каждого всюду плотного подмножества G
типа Gδ пространства M существует такая последовательность отображений (1), что
множество точек полунепрерывности сверху функции (2) совпадает с множеством G.
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Осциллятор — это физическая система, совершающая колебания. В случае классического
осциллятора колебания совершаются около положения устойчивого равновесия (например,
груз на пружине, маятник). Продемонстрируем операторный подход в исследовании уравне-
ния осциллятора с нелинейной восстанавливающей силой cx2 и затуханием, совершающим
вынужденные колебания при произвольном внешнем воздействии f(t):

x′′ + x+ cx2 = f(t). (1)

Правую часть уравнения (1) определим как финитную непрерывно дифференцируемую
функцию.

f(t) = ωε(t) ∗ θ(t) =

+∞∫
−∞

ωε(s)θ(t− s) dt =

+∞∫
−∞

θ(t− s) dt = t,

где θ(t) — функция Хевисайда, ωε(t) — бесконечно-дифференцируемая функция с компакт-
ным носителем на отрезке [−ε; ε] (или «шапочка»).




