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ОБ ОЦЕНКЕ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ
ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С.В. Пономарева, О.Н. Пыжкова

Минск, Республика Беларусь

Будем рассматривать задачу типа Коши{
Dαx(t) = f(t, x(t)),

lim
t→0

t1−αx(t) = ξ
(1)

с дробной производной Римана–Лиувилля Dα порядка α, 0 < α < 1 в весовом пространстве
C1−α[0, T ] определенных на отрезке [0, T ] и непрерывных на (0, T ] функций x(t), для которых
существует предел lim

t→0
t1−αx(t).

Предположим, что нелинейность f(t, u) удовлетворяет неравенству

|f(t, u)| ≤ µ(t) + ν(t) |u|k (0 < t ≤ T, −∞ < u <∞), (2)

где µ(t) и ν(t) — некоторые неотрицательные функции со свойствами

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds ∈ C1−α,

t∫
0

(t− s)α−1sα−1ν(s) ds ∈ C1−α, (3)

обеспечивающими ограниченность и полную непрерывность оператораAx(t) = ξ·tα−1

Γ(α) + 1
Γ(α)

t∫
0

(t−

s)α−1f(s, x(s)) ds в пространстве C1−α , k ≥ 1 .
Решение задачи (1) сводится к отысканию неподвижных точек указаного оператора Ax(t)

(см. [1]). Но при этом явный вид решения получить непросто. Часто может быть достаточно
поточечной оценки решения. Наиболее известными инструментами, позволяющими строить
оценки дифференциальных уравнений, являются леммы Бихари и Гронуола-Беллмана (см.,
например, [2]). С помощью первой из них получим оценку решения уравнения (1) в соответ-
ствующем функциональном пространстве.

Утверждение Пусть для функции f(t, u) выполняются условия (2) и (3). Тогда для
решения задачи Коши (1) выполняется оценка

x(t) ≤ c

1− (m− 1)cm−1

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds


1

1−m

,

где c = | ξ·t
α−1

Γ(α) |+
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds.
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Изучается многомерное интегральное преобразование

(
Hη,µ;γ,δ,λf

)
(x) = xη

∞∫
0

Hm,n
p,q

[
λxγ

tδ

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p

(bj , βj)1,q

]
tµf(t)dt (x > 0), (1)

здесь [1, п.28.4;2–3] x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn ; t = (t1, t2, ..., tn) ∈ Rn; x · t =
n∑
n=1

xntn; x > t

означает x1 > t1, ..., xn > tn, аналогично для знаков <, ≤, ≥;
∞∫
0

=
∞∫
0

∞∫
0

· · ·
∞∫
0

; множества

N0 = N
⋃
{0},Nn

0 = N0 ×N0 × ...×N0, Rn
+ = {x ∈ Rn, x > 0};

m = (m1,m2, ...,mn) ∈ Nn
0 и m1 = m2 = ... = mn; n = (n1, n2, ..., nn) ∈ Nn

0 и n1 = n2 = ... =
nn; p = (p1, p2, ..., pn) ∈ N0 и p1 = p2 = ... = pn; q = (q1, q2, ..., qn) ∈ N0 и q1 = q2 = ... = qn)
(0 ≤m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p);

η = (η1, η2, ..., ηn) ∈ Cn; µ = (µ1, µ2, ..., µn) ∈ Cn;
δ = (δ1, δ2, ..., δn) ∈ Rn

+; γ = (γ1, γ2, ..., γn) ∈ Rn
+; λ = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn

+;
ai = (ai1 , ai2 , ..., ain), 1 ≤ i ≤ p, ai1 , ai2 , ..., ain ∈ C (1 ≤ i1 ≤ p1, ..., 1 ≤ in ≤ pn);
bj = (bj1 , bj2 , ..., bjn), 1 ≤ j ≤ q, bj1 , bj2 , ..., bjn ∈ C (1 ≤ j1 ≤ q1, ..., 1 ≤ jn ≤ qn);
αi = (αi1 , αi2 , ..., αin), 1 ≤ i ≤ p, αi1 , αi2 , ..., αin ∈ R+

1 (1 ≤ i1 ≤ p1, ..., 1 ≤ in ≤ pn);
βj = (βj1 , βj2 , ..., βjn), 1 ≤ j ≤ q, βj1 , βj2 , ..., βjn ∈ R+

1 (1 ≤ j1 ≤ q1, ..., 1 ≤ jn ≤ qn);
k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Nn

0 (ki ∈ N0, i = 1, 2, ..., n) мультииндекс с k! = k1! · · · kn! и |k| =
k1 + k2 + ...+ kn;для l = (l1, l2, ..., ln) ∈ Rn

+

Dl = ∂|l|

(∂x1)l1 ···(∂xn)ln
, dt = dt1 · dt2 · · · dtn; tµ = tµ1 · · · tµn ; f(t) = f(t1, t2, ..., tn); функция

Hm,n
p,q

[
λxγ

tδ

∣∣∣∣ (ai, αi)1,p

(bj , βj)1,q

]
=

n∏
k=1

Hmk, nk
pk, qk

[
λxγkk

tδkk

∣∣∣∣ (aik , αik)1,pk

(bjk , βjk)1,qk

]

представляет собой произведение H–функций Hm,n
p, q [z] [4, главы 1–2]. В работе преобразование

(1) изучается в весовых пространствах Lν, r суммируемых функций f(x) = f(x1, x2, ..., xn)
на Rn

+, таких что:

‖f‖v,r = {
∫
R1

+

xvn·rn−1
n {· · ·{

∫
R1

+

xv2·r2−1
2

[

∫
R1

+

xv1·r1−1
1 |f(x1, ..., xn)|r1dx1]r2/r1dx2}r3/r2 · ··}dxn}1/rn <∞,




