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Теорема. При аппроксимации (3) коэффициента (2) уравнение (1) имеет обобщенные
решения только в том случае, если при sk < 0 число Mk = iπ

(
1− 2mk

sk

)
, где mk – целое,

такое, что mk ≤ sk или mk ≥ 0.
Если в уравнении (1) коэффициент Q имеет особенность только в точке 0, то обобщением

такого уравнения являются системы вида

U ′ −B 1

x
U = 0, (4)

где B – заданная постоянная матрица. Если собственные значения матрицы B целые и про-
стые, то матрица B приводится к диагональному виду и система (4) распадается на скаляр-
ные уравнения, которые уже исследованы [1].
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Как известно, одним из важнейших свойств линейного ограниченного оператора является
теорема о непустоте его спектра в поле комплексных чисел C, а также теорема об открытости
резольвентного множества такого оператора. Аналогичные результаты справедливы и для
обобщенных операторов, однако, уже на множестве обобщенных комплексных чисел C∗.

Обобщенное комплексное число λ̃ называют регулярной точкой обобщенного оператора
Ã, если оператор λ̃Ĩ-Ã обратим в алгебре обобщенных операторов. Множество регулярных
точек называют резольвентным множеством оператора Ã. Обобщенное число λ̃, не являюще-
еся регулярным, называют спектральным значением обобщенного оператора Ã. Множество
всех спектральных точек обобщенного оператора Ã называют его обобщенным спектром и
обозначают σ(Ã).

Теорема 1. Обобщенный спектр произвольного обобщенного оператора Ã является непу-
стым подмножеством множества обобщенных комплексных чисел C∗.

Замечание. В поле C обобщенный спектр обобщенного оператора Ã может быть пустым
множеством.

Пример. Пусть Ã = [(nI)]. Тогда в обобщенный спектр оператора Ã входят только такие
числа, представители которых являются последовательностями, содержащими подпоследо-
вательности вида (nk). Но обобщенное число, заданное такими представителями, не является
классическим комплексным числом из поля C. Таким образом, построен пример обобщенно-
го оператора, у которого обобщенный спектр состоит только из чисел, не лежащих в поле
C, то есть нет ни одного классического комплексного числа λ в спектре этого обобщенного
оператора Ã.

Теорема 2. Резольвентное множество обобщенного оператора Ã открыто.
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Будем рассматривать задачу типа Коши{
Dαx(t) = f(t, x(t)),

lim
t→0

t1−αx(t) = ξ
(1)

с дробной производной Римана–Лиувилля Dα порядка α, 0 < α < 1 в весовом пространстве
C1−α[0, T ] определенных на отрезке [0, T ] и непрерывных на (0, T ] функций x(t), для которых
существует предел lim

t→0
t1−αx(t).

Предположим, что нелинейность f(t, u) удовлетворяет неравенству

|f(t, u)| ≤ µ(t) + ν(t) |u|k (0 < t ≤ T, −∞ < u <∞), (2)

где µ(t) и ν(t) — некоторые неотрицательные функции со свойствами

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds ∈ C1−α,

t∫
0

(t− s)α−1sα−1ν(s) ds ∈ C1−α, (3)

обеспечивающими ограниченность и полную непрерывность оператораAx(t) = ξ·tα−1

Γ(α) + 1
Γ(α)

t∫
0

(t−

s)α−1f(s, x(s)) ds в пространстве C1−α , k ≥ 1 .
Решение задачи (1) сводится к отысканию неподвижных точек указаного оператора Ax(t)

(см. [1]). Но при этом явный вид решения получить непросто. Часто может быть достаточно
поточечной оценки решения. Наиболее известными инструментами, позволяющими строить
оценки дифференциальных уравнений, являются леммы Бихари и Гронуола-Беллмана (см.,
например, [2]). С помощью первой из них получим оценку решения уравнения (1) в соответ-
ствующем функциональном пространстве.

Утверждение Пусть для функции f(t, u) выполняются условия (2) и (3). Тогда для
решения задачи Коши (1) выполняется оценка

x(t) ≤ c

1− (m− 1)cm−1

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds


1

1−m

,

где c = | ξ·t
α−1

Γ(α) |+
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1µ(s) ds.




