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Одним из интенсивно развивающихся направлений теории приближения функций яв-
ляется построение квадратурных формул интерполяционно рационального типа. В настоя-
щем докладе представлен подход к обобщению квадратурной формулы типа Гаусса с весом
h(x) =

√
(1− x)/(1 + x).

Пусть ak, k = 1, 2, . . . , 2n — набор чисел, удовлетворяющих условиям: 1) если ak ∈ R,
то |ak| < 1; 2) если ak ∈ C, то среди указанных чисел есть такое число al, что al = ak;
3) a2n−1 = a2n = 0.

В работе [1] были введены в рассмотрение алгебраические дроби

Qn(x) =
sinµ2n(x)√

1− x
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N,

где

µ2n(x) =
1

2

2n∑
k=0

arccos
x+ ak
1 + akx

, µ′2n(x) = − λn(x)√
1− x2

, λ2n(x) =
1

2

2n∑
k=0

√
1− a2

k

1 + akx
.

Функция Qn(x) имеет n простых нулей на интервале (−1, 1):

−1 < xn < xn−1 < · · · < x1 < 1, µ2n(xk) = πk, k = 1, 2, . . . , n.

Основной результат работы состоит в следующем. Пусть f(x) — произвольная интегри-
руемая с весом h(x) на отрезке [−1, 1] функция. Рассмотрим квадратурную формулу

1∫
−1

h(x)f(x) dx =

n∑
k=1

Ckf(xk) + ρn(f), (1)

где Ck, k = 1, 2, . . . , n, — коэффициенты квадратурной формулы, ρn(f) — ее остаточный
член.

Теорема 1. Квадратурная формула (1) имеет вид
1∫
−1

√
1− x
1 + x

f(x) dx = π
n∑
k=1

1− xk
λ2n(xk)

f(xk) + ρn(f).

Для остатка ρn(f) получена оценка через наилучшее равномерное приближение функ-
ции f рациональными функциями порядка не выше 2n − 1 вида p2n−1(x)/

∏2n−2
k=1 (1 + akx),

p2n−1(x) — некоторый алгебраический полином степени не выше 2n − 1. Заметим, что по-
лученная квадратурная формула является точной для рациональных функций с полюсами
первого порядка (для сравнения см. [1]).



12 XIII Белорусская математическая конференция

Литература

1. Ровба Е.А. Об одной ортогональной системе рациональных функций и квадратурах типа
Гаусса // Известия НАН Беларуси. Сер. физ.-матем. наук, 1998, № 3. – С. 31–35.

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА АППРОКСИМАЦИЙ ПАДЕ
СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

А.П. Старовойтов1, Е.П. Кечко1

1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины, Советская 104, 246019 Гомель, Беларусь
svoitov@gsu.by, ekechko@gmail.com

Пусть f ∈ C2π, т.е. является вещественной непрерывной 2π-периодической функцией,
представимой на прямой своим рядом Фурье

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

где коэффициенты Фурье ak и bk – действительные числа.
Пусть параметр γ ∈ R\Z−, Z− = {0,−1,−2, . . .}. Рассмотрим семейство функций Ht =

{hγ}, представимых в виде

hγ(x) =
∞∑
k=0

sin kx+ cos kx

(γ)k
.

В данной работе рассматриваются асимптотические свойства тригонометрических ап-
проксимаций Паде функции f (определение таких аппроксимаций и описание их свойств см.
в [1]–[4]). Сформулируем полученные результаты.

Теорема 1. Пусть hγ ∈ Ht. Тогда для любых целых неотрицательных n и m триго-
нометрические аппроксимации Паде πtn,m(z;hγ) = ptn(x)/qtm(x), где ptn(x), qtm(x) – тригоно-
метрические многочлены с действительными коэффициентами и deg ptn 6 n, deg qtm 6 m,
существуют и равномерно по всем x ∈ R и m, n ≥ m− 1, при n→∞

hγ − πtn,m(z;hγ) =
(−1)mm!(γ)n

(γ)n+m(γ)n+m+1
Re
{

(1− i)e2mz/(n+m)zn+m+1(1 + o(1))
}
.

Теорема 2. Пусть hγ ∈ Ht. Тогда если m(n) = o(n), то равномерно по всем m, 0 ≤ m ≤
m(n), при n→∞

Rtn,m(hγ) ∼ ||hγ − πtn,m(·;hγ)|| ∼
√

2m! |(γ)n|
|(γ)n+m(γ)n+m+1|

.

Равномерно по всем m, n ≥ m− 1 и n→∞

Rtn,m(hγ) � ||hγ − πtn,m(·;hγ)|| �
√

2m! |(γ)n|
|(γ)n+m(γ)n+m+1|

.
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