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Пусть µ – положительная борелевская мера с компактным носителем F = suppµ ∈ R.
Преобразование Коши меры µ

µ̂(z) =

∫
F

dµ(t)

t− z
, z ∈ C

называется функцией Маркова.
Задачи, связанные с рациональными аппроксимациями функций Маркова, ведут свою

историю с работ А. А. Гончара [1], являются классическими и затронули интересы многих
математиков (см., напр., [2;3]).

Среди методов рациональной аппроксимации можно выделить интегральные операто-
ры, восходящие своими корнями к рядам Фурье и методам их суммирования. В [4] были
найдены асимптотические оценки равномерных приближений функций Маркова на отрезке
[−1, 1] частичными суммами рядов Фурье по системе рациональных функций, введенных
М. М. Джрбашяном и А. А. Китбаляном при условии фиксированного числа геометрически
различных полюсов аппроксимирующей функции. Заметим, что приближения непрерывных
функций с характерными особенностями рациональными функциями с фиксированным чис-
лом геометрически различных полюсов впервые были введены в работах К. Н. Лунгу (см.,
напр., [5]).

В [6] был построен интегральный оператор типа Фурье–Чебышёва, ассоциированный с
системой рациональных функций Чебышёва–Маркова. В докладе предполагается осветить
круг вопросов, относящихся к рациональной аппроксимации функций Маркова этим опера-
тором, а также другими операторами, построенными по аналогии с некоторыми известными
методами суммирования рядов Фурье при условии фиксированного количества геометриче-
ски различных полюсов. Подробно изучается случай, когда мера µ удовлетворяет следующим
условиям dµ(t) = ϕ(t)dt, ϕ(t) � (t− 1)γ , suppµ ∈ [1, a], a > 1.
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Одним из интенсивно развивающихся направлений теории приближения функций яв-
ляется построение квадратурных формул интерполяционно рационального типа. В настоя-
щем докладе представлен подход к обобщению квадратурной формулы типа Гаусса с весом
h(x) =

√
(1− x)/(1 + x).

Пусть ak, k = 1, 2, . . . , 2n — набор чисел, удовлетворяющих условиям: 1) если ak ∈ R,
то |ak| < 1; 2) если ak ∈ C, то среди указанных чисел есть такое число al, что al = ak;
3) a2n−1 = a2n = 0.

В работе [1] были введены в рассмотрение алгебраические дроби

Qn(x) =
sinµ2n(x)√

1− x
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N,

где

µ2n(x) =
1

2

2n∑
k=0

arccos
x+ ak
1 + akx

, µ′2n(x) = − λn(x)√
1− x2

, λ2n(x) =
1

2

2n∑
k=0

√
1− a2

k

1 + akx
.

Функция Qn(x) имеет n простых нулей на интервале (−1, 1):

−1 < xn < xn−1 < · · · < x1 < 1, µ2n(xk) = πk, k = 1, 2, . . . , n.

Основной результат работы состоит в следующем. Пусть f(x) — произвольная интегри-
руемая с весом h(x) на отрезке [−1, 1] функция. Рассмотрим квадратурную формулу

1∫
−1

h(x)f(x) dx =

n∑
k=1

Ckf(xk) + ρn(f), (1)

где Ck, k = 1, 2, . . . , n, — коэффициенты квадратурной формулы, ρn(f) — ее остаточный
член.

Теорема 1. Квадратурная формула (1) имеет вид
1∫
−1

√
1− x
1 + x

f(x) dx = π
n∑
k=1

1− xk
λ2n(xk)

f(xk) + ρn(f).

Для остатка ρn(f) получена оценка через наилучшее равномерное приближение функ-
ции f рациональными функциями порядка не выше 2n − 1 вида p2n−1(x)/

∏2n−2
k=1 (1 + akx),

p2n−1(x) — некоторый алгебраический полином степени не выше 2n − 1. Заметим, что по-
лученная квадратурная формула является точной для рациональных функций с полюсами
первого порядка (для сравнения см. [1]).




