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О СОВПАДЕНИИ ОБОБЩЁННЫХ МОДУЛЕЙ ГЛАДКОСТИ ТИПА
ГЕГЕНБАУЭРА

Г.Н. Казимиров

Гомельский государственный университет имени Ф. Скорины grigory.kazimirov@gmail.com

Найден класс функций, на котором совпадают обобщённые модули гладкости, определя-
емые при помощи оператора обобщённого сдвига и в которых разности берутся с разным и
одинаковым шагом. Будем говорить, что f∈Lp , 1≤p < ∞ , если функция f измерима на

отрезке [−1, 1] и ‖f‖p =

(
1∫
−1

|f |pdx

)1/p

< +∞ , а для p = ∞ функция f непрерывна на

отрезке [−1, 1]] и ‖f‖∞ = max
−1≤x<1

|f(x)|. Через Lp,α,β обозначим множество таких функций f ,

что f(x)(1− x)α(1 + x)β∈Lp и ‖f‖p,α,β = ‖f(x)(1− x)α(1 + x)β‖p .

Для ν > −1
2 определим оператор обобщённого сдвига Th(f, x, ν) = 1

γ(ν)

1∫
−1

f(x cosh +

y
√

1− x2 sinh)(1− y2)ν−
1
2dy ,

где γ(ν) =
1∫
−1

(1− y2)ν−
1
2dy. Введём обозначения (r = 2, 3, ... ):

41
h(f, x, ν) = Th(f, x, ν)− f(x),

4r
h1,...,hr

(f, x, ν) = 41
hr

(4r−1
h1,...,hr−1

(f, x, ν)

ω̃r(f, δ, ν)p,α,β = sup
|hi|≤δ,i=1,...,r

‖ 4r
h1,...,hr

(f, x, ν)‖p,α,β

4r
h(f, x, ν) = 41

h(4r−1
h (f, x, ν), x, ν)

ωr(f, δ, ν)p,α,β = sup
|h|≤δ

‖ 4r
h (f, x, ν)‖p,α,β

Обозначим через ∧1
p,α,β класс функций f ∈ Lp,α,βтаких, что41

h(f, x, ν) = h(x)g(t) для любого
x ∈ [−1, 1], и любого t ∈ [−π, π], где h ∈ Lp,α,β и sup

|t|≤π
|g(t)| < +∞ Будем говорить, что

f ∈ ∧kp,α,β(k = 2, 3, ...), если 41
h(f, x, ν) = h(x)g(t), где h ∈ ∧k−1

p,α,β и функция g одна и та же
во всех классах ∧lp,α,β(l = 1, 2, 3, ..., k).
Теорема 1. Пусть даны числа p, ν, k такие, что 1 ≤ p ≤ ∞ ,ν > −1

2 , k = 1, 2, 3, .... Пусть
числа α и β выбраны по правилу: −1

2 < α ≤ ν и −1
2 < β ≤ ν при 1 < p <∞ , 0 ≤ α < ν + 1

2
и 0 ≤ β < ν + 1

2 при p = 1, − 1
2p < α < ν + 1

2 −
1
2p и − 1

2p < β < ν + 1
2 −

1
2p при 1 < p < ∞,

0 ≤ α < ν + 1
2 и 0 ≤ β < ν + 1

2 при p = ∞. Тогда для f ∈ ∧kp,α,β справедливо равенство:
ω̃k(f, δ)p,α,β = ωk(f, δ)p,α,β
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Рассмотрим систему рациональных функций Такенаки-Мальмквиста [1]

ϕ0 (z) = 1, ϕn (z) =

√
1− |αn|2

1− αnz

n−1∏
k=0

z − αk
1− αkz

,
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αk ∈ C, α0 = 0, |αk| < 1, k = 1, 2, ..., n− 1; n = 1, 2, ....

Введем в рассмотрение следующую систему функций

ϕ0 (z) = 1, Reϕ1 (z) , Imϕ1 (z) ,Reϕ2 (z) , Imϕ2 (z) ...,Reϕn (z) , Imϕn (z) , ... (1)

Лемма 1. Функции Reϕn
(
eix
)
и Imϕn

(
eix
)
, n ∈ N, x ∈ R являются тригонометриче-

скими рациональными функциями порядка n.
Лемма 2. Система тригонометрических функций (1) ортогональна на единичной окруж-

ности.
Пусть функция f ∈ L1 (−π, π). Рассмотрим ряд

f (z) ∼ a0

2
+

+∞∑
n=1

(
an Reϕn

(
eix
)

+ bn Imϕn
(
eix
))
, (2)

где

an =
1

π

∫ π

−π
f (t) Reϕn

(
eit
)
dt, bn =

1

π

∫ π

−π
f (t) Imϕn

(
eit
)
dt, n = 1, 2, . . . .

Ряд
+∞∑
n=1

(
−bn Reϕn

(
eix
)

+ an Imϕn
(
eix
))

(3)

естественно называть сопряжённым с рядом (2) [2].
Запишем n-ую частичную сумму сопряжённого ряда Фурье (3)

Sn (x, f) =

n∑
k=1

(
−bk Reϕk

(
eix
)

+ ak Imϕk
(
eix
))
.

Теорема 1. Для частичной суммы Sn (x, f) ряда (3) справедливо представление

Sn (x, f) =
1

π

∫ π

−π
f (t)Dn (x, t) dt,

где

D (x, t) =
1

2 sin x−t
2

(
cos

x− t
2
− cosλ+

n (x, t)

)
—

сопряжённое ядро Дирихле,

λ+
n (x, t) =

∫ x

t

(
1

2
+

n∑
k=1

1− |αk|2

1− 2 |αk| cos (u− θk) + |αk|2

)
du, θk = argαk, k = 1, 2, ..., n.
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