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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîâåäåíèå ðåàëüíîãî îáúåêòà, ôóíêöèîíèðóþùåãî â óñëîâèÿõ åñòå-
ñòâåííûõ øóìîâ, õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé íåîïðåäåëåííîñòüþ. Êðîìå
òîãî, â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ñèñòåìàìè îáû÷íî ó÷àñòâóþò ëþ-
äè, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà íåêîòîðàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ïîâåäåíèÿ. Îïè-
ñàíèå òàêèõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè äåòåðìèíèñòñêèõ ïîäõîäîâ íå âñåãäà îò-
ðàæàåò äåéñòâèòåëüíóþ êàðòèíó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà.

Åñëè ìîäåëüþ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx(t) = f(t, x(t)) dt, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ïîìåõè òèïà
áåëîãî øóìà, ê ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèáàâëÿþò
ñëàãàåìîå âèäà g(t, x(t)) dW (t) è ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì ïîíèìàþò ôîðìàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

dX(t,ω) = f(t,ω, X(t,ω))dt + g(t,ω, X(t,ω))dB(t,ω),

â êîòîðîì B(t,ω) � ñòàíäàðòíîå èëè äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
Ôîðìàëèçì ïðèâåäåííîé çàïèñè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ââèäó íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè òðàåêòîðèé ïðîöåññà B(t) âûðàæåíèå dB(t) ëèøåíî
ñìûñëà, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äåëàåò íåâîçìîæíûì ïîíèìàíèå ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðóñëå êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó, íå ðàçðûâàÿ ñâÿçè ñ
êëàññè÷åñêîé òåîðèåé, îïèðàÿñü íà èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé, ñòîõàñòè÷å-
ñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîíèìàþò â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå êàê
óðàâíåíèå âèäà

X(t,ω) = X(s,ω) +

t∫
s

f(τ,ω, X(τ,ω))dτ+

t∫
s

g(τ,ω, X(τ,ω))dB(τ,ω).

Çäåñü èíòåãðàë ïî dτ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ÿâëÿåòñÿ ëèáî èí-
òåãðàëîì Ëåáåãà ëèáî èíòåãðàëîì Áîõíåðà. Â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà ïî dB ñèëüíî çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïðîöåññà B . Èñïîëüçóþò

íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà
∫ T

S φ(t,ω)dB(t,ω). Â äàííîé
êíèãå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë Èòî, ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë ßíãà ïî äðîáíîìó
áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ è èíòåãðàë Ãóáèíåëëè.

Âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîñõîäèò ê Ñ.Í.Áåðíøòåéíó, Ê.Èòî,
È.È. Ãèõìàíó. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâå êëþ÷åâûå êíè-
ãè, ïîñâÿùåííûå ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îäíà
èç íèõ � êíèãà È. È. Ãèõìàíà è À. Â. Ñêîðîõîäà ¾Ñòîõàñòè÷åñêèå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ [36], â êîòîðîé èññëåäóþò-
ñÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé è èõ ñâîéñòâà,
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âòîðàÿ � Ð. Ç. Õàñüìèíñêîãî ¾Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ èõ ïàðàìåòðîâ¿ [144], ãäå èçó÷à-
þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàïèñàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, òåîðèÿ êîòîðûõ ïðî-
äîëæàåò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ [24; 52; 60; 65; 99; 108; 120; 123; 147;
276; 180; 188; 203; 205; 217; 218; 219; 226; 231; 242; 245; 249; 264; 268].
Ê.Èòî ïåðâûé ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé f è g ñòîõàñòè-
÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøå-
íèå, íî äëÿ ïðèëîæåíèé, îñîáåííî äëÿ òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ, âàæíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà îòîáðàæåíèÿ f è g. À.Â.Ñêîðîõîä
ââåë íîâîå ïîíÿòèå ðåøåíèÿ � ¾ñëàáîå ðåøåíèå¿, äîïóñòèâ, ÷òî ðåøå-
íèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà ïîäõîäÿùåì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
ñ ïîäõîäÿùèì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòü òåîðå-
ìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïðè óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áûë èñïîëüçîâàí àíàëîã ëîìàíûõ Ýéëåðà,
îäíàêî èç ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâîçìîæíî. À.Â.Cêîðîõîä ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåõîäà ê äðóãîìó âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó è ê äðóãîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ, íî ñ òåìè æå çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðî-
èë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ, ñõîäÿùóþñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå áîëüøèíñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ èìåííî òàêîé ïîäõîä. Ñëåäóþùèé âàæíûé øàã � ïîëó÷åíèå
Í.Â.Êðûëîâûì [62, 65] îöåíîê äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòå-
ãðàëîâ è äîêàçàòåëüñòâî ñ èõ ïîìîùüþ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èçìåðèìûìè
ïî Áîðåëþ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè f, g è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé
g (∃ν, ∀λ, λ>gg>λ>ν‖λ‖). Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå îòëè-
÷èå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò îáûêíîâåííûõ ñè-
ñòåì. Óðàâíåíèå ẋ = f(t, x) ñ èçìåðèìîé ôóíêöèåé f, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
èìååò ðåøåíèé. Â äàëüíåéøåì óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû g áû-
ëî îñëàáëåíî. Íî ÷òîáû òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îõâàòûâàëà ðåøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñêîëü-
çÿùèì ðåæèìàì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà-
ïðèìåð äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé êîýôôèöèåíò ñíîñà f ðàç-
ðûâåí, à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè g ðàâåí íóëþ, íåîáõîäèìî ïåðåõîäèòü,
òàê æå êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì. Ïîñêîëü-
êó ïîëó÷åíèå èìåííî ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ óïðàâ-
ëåíèÿ, òàê êàê îíè ñëàáî çàâèñÿò îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, òî äîêàçàòåëü-
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ñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé � âàæíàÿ çàäà÷à. Âîïðîñàì
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â êíèãå.

Ñëàáûå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè òåõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé,
êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìåðîé â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé, òàêèõ êàê óñòîé-
÷èâîñòü ïðîöåññîâ, âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé è ò. ä. Íî åñ-
ëè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíîå ñâîéñòâî òðàåêòîðèé, íàïðè-
ìåð â òåîðèè óïðàâëåíèÿ äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè, â òåîðèè ôèëü-
òðàöèè, òîãäà ðàññìàòðèâàþò ñèëüíûå ðåøåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðèíöèï
ßìàäû�Âàòàíàáý: èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé è ïîòðàåêòîðíîé
åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò ñèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèï
ïðèìåíèì â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ: äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé; ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòðàæå-
íèåì îò ãðàíèöû; ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé; ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâè-
æåíèÿìè. Ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Åñòü óðàâíåíèÿ, ó êîòîðûõ íåò ñëàáûõ ðåøåíèé. Ñóùåñòâóþò óðàâ-
íåíèÿ, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ ñëàáûå ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ïîäõîäÿùèì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, â òî âðåìÿ êàê íà
äðóãèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ äðóãèìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíè-
ÿìè ðåøåíèé ìîæåò è íå áûòü. Åñëè èìååò ìåñòî ïîòðàåêòîðíàÿ åäèí-
ñòâåííîñòü è óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî ñóùåñòâîâàíèÿ, òî
íà ëþáîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ëþáûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è îíî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.

Â êíèãå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå c èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè ôóíêöè-
ÿìè f è g èìååò ñëàáîå ðåøåíèå, íî ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì ïîíèìàåì
ñëàáîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ

dx(t) ∈ F (t, x(t))dt + G(t, x(t))dW (t),

ãäå F (t, x), G(t, x) � íåêîòîðûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ôóíêöèÿì f è g.

Ìû íà÷èíàåì ðàññìîòðåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì â êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äîëãîå âðåìÿ èññëåäîâàëèñü èìåííî òàêèå
óðàâíåíèÿ. Îäíàêî â òåîðèè ôèëüòðàöèè, â ôèçèêå, ýêîíîìèêå ïîÿâëÿ-
þòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå, êàê
ïðàâèëî, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòî-
âîì èëè áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ
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ïðîáëåì ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ íå ïî áðîóíîâñêîìó äâè-
æåíèþ, à ïî íåêîòîðîìó äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è
òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíè-
åì óñïåøíî ðàçâèâàþòñÿ, è íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå óñëîæíåíèå ñèòó-
àöèè, ìíîãèå ìåòîäû è èäåè óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïðîäîëæàþò ðàáîòàòü è â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè èçìåíåíèÿìè [30; 66; 117; 188; 217; 242; 249; 264].

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíû ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, èñïîëüçóåìûå â ìîíîãðàôèè. Êíèãà ïðåäíàçíà÷å-
íà â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Áåëîðóññêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, è ïðåäëàãàåìûé âàðèàíò ñâåäåíèé ïðî-
äèêòîâàí òåìè êóðñàìè ïî ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêå, êîòîðûå ÷èòà-
þòñÿ íà ýòèõ ôàêóëüòåòàõ, à òàêæå ïîòðåáíîñòÿìè òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êîíå÷íî, íàáîð ñâåäåíèé íåëüçÿ ïðèçíàòü
ïîëíûì.

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ
è ñèëüíûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
âêëþ÷åíèé, îõâàòûâàþùèå è ðåøåíèÿ òèïà ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷à-
ñòÿìè.

Åñëè óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D, òî ïðè äî-
ñòèæåíèè òðàåêòîðèÿìè ãðàíèöû D îäíà èç âîçìîæíîñòåé èõ äàëüíåé-
øåãî ïðîäîëæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòðàæåíèè îò ãðàíèöû âíóòðü îáëà-
ñòè. Âîçäåéñòâèå íà ðåøåíèå íà ãðàíèöå ïðåäñòàâëÿþò êàê ñâîåîáðàçíûé
ñíîñ â ñòîõàñòè÷åñêîì óðàâíåíèè, ò. å. ðàññìàòðèâàþò óðàâíåíèå dx(t) =
= f(t, x(t))dt+g(t, x(t))dW (t)+dK(t), ãäå K(t) � íåïðåðûâíûé ïðîöåññ
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, âîçðàñòàþùèé òîëüêî íà ãðàíèöå. Âïåðâûå äèô-
ôóçèîííûå ïðîöåññû ñ îòðàæåíèåì îò ïðÿìîé èññëåäîâàë À. Â. Ñêîðî-
õîä [129; 130]. Íàèáîëåå îáùèå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå
ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòðà-
æåíèåì îò ãðàíèöû, äàíû â ðàáîòå [271] (ïðåäëîæåíèå 1.85). Ðàçëè÷íûå
àñïåêòû ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [275; 277]. Òåîðåìà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-
íèé ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû ïðèâåäåíà â ïàðàãðàôå 2.6.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé. Àñèìïòîòè÷åñêèå çà-
äà÷è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàëè è ðåøà-
ëèñü îäíîâðåìåííî ñ ðàçâèòèåì ñàìîé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Îäèí èç îñíîâàòåëåé ýòîé òåîðèè È.È. Ãèõìàí ðàññìàòðèâàë ýòó çàäà-
÷ó êàê ïåðâîî÷åðåäíóþ è ñàìè óðàâíåíèÿ îò÷àñòè ñòðîèë äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñòðîãî ñòàâèòü è ðåøàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðîáëåìû [132]. Ñëó÷àé-
íûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî, íî è êà÷åñòâåííî îò-
ðàæàòüñÿ íà ñâîéñòâàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ÷òî õîðîøî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíî â ìîíîãðàôèÿõ [53; 58; 60; 65; 132; 144; 147]. Çàäà÷à èçó-
÷åíèÿ ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñòàâè-
ëàñü åùå Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì, À.À.Àíäðîíîâûì, Ä.À.Âèòòîì [122]. Äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ �
âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèé, âëåêóò çà ñîáîé è êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè
[138; 143]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî îáûêíîâåííûå àâòîíîìíûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå âêëþ÷åíèÿ ïîðîæäàþò ïîëóäèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íûå
óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è âêëþ÷åíèé, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëà-
áûõ ðåøåíèé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (P, d), ãäå P � ìíîæåñòâî âå-
ðîÿòíîñòåé íà (Rd,β(Rd)), à d � ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà. Ýòè óòâåð-
æäåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ â ïàðàãðàôå 3.1. Óñòîé÷èâîñòü îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî íåëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ èññëåäîâà-
ëàñü Í.Í.Êðàñîâñêèì [59], È. Ã.Ìàëêèíûì [111] è äð. Ïîñëå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Â.Ì.Àëåêñååâûì [2] ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÷åðåç ðåøåíèÿ
ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ
íåðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Àëåêñååâà [113]. Â ïàðàãðàôå 3.3
ïîëó÷åí àíàëîã ôîðìóëû Àëåêñååâà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì è ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè ðÿäà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Í.Í.Êðàñîâñêèé è È.ß.Êàö [47], Äæ.Ý.Áåðòðàì è Ï.Ý.Ñàðà÷èê
[167] ïåðâûìè èñïîëüçîâàëè ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïåðâûìè ìîíîãðàôèÿìè, ïîñâÿùåí-
íûìè ýòîé òåìå, áûëè êíèãè Ð. Ç.Õàñüìèíñêîãî [144] è Ã.Äæ.Êóøíåðà
[60]. Íà ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íàèáîëåå ãëóáî-
êèå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèñòåì, à òàêæå óñòàíîâëåí ðÿä ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ ëèøü ñòîõàñòè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì [25; 132]. Îáîáùåííûé ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà äëÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé Èòî èçëîæåí â [153], ãäå äîêàçàíû òåîðåìû î ëîêàëè-
çàöèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, êàê ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ìàðòèíãàëàìè, òàê è íå ÿâëÿþùèõñÿ òàêîâûìè.

Ïàðàãðàô 3.2 ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ õîðîøî èçâåñòíûõ òåîðåì [144]
îá óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñòî-
õàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà è äîêàçà-
òåëüñòâó àíàëîãà òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî [5] äëÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

10



Â ðàáîòå [184] Â.Êîïïåëü óñòàíîâèë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ó
îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x + b(t) ñ êàæäîé
íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé íà R+ ôóíêöèåé b(t), à òàêæå ñ êàæäîé
ôóíêöèåé b ∈ L1(R+, R

n). Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû
è óñèëåíû â ðàáîòàõ Í.À.Èçîáîâà, Ð.À.Ïðîõîðîâîé, Ð.Êîíòè. Îáçîð ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ äàí â [44]. Â ïàðàãðàôå 3.4 äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëó÷åí êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè â ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîì âñåõ ðåøåíèé. Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé îáåñïå÷èâàåò äðóãîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
èíäåêñàìè ïðîñòðàíñòâ Lp. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ïîëó÷åíû ÿâíûå
êðèòåðèè îãðàíè÷åííîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèé ñèñòåìû.

Ââåäåííîå À.Ì.Ëÿïóíîâûì [109] ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
êàçàòåëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-
âûì â ïåðâîì ìåòîäå Ëÿïóíîâà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ýòîò
ìåòîä èíòåíñèâíî è óñïåøíî ðàçâèâàåòñÿ â Áåëàðóñè ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàäåìèêà ÍÀÍ Áåëàðóñè Í.À.Èçîáîâà [42; 43].

Â ïàðàãðàôå 3.6 ââîäèòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîêàçàòåëü ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû Èòî è
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ ñèñòåì, öåíòðàëüíûé ïîêà-
çàòåëü ëèíåéíîé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé âåðõíåé
ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè ñòàðøåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ëè-
íåéíîé âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå êëàññû ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïî-
ñòðîåíû ÷åðåç ôóíêöèè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàð-
íûõ îïåðàöèé (ïàðàãðàô 4.1). Ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî òèïà è ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ìíîãèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïàðàãðàô 4.2), ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì ãëóáîêîé ñâÿçè, ñóùåñòâóþùåé ìåæäó ñòîõàñòè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ïàðàãðàôå
4.3 ïîêàçàíî, êàê ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåêóùèõ îæèäàåìûõ êðåäèòíûõ ïîòåðü.

Íà÷èíàÿ ñ ïÿòîé ãëàâû, ìû èññëåäóåì ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðÿäà åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ
ÿâëåíèé, âêëþ÷àÿ íåéðîôèçèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ãåíåòèêó ïîïóëÿöèé,
ïðîöåññû ðåàêöèè-äèôôóçèè è ïð. [188, ãë. 1]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
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ïîëó÷åíû ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû î êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ñâîé-
ñòâàõ ðåøåíèé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì., ê ïðèìåðó [188; 216; 217; 241; 242]), ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì., íà-
ïðèìåð [16; 181; 259; 263]). Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è àñèìïòîòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [15;
171; 280].

Â ïàðàãðàôå 5.1 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî âêëþ÷åíèå

dx(t,ω) ∈ ((f(t,ω, x(t,ω))+q(t,ω, x(t,ω))) dt+g(t,ω, x(t,ω)) dW (t,ω))

ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèåì ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ, åñëè çíà÷åíèÿ
îòîáðàæåíèé q(t,ω, x), g(t,ω, x) � çàìêíóòûå íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åí-
íûå ìíîæåñòâà. Ïåðâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óñòà-
íîâëåíû â ðàáîòàõ [157; 189]. Â [189] äàíî îáîáùåíèå òåîðåì Ôèëèïïî-
âà [142] íà íåîãðàíè÷åííûå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷å-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Óñëîâèå ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ
äîâîëüíî æåñòêèì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íåîãðàíè÷åííîé
ïðàâîé ÷àñòüþ. Â êíèãå ïðèâåäåíû äâå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé ïðè áîëåå ïðèåìëåìûõ óñëîâèÿõ.

Ì. Âèî [289] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ

dX(t) = AX(t)dt + f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî A � ãåíåðàòîð êîìïàêòíîé C0 -ïîëóãðóïïû, ôóíê-
öèè f è g íåïðåðûâíû è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà. Ðàáîòà [216]
ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(5.35) áåç çàïàçäûâàíèÿ, ãäå A � ãåíåðàòîð C0 -ïîëóãðóïïû, ìíîãîçíà÷-
íûå îòîáðàæåíèÿ f(t,X), g(t,X) èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X,
ïðèíèìàþò íåïóñòûå êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿþò
ïî ïåðåìåííîé X óñëîâèþ, êîòîðîå ñëàáåå óñëîâèÿ Ëèïøèöà, íî ñèëüíåå
íåïðåðûâíîñòè.

Öåëü ïàðàãðàôîâ 5.2 è 5.3 � íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçðûâíîé íåîãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé f è ñ ðàçðûâíîé ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé g, à ïà-
ðàãðàôîâ 5.4 è 5.5 � èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè èíòåíñèâíî
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ðàçâèâàåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñòî-
õàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ïðèâîäèò ê
áîëåå ãèáêèì ìîäåëÿì, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþùèì ó÷èòûâàòü äîëãîâðå-
ìåííóþ ïàìÿòü ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì
äâèæåíèåì â ôèíàíñîâîé ñôåðå ïðèâîäÿòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [155; 249; 276].
Â ðàáîòàõ [101; 102; 104; 208; 249; 257] äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòàí-
äàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëû
ßíãà è Ãóáèíåëëè. Îòìåòèì, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè ïîòðàåê-
òîðíîãî èíòåãðàëà ßíãà èãðàåò ãëàäêîñòü ïî Ã¼ëüäåðó òðàåêòîðèé BH ñ
ëþáûì ïîêàçàòåëåì H − ε, ìåíüøèì H. Ïåðâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t) +
+ b(t,X(t))dBH(t), ãäå W (t) � ñòàíäàðòíîå, à BH(t)� äðîáíîå áðîóíîâ-
ñêèå äâèæåíèÿ, óñòàíîâëåíû â ñòàòüÿõ Ä. Íóàëàðòà è Æ. Ãóýððû [208;
257]. Êíèãà Þ. Ìèøóðû [249] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äðîáíîãî áðîóíîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì
áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, âêëþ÷àÿ è óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííûìè áðîóíîâ-
ñêèìè ïðîöåññàìè, è ïðèëîæåíèþ ýòèõ óðàâíåíèé ê èññëåäîâàíèþ ôè-
íàíñîâûõ ìîäåëåé.

Â ïàðàãðàôå 6.1 äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøå-
íèé, à â ïàðàãðàôå 6.2 ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè
äâèæåíèÿìè è ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåíîê äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
ñëàáûõ ðåøåíèé, ãäå ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, áëèçêèì ê
óñëîâèÿì èç ïàðàãðàôà 2.2, à ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî t è ïî X ñ ïîêàçàòåëÿìè δ > 1−H è ρ > 2− 2H
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ dX(t) ∈
∈ F (t,X(t))dt+GW (t,X(t))dW (t) +GB(t,X(t))dBH(t), ñ ïîëóíåïðåðûâ-
íûìè ñíèçó îòîáðàæåíèÿìè F, GW ( GB = 0 ) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
[224; 225]. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ áåç äðîá-
íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó ìíîãîçíà÷íû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè F, GW óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ [82; 99; 161]. Â ðàáîòå
[101] äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t) +
+ b(t,X(t))dBH(t), X ∈ Rd, ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè f, g è ôóíêöèåé b, óäîâëåòâîðÿþùåé ëî-
êàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ãäå ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñëàáîå
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ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dX(t) ∈ F̃ (t,X(t))dt + G̃(t,X(t))dW (t) + σ(t,X(t))dBH(t), X ∈ Rd,

â êîòîðîì G̃, F̃ � ñëåäóþùèå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ: G̃(t,X) =

= {
√
a(t,X) : a(t,X) ∈ Ã(t,X)}, ãäå Ã(t,X), F̃ (t,X) � íàèìåíü-

øèå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî òî÷-
êè gg>(t,X), f(t,X) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè gg>(t,X ′), f(t,X ′) ïðè
X ′ → X. Â ïàðàãðàôå 6.3 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëà-
áûõ è ñèëüíûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè.

Â ïàðàãðàôå 6.6 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ïðèíöèïèàëüíîå óñëîæíåíèå ïðîáëåìû óñòîé-
÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì áðî-
óíîâñêèì äâèæåíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé óñòîé÷èâîñòè àíàëîãè÷íûõ
óðàâíåíèé Èòî [219]. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïó-
íîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ dy(t) = A(t)y(t)dt +
+ f(t, y(t))dt + g(t, y(t))dW (t) + b(t, y(t))dBH(t), ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿ-
åòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè: âî-ïåðâûõ, ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë èìå-
åò íåíóëåâîå ñðåäíåå, âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ôóíêöèîíàëû îò
íåèçâåñòíûõ ðåøåíèé ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâ Ã¼ëüäåðà. Â ïàðàãðàôå 6.6
íàéäåíû ÿâíûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
ïî âåðîÿòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ïðè-
òÿæåíèå âñåõ ðåøåíèé ê íóëþ. Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ [99; 113]. Êëþ÷åâûìè èíñòðóìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà,
èçëîæåííûå â ðàáîòàõ [208; 257]. Ðàçâèâàÿ ýòè ìåòîäû, ìû îáîáùèëè ýòè
îöåíêè íà ñëó÷àé, êîãäà ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ñ ïåðåìåííûì âåðõ-
íèì ïðåäåëîì çàäàíû íå íà êîíå÷íîì îòðåçêå, à íà âñåé ïîëóîñè R+.
Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü è ïðèòÿæåíèå äîñòèãíóòû ëèøü çà ñ÷åò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïî t êîýôôèöèåíòîâ f(t, y), g(t, y), b(t, y).

Ñåäüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óïðàâëÿåìûõ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíè-
ÿìè ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè Õàðñòà H áîëüøèìè 1/3. Òàêèå óðàâíå-
íèÿ âûçûâàþò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè îõâàòûâàþò êàê ïðîöåññû ñ
íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè (ñëó÷àé H = 1/2 ), òàê è ñ ïîëîæèòåëüíî
êîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè (H > 1/2 ) è îòðèöàòåëüíî êîððåëè-
ðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè (H < 1/2 ). Òàêèå óðàâíåíèÿ íàõîäÿò øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè ôèíàíñîâûõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé, â
çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè [177; 227]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòîõàñòè÷åñêèå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, èìåþ-
ùèìè èíäåêñû Õàðñòà, ìåíüøèå 1/2, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óïðàâëÿåìûõ ãðóáûìè ñèãíàëàìè, ðàçðà-
áîòàííîé Ò. Ëàéîíñîì â êîíöå XX â. [240], à òàêæå ñ òåîðèåé ðåãóëÿðíî-
ñòè ñòðóêòóð Ì. Õàéðåðà [209], îòìå÷åííîé ïðåìèåé Ôèëäñà (2014). Ïî-
ñêîëüêó ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîá-
íûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, èìåþùèìè èíäåêñû Õàðñòà, áîëüøèå
1/3, èìåþò áåñêîíå÷íóþ êâàäðàòè÷åñêóþ âàðèàöèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, òî
ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ãðóáûõ òðàåêòî-
ðèé [206; 240]. Â ïàðàãðàôå 7.1 ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèé, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ
â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëàõ. Äàëåå ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé, îáîá-
ùàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [166], â êîòîðîé ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðàçëîæå-
íèÿ â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè
áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå èíäåêñà Õàðñòà, áîëüøåãî
1/3. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ïàðàãðàôà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ïîëó÷åíû
àíàëîãè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà. Ïàðàãðàô 7.2 ïî-
ñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, èìåþùèìè ðàç-
ëè÷íûå èíäåêñû Õàðñòà, áîëüøèå 1/3. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ïðè óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé,
èìååò ìåñòî íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è
ïðàâûõ ÷àñòåé.

Â êíèãå èçëîæåíû ëèøü òðè ðàçäåëà òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè
è ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè òåîðèè ìîæíî ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ïî ïðèâåäåííûì èñòî÷íèêàì. Â áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê âíåñå-
íû ëèøü ðàáîòû, êàñàþùèåñÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîáëåì.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó Í.À.Èçîáîâó, ïðåïîäà-
âàòåëÿì êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÁÃÓ è ó÷àñòíèêàì Ìèíñêîãî ãî-
ðîäñêîãî ñåìèíàðà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïîä âëèÿíèåì êî-
òîðûõ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â êíèãó. Áëàãîäàðèì òàêæå
ðåöåíçåíòîâ, ïîëåçíûå ñîâåòû êîòîðûõ ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ êíè-
ãè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò êîìïàíèþ "ÕàéÊâî Ñîëþøåíñ" çà ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó, îêàçàííóþ ïðè èçäàíèè íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè.
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ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë [0,∞)

[0, a] � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî 06x6a, a > 0

R̂d = Rd ∪∆ � îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ Rd

Rd×r � ïðîñòðàíñòâî (d× r)-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç R

B(x0, r) � øàð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñ öåíòðîì â òî÷-
êå x0 ðàäèóñà r, {x ∈ X : ρ(x, x0) < r}

Ac � äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó A

A � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A

A∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó A

β(T ) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T

co(A) � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A

cl (X) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X

S(X) � ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X

P(X) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X

Pcc(X) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X

comp(X) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X

conv(X) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X

C([a, b], X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
[a, b] ñî çíà÷åíèÿìè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, ñ
íîðìîé ‖f‖C = max

t∈[a,b]
‖h(t)‖

C(R+, X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
R+ ñî çíà÷åíèÿìè â X, ñ ìåòðèêîé ρ(h1, h2) =
=
∑∞

k=1 2−k( max
06t6k

‖h1(t)− h2(t)‖ ∧ 1)

Cα
a � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ôóíêöèé h :

[0, a]→ X ñ íîðìîé ‖h‖Cαa = sup
[0,a]

‖h(t)‖+ sup
06s<t6a

‖h(t)−h(s)‖
(t−s)α

Cα � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : R+ → X ñ ìåòðè-
êîé ρCα(h1, h2) =

∑∞
n=1 2−n( max

06t6n
‖h1(t)− h2(t)‖Cαn ∧ 1)
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Cα
0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé h ∈ Cα, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
δ→+0

sup
0<|t−s|<δ

‖h(t)−h(s)‖
(t−s)α = 0

W β
2 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a] → X ñ íîð-

ìîé ‖h‖2,β,a =
a∫
0

‖h(s)‖
sβ

ds +
a∫
0

s∫
0

‖h(s)−h(u)‖
(s−u)β+1 duds

W β
1 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a] → X, äëÿ

êîòîðûõ ‖h‖1,β,a = sup
06s<t6a

(‖h(t)−h(s)‖
(t−s)β +

t∫
s

‖h(τ)−h(s)‖
(τ−s)β+1 dτ) <

<∞
W β

0 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a] → X ñ íîð-
ìîé ‖h‖0,β,a = sup[0,a] ‖h(t)‖β <∞, ãäå ‖h(t)‖β = ‖h(t)‖+

+
∫ t

0
‖h(t)−h(s)‖
(t−s)β+1 ds

F ([x]δ) � çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ F (x1) ïî âñåì x1 òà-
êèì, ÷òî ρ(x, x1) 6 δ

Lp(T,X) � ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ
ïî Áîõíåðó ôóíêöèé f : T → X òàêèõ, ÷òî ‖f‖Lp =

=
( ∫

T
‖f(t)‖pdτ

)1/p
<∞

E(x) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x

E(x|G) � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû x îòíîñèòåëüíî ïîä-σ-àëãåáðû G

P x � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà

δ(a) � åäèíè÷íàÿ ìåðà Äèðàêà â òî÷êå a

tr(A) � ñëåä ìàòðèöû èëè îïåðàòîðà A

(Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

1A(x) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A, ò. å. 1A(x) = 1, åñëè
x ∈ A, è 1A(x) = 0, åñëè x  A

ÑÄÓ � ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ÑÄÂ � ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ÑÑÄÓ � ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ï. â. � ïî÷òè âñþäó

ï. í. � ïî÷òè íàâåðíîå

a ∧ b = min{a, b} � ìåíüøåå èç ÷èñåë a è b

a ∨ b = max{a, b} � áîëüøåå èç ÷èñåë a è b

f ∗ g � ñâåðòêà ôóíêöèé f è g
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〈a, b〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b

ξn
P→ ξ � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

ξn
Lp→ ξ � ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà p

ξn
ï. í.→ ξ � ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ïî÷òè íàâåðíîå)

ξn
D→ ξ � ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

ξn
ñë.→ ξ � ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Pn
ñë.→P � ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

‖a‖ � íîðìà ýëåìåíòà a òîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
ýòîò ýëåìåíò

V
′
x , Vx,

∂V

∂x
� ñòðîêà (V

′
x1
. . . V

′
xd

), åñëè V : Rd → R

V
′′

x2 , Vx2 ,
∂2V

∂x2
� (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè V

′′
xixj

, åñëè V : Rd → R

Cm
b (Rd, Rn) � ìíîæåñòâî âñåõ m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé h : Rd → Rn, îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî âñåìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî ñ íîðìîé
‖f‖Cm

b
= sup

x∈Rd

‖f(x)‖+
∑

16|α|6m

sup
x∈Rd

‖D|α|f(x)‖

PT � ïðåäñêàçóåìàÿ σ-àëãåáðà

MT � ïðîãðåññèâíî èçìåðèìàÿ σ-àëãåáðà

ΣT � ñîãëàñîâàííàÿ σ-àëãåáðà

L1(H) � ïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ íà H

L2(H) � ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà íà H

[A]ε = {x ∈ X : ρ(x,A) 6 ε} � ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A

ᾱ(A,B) = sup(ρ(x,B) : x ∈ A) � ïîëóîòêëîíåíèå ïî Õàóñäîðôó ìíîæåñò-
âà A îò ìíîæåñòâà B

α(A,B) = max(ᾱ(A,B), ᾱ(B,A)) � îòêëîíåíèå ïî Õàóñäîðôó ìíîæåñòâ A
è B
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ÃËÀÂÀ 1

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

1.1. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è äèôôåðåíöè-
àëüíûõ âêëþ÷åíèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì â êíèãå. Ýòè
ñâåäåíèÿ ïðèâåäåíû ëèøü äëÿ îáëåã÷åíèÿ ÷èòàòåëþ èçó÷åíèÿ ñîäåðæàíèÿ
êíèãè è íå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èçó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ ìàòå-
ìàòèêè. Óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâ. Ñ äîêàçàòåëüñòâàìè
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ìîíîãðàôèÿõ, êîòîðûå óêàçàíû ïåðåä ôîðìóëè-
ðîâêàìè òåîðåì.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X è ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ G.
Ñèñòåìà G íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè:

à) îáúåäèíåíèå ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ èç G òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ïîä-
ìíîæåñòâîì;

á) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ èç G ïðèíàäëåæèò G;
â) X è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ïðèíàäëåæàò G.
Ýëåìåíòû èç G íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, à ìíîæå-

ñòâî X ñ òîïîëîãèåé G íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
(X,G). Ïîäìíîæåñòâà èç X, äîïîëíåíèÿ êîòîðûõ îòêðûòû, íàçûâàþòñÿ
çàìêíóòûìè. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x, íàçû-
âàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ x. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëþáûå
äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè, íàçûâàåòñÿ
õàóñäîðôîâûì.

Ïóñòü (X,G),(Y,T)� äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà,f : X → Y �
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X, ñî çíà÷åíèÿìè â Y. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè f(x0)
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî f(U) ∈ V. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xn) òî÷åê xn ∈ X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê x ∈ X, åñëè
êàæäàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Ïóñòü (X,G) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è S � ïîäìíîæå-
ñòâî X. Ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà S, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâ U∩
∩ S, U ∈ G. Åå íàçûâàþò òîïîëîãèåé íà S, ïîðîæäåííîé òîïîëîãèåé G.
Çàìûêàíèå S̄ ìíîæåñòâà S � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ èç X, ñîäåðæàùèõ S. Ìíîæåñòâî S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â X, åñëè S̄ = X. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíî-
æåñòâî ïðîñòðàíñòâà X.
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Ñåìåéñòâî F îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïî-
êðûòèåì ìíîæåñòâà S, åñëè êàæäàÿ òî÷êà èç S ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû
îäíîìó ýëåìåíòó èç F. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè
êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå F ìíîæåñòâà S ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîäìíîæåñòâ èç F, êîòîðîå òàêæå ïîêðûâàåò S. Ìíîæåñòâî S íàçû-
âàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç S èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
èç S. S � îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, åñëè åãî çàìûêàíèå S̄ êîìïàêò-
íî. S � îòíîñèòåëüíî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, åñëè êàæäàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èç S èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷-
êå èç X.

Ïóñòü D � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ èç X. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òîïîëîãèÿ G íà X, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñèñòåìó D è ÿâëÿåòñÿ ñëàáåé-
øåé òîïîëîãèåé íà X ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Åå íàçûâàþò òîïîëîãèåé, ïî-
ðîæäåííîé ñèñòåìîé D. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé fα : X → Y,
X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, (Y,F) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, α ∈
∈ A. Ñëàáåéøàÿ òîïîëîãèÿ íà X òàêàÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè fα íåïðåðûâ-
íû, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì ôóíêöèé fα. Ýòà
òîïîëîãèÿ ïîðîæäåíà ñèñòåìîé ìíîæåñòâ D = {f−1

α (θ) : θ ∈ F,α ∈ A}.
Äðóãîé ïîëåçíûé ñïîñîá ââåñòè òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå X � ýòî

îïðåäåëèòü ìåòðèêó íà X. Ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R+ íàçûâàåòñÿ ìåò-
ðèêîé íà X, åñëè:

1) ρ(x, y) = ρ(y, x);
2) ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z);
3) ρ(x, y) = 0⇔ x = y

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X. Ìíîæåñòâî X ñ ìåòðèêîé ρ íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì (X, ρ).

Ïóñòü (X,G) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è β � ñèñòåìà ïîäìíî-
æåñòâ èç X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

à) ∀x ∈ X, ∃βx ∈ β òàêîå, ÷òî x ∈ βx;
á) åñëè x ∈ β1 ∩ β2, òî ñóùåñòâóåò β3 òàêîå, ÷òî x ∈ β3 ⊂ β1 ∩ β2.
Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ýëåìåíòîâ èç β âìåñòå ñ ïó-

ñòûì ìíîæåñòâîì ∅ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X. Ñèñòåìà β íàçûâàåò-
ñÿ áàçèñîì ýòîé òîïîëîãèè. Ñèñòåìà β ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, ρ), ñîñòîÿùàÿ èç îòêðûòûõ øàðîâ {y : ρ(x, y) < r}, x ∈
∈ X, r > 0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì à), á), è ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ òîïîëî-
ãèåé G, áàçèñ êîòîðîé � ñèñòåìà îòêðûòûõ øàðîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè ∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n > N,
∀m > N, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(xn, xm) 6 ε. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
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ñòâî ïîëíîå, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó ýëåìåíòó èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçû-
âàåòñÿ ìåòðèçóåìûì, åñëè åãî òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ
êàêîé-ëèáî ìåòðèêè.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X òàêæå è òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. X íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè îòîáðà-
æåíèÿ X × X 3 (x1, x2) → x1 + x2 ∈ X, R × X 3 (α, x) → αx ∈ X
íåïðåðûâíû.

Ôóíêöèÿ ‖ · ‖, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) ‖x‖ > 0 è ‖x‖ = 0⇔ x = 0;
2) ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖;
3) ‖αx‖ = |α|‖x‖, äëÿ âñåõ x, y ∈ X, α ∈ R, íàçûâàåòñÿ íîðìîé

íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Íîðìó ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ââåäåíèÿ ìåòðèêè ρ(x, y) = ‖x − y‖ è ñîîòâåòñòâóþùåé
òîïîëîãèè íà X. Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçû-
âàåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè X è Y � äâà ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà, òî ìíî-
æåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y ñ îáû÷íûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ‖A‖ = sup{Ax : ‖x‖ 6 1}.
Åãî îáîçíà÷àþò L(X, Y ). Åñëè Y = R, òî L(X,R) íàçûâàþò ïðîñòðàí-
ñòâîì, ñîïðÿæåííûì ê X, è îáîçíà÷àþò X∗. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
ïðîñòðàíñòâà X ñõîäèòñÿ ê x ñëàáî, åñëè ñêàëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü x

′
(xn − x) ñõîäèòñÿ ê íóëþ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x

′ ∈ X∗.
Ýëåìåíòû èç X∗ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè íà X, è èõ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äëÿ ââåäåíèÿ òîïîëîãèè íà X. Ñëàáåéøóþ òîïîëîãèþ
â X, ïðè êîòîðîé âñå ýëåìåíòû x

′
èç X∗ íåïðåðûâíû, íàçûâàþò ñëà-

áîé òîïîëîãèåé â X è îáîçíà÷àþò σ(X,X∗). Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî S
ñëàáî êîìïàêòíî, åñëè îíî êîìïàêòíî â (X,σ(X,X∗)). Ìíîæåñòâî S
íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xn ∈ S ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõî-
äÿùóþñÿ ê òî÷êå èç S. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëàáàÿ çàìêíóòîñòü,
ñëàáàÿ îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü, ñëàáàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñåêâåíöèàëü-
íàÿ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà S.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 (òåîðåìà Ýáåðëåéíà�Øìóëüÿíà [220, ñ. 7]).
Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû: à) S � ñëàáî îòíîñèòåëüíî ñåêâåíöèàëüíî
êîìïàêòíî; á) S � ñëàáî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2 (òåîðåìà Øìóëüÿíà [220, ñ. 7]). Åñëè S � îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X,
òî äëÿ êàæäîãî x, ïðèíàäëåæàùåãî ñëàáîìó çàìûêàíèþ S, ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç S, ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è K � ïîäìíî-
æåñòâî èç X. K íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè ∀x, y ∈ K ìíîæåñòâî
αx+(1−α)y, 06α61, ïðèíàäëåæèò K. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæå-
ñòâà S íàçûâàþò ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ S,
îáîçíà÷àåòñÿ co(S). Ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ
èç X, ñîäåðæàùèõ S, íàçûâàþò çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé S, îáî-
çíà÷àþò co(S). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A,B èç ëèíåéíîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è α ∈ R èìååì:

1) co(αA) = αco(A), co(A + B) = co(A) + co(B);
2) co(A) = co(A);
3) co(αA) = αco(A);
4) åñëè co(A) � êîìïàêòíî, òî co(A + B) = co(A) + co(B);
5) åñëè A ⊂ Rn, A � êîìïàêòíî, òî co(A) òîæå êîìïàêòíî.
Åñëè {x1, . . . , xn} � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê èç áàíàõîâà ïðîñòðàí-

ñòâà X, òî âñÿêàÿ òî÷êà x, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå x =
∑n

i=1 αixi, ãäå
αi > 0,

∑n
i=1 αi = 1, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn.

Ïðåäëîæåíèå 1.3 (òåîðåìà Êàðàòåîäîðè [220, ñ. 8]). Ïóñòü A �
ïîäìíîæåñòâî èç Rn. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ∈ co (A) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé êîìáèíàöèåé íå áîëåå ÷åì n + 1 òî÷åê èç A.

Ïðåäëîæåíèå 1.4 (òåîðåìà Êðåéíà�Øìóëüÿíà [220, ñ. 8]). Çàìêíó-
òàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñëàáî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî êîìïàêòíîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.5 (òåîðåìà Áàíàõà�Ìàçóðà [220, ñ. 8]). Åñëè X �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è (xn) � ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ýëå-
ìåíòîâ èç xn ñõîäèòñÿ ê x â òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé íîðìîé X.

Ïóñòü H,H1 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : H → H1 � ëèíåéíûé
îïåðàòîð. Ãîâîðÿò, ÷òî A çàìêíóò, åñëè èç óñëîâèé xn ∈ E, xn → x,
Axn → y ñëåäóåò, ÷òî Ax = y. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K, ÷òî ∀f ∈ H

‖Af‖ 6K‖f‖.

Ïðåäëîæåíèå 1.6 (òåîðåìà Áàíàõà î çàìêíóòîì ãðàôèêå
[56, ñ. 227�228]). Åñëè A : H → H1 � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðà-
òîð, òî A îãðàíè÷åí.
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Ïðåäëîæåíèå 1.7 (òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà [156, c. 171]). Ïóñòü A �
çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå H
è x0 ∈ H\A. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà
f íà H, ÷òî f(x0) > sup

x∈A
f(x).

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à L(X) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â X. Îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (St)t>0 ⊂ L(X) íàçûâàþò ïîëóãðóïïîé îïåðà-
òîðîâ íà X, åñëè: 1) S0 = I ( I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð); 2) St+s =
= StSs äëÿ ëþáûõ s, t > 0 . Ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ (St)t>0 íàçûâàþò
ñèëüíî íåïðåðûâíîé (C0 -ïîëóãðóïïîé), åñëè ‖Stx − St0x‖ −−→t→t0

0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ X . Äëÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû St íà X, îïåðàòîð

A , îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå D(A) =

{
x ∈ X : ∃ lim

t→+0

Stx− x

t
∈ X

}
ôîðìóëîé Ax = lim

t→+0

Stx− x

t
, x ∈ D(A) , íàçûâàþò ãåíåðàòîðîì ïîëó-

ãðóïïû (St)t>0 .

Ïðåäëîæåíèå 1.8 [262, òåîðåìà 2.2]. Ïóñòü (St)t>0 � ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ïîñòîÿííûå M > 1 è β ∈ R òàêèå, ÷òî ‖St‖L(X) 6Meβt äëÿ
âñåõ t > 0.

Ïóñòü T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà F åãî ïîäìíî-
æåñòâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, åñëè T ∈ F, Ac = T \A ∈ F, A∪B ∈ F ∀A,B ∈
∈ F. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , ïðèíàäëåæàùèõ F, îáúåäèíåíèå

⋃∞
i=1 Ai ïðè-

íàäëåæèò F. Ìíîæåñòâî T ñ σ-àëãåáðîé F íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì
ïðîñòðàíñòâîì (T,F). Åñëè S � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ èç T, òî ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ S, ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé è íàçûâàåòñÿ
σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé S. Â ÷àñòíîñòè, åñëè T � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè èç T,
íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé è îáîçíà÷àåòñÿ β(T ).

Ïóñòü çàäàíû äâà èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà (T1,F1), (T2,F2) è îòîá-
ðàæåíèå f : T1 → T2. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ (F1,F2)-èçìåðèìûì,
åñëè f−1(E) ∈ F1 äëÿ êàæäîãî E ∈ F2. Åñëè (T,F) � èçìåðèìîå ïðî-
ñòðàíñòâî, X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è (fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(F,β(X))-èçìåðèìûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî lim

n→∞
fn(t) = f(t) äëÿ êàæ-

äîãî t ∈ T, òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ (F,β(X))-èçìåðèìîé. Åñëè X =
= R è ôóíêöèè fn, n > 1, f, g ÿâëÿþòñÿ (F,β(X))-èçìåðèìûìè, òî

(F,β(X))-èçìåðèìû è ôóíêöèè sup
n

fn; inf
n
fn; f × g;

f

g
, åñëè g 6= 0.
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Îòîáðàæåíèå f òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T1 â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî T2 íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
(β(T1),β(T2))-èçìåðèìûì. Åñëè g : T1 → T2 � èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ
îòîáðàæåíèå, f : T → T1 � (F,β(T1))-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, òî ñëîæ-
íàÿ ôóíêöèÿ g ◦ f ÿâëÿåòñÿ (F,β(T2))-èçìåðèìîé. Ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèé fn : T1 → T2, ãäå T2 �
ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïî Áî-
ðåëþ.

Ïóñòü (T,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ µ : F → R+, îïðå-
äåëåííàÿ íà ìíîæåñòâàõ A èç σ-àëãåáðû F, íàçûâàåòñÿ ìåðîé, åñëè
îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: µ(A) > 0 ∀A ∈ F; µ(∪∞i=1 Ai) =
=
∑∞

i=1 µ(Ai), ãäå Ai ∈ F, Ai ∩Aj = ∅, i 6= j. Ìåðà íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîé, åñëè µ(T ) <∞.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : T → R+, çàäàííîå íà èçìåðèìîì ïðî-
ñòðàíñòâå (T,F,µ) ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ (F,β(R+))-èç-
ìåðèìûì. Ïðåäåë

lim
n→∞

n2n∑
i=0

(i2nµ{i2−n < f 6 (i + 1)2−n}+ nP{f > n}),

ãäå {i2−n < f 6 (i + 1)2−n} � ìíîæåñòâî òî÷åê t ∈ T, äëÿ êîòîðûõ
i2−n<f(t)6(i + 1)2−n, àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {f > n}, íà-
çûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà è îáîçíà÷àåòñÿ

∫
T f(t)dµ. Â ñëó÷àå ïðîèç-

âîëüíîé ôóíêöèè f : T → R è â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè îäíîãî èç èíòåãðàëîâ∫
T f

+(t)dµ,
∫
T f
−(t)dµ, ãäå f+(t) = max{f(t), 0}, f−(t) = min{f(t), 0},∫

T f(t)dµ ïîëàãàþò ðàâíûì
∫
T f

+(t)dµ −
∫
T f
−(t)dµ. Ôóíêöèþ f íàçû-

âàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó, åñëè
∫
T |f(t)|dµ <∞.

Ïóñòü (T,F,µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ, X �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f : T → X íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè
ñóùåñòâóþò x1, . . . , xn ∈ X è A1, . . . , An ∈ F òàêèå, ÷òî Ai ∩ Aj = ∅,
i 6= j, ∪ni=1 Ai = T, f =

∑n
i=1 xi1Ai

. Ôóíêöèÿ f : T → X íàçûâàåòñÿ µ-
èçìåðèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé (fn) ñ
lim
n→∞
‖fn(t)− f(t)‖ = 0 äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ t ∈ T. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(fn) µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn : T → X µ-ïî÷òè âñþäó ñëàáî ñõîäèòñÿ
ê f, òî f òàêæå µ-èçìåðèìà.

Ôóíêöèÿ (µ-èçìåðèìàÿ) f : T → X íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî
Áîõíåðó, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ïðîñòûõ ôóíêöèé
fn : T → X òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞

∫
T ‖fn − f‖dµ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë

Áîõíåðà
∫
A fdµ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî A ∈ F ñ ïîìîùüþ ñîîò-

íîøåíèÿ
∫
A fdµ = lim

n→∞

∫
A fndµ, ãäå

∫
A fndµ � èíòåãðàë, îïðåäåëåííûé

îáû÷íûì îáðàçîì
∑n

i=1 xiµ(Ai

⋂
T ).
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Ôóíêöèÿ (µ-èçìåðèìàÿ) f : T → X èíòåãðèðóåìà ïî Áîõíåðó, åñëè
è òîëüêî åñëè

∫
T ‖f‖dµ <∞.

Ïðåäëîæåíèå 1.9 [220, ñ. 11]. Åñëè ôóíêöèÿ f : T → X � èíòå-
ãðèðóåìàÿ ïî Áîõíåðó, òî

1) lim
µ(A)→0

∫
A fdµ = 0;

2)‖
∫
A fdµ‖ 6

∫
A ‖f‖dµ äëÿ êàæäîãî A ∈ F;

3) åñëè (An) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ èç F è A =
∞⋃
i=1

An, òî
∫
A fdµ =

∑∞
n=1

∫
An

fdµ.

Ïðåäëîæåíèå 1.10 ([220, ñ. 11]). Ïóñòü (fn) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îïðåäåëåííûõ íà T èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé, ñõî-
äÿùàÿñÿ äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ t ∈ T ê ôóíêöèè f : T → X. Åñëè

lim
µ(E)→0

∫
E ‖fn‖dµ = 0 ðàâíîìåðíî ïî n ∈ N, òî f � èíòåãðèðóåìà ïî

Áîõíåðó è lim
n→∞

∫
B fndµ =

∫
B fdµ äëÿ êàæäîãî B ∈ F.

Åñëè 1 6 p < ∞, òî ñèìâîëîì Lp(T,F,µ, X) èëè êðàòêî Lp(T,X)
îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé f : T → X
òàêèõ, ÷òî ‖f‖ = (

∫
T ‖f‖

pdµ)1/p < ∞. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Lp(T,X)
(òî÷íåå ìíîæåñòâî êëàññîâ, ñîñòîÿùèõ èç ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé) ñ íîð-
ìîé ‖f‖ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñèìâîë L∞(T,X) èñïîëü-
çóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà µ-èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖f‖∞ = ess sup ‖f‖.

Ïðåäëîæåíèå 1.11 (òåîðåìà Ðèññà [220, ñ. 13]). Åñëè
A : L1(T,R) → X � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ L∞(T,X) òàêàÿ, ÷òî A(f) =

∫
T fgdµ äëÿ âñåõ

f ∈ L1(T,R).

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ìåðó ν : F → X. Åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî
íóëåâîé µ ìåðû èìååò íóëåâóþ ν ìåðó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ν ÿâëÿåòñÿ µ
íåïðåðûâíîé. Ïóñòü ν : F → X îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì ν(A) =

∫
A fdµ

äëÿ A ∈ F, ãäå f : T → X � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Áîõíåðó ôóíêöèÿ, òîãäà
ν ÿâëÿåòñÿ µ íåïðåðûâíîé è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ |ν|(A) =
=
∫
A ‖f‖dµ, A ∈ F.

Ïðåäëîæåíèå 1.12 (òåîðåìà Ðàäîíà�Íèêîäèìà [220, ñ. 13]). Ïóñòü
(T,F,µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ , X � êîíå÷-
íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ν : F → X � µ íåïðåðûâíàÿ
âåêòîðíàÿ ìåðà îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ g ∈ L1(T,X) òàêàÿ, ÷òî ν(A) =

∫
A gdµ äëÿ âñåõ A ∈ F.
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Ôóíêöèÿ g ∈ L1(T,X), îïðåäåëÿåìàÿ òåîðåìîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà,
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà âåêòîðíîé ìåðû ν îòíî-

ñèòåëüíî ìåðû µ è îáîçíà÷àåòñÿ
dν

dµ
.

Ïîäìíîæåñòâî K ∈ L1(T,X) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðó-
åìûì, åñëè supf∈K

∫
T ‖f‖dµ <∞ è limµ(A)→0

∫
A ‖f‖dµ = 0 ðàâíîìåðíî

ïî f ∈ K.

Ïðåäëîæåíèå 1.13 (òåîðåìà Äàíôîðäà [220, ñ. 12]). Ïîäìíîæå-
ñòâî K ∈ L1(T,R) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî êîì-
ïàêòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè îíî ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî.

Ìíîæåñòâî K ⊂ L1(T,X) íàçûâàþò èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ λ : T → R+ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè v(·) ∈ K äëÿ ïî÷òè âñåõ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖v(t)‖ 6 λ(t).

Ïðåäëîæåíèå 1.14 (òåîðåìà Äèñòåëÿ [192]). Ïóñòü X � áàíàõî-
âî ïðîñòðàíñòâî; T � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ;
K � èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç L1(T,X). Ïðåäïî-
ëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæå-
ñòâî Tε ⊂ T è ñëàáî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Qε ⊂ X òàêèå, ÷òî
µ(T \ Tε) 6 ε è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè v(·) ∈ K ïî÷òè âñþäó íà Tε âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå v(t) ∈ Qε. Òîãäà ìíîæåñòâî K îòíîñèòåëüíî ñëàáî
êîìïàêòíî.

Åñëè T ⊂ Rd, òî îáû÷íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èçìåðèìîì ïðîñòðàí-
ñòâå (T,F,µ) σ-àëãåáðà F ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ
èç T, à µ � ìåðà Ëåáåãà. Â ýòîì ñëó÷àå (F,β(R))-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
f : T → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, à äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà
ôóíêöèè f èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

∫
T fdx.

Ïóñòü (T1,F1), (T2,F2), (T3,F3) � òðè èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà. Òî-
ãäà σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ èç T1 × T2, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâàìè A1 ×
× A2, A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì σ-àëãåáð F1

è F2, îáîçíà÷àåòñÿ F1 × F2. Åñëè ôóíêöèÿ f : T1 × T2 → T3 ÿâëÿåò-
ñÿ èçìåðèìîé, òî ãîâîðèì, ÷òî îíà (F1 × F2,F3) -èçìåðèìà, ïðè÷åì, åñëè
ïîíÿòíî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî T3, òî ãîâîðèì, ÷òî îíà (F1 ×
×F2) -èçìåðèìà, åñëè ÿñíî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ è ïðîñòðàíñòâî (T1× T2), òî
ãîâîðèì ïðîñòî, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà. Ïóñòü (T1,F1,µ1), (T2,F2,µ2)
� äâà èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè µ1,µ2 . Ìåðà µ íà (T1×T2,F1×
×F2) òàêàÿ, ÷òî µ(A×B) = µ1(A)×µ2(B), A ∈ F1, B ∈ F2, íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ1 è µ2, îáîçíà÷àåòñÿ µ1 ⊗ µ2.
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Ââåäåì ëåáåãîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìåð. Îïðåäåëèì ìåðó µ̃ íà (T1 ×
× T2,F1 × F2) ðàâåíñòâîì µ̃(A × B) = µ(A) × µ(B), A ∈ F1, B ∈ F2.
Ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̃ áóäåì íàçûâàòü ëåáåãîâñêèì ïðîèçâå-
äåíèåì ìåð è îáîçíà÷àòü µ1 × µ2.

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, µ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, a],
(Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ([0, a],β([0, a]),µ) � èç-
ìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, (µ× P ) � ëåáåãîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìåð µ è P,
Π � σ -àëãåáðà íà ([0, a]×Ω) (µ× P ) -èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, L1([0, a]×
× Ω,Π,µ × P,X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó
ôóíêöèé f : [0, a]× Ω→ X òàêèõ, ÷òî ‖f‖ =

∫
[0,a]×Ω ‖f‖d(µ× P ) <∞.

Ïðåäëîæåíèå 1.15. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1([0, a] × Ω,Π,µ ×
× P,X) ñóùåñòâóåò (β([0, a])× F) -èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî
f(t,ω) = h(t,ω) äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a]× Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå [56, c. 311] äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ Π
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B ⊃ A, B ∈ β([0, a])×F òàêîå, ÷òî (µ×P )(A) =
= (µ × P )(B). Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-
ñòûõ ôóíêöèé fn äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω). Ïóñòü Dn,i � ìíîæå-
ñòâî, íà êîòîðîì fn ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå xi. Ìíîæåñòâî Dn,i

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Bn,i ∈ β([0, a])×F è ìíî-
æåñòâà Kn,i òàêîãî, ÷òî (µ × P )(Kn,i) = 0. Ôóíêöèÿ gn, ðàâíàÿ fn íà
ìíîæåñòâàõ Dn,i è ðàâíàÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå èç f([0, a] × Ω) âíå ìíî-
æåñòâ Dn,i, ÿâëÿåòñÿ (β([0, a]) × F) -èçìåðèìîé. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî,
íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn íå ñõîäèòñÿ ê f, à M � ìíîæåñòâî èç
β([0, a])× F íóëåâîé ìåðû, ñîäåðæàùåå L. Ïóñòü hn � ôóíêöèÿ ðàâíàÿ
gn íà M c è ðàâíàÿ ôèêñèðîâàííîìó ýëåìåíòó x ∈ X íà M. Ôóíêöèè
hn ÿâëÿþòñÿ (β([0, a]) × F) -èçìåðèìûìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn ñõî-
äèòñÿ âñþäó ê íåêîòîðîé ôóíêöèè h, ðàâíîé f äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ
(t,ω) ∈ [0, a]× Ω . Ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. �

Ïðåäëîæåíèå 1.16 (òåîðåìà Ôóáèíè [154, c. 213�217]). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(t1, t2) ÿâëÿåòñÿ (F1 × F2,β(R))-èçìåðèìîé è∫

T1×T2

|f(t1, t2)|d(µ1 ⊗ µ2) <∞.

Òîãäà èíòåãðàëû
∫
T1
f(t1, t2)dµ1 è

∫
T2
f(t1, t2)dµ2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî µ2-èçìåðèìîé, µ1-èçìåðèìîé ôóíêöèÿìè è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî∫
T1×T2

f(t1, t2)d(µ1 ⊗ µ2) =

∫
T1

dµ1

∫
T2

f(t1, t2)dµ2 =

∫
T2

dµ2

∫
T1

f(t1, t2)dµ1.
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Ïðåäëîæåíèå 1.17 (îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî [119,
c. 302]). Ïóñòü D ⊂ Rn, G ⊂ Rm è ôóíêöèÿ f : D×G→ R òàêîâà, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 p < ∞ âûïîëíåíî óñëîâèå

∫
D(
∫
G |f(x, y)|pdx)1/pdy <

<∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(∫
G

(∫
D

f(x, y)dy

)p

dx

)1/p

6

∫
D

(∫
G

|f(x, y)|pdx
)1/p

dy <∞.

Ïðåäëîæåíèå 1.18 (òåîðåìà î ìîíîòîííûõ êëàññàõ [116, c. 18�19]).
Ïóñòü H � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ äåéñòâèòåëüíûõ
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Ω, ñîäåðæàùåå åäèíèöó, çàìêíóòîå îòíîñèòåëü-
íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé âîçðàñòàþùåé
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé fn ∈ H ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f = lim fn ïðèíàäëåæèò H. Ïóñòü
E � ïîäìíîæåñòâî H, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî H ñîäåðæèò âñå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, èçìåðèìûå îò-
íîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè E.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ òàêæå äîñòàòî÷íû äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû
î ìîíîòîííûõ êëàññàõ:

a) H � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëü-
íî ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè;

á) E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
f × g, è 1 ∈ E.

Ïðåäëîæåíèå 1.19 [138, c. 16]. Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, xn : [0, t1]→ Y, n>1, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ è ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ
ê ôóíêöèè x(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ẋn(t), n>1, èí-
òåãðàëüíî îãðàíè÷åíà è ïðè ïî÷òè êàæäîì t ìíîæåñòâî {ẋn(t), n > 1}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Òîãäà x(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîé, ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå ẋn(t) ∈

⋂∞
n=1 co

⋃∞
k=n ẋk(t).

Ïóñòü V , W , U � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïî-
ëåì. Îòîáðàæåíèå ϕ : V × W → U íàçûâàþò áèëèíåéíûì, åñëè îíî
ëèíåéíî ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
äðóãîãî àðãóìåíòà. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðî-
ñòðàíñòâå âñåõ îòîáðàæåíèé èç V ×W â U .

Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V , W íàçû-
âàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî U = V ⊗W âìåñòå ñ áèëèíåéíûì îòîáðà-
æåíèåì ⊗ : V ×W → U, óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè
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{vi : i ∈ I} , {wj : j ∈ J} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî,
òî {vi ⊗ wj : i ∈ I, j ∈ J} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà U .

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ëþáûõ ïðîñòðàíñòâ V,W ñóùåñòâóåò
(äîñòàòî÷íî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî U c áàçèñîì {uij : i ∈ I, j ∈
∈ J} è çàäàòü îòîáðàæåíèå íà ïàðàõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå
vi ⊗ wj = uij ) è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äëÿ ëþáîãî áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : V ×W → U ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ψ : V ⊗W → U òàêîå, ÷òî ϕ(x, y) =
= ψ(x⊗ y) äëÿ ëþáûõ x ∈ V , y ∈ W .

Ýëåìåíò z ∈ V ⊗W íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè îí ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå z = x⊗ y äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ V , y ∈ W . Èç îïðåäåëåíèÿ
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè x =

∑
i xiui , y =

∑
j yjwj , òî

z =
∑

ij xiyj ui ⊗ vj .

Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A ∈ L(V ) , B ∈ L(W ) ìîæíî îïðå-
äåëèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A⊗B ∈ L(V ⊗W ) , çàäàâ åãî íà ðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòàõ ïî ôîðìóëå (A ⊗ B)(x ⊗ y) = Ax ⊗ By. Îïåðàòîð A ⊗ B
íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ A è B .

Ôóíêöèþ ‖ · ‖ : A → ‖A‖ íàçûâàþò ìàòðè÷íîé íîðìîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Rd×m, C ∈ Rm×r è ÷èñåë λ ∈ R îíà óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ‖A‖ > 0, ‖A‖ = 0⇔ A = 0; 2) ‖λA‖ = |λ|‖A‖;
3) ‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖; 4) ‖AC‖ 6 ‖A‖‖C‖.

Ôóíêöèÿ A→ ‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖, A ∈ Rd×m, x ∈ Rm, ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðè÷íîé íîðìîé è íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé, ïîä÷èíåííîé âåêòîðíîé
íîðìå ‖ · ‖.

×åðåç Rd×d
s îáîçíà÷àåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàò-

ðèö ñ íîðìîé, ïîä÷èíåííîé åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìå.

Ïðåäëîæåíèå 1.20 [146, c. 492�493]. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Rd×d

ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû Q, P è äèàãîíàëüíàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ìàòðèöà D = diag(λ1, . . . , λd) òàêèå, ÷òî A = QDP>, ãäå
λ1 > . . . > λd > 0 � íåîòðèöàòåëüíûå êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû AA> , ñòîëáöû ìàòðèöû Q � ñîáñòâåííûå âåê-
òîðû ìàòðèöû AA>, à ñòîëáöû ìàòðèöû P � ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ìàòðèöû A>A.

Ïðåäëîæåíèå 1.21 [146, c. 490�491]. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Rd×d

ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà U è ñèììåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ìàòðèöà S òàêèå, ÷òî A = SU, ãäå S = QDQ>, U = QP, à
Q,D, P � ìàòðèöû èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.22 [146, ñ. 357, 397]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè-
÷åñêîé ìàòðèöû A ∈ Rd×d

s èìååì

max
‖x‖=1

|x>Ax| = ‖A‖2 = max{|λ| : λ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A},

ãäå ‖A‖2 � íîðìà ìàòðèöû, ïîä÷èíåííàÿ åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìå.

Ïðåäëîæåíèå 1.23 [146, c. 211�212]. Ïóñòü A ∈ Rd×d
s � ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ ìàòðèöà è λ1>λ2> . . .>λd � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A , à
x1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ1. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A1 = A− λ1x1x

>
1 ðàâíî λ2.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉H è êîòîðîå ïîëíîå îòíîñèòåëüíî
íîðìû ‖h‖H :=

√
〈h, h〉H , ïîðîæäàåìîé ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Êàæäîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (H; 〈·, ·〉H) èìååò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {hn : n ∈ N}, è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà h ∈ H
èìååì h =

∑+∞
n=1〈h, hn〉Hhn.

Ïóñòü (H; 〈·; ·〉H) è (K; 〈·; ·〉K) � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è A ∈
∈ L(H;K), ãäå L(H;K) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ èç H â K (ïèøåì L(H), åñëè K = H ). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç H â K, îáîçíà÷àåìûé A∗ òàêîé,
÷òî 〈Ax; y〉K = 〈x;A∗y〉H ∀x; y ∈ K. Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñîïðÿ-
æåííûì ê îïåðàòîðó A ∈ L(H;K).

Èñïîëüçóÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉H â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, ìû ìîæåì êëàññèôèöèðîâàòü îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû
A ∈ L(H). Ñêàæåì, ÷òî A ∈ L(H) ñèììåòðè÷åñêèé, åñëè 〈Ax; y〉H =
= 〈x;Ay〉H äëÿ âñåõ x ∈ H. Ñêàæåì, ÷òî A ∈ L(H) íåîòðèöàòåëüíûé,
åñëè 〈Ax;x〉H > 0 äëÿ âñåõ x ∈ H.

Ïóñòü (H; 〈·; ·〉H) è (K; 〈·; ·〉K) � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðî-
ñòðàíñòâà è hn, n ∈ N, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H . Îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ L(H;K) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà�

Øìèäòà, åñëè ðÿä
(∑+∞

n=1 ‖Ahn‖2
)1/2

ñõîäèòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñõîäè-

ìîñòü ýòîãî ðÿäà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(H;K) ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ

Ãèëüáåðòà�Øìèäòà èç ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H
â ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K. Ïóñòü hn, n ∈ N, �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå S;T ∈ L2(H;K).
Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉L2(H;K) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈S;T 〉L2(H;K) :=
+∞∑
n=1
〈Shn;Thn〉K . Íîðìó, èíäóöèðîâàííóþ ââåäåííûì
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ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îáîçíà÷èì ‖ · ‖L2(H,K). Äëÿ ñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A∗ èìååì ‖A‖L2(H;K) = ‖A∗‖L2(K;H).

Âîçüìåì ñèììåòðè÷åñêèé íåîòðèöàòåëüíûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð A íà H. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷åñêèé íåîòðèöà-
òåëüíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A1/2 òàêîé, ÷òî A1/2 ◦ A1/2 = A.

Ïóñòü fn, n ∈ N, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H . Îïðåäåëèì ñëåä
îïåðàòîðà A :

tr(A) := ‖A1/2‖2
L2(H) =

+∞∑
n=1

‖A1/2hn‖2
H =

=
+∞∑
n=1

〈A1/2hn, A
1/2hn〉H =

+∞∑
n=1

〈Ahn;hn〉H .

Ìû ñêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ L(H) ÿâ-
ëÿåòñÿ ÿäåðíûì, åñëè îí èìååò êîíå÷íûé ñëåä, ò. å.

∑+∞
n=1〈Ahn;hn〉H <

<∞. Ìíîæåñòâî âñåõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H, îáîçíà÷èì
L1(H). Åñëè îïåðàòîð A ñèììåòðè÷åñêèé, íåîòðèöàòåëüíûé è èìååò êî-
íå÷íûé ñëåä, òî îïåðàòîð A1/2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà�Øìèäòà.

Ïðåäëîæåíèå 1.24. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî; An ∈ L2(H) � ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà åå ñëàáûé ïðåäåë A0

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Áàíàõà�Ìàçóðà (ïðåäëîæåíèå 1.5) ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê A0. Ïîñêîëüêó âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ òàêæå ñèììåòðè÷åñêèé íåîò-
ðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, òî A0 � ñèììåòðè÷åñêèé íåîòðèöàòåëüíûé îïå-
ðàòîð. �

×èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A ∈
∈ L(U), åñëè óðàâíåíèå Ah = λh èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå h ∈ U.
Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð h íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâó-
þùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ . Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèììåò-
ðè÷åñêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � íåîò-
ðèöàòåëüíî è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî
(çäåñü ìû íåÿâíî èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîãî îïåðàòîðà � âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Åñëè A ñèììåòðè÷åñêèé
íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð ñ êîíå÷íûì ñëåäîì â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî ñóììà âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè) îïåðàòîðà A ðàâíà ñëåäó ýòîãî îïåðàòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå
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íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü è ìîæíî óïî-
ðÿäî÷èòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî óáûâàíèþ λ1 > λ2 > · · · > 0. Êðîìå
òîãî, åñëè λn, n ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðà-
òîðà A ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Ahn = λnhn.

1.2. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Ïåðâîíà÷àëüíûì îáúåêòîì òåîðèè âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ), ãäå (Ω,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâà Ω è ñèñòåìû F åãî ïîäìíîæåñòâ, îáðà-
çóþùèõ σ-àëãåáðó, à P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (âåðîÿòíîñòü), îïðåäå-
ëåííàÿ íà ìíîæåñòâàõ èç F, ò. å. ìåðà íà F òàêàÿ, ÷òî P (Ω) = 1.
Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, (S,β(S)) � èçìåðèìîå
ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà S è áîðåëåâ-
ñêîé σ-àëãåáðû β(S). Ôóíêöèÿ ξ : Ω → S íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, åñëè îíà (F,β(S))-èçìåðèìà.

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ FP íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì σ-àëãåáðû F ïî
ìåðå P, åñëè FP ïðèíàäëåæàò âñå òå ìíîæåñòâà A ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ
íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà A1, A2 ∈ F, ÷òî A1 ⊂ A ⊂ A2 è P (A2 \A1) =
= 0. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ FP ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, è ìåðà P îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæàåòñÿ ñ F íà FP . Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì, åñëè FP ñîâïàäàåò ñ F.

Ïðåäëîæåíèå 1.25 [24, ñ. 13�14]. Ïóñòü (S, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, P � âåðîÿòíîñòü íà (S,β(S)). Òîãäà äëÿ êàæäîãî
B ∈ β(S) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P (B) = sup
(K⊂B, K � êîìïàêòíî)

P (K).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â ñåïàðàáåëü-
íîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè∫

Ω ‖ξ‖dP <∞.
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ξ = ξ(ω) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Áîõíåðà
∫

Ω ξ(ω)dP (îáîçíà÷àåòñÿ
E(ξ) ).

Ïóñòü ξ(ω) � èíòåãðèðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè
â êîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è J � ïîä -σ-àëãåáðà F. Òîãäà
ôîðìóëà µ(B) =

∫
B

ξ(ω)P (dω), B ∈ J, îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó

íà (Ω, J), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû ν = (P |J).
Ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà�Íèêîäèìà dµ/dν íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì ξ îòíîñèòåëüíî J è îáîçíà÷àåòñÿ E(ξ|J). Òàêèì
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îáðàçîì, E(ξ|J) ÿâëÿåòñÿ J-èçìåðèìîé èíòåãðèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé Y òàêîé, ÷òî

∫
B Y (ω)P (dω) =

∫
B ξ(ω)P (dω) äëÿ âñåõ B ∈ J.

Ñâîéñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äåéñòâèòåëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [154, c. 232�236]

1) E(aX + bY |J) = aE(X|J) + bE(Y |J);
2) åñëè X > 0 ï. í., òî E(X|J) > 0 ï. í.;
3) E(1|J) = 1 ï. í.;
4) åñëè X � J-èçìåðèìà, òî E(X|J) = X ï. í. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè

XY èíòåãðèðóåìà è X � J-èçìåðèìà, òî E(XY |J) = XE(Y |J) ï. í.;
5) åñëè H � ïîä-σ-àëãåáðà σ-àëãåáðû J, òî E(E(X|J)|H) =

= E(X|H) ï. í.;
6) åñëè Xn → X â L1(Ω, R), òî E(Xn|J)→ E(X|J) â L1(Ω, R).
Ïóñòü (ξn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàííàÿ íà

íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (S, ρ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ

ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷àåòñÿ ξn
P→ ξ ), åñëè

∀ε > 0
P{ω : ρ(ξn, ξ) > ε} →

n→∞
0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ïî-

÷òè íàâåðíîå) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷àåòñÿ ξn
ï. í.→ ξ ), åñëè

P{ω : ξn → ξ} = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â
ñðåäíåì ïîðÿäêà p, 0 < p <∞, ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷àåòñÿ

ξn
Lp

→ ξ), åñëè
E(ρp(ξn, ξ)) →

n→∞
0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn, n>1, ñî çíà÷åíèÿìè â R
íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷àåòñÿ

ξn
ñë.→

n→∞
ξ ), åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η

lim
n→∞

E(ξnη) = E(ξη).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

ξn
ï. í.→ ξ⇒ ξn

P→ ξ;

ξn
Lp

→ ξ⇒ ξn
P→ ξ, p > 0.
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Îáðàòíûå èìïëèêàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñïðàâåäëèâû, íî îòìåòèì,

÷òî åñëè ξn
P→ ξ, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ξnk
, ñõîäÿùóþñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Åñëè ξ : Ω → S � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî ðàâåíñòâî P ξ(B) =
= P (ξ(ω) ∈ B), B ∈ β(S) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü íà (S,β(S)). Ìå-
ðà P ξ íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïóñòü (S,β(S), ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî S ñ ìåòðèêîé ρ è σ-
àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ β(S) è ïóñòü P(S) � ñîâîêóïíîñòü
âåðîÿòíîñòåé íà (S,β(S)), à (Pn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòåé èç
P(S). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Pn) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê âåðî-

ÿòíîñòíîé ìåðå P (îáîçíà÷àåòñÿ Pn
ñë.→P ), åñëè∫

S

f(x)dPn →
∫
S

f(x)dP

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ Cb(S), ãäå Cb(S) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îãðà-
íè÷åííûõ íà S ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.26 [24, ñ. 14�15]. Ñëåäóþùèå ïÿòü óñëîâèé ýêâè-
âàëåíòíû:

1) Pn
ñë.→P ;

2)
∫
S f(x)dPn →

∫
S f(x)dP äëÿ êàæäîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè f ∈ Cb(S);
3) lim sup

n→∞
Pn(F ) 6 P (F ) äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ;

4) lim inf
n→∞

Pn(G) 6 P (G) äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G;

5) lim
n→∞

Pn(A) = P (A) äëÿ êàæäîãî A ∈ β(S) ñ P (∂A) = 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn S-çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ðàçíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàçûâàåò-
ñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà-

÷àåòñÿ ξn
D→ ξ ), åñëè P ξn

ñë.→P ξ.
Ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {Pα,α ∈ Λ}, Pα ∈ P(S), íàçûâàåòñÿ

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð èç
ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùó-
þñÿ ê íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå èç P(S).

Ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {Pα,α ∈ Λ} íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì,
åñëè äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ S òàêîé, ÷òî

sup
α∈Λ

Pα(S \K) 6 ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn : Ωn → S íàçûâàåòñÿ
ïëîòíîé â S, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé P ξn ïëîòíà.
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Ïðåäëîæåíèå 1.27 (òåîðåìà Ïðîõîðîâà [24, c. 16]). Ïóñòü {Pα,α ∈
∈ Λ} � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, çàäàííûõ íà (S,β(S)). Åñëè ñå-
ìåéñòâî {Pα,α ∈ Λ} ïëîòíî, òî îíî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Â ñëó-
÷àå êîãäà S ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå.

Ñëàáóþ ñõîäèìîñòü Pn
ñë.→P ìîæíî ¾ìåòðèçîâàòü¿, ò. å. âåñòè òàêîå

ðàññòîÿíèå ν(P, P̄ ) ìåæäó äâóìÿ ìåðàìè P è P̄ , ÷òîáû Pn
ñë.→P áûëî

ðàâíîñèëüíî ν(Pn, P ) → 0. Îäíîé èç òàêèõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà
Ëåâè�Ïðîõîðîâà. Ïîëîæèì σ(P, P̄ ) = inf{ε > 0 : P (F ) 6 P̄ ([F ]ε) + ε äëÿ
âñåõ çàìêíóòûõ F ⊂ S}, ãäå [F ]ε � ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà F. Ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì L(P, P̄ ) = max{σ(P, P̄ ),σ(P̄ , P )}, ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòðèêîé íà P(S) è íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ëåâè�Ïðîõîðîâà.

Ïðåäëîæåíèå 1.28 [154, ñ. 375�377]. Ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà
ìåòðèçóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü:

L(Pn, P ) →
n→∞

0⇔ Pn
ñë.→

n→∞
P.

Åñëè f : Rd → R � èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ, ξ : Ω → Rd �
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, E(f(ξ(ω))) <∞, òî

E(f(ξ(ω))) =

∫
Ω

f(ξ(ω))dP =

∫
Rd

f(x)dP ξ.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X = X(ω), Y = Y (ω′), çàäàííûå íà âåðîÿò-
íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ω,F, P ), (Ω′,F′, P ′) ñîîòâåòñòâåííî è ñî çíà÷å-
íèÿìè â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå S, íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè
ïî ðàñïðåäåëåíèþ (îáîçíà÷àþò PX = P Y ), åñëè îíè èìåþò îäèíàêî-
âûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.29 [226, ñ. 6]. Ïóñòü Xn : Ωn → S, n>1,� ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (Ωn,Fn, Pn) ñî çíà÷åíèÿìè â ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå S. Òîãäà Xn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíå X : Ω → S, åñëè è òîëüêî åñëè En(f(Xn)) →

n→+∞
E(f(X)) äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Cb(X).

Ïðåäëîæåíèå 1.30 [226, ñ. 10]. Ïóñòü (S, ρ) (Y,G) � ìåòðè÷åñêîå
è èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî, Φ : S → Y � (β(S),G) -

èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Åñëè X è X̃ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäå-
ëåííûå íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ω,F, P ) è (Ω̃, F̃, P̃ ) ñîîò-

âåòñòâåííî òàêèå, ÷òî PX = P X̃ . Òîãäà PΦ(X) = PΦ(X̃).
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Ïðåäëîæåíèå 1.31 [226, ñ. 10]. Ïóñòü (S, ρ) è (Y, d)� ìåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïóñòü Xn è X � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäå-
ëåííûå íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ωn,Fn, Pn) è (Ω,F, P ) ñî-

îòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî Xn
D→

n→+∞
X. Òîãäà äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè Φ : S → Y èìååì Φ(Xn)
D→

n→+∞
Φ(X).

Ïóñòü (H, ‖ · ‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à C(R+, H) � ìíîæåñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R+ ñî çíà÷åíèÿìè â H.
Îïðåäåëèì ìåòðèêó

ρc(f1, f2) =
∞∑
n=1

2−n(1 ∧ max
06t6n

‖f1(t)− f2(t)‖).

Òîïîëîãèÿ íà C(R+, H), ïîðîæäåííàÿ ýòîé ìåòðèêîé, íàçûâàåò-
ñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ñõîäèòñÿ ê f
â (C(R+, H), ρc) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (fn) ñõîäèòñÿ ê f ðàâíî-
ìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå èç R+.

Ïðåäëîæåíèå 1.32 (òåîðåìà Àñêîëè�Àðöåëà [220, ñ. 15]). Ïîäìíî-
æåñòâî A èç ïðîñòðàíñòâà (C(R+, H), ρc) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî a ∈ R+ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) sup
f∈A

max
t∈[0,a]

‖f(t)‖ <∞,

2) lim
θ↓0

sup
f∈A

sup
|s−t|6θ,s,t∈[0,a]

‖f(s)− f(t)‖ = 0. �

Ïóñòü D(R+, H) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ñïðàâà è
èìåþùèõ êîíå÷íûé ïðåäåë ñëåâà â êàæäîé òî÷êå t ∈ R+. Ïóñòü

kn(t) =

 1, t 6 n,
n + 1− t, n < t < n + 1,

0, t > n + 1,

Λ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé
λ : R+ → R+, λ(0) = 0, λ(t) →

t→+∞
+∞,

|‖λ‖| = sup
s<t

ln
λ(t)− λ(s)

t− s
.

Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà D(R+, H)

ρD(f1, f2) =
∞
Σ
n=1

2−n(1 ∧ δn(f1, f2)),
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ãäå δn(f1, f2) = inf
λ∈Λ

(|‖λ|‖ + ρc(kn(λ)f1(λ), kn(λ)f2(λ))). Òîïîëîãèÿ íà

D(R+, H), ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé ρD, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé Ñêîðî-
õîäà.

Ïðîñòðàíñòâà (C(R+, H), ρc), (D(R+, H), ρD) ÿâëÿþòñÿ ïîëüñêèìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.33 (òåîðåìà Ñêîðîõîäà [24, c. 18�20]). Ïóñòü
(S, ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, P, Pn,

n > 1, � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà (S,β(S)) è Pn
ñë.→

n→∞
P. Òîãäà íàéäóò-

ñÿ òàêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω̃, F̃, P̃ ) è îïðåäåëåííûå íà íåì
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X∗, X∗n, n > 1, ñî çíà÷åíèÿìè â S, ÷òî

X∗n
ï. í.→
n→∞

X∗, PX∗n = Pn, PX∗ = P.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, òàê êàê äëÿ äàëüíåé-
øåãî âàæíî íå òîëüêî ñàìî óòâåðæäåíèå, íî è åãî äîêàçàòåëüñòâî. Äîêà-
æåì ïðåäëîæåíèå äëÿ Ω̃ = [0, 1), F̃ = β([0, 1)), P̃ = µ � ìåðà Ëåáåãà.

Âîçüìåì äëÿ êàæäîãî k øàðû σ
(k)
m , m>1, ñ ðàäèóñàìè 6 2−(k+1), ïîêðû-

âàþùèå âñå ïðîñòðàíñòâî S è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Pn(∂σ
(k)
m ) =

= 0, P (∂σ
(k)
m ) = 0 äëÿ êàæäûõ n, k,m (∂σ �ãðàíèöà ìíîæåñòâà σ ).

Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî k Dk
1 = σ

(k)
1 , Dk

2 = σ
(k)
2 \ σ(k)

1 , . . . , Dk
n =

= σ
(k)
n \ (σ

(k)
1

⋃
. . .
⋃
σ

(k)
n−1), . . . è S(i1, i2, . . . , ik) = D1

i1

⋂
D

(2)
i2

⋂
. . .
⋂

Dk
ik
.

Ñèñòåìà ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) åñëè (i1, i2, . . . , ik) 6= (j1, j2, . . . , jk), òî S(i1, i2, . . . , ik) ∩

∩ S(j1, j2, . . . , jk) = ∅;
2)
⋃∞

j=1 S(j) = S,
⋃∞

j=1 S(i1, i2, . . . , ik, j) = S(i1, i2, . . . , ik);

3) diamS(i1, i2, . . . , ik) 6 2−k;
4) Pn(∂S(i1, i2, . . . , ik)) = 0, n = 1, 2, . . . , P (∂S(i1, i2, . . . , ik)) = 0.
Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k óïîðÿäî÷èì âñå (i1, i2, . . . , ik) ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêè. Îïðåäåëèì èíòåðâàëû ∆(i1, i2, . . . , ik), ∆(n)(i1, i2, . . . , ik) â [0, 1]
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I) |∆(i1, i2, . . . , ik)| = P (S(i1, i2, . . . , ik)), |∆(n)(i1, i2, . . . , ik)| =
= Pn(S(i1, i2, . . . , ik));

II) åñëè (i1, i2, . . . , ik) < (j1, j2, . . . , jk), òî èíòåðâàë ∆(i1, i2, . . . , ik)
(∆(n)(i1, i2, . . . , ik) ) ðàñïîëîæåí ëåâåå èíòåðâàëà ∆(j1, j2, . . . , jk) (ñîîò-
âåòñòâåííî èíòåðâàëà ∆(n)(j1, j2, . . . , jk));

III)
⋃

(i1,i2,...,ik)

∆(i1, i2, . . . , ik) = [0, 1),
⋃

(i1,i2,...,ik)

∆(n)(i1, i2, . . . , ik) =

= [0, 1) (çäåñü ïîä èíòåðâàëàìè ïîíèìàþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà [a, b), a 6 b,
à |∆| îáîçíà÷àåò äëèíó èíòåðâàëà ∆).

37



Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè èíòåðâàëû ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Äëÿ êàæäîãî (i1, i2, . . . , ik), åñëè òîëüêî
◦
S(i1, i2, . . . , ik) 6= ∅, ìû âûáåðåì òî÷êó x(i1,i2,...,ik) ⊆

◦
S(i1, i2, . . . , ik)

(
◦
S � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà S ). Äëÿ ω ∈ [0, 1) ïîëîæèì Xk

n(ω) =
= xi1,i2,...,ik, åñëè ω ∈ ∆(n)(i1, i2, . . . , ik), è Xk(ω) = xi1,i2,...,ik, åñ-
ëè ω ∈ ∆(i1, i2, . . . , ik), äëÿ k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . Î÷åâèäíî,
ρ(Xk

n(ω), Xk+p
n (ω)) 6 2−k, ρ(Xk(ω), Xk+p(ω)) 6 2−k, è ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóþò Xn(ω) = lim
k→∞

Xk
n(ω) X(ω) = lim

k→∞
Xk(ω) èç-çà ïîëíîòû (S, ρ).

Òàê êàê Pn(S(i1, i2, . . . , ik)) = |∆(n)(i1, i2, . . . , ik)| → |∆(i1, i2, . . . , ik)| =

= P (S(i1, i2, . . . , ik), òî äëÿ ω ∈
◦
∆(i1, i2, . . . , ik) íàéäåòñÿ òàêîå nk,

÷òî ω ∈
◦
∆ (n)(i1, i2, . . . , ik) äëÿ âñåõ n > nk. Òîãäà Xk

n(ω) = Xk(ω) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Xn(ω), X(ω))6ρ(Xn(ω), Xk

n(ω))+ρ(Xk
n(ω), Xk(ω))+

+ ρ(Xk(ω), X(ω)) 6 2−(k−1), åñëè n > nk. Ïîýòîìó åñëè ïîëîæèì

Ω0 =
⋂∞

k=1(
⋃

(i1,i2,...,ik)

◦
∆(i1, i2, . . . , ik)), òî Xn(ω) → X(ω) äëÿ ω ∈ Ω0

ïðè n→∞ è, î÷åâèäíî, P̃ (Ω0) = 1.
Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî P̃Xn = Pn è P̃X = P. Òàê êàê P̃{ω :

Xk+p
n (ω) ∈ S̄(i1, i2, . . . , ik)} = P̃{ω : Xk+p

n (ω) ∈
◦
S(i1, i2, . . . , ik)} è êàæ-

äîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â S ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ S(i1, i2, . . . , ik), òî ïî ëåììå Ôàòó èìååì
lim inf
p→∞

P̃Xp
n(O) > Pn(O) äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O â S. Òî-

ãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.26, P̃Xp
n ñëàáî ñõîäèòñÿ ê Pn ïðè p→∞è

òåì ñàìûì P̃Xn = Pn. Àíàëîãè÷íî P̃X = P. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξα,α ∈ Λ} , ξα : Ω → Rd, íàçûâà-

åòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûì, åñëè

lim
x→∞

sup
α∈Λ

∫
‖ξα‖>x

‖ξα‖dP = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

sup
α

E(‖ξα‖) <∞, lim
P (A)→0

sup
α

∫
A

‖ξα‖dP = 0, A ∈ F.

Ïðåäëîæåíèå 1.34 (ëåììà Ôàòó [108, c. 24]).
à) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξ+
n = ξn ∨ 0, n > 1, ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìà è ñóùåñòâóåò

E(lim sup
n→∞

ξn), òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E(lim sup
n→∞

ξn|J) > lim sup
n→∞

E(ξn|J) ï. í. (1.1)
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn ñóùåñòâóåò èíòåãðè-
ðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ òàêàÿ, ÷òî ξn 6 ξ, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ξ+

n ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî (1.1).

á) Åñëè ξn > ξ äëÿ âñåõ n > 1 è E(ξ) > −∞, òî

E(lim inf
n→∞

ξn) 6 lim inf
n→∞

E(ξn).

Ïðåäëîæåíèå 1.35 [108, ñ. 25]. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äåéñòâèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

0 6 ξn
ï. í.→
n→∞

ξ è E(ξn) <∞, n > 1. Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè

E(ξn | J)
ï. í.→ E(ξ | J)

íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ξn.

Ïðåäëîæåíèå 1.36 (òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

[108, c. 25]). Ïóñòü ξn
ï. í.→
n→∞

ξ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà η, ÷òî |ξn| 6 η. Òîãäà

E(|ξn − ξ| | J)
ï. í.→
n→∞

0.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ñõîäè-

ìîñòü ξn
ï. í.→ ξ çàìåíèòü íà ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ξn

P→ ξ.
Ïóñòü F1 ⊆ . . . ⊆ Fn ⊆ . . . � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-

σ-àëãåáð σ-àëãåáðû F. Ìèíèìàëüíóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ àëãåáðó⋃
n
Fn, îáîçíà÷èì ÷åðåç F∞ =

∨
n
Fn.

Ïðåäëîæåíèå 1.37 (òåîðåìà Ëåâè [108, c. 25]). Ïóñòü ξ � äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ E(|ξ|) < ∞. Òîãäà ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

E(ξ | Fn) →
n→∞

E(ξ | F∞).

Ïðåäëîæåíèå 1.38 (êðèòåðèé Âàëëå�Ïóññåíà [108, c. 26]). Äëÿ ðàâ-
íîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξn) äåéñòâèòåëüíûõ
èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî-
âàíèå òàêîé ïîëîæèòåëüíîé âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè G(t),
t > 0, äëÿ êîòîðîé

lim
t→+∞

G(t)

t
=∞, sup

n
E(G(ξn)) <∞.
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Îñíîâíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
äåéñòâèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [154, c. 206�209]

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ïóñòü ξ,η òàêîâû, ÷òî
E(ξ2) <∞, E(η2) <∞. Òîãäà E(|ξη|) <∞ è E(|ξη|) 6

√
E(ξ2)E(η2).

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Åñëè E(ξ) < ∞, òî äëÿ âñÿêîãî a > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

P{ξ > a} 6 E(ξ)

a
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, E(ξ2) < ∞, äëÿ ëþáîãî
ε > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

P{ξ > ε} 6 E(ξ2)

ε2
.

Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà. Åñëè 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1,
E(|ξ|p) < ∞, E(|η|q) <∞, òî

E(|ξη|) 6 (E(|ξ|p))1/p(E(|η|q))1/q.

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Åñëè 1 6 p < ∞, E(|ξ|)p < ∞,
E(|η|)p <∞, òî

E(|ξ+ η|p)1/p
6 (E(|ξ|p))1/p + (E(|η|p))1/p.

Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà. Ïóñòü f(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è E(|f(ξ)|) < ∞. Òîãäà

f(E(ξ)) 6 Ef(ξ).

Íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà. Åñëè 0 < s < t, E(|ξ|t <∞),òî

(E(|ξ|s))1/s
6 (E(|ξ|t))1/t.

Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, A1, A2, . . . � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç F. Ìíîæåñòâà A∗ =

⋂∞
n=1

⋃∞
m=nAm, A∗ =

=
⋃∞

n=1

⋂∞
m=nAm íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëîì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An).

Ïðåäëîæåíèå 1.39 (ëåììà Áîðåëÿ�Êàíòåëëè [108, c. 27]). Åñëè∑∞
n=1 P (An) < ∞, òî P (A∗) = 0. Åñëè æå

∑∞
n=1 P (An) = ∞ è

A1, A2, . . . íåçàâèñèìû, òî P (A∗) = 1.
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Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî (C(R+, R

d), ρc). Áîðåëåâñêèì öèëèí-
äðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþò ìíîæåñòâî
B ∈ C(R+, R

d) âèäà

B = {h : (h(t1), h(t2), . . . , h(tn)) ∈M},

0 6 t1 < t2 < . . . < tn è M ∈ β(Rnd).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç G ñîâîêóïíîñòü âñåõ áîðåëåâñêèõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ, òî σ-àëãåáðû σ[G] è β(C(R+, R

d)) ñîâïàäàþò.
Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, (Ω,F, P ) � âå-

ðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, T = R+ èëè T = [0, a], a > 0. Ñåìåéñòâî
X(t), t ∈ T, ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X(t,ω) ñî çíà÷åíèÿìè â H íàçûâàåòñÿ
ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Åñëè H = Rd, òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçûâà-
åòñÿ d-ìåðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω ∈ Ω ôóíêöèÿ t → X(t,ω) íàçûâàåòñÿ òðà-
åêòîðèåé ïðîöåññà. Ñ êàæäûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì X(t) ñâÿçûâàþò
σ-àëãåáðó FX

t = σ{X(s) : s 6 t}, ÿâëÿþùóþñÿ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X(s), s 6 t.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B ∈ β(H) ìíîæåñòâî {(t,ω) : X(t,ω) ∈ B}
ïðèíàäëåæèò β(T )× F.

Ïðåäëîæåíèå 1.40 [108, c. 30]. Ïóñòü X(t) � èçìåðèìûé äåé-
ñòâèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Òîãäà:

1) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ôóíê-
öèÿìè;

2) ôóíêöèÿ m(t) = E(X(t)) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ êàæäî-
ãî t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà |Xt| èíòåãðèðóåìà;

3) åñëè S � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî èç T è
∫
S E(|X(t)|)dt <∞, òî∫

S

E(X(t))dt = E

(∫
S

X(t)dt

)
.

Ïóñòü (Ft), t > 0, � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî ïîä-σ-àëãåáð èç F, ò. å.
Ft ⊂ Fs, åñëè 0 6 t 6 s. Ñåìåéñòâî (Ft) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ñïðàâà,
åñëè Ft+0 ≡

⋂
ε>0 Ft+ε = Ft äëÿ êàæäîãî t ∈ R+. Â äàëüíåéøåì ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî (Ft) íåïðåðûâíî ñïðàâà. Òàêîå ñåìåéñòâî (Ft)
íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì.

Ïðîöåññ X(t), t ∈ T, íàçûâàåòñÿ (Ft)-ñîãëàñîâàííûì, åñëè ïðè
êàæäîì t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(t,ω) (Ft)-èçìåðèìà. Ïðîöåññ X(t),
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t>0, íàçûâàåòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì, åñëè äëÿ êàæäûõ t ∈ T è
B ∈ β(H)

{(s,ω) : X(s,ω) ∈ B, s 6 t} ∈ β([0, t])× Ft,

ãäå β([0, t]) � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà [0, t].
Ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì è

(Ft)-ñîãëàñîâàííûì.
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû X(t), Y (t), t ∈ T, çàäàííûå íà âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ), íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ïðè êàæäîì t ∈ T èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå P (X(t) 6= Y (t)) = 0.
Ïðîöåññ Y (t), ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé X(t), íàçûâàþò ìîäèôèêà-
öèåé ïðîöåññà X(t).

Ïðåäëîæåíèå 1.41 [260]. Ïóñòü D � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî è
X : T × Ω → D � èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåññà X.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â (C(R+, H), ρc), ò. å.
(F,β(C(R+, H))-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå X : Ω → C(R+, H), íàçûâà-
åòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîöåññîì X(t). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â (D(R+, H), ρD) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì Ñêîðîõîäà. Íàèìåíüøóþ
σ-àëãåáðó íà R+ × Ω, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå (Ft)-ñîãëàñî-
âàííûå íåïðåðûâíûå ñïðàâà ïðîöåññû, îáîçíà÷èì G, à ÷åðåç = � íàè-
ìåíüøóþ σ-àëãåáðó íà R+×Ω, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå (Ft)-
ñîãëàñîâàííûå íåïðåðûâíûå ñëåâà ïðîöåññû. Ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ
ïðåäñêàçóåìûì, åñëè îòîáðàæåíèå (t,ω) → Xt(ω) � (=,β(H))-èçìå-
ðèìî.

Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ âïîëíå èçìåðèìûì, åñëè îòîáðàæåíèå
(t,ω) → X(t,ω) (G,β(H))-èçìåðèìî. Ëþáîé ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ
âïîëíå èçìåðèì.

Ïðîöåññ (β(T )×F) -èçìåðèì è (Ft) -ñîãëàñîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí (ΣT ) -èçìåðèì, ãäå ΣT � σ -àëãåáðà íà T×Ω , ïîðîæäåííàÿ ìíî-
æåñòâàìè A ∈ β(T ) × F : A

′

t ∈ Ft, t ∈ T, ãäå A
′

t � t -ñå÷åíèå ìíîæåñòâà
A ⊂ T × Ω. Àëãåáðó ΣT íàçûâàåì ñîãëàñîâàííîé σ -àëãåáðîé.

Ìíîæåñòâî A, A ⊂ T × Ω íàçûâàåòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì,
åñëè ïðîöåññ 1A ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì, à σ -àëãåáðà, ïî-
ðîæäåííàÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, íàçûâà-
åòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìîé σ -àëãåáðîé è îáîçíà÷àåòñÿ MT . Ïðîöåññ
X(s,ω) � ïðîãðåññèâíî èçìåðèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èçìå-
ðèì îòíîñèòåëüíî MT .

Ïðåäñêàçóåìàÿ σ -àëãåáðà PT íà T×Ω ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PT = σ
(
{(s, t]× Fs : 0 6 s < t < T, Fs ∈ Fs} ∪ {({0} × F0) : F0 ∈ F0}

)
.
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Ïðåäñêàçóåìàÿ σ -àëãåáðà íà R+ × Ω ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé
σ -àëãåáðîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå íåïðåðûâíûå ñëåâà
(Ft) -ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû Y : R+ × Ω→ H .

Ïóñòü (Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëó÷àéíûå
ïðîöåññû X(t,ω) è Y (t,ω), îïðåäåëåííûå íà T ×Ω ñî çíà÷åíèÿìè â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, åñëè P

(
X(t,ω) =

= Y (t,ω) : t ∈ T
)

= 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.42 [226, ñ. 11]. Ïóñòü ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ X
ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé Y è ïðîöåññ Y íåïðåðûâåí ñïðàâà. Òîãäà ïðî-
öåññû X è Y íåðàçëè÷èìû.

Ïðåäëîæåíèå 1.43 [188, ñ. 72]. Ïóñòü Y � ñåïàðàáåëüíîå áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàæäûé ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûé (Ft) -
ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ X : T × Ω → Y èìååò ïðåäñêàçóåìóþ ìîäè-
ôèêàöèþ.

Òàê êàê PT ⊂ MT ⊂ ΣT , òî êàæäûé ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ
ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì è îíè îáà (β(T ) × F) -èçìåðèìû
(Ft) -ñîãëàñîâàíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.44 [226, ñ. 2]. Åñëè ôóíêöèè f : Ω → Rd, g : Ω →
Rd, çàäàííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ), òàêèå, ÷òî g
ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé
f, òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ h : Rd → Rd , äëÿ
êîòîðîé g = h(f).

Ïðåäëîæåíèå 1.45 [24, ñ. 26]. Ïóñòü Xn(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
d-ìåðíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(Ωn,Fn, Pn) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì :

lim
M→∞

sup
n

Pn{‖Xn(0)‖ > M} = 0; (1.2)

äëÿ ëþáûõ t1 > 0, ε > 0

lim
h↓0

sup
n

Pn{ max
(t,s)∈[0,t1],|t−s|6h

‖Xn(t)−Xn(s)‖ > ε} = 0. (1.3)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn(t)) ïëîòíà â C(R+, R
d).

Ïðåäëîæåíèå 1.46 [24, ñ. 27]. Ïóñòü Xn(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
d-ìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (Ωn,Fn, Pn) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ñóùåñòâóþò ïî-
ëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå α, β, Mk, k = 1, 2, . . . , òàêèå, ÷òî
En{‖Xn(t)−Xn(s)‖α} 6Mk|t− s|1+β äëÿ êàæäûõ n è t, s ∈ [0, k], k > 1 .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.3).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d-ìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
Xn(t), t ∈ R+, íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ
ëþáîãî a ∈ R+

sup
t∈[0,a]

‖Xn(t)−Xm(t)‖ P→
n,m→∞

0.

Ïðåäëîæåíèå 1.47 [154, ñ. 277]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü d-ìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ Xn(t) áûëà ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé
ïî âåðîÿòíîñòè.

Ìîìåíòû îñòàíîâêè
Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) è ïîòîê ïîä-σ-

àëãåáð Ft. Îòîáðàæåíèå σ : Ω → [0,+∞] íàçûâàåòñÿ (Ft) -ìîìåíòîì
îñòàíîâêè, åñëè äëÿ êàæäîãî t > 0 ìíîæåñòâî {ω : σ(ω) 6 t} ïðèíàäëå-
æèò Ft.

Äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâêè σ ìû ïîëàãàåì:

Fσ = {A ∈ F : ∀t ∈ [0,+∞[, A ∩ {σ(ω) 6 t} ∈ Ft}.

ßñíî, ÷òî Fσ � ïîä-σ-àëãåáðà F è Fσ = Ft, åñëè σ(ω) = t.

Ñâîéñòâà ìîìåíòîâ îñòàíîâêè [108, c. 34�39]

1. Îòîáðàæåíèå σ : Ω → [0,+∞] ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ìîìåíòîì îñòà-
íîâêè, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî t > 0 ìíîæåñòâî {ω : σ(ω) < t}
ïðèíàäëåæèò Ft.

2. Åñëè Ft � ïîòîê ïîä-σ-àëãåáð, X(t) � äåéñòâèòåëüíûé (Ft) -
ñîãëàñîâàííûé íñïïñë-ïðîöåññ, C � îòêðûòîå èëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
â R , òî ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ìíîæåñòâà C

σC = inf{t > 0 : Xt ∈ C}

ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ìîìåíòîì îñòàíîâêè.

3. Åñëè τ1, τ2 ÿâëÿþòñÿ (Ft) -ìîìåíòàìè îñòàíîâêè, òî τ1 ∧ τ2 =
= min{τ1, τ2}, τ1 ∨ τ2 = max{τ1, τ2}, τ1 + τ2 òîæå � (Ft) -ìîìåíòû
îñòàíîâêè.

4. Ïóñòü τn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ft -ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, òîãäà
sup τn, inf τn, lim sup

n
τn, lim inf

n
τn òàêæå ÿâëÿþòñÿ (Ft) -ìîìåíòàìè îñòà-

íîâêè.

5. Ïóñòü X(t) � äåéñòâèòåëüíûé ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ïðîöåññ
è τ � (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè òàêîé, ÷òî P (τ <∞) = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ
X(τ(ω),ω) ÿâëÿåòñÿ (Fτ)-èçìåðèìîé.
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Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî [0,+∞] ñ÷èòàåì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ ìåòðèêîé

ρ(τ, τ1) =

∣∣∣∣ τ

1 + τ
− τ1

1 + τ1

∣∣∣∣,
ãäå τ/(1 + τ) = 1, åñëè τ =∞.

Ïðåäëîæåíèå 1.48 [271, ñ. 297]. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rd;
P � âåðîÿòíîñòü íà β(C(R+, R

d)) òàêàÿ, ÷òî P{x(t) : x(t) ∈ D, t ∈
∈ R+} = 1; A � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â D; τx(ε) =
= inf{t : x(t) ∈ [A]ε} ∈ [0,∞], ε > 0. Òîãäà çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ε äëÿ (P )-ïî÷òè âñåõ x ∈ C(R+, R

d)
ôóíêöèÿ ε→ τx(ε) íåïðåðûâíà.

Ìàðòèíãàëû

Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è Ft � ïîòîê ïîä-σ-
àëãåáð. Äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), t ∈ T, ãäå T = [0,∞]
èëè T = R+ èëè T = {0, 1, 2, . . .} íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëîì (ñóïåð-
ìàðòèíãàëîì, ñóáìàðòèíãàëîì) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Ft, åñëè:

à) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(t) èíòåãðèðóåìà äëÿ êàæäîãî t ∈ T ;
á) ïðîöåññ X(t) � (Ft)-ñîãëàñîâàí;
â) E(X(t)|Fs) = X(s) (ñîîòâåòñòâåííî E(X(t)|Fs) 6 X(s),

E(Xt|Fs) >X(s) ) ï. í. äëÿ ëþáûõ t, s ∈ T è s < t.

Ñâîéñòâà ìàðòèíãàëîâ
1. Åñëè X(t) � ñóáìàðòèíãàë ( t ∈ R+ ), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ

êàæäîãî t > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë X̂(t) = lims↓tX(s) è ïðîöåññ X̂(t) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì òàêèì, ÷òî îòîáðàæåíèå t → X̂(t) íåïðåðûâíî

ñïðàâà è èìååò ïðåäåëû ñëåâà ï. í.; X(t) 6 X̂(t) ï. í. äëÿ âñÿêîãî t ∈ R+

[24, c. 41].
2. Åñëè X(t) � íåïðåðûâíûé ñïðàâà ìàðòèíãàë ñ E(|X(t)|p) < ∞,

òî äëÿ êàæäîãî t1 > 0 [24, c. 41]

P
(

sup
t∈[0,t1]

|X(t)| > λ
)
6
E(|X(t1)|p)

λp
(p > 1),

E
(

sup
t∈[0,t1]

|X(t)|p
)
6

( p

p− 1

)p
E(|X(t1)|p) (p > 1).

3. (Òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè ñâîáîäíîãî âûáîðà [24, c. 42]). Ïóñòü
X(t) � íåïðåðûâíûé ñïðàâà ñóáìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî Ft è σt � ñå-
ìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè ñî ñâîéñòâîì P{σt 6 σs} = 1,

åñëè t < s. Ïóñòü X̃(t) = X(σt) è F̃t = Fσt, t ∈ R+ . Òîãäà X̃(t) �
ñóáìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî F̃t.
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4. Ïóñòü X(t) � ñóáìàðòèíãàë ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðè-
ÿìè òàêîé, ÷òî sup

t>0
E(X+(t)) < ∞, ãäå X+(t) = max{X(t), 0}. Òîãäà

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóåò lim
t→∞

X(t) = X∞ è E(X+
∞) <∞ [108, c. 68].

5. Ïóñòü X = (xn) � íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë. Òîãäà ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 è â L1(Ω) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
xn = x∞ è ïðîöåññ X

ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåì [24, c. 40].
Äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íà (Ω,F, P ) íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíûì (Ft)-ìàðòèíãàëîì, åñëè îí ñîãëàñîâàí ñ Ft è ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ft)-ìîìåíòîâ îñòàíîâêè σn ñ σn < ∞, σn ↑ ∞
è Xn = Xn(t) � (Ft)-ìàðòèíãàë äëÿ êàæäîãî n > 1, ãäå Xn(t) =
= X(t ∧ σn). Åñëè ê òîìó æå Xn � êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé ìàð-
òèíãàë, òî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì
(Ft)-ìàðòèíãàëîì.

Åñëè X(t) � íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ìàðòèíãàë è E
(

supt>0 |Xt|
)
<

< ∞, òî X(t) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ

Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft.
Íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ W (t) íàçûâàåòñÿ r-ìåðíûì (Ft)-
áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, åñëè

E(exp(i〈ξ,W (t)−W (s)〉)
∣∣Fs) = exp(−(t− s)‖ξ‖2/2) ï. í.

äëÿ êàæäûõ ξ ∈ Rr è 0 6 s 6 t. Ïóñòü ôóíêöèÿ p(t, x), t > 0, x ∈ Rr

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

p(t, x) = (2πt)−d/2 exp

(
− ‖x‖

2

2t

)
.

Åñëè W (t) = (W1(t), . . . ,Wr(t)) � (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, òî
W (t) − W (s) íå çàâèñèò îò Fs, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè W (t) −
−W (s) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñ ïëîòíîñòüþ p(t− s, x) è

E(Wi(t)−Wi(s)
∣∣Fs) = 0 ï. í.,

E((Wi(t)−Wi(s)(Wj(t)−Wj(s))
∣∣Fs) = δij(t− s) ï. í.

Äëÿ îäíîìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà [24, ãë. 1], [120, ðàçä. 2.2]:

à) ïðîöåññ W (t) èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ, ò. å. äëÿ ëþáûõ
t0, t1, . . . , tn òàêèõ, ÷òî t06t16 . . .6tn ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû W (t0),W (t1)−
−W (t0), . . . ,W (tn)−W (tn−1) íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè;
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á) ïðîöåññ W (t) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ëþáîì îòðåç-
êå [a1, a2] ⊂ R+ , ò. å.

sup
P

∑n

j=1
|W (tj)−W (tj−1)| = +∞ ï. í.,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì P = {a1 6 t0 6 t1 6 . . . 6 tn 6 a2} ;
â) ïðîöåññ W (t) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ìàðòèíãàëîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.49 [24, ñ. 86]. Ïóñòü W (t) � (Ft)-áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå, à σ � (Ft)-ìîìåíò îñòàíîâêè ñ σ < ∞ ï. í. Ïóñòü W ∗(t) =
= W (t + σ) è F∗t = Ft+σ, t ∈ [0,+∞). Òîãäà W ∗(t) � (F∗t )-áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, B∗(t) = W (t + σ)−W (σ) � áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå, êîòîðîå íå çàâèñèò îò F∗0 = Fσ.

Èíòåãðàë Èòî

Ïóñòü (Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì
(Ft), ïðè÷åì ïðè êàæäîì t > 0 ïîä-σ -àëãåáðà Ft ñîäåðæèò âñå (P ) -
íóëåâûå ìíîæåñòâà, W (t) � îäíîìåðíîå (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

Ïóñòü L2 � ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ èçìåðèìûõ (Ft)-ñî-
ãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Φ(t) òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t1 > 0

‖Φ‖2
2,t1

= E

(∫ t1

0

Φ2(s)ds

)
< +∞.

Ïðîöåññû Φ, Φ′ ∈ L2 îòîæäåñòâëÿåì , åñëè ‖Φ − Φ′‖2
2,t1

= 0 äëÿ
ëþáîãî t1 > 0 (ïèøåì Φ ' Φ′ ). Òàê êàê äëÿ âñÿêîãî Φ ∈ L2 ñóùåñòâóåò
ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ Φ′ ' Φ, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî Φ � ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ. Äëÿ Φ ∈ L2 ïîëàãàåì ||Φ||2 =
=
∑∞

n=1 2−n(‖Φ‖2,n ∧ 1).
×åðåç L0 îáîçíà÷àåì ïîäìíîæåñòâî L2 ïðîöåññîâ Φ(t) ñî ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè: ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
0 = t0 < t1 < . . . < tn < . . .→∞ è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (fi), ÷òî fi ÿâëÿþòñÿ (Fti)-èçìåðèìûìè, sup

i
‖fi‖∞ <∞ è

Φ(t,ω) =

{
f0(ω), t = 0,
fi(ω), t ∈ (ti, ti+1], i = 1, 2, . . . .

Åñëè Φ(t,ω) ∈ L0, òî ïîëàãàþò

I(Φ)(t,ω) =
n−1∑
i=0

fi(ω)(W (ti+1,ω)−W (ti,ω))+fn(ω)(W (t,ω)−W (tn,ω))

äëÿ tn < t 6 tn+1, n = 1, 2, . . . .
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Ïóñòü M2 = {X(t) : X � êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé (Ft)-
ìàðòèíãàë}, MC

2 = {X ∈ M2 : t → X(t) íåïðåðûâíî ï. í.}. Ìíîæåñòâî
M2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

ρ(X, Y ) =
∞∑
n=1

2−n
(
E
(
(X(n)− Y (n))2

)1/2 ∧ 1
)
.

Äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà Φ ∈ L2 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn ∈ L0

ñ ‖Φ−Φn‖2 → 0 ïðè n→∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I(Φn) ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â M2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó
ýëåìåíòó I(Φ) ∈ MC

2 . Ïðîöåññ I(Φ) ∈ MC
2 íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèì

èíòåãðàëîì (èëè èíòåãðàëîì Èòî) îò Φ ∈ L2 ïî áðîóíîâñêîìó äâèæå-
íèþ W (t).

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ I(Φ)(t) ïðè t > 0,
ïîëàãàÿ I(Φ)(t) = I(Φ1[0,t]). Äëÿ I(Φ)(t) èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü∫ t

0 Φ(τ,ω)dW (τ) èëè
∫ t

0 Φ(τ)dW (τ).

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî [24, c. 56�60]

1. Äëÿ ëþáûõ 0 6 s 6 t

E(I(Φ)(t)− I(Φ)(s) | Fs) = 0 ï. í.

E((I(Φ)(t)− I(Φ)(s))2 | Fs) = E

(∫ t

s

Φ2(s,ω)ds

∣∣∣∣Fs

)
ï. í.

Áîëåå òîãî, åñëè σ è τ ÿâëÿþòñÿ (Ft)-ìîìåíòàìè îñòàíîâêè è τ>σ ï. í.,
òî äëÿ ëþáîãî t > 0

E((I(Φ)(t ∧ τ)− I(Φ)(t ∧ σ))(I(Ψ)(t ∧ τ)− I(Ψ(t ∧ σ))) | Fσ) =

= E

( t∧τ∫
t∧σ

(ΦΨ)(s,ω)ds

∣∣∣∣Fσ) ï. í.

2. Åñëè σ � (Ft)-ìîìåíò îñòàíîâêè, òî

I(Φ)(t ∧ σ) = I(Φ′)(t) äëÿ âñÿêîãî t > 0,

ãäå Φ′(t,ω) = 1(σ(ω)6t)(Φ(t,ω)).
Ïóñòü W (t) = (W1(t), . . . ,Wr(t)) � r-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæå-

íèå è ïóñòü Φ1(t,ω), . . . ,Φr(t,ω) ∈ L2, òîãäà îïðåäåëåíû èíòåãðàëû∫ t

0 Φi(s)dWi(s) è äëÿ 0 6 s 6 t

E

( t∫
s

Φi(τ)dWi(τ)

t∫
s

Φj(τ)dWj(τ)

∣∣∣∣Fs

)
=
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= δijE

( t∫
s

Φi(τ)Φj(τ)dτ

∣∣∣∣Fs

)
, i, j = 1, . . . , r.

Ïóñòü Mloc
2 = {X(t) : X � ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé

(Ft)-ìàðòèíãàë ñ X(0) = 0}, Mc,loc
2 = {X(t) ∈ Mloc

2 : t → X(t,ω) íåïðå-
ðûâíî ï. í.}.

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë áûë îïðåäåëåí äëÿ ýëåìåíòîâ L2. Ðàñøè-
ðåíèå åãî íà áîëåå îáùèé êëàññ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîäèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Lloc

2 = {Φ(t) : Φ � (Ft)-ñîãëàñîâàííûé äåé-

ñòâèòåëüíûé èçìåðèìûé ïðîöåññ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t1 > 0
∫ t1

0 Φ2(t,ω)dt <

<∞ ï. í.}. Äëÿ Φ ∈ Lloc
2 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòà-

íîâêè σn(ω) = inf{t :
∫ t

0 Φ2(s,ω)ds > n} ∧ n, n = 1, 2, . . . , σn ↑ ∞ ï. í.
Ïîëîæèì Φn(s,ω) = 1(σn(ω)6s)Φ(s,ω). Îïðåäåëèì I(Φ) ïîñðåäñòâîì ðà-

âåíñòâà I(Φ)(t) = I(Φn)(t) äëÿ t 6 σn. Ïðîöåññ I(Φ) ∈ M
c,loc
2 íàçûâàåò-

ñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì îò Φ ∈ Lloc
2 ïî áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ

W (t). ×àñòî I(Φ) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
∫ t

0 Φ(s)dW (s) è íàçûâàòüñÿ èíòå-
ãðàëîì Èòî.

Ïóñòü W (t) � r-ìåðíûé (Ft)-áðîóíîâñêèé ïðîöåññ; ïðîöåññû
a : R+ × Ω → Rd, b : R+ × Ω → Rd×r ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî
ïðîñòðàíñòâàì Lloc

1 , Lloc
2 , ãäå Lloc

i � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ (Ft)-
ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Ψ òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t1 > 0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

∫ t1
0 ‖Ψ(s,ω)‖ids <∞ ï. í.; X(0,ω) � (F0)-èçìåðèìàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à X(t,ω) � d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âèäà

X(t,ω) = X(0,ω) +

∫ t

0

a(s,ω)ds +

∫ t

0

b(s,ω)dW (s).

Ôîðìóëà Èòî [108, c. 140�141]. Åñëè ôóíêöèÿ f : R+ × Rd →
→ R íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè f ′t , f

′
xi
, f ′′xixj

, i, j = 1, . . . , d, à

X(t,ω)� ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé âûøå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

f(t,X(t,ω)) = f(0, X(0,ω)) +

t∫
0

(
f ′t(τ, X(τ,ω)) + f ′x(τ, X(τ,ω))a(τ,ω)+

+
1

2
tr
(
f ′′x2(τ, X(τ,ω))b(τ,ω)b>(τ,ω)

))
dτ+

t∫
0

f ′x(τ, X(τ,ω))b(τ,ω)dW (τ).

Ôîðìóëà Èòî ñïðàâåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f èìååò
âèä f(t, x,ω) = ψ(t,ω)f1(x), ãäå f1 : Rd → R � äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à ψ : R+ × Ω → R � îãðàíè÷åííûé
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(Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè òðàåêòî-
ðèÿìè.

Äåéñòâèòåëüíûé íåïðåðûâíûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ x(t) íà-
çûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ôóíêöèÿ x(·,ω) ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïî t. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ x(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, åñëè åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàçíîñòü äâóõ
âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ. Ïðîöåññ x(t) íàçûâàåòñÿ ñåìèìàðòèíãàëîì,
åñëè åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëà è ïðîöåññà
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Ïóñòü ∆ = {0 = t0 < · · · < tl = a} � ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, a],
|∆| = max

k
(tk − tk−1). Åñëè f(t) � íåïðåðûâíûé ñåìèìàðòèíãàë, òî ñó-

ùåñòâóåò ïðåäåë

lim
|∆|→0

l−1∑
k=0

1

2
(f(t ∧ tk+1) + f(t ∧ tk))(W (t ∧ tk+1 −W (t ∧ tk)))

â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè. Åãî íàçûâàþò èíòåãðàëîì Ñòðà-
òîíîâè÷à è îáîçíà÷àþò

∫ t

0 f(s) ◦ dB(s) [231, c. 60�61].
Ïóñòü M(t) ∈ M2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ïðåäñêàçóåìûé èíòå-

ãðèðóåìûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ A(t), ÷òî M 2(t) − A(t) ÿâëÿåòñÿ
(Ft)-ìàðòèíãàëîì. Ïðîöåññ A(t) îáîçíà÷àåòñÿ 〈〈M〉〉(t) è íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé M(t). Ïóñòü M(t) è N(t) äâà ýëåìåíòà
M2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ïðîöåññ D(t), êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå
ðàçíîñòè äâóõ ïðåäñêàçóåìûõ èíòåãðèðóåìûõ âîçðàñòàþùèõ ïðîöåññîâ
è M(t)N(t) − D(t) ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì. Ïðîöåññ D(t) îáîçíà÷à-
åòñÿ 〈〈M,N〉〉(t) è íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé êîâàðèàöèåé ïðîöåññîâ
M è N.

Åñëè Φ,Ψ ∈ L2, òî〈〈 t∫
0

Φ(τ)dW (τ),

t∫
0

Ψ(τ)dW (τ)

〉〉
(t) =

t∫
0

Φ(τ)Ψ(τ)dτ.

Äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà M ∈ M
c,loc
2 è ëþáîãî 0 < p < ∞ ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå cp, Cp òàêèå, ÷òî ∀t > 0 [24, c. 117�120]

cpE(max
06s6t

|M(s)|2p) 6 E(〈〈M,M〉〉(t))p 6 CpE(max
06s6t

|M(s)|2p).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Φ ∈ Lloc
2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

cpE

(
max
06s6t

∣∣∣∣
s∫

0

Φ(τ)dW (τ)

∣∣∣∣2p)6
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6E

( t∫
0

Φ2(τ)dτ

)p

6 CpE

(
max
06s6t

∣∣∣∣
s∫

0

Φ(τ)dW (τ)

∣∣∣∣2p).
Ïðåäëîæåíèå 1.50 [108, ñ. 118]. Ïóñòü f ∈ Lloc

2 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ
c1 > 0, c2 > 0, a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

{
sup

06t6a

∣∣∣∣
t∫

0

f(s)dW (s)

∣∣∣∣ > c1

}
6
c2

c2
1

+ P

{ a∫
0

f 2(s)ds > c2

}
.

Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì (Ft). Ïóñòü
(Ω′, F′, P ′) � äðóãîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è Ω̃ = Ω × Ω′, F̃ =
= F × F′, P̃ = P × P ′ è π : Ω̃ → Ω� îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî π(ω̃) =

= ω äëÿ ω̃ = (ω,ω
′
) ∈ Ω̃. Åñëè (F̃t)-ïîòîê íà (Ω̃, F̃, P̃ ) òàêîé, ÷òî

Ft × F′ ⊃ F̃t ⊃ Ft × {Ω′,∅}, òî (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì F̃t íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì ðàñøèðåíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) ñ
ïîòîêîì (Ft) [24, c. 96�97]. Ïóñòü X(t,ω)� ïðîöåññ, çàäàííûé íà âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ), à (Ω̃, F̃, P̃ )� ñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì ìû îòîæäåñòâëÿåì ïðîöåññû X(t,ω)
è X̃(t, ω̃) = X(t,π(ω̃)).

Ïðåäëîæåíèå 1.51 [24, ñ. 97]. Ïóñòü: (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå

ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft ; M i ∈ M
c,loc
2 , i = 1, 2, . . . , d; Φij, i, j =

= 1, 2, . . . , d è Ψik, i = 1, 2, . . . , d, k = 1, 2, . . . , r, � (Ft)-ïðåäñêàçóåìûå
ïðîöåññû, ïðèíàäëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî Lloc

1 ,Lloc
2 ;

〈〈M i,Mk〉〉(t) =

t∫
0

Φij(s)ds, Φij(s) =
r∑

k=1

Ψik(s)Ψjk(s).

Òîãäà ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàí-
ñòâà (Ω,F, P ) ñ Ft è r-ìåðíîå (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), ÷òî

M i(t) =
r∑

k=1

t∫
0

Ψik(s)dW
k(s), i = 1, . . . , d. �

Ïóñòü R̂d = Rd ∪ {∆} � îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ Rd. ×å-

ðåç Ĉd îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé h ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
h : [0,+∞) → R̂d, h íåïðåðûâíà è h(t

′
) = ∆, äëÿ t

′
> t, åñëè h(t) =

= ∆. Ìîìåíò e(h) = inf{t : h(t) = ∆} íàçûâàåì ìîìåíòîì âçðûâà äëÿ
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ôóíêöèè h. Ïóñòü B(Ĉd) �σ -àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ áîðåëåâñêèìè öè-
ëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.52 [24, ñ. 164]. Ïóñòü: (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft ; f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd → Rd×r

� èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè; an � áåñêî-
íå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; x : Ω→ Ĉd � îòîáðàæåíèå òàêîå,
÷òî ôóíêöèÿ (t,ω) → x(t,ω) ∈ R̂d � (β(R+) × F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è
(Ft) -ñîãëàñîâàíà; äëÿ êàæäûõ h ∈ C2

b (Rd) è n = 1, 2, . . . ïðîöåññ

h(x(t ∧ σn))− h(x(0))−

−
t∧σn∫
0

(
∂h(x(s))

∂x
f(t, x(s)) +

1

2
tr
(∂2h(x(s))

∂x2
g(t, x(s))g>(t, x(s))

))
ds

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì, ãäå σn= inf{t : ‖x(t)‖ > an}. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàíñòâà
(Ω,F, P ) ñ Ft è (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) òàêèå, ÷òî ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e(ω)) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t)−X(0) =

t∫
0

f(s, x(s))ds +

t∫
0

g(s, x(s))dW (s).

Ïðåäëîæåíèå 1.53 [24, ñ. 159, 160, 164]. Ïóñòü: (Ω,F, P ) � âåðî-
ÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì (Ft) ; aij, i, j = 1, . . . , d, aik, i =
= 1, . . . , d, k = 1, . . . , r, � âåùåñòâåííûå èçìåðèìûå (Ft)-ñîãëàñîâàííûå
ïðîöåññû, aij =

∑r
k=1 a

i
ka

j
k; bn � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü; x : Ω → Ĉd � îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω) →
→ x(t,ω) ∈ R̂d � (β(R+) × F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà;
äëÿ êàæäûõ h ∈ C2

b (Rd) è n = 1, 2, . . . ïðîöåññ

h(x(t ∧ σn))− h(x(0))−

−
t∧σn∫
0

(
∂h(x(s))

∂x
vi(s) +

1

2
tr
(∂2h(x(s))

∂x2
aij(s)

))
ds

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì, ãäå σn= inf{t : ‖x(t)‖ > bn}. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàíñòâà
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(Ω,F, P ) ñ Ft è r-ìåðíîå (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) òàêèå, ÷òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e(ω)) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Xi(t)−Xi(0)−
t∫

0

vi(τ)dτ =
r∑

k=1

t∫
0

aik(τ)dWk(τ), i = 1, . . . , d,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

X(t)−X(0)−
t∫

0

v(τ)dτ =

t∫
0

L(τ)dW (τ),

ãäå v � âåêòîð ñ ýëåìåíòàìè vi; L � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè aik.

Ïðåäëîæåíèå 1.54 [108, c. 111]. Ïóñòü: (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft; σ � (Ft)-ìîìåíò îñòàíîâêè; f(t),
fn(t) ∈ L2, n = 1, 2, . . . ; W (t) � (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Åñëè

E

( t∧σ∫
0

(f(s)− fn(s))2ds

)
→

n→∞
0,

òî

E

(
sup
s6t∧σ

∣∣∣∣
s∫

0

fn(τ)dW (τ)−
s∫

0

f(τ)dW (τ)

∣∣∣∣) →n→∞ 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.55 (òåîðåìà Àëüäóñà [158]). Ïóñòü (Xn(t)) �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d-ìåðíûõ (Ft)-ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå
îïðåäåëåíû íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ωn,Fn, Pn) ñ ïîòîêàìè
(Fnt). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé δn ↓ 0, (τn) � (Fnt)-
ìîìåíòîâ îñòàíîâêè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

Pn(‖Xn((t ∧ τn) + δn)−Xn(t ∧ τn)‖ > ε) = 0; (1.4)

2) äëÿ ëþáûõ b > 0 è ε > 0 ñóùåñòâóþò n0 è K òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n > n0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Pn(sup
t6b
‖Xn(t)‖ > K) 6 ε,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn(t)) ïëîòíà â D(R+, R
d).
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Çàìå÷àíèå 1.1. Âûøå áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ, ìàðòèíãàëà, èíòåãðàëà Èòî íà ïðîìåæóòêå [0,+∞), íî ýòè ïîíÿòèÿ
ìîãóò áûòü ââåäåíû è íà ïðîìåæóòêå [t0,+∞), t0 ∈ (−∞, 0], c íåêîòî-
ðûìè î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè è ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ ñâîéñòâà è âñå
òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, îïÿòü æå ñ íåêîòîðûìè ïîíÿò-
íûìè èçìåíåíèÿìè.

Äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë
ßíãà îòíîñèòåëüíî äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ (0, 1) è a > 0 ÷åðåç Cαa îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì α ôóíêöèé h : [0, a]→ Rd

ñ íîðìîé

‖h‖Cαa = sup
t∈[0,a]

‖h(t)‖+ sup
06s<t6a

‖h(t)− h(s)‖
(t− s)α

.

Ïóñòü Cα � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h :
R+ → Rd ñ ìåòðèêîé

dCα(h1, h2) =
∞∑
n=1

2−n(‖h1 − h2‖Cαn ∧ 1).

×åðåç Cα0 , ñîîòâåòñòâåííî Cα0,a, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé h ∈
∈ Cα, ñîîòâåòñòâåííî h ∈ Cαa , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
δ→+0

sup
0<|t−s|<δ

‖h(t)− h(s)‖
(t− s)α

= 0.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Cα0 ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà Cα è ìíîæå-
ñòâî Cα0,a ñ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Cαa ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ïîëíûì
ñåïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì è ñåïàðàáåëüíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâà-
ìè.

Ïóñòü 0 < β < 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà: Wβ

1 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a] → Rd

òàêèõ, ÷òî

‖h‖1,β,a := sup
06s<t6a

(‖h(t)− h(s)‖
(t− s)β

+

t∫
s

|h(u)− h(s)|
(u− s)1+β

du
)
< +∞;

Wβ
0 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a] → Rd òàêèõ, ÷òî

‖h(·)‖0,β,a := sup
t∈[0,a]

‖h(t)‖β <∞, ãäå

‖h(t)‖β = ‖h(t)‖+

t∫
0

‖h(t)− h(s)‖
(t− s)β+1

ds;
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Wβ
2 � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé h : [0, a]→ Rd ñ íîðìîé

‖h‖2,β,a :=

a∫
0

‖h(s)‖
sβ

ds +

a∫
0

s∫
0

‖h(s)− h(u)‖
(s− u)β+1

duds <∞.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòðåçîê [0, a], íà êîòîðîì çàäàíà ôóíêöèé h,
î÷åâèäåí, áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ a â îáîçíà÷åíèÿõ ‖h‖0,β,a , ‖h‖1,β,a ,
‖h‖2,β,a .

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Wβ
i , i = 0, 2, ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè, à ‖h‖1,β íîðìîé íå ÿâëÿåòñÿ.
Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < β ∧ (1− β) ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ

Cβ+ε([0, a]) ⊂ Wβ
i ([0, a]) ⊂ Cβ−ε([0, a]), i = 0, 1, Cβ+ε([0, a]) ⊂ Wβ

2 ([0, a]).

Ïóñòü (Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äâóõñòîðîííåå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçà-
òåëåì Õàðñòà H ∈ (0, 1) � ýòî íîðìàëüíûé ïðîöåññ BH íà R ñî ñâîé-
ñòâàìè:

1)BH
0 = 0;

2)E(BH
t ) = 0, t ∈ R;

3)E(BH
t BH

s ) = 1/2(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H), s, t ∈ R.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áðîóíîâñêîå äâèæåíèå òîëü-
êî íà R+ (îäíîñòîðîííåå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå) ñ î÷åâèäíûìè èçìåíå-
íèÿìè â îïðåäåëåíèè 1.1.

Åñëè H = 1/2, òî BH ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì ïðîöåñ-
ñîì.

Òðàåêòîðèè äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ BH äëÿ ïî÷òè âñåõ
ω ∈ Ω äëÿ âñåõ a > 0 è ëþáûõ 0 < β < H ïðèíàäëåæàò Wβ

1 [0, a].
Ñóùåñòâîâàíèå äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðèðîâàííîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ çàäàííîé êîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèåé [269, ãë. 1, ðàçä. 24]. Ïðîöåññ BH(t) âïåðâûå áûë
ðàññìîòðåí Êîëìîãîðîâûì â ñòàòüå [55] â 1940 ã., ãäå îí íàçûâàëñÿ ñïèðà-
ëüþ Âèíåðà. Íàçâàíèå ¾äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå¿ ïðîöåññó BH(t)
áûëî äàíî Á. Ìàíäåëüáðîòîì è Äæ. Âàí Íåññîì â ñòàòüå [244] â 1968 ã.

Äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
[276, ãë. 1]:

à) ïðîöåññ B(H)(t) èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà H = 1/2 ; ïðè H > 1/2 ïðèðàùåíèÿ ïîëîæèòåëüíî êîððåëè-
ðîâàííû (ò. å. E(B(H)(t3)−B(H)(t2))(B

(H)(t2)−B(H)(t1)) > 0 äëÿ ëþáûõ
t3 > t2 > t1 > 0 ), à ïðè H < 1/2 � îòðèöàòåëüíî;
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á) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà B(H)(t) íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó ñ
ëþáûì ïîêàçàòåëåì, ñòðîãî ìåíüøèì H;

â) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà B(H)(t) äëÿ ëþáîãî H ∈ (0, 1) íå
äèôôåðåíöèðóåìû íè â îäíîé òî÷êå ( â òîì ÷èñëå òðàåêòîðèè âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà íå äèôôåðåíöèðóåìû).

Ïîä d -ìåðíûì äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì áóäåì ïîíèìàòü
ïðîöåññ BH(t) = (BH1

1 (t), . . . , BHd

d (t)) , H = min{H1, . . . , Hd}, ïðèíèìà-
þùèé çíà÷åíèÿ â Rd , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îä-
íîìåðíûìè äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè.

Òåïåðü ââåäåì èíòåãðàë îòíîñèòåëüíî äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [294] (ñì. òàêæå [208; 249]). Ïóñòü f : [a, b] → R,
f ∈ L1([a, b]) è α > 0. Îïðåäåëèì ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèå äðîáíûå èíòå-
ãðàëû Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ íà (a, b) ïîðÿäêà α > 0 ñîîòâåòñòâåííî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

(Iαa+f)(x) :=
1

Γ(α)

x∫
a

f(t)(x− t)α−1dt,

(Iαb−f)(x) :=
1

Γ(α)

b∫
x

f(t)(x− t)α−1dt.

Ìû ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ D(Iαa+(b−)), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èíòå-

ãðàëû ñõîäÿòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (a, b) (îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà).
Äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ íà R îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(Iα+f)(x) :=
1

Γ(α)

x∫
−∞

f(t)(x− t)α−1dt,

(Iα−f)(x) :=
1

Γ(α)

+∞∫
x

f(t)(x− t)α−1dt

ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ D(Iα+(−)), åñëè ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R. Ñîãëàñíî [125] ìû
èìååì âêëþ÷åíèå Lp(R) ∈ D(Iα+(−)), 1 6 p < 1/α. Ïóñòü f ∈ Lp[a, b], g ∈
∈ Lq[a, b], p, q > 1, 1/p + 1/q 6 1 + α, èëè ïóñòü p > 1, q > 1, 1/p + 1/q =
= 1+α. Òîãäà ìû èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà
b∫
a

g(x)(Iαa+f)(x)dx =
b∫
a

f(x)(Iαb−g)(x)dx.
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Äëÿ p > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Iα+(−)(Lp(R)) êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê èíòåãðàëû Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, ò. å. f =
= Iα+(−)(ϕ) äëÿ íåêîòîðîé ϕ ∈ Lp(R).

Ëåâî- ïðàâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïî-
ðÿäêà α îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(I−α+ f)(x) = (Dα
+f)(x) :=

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫
−∞

f(t)(x− t)−αdt,

(I−α− f)(x) = (Dα
−f)(x) :=

1

Γ(1− α)

d

dx

+∞∫
x

f(t)(t− x)−αdt

ñîîòâåòñòâåííî. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ìîæåò áûòü ââå-
äåíà è íà îòðåçêå [a, b] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(I−αa+ f)(x) = (Dα
+f)(x) :=

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫
a

f(t)(x− t)−αdt,

(I−αb− f)(x) = (Dα
−f)(x) :=

1

Γ(1− α)

d

dx

b∫
x

f(t)(t− x)−αdt

ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì äâå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè f è g, îïðåäåëåííûå íà îò-

ðåçêå [a, b] ∈ R, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû f(u+) :=
= lim

δ↓0
f(u + δ) è g(u−) := lim

δ↓0
f(u− δ). Ïîëîæèì

fa+(x) := (f(x)− f(a+))1(a, b)(x), gb−(x) := (g(b−)− g(x))1(a, b)(x).

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî fa+ ∈ Iαa+(Lp[a, b]), gb− ∈ I1−α
b− (Lp[a, b]) äëÿ

íåêîòîðûõ p > 1, q > 1, 1/p + 1/q < 1, 0 < α < 1. Òîãäà Dα
a+fa+ ∈

∈ Lp[a, b], D
1−α
b− gb− ∈ Lq[a, b]. Äðîáíûé èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà

b∫
a

f(x)dg(x) îïðåäåëÿþò êàê

b∫
a

f(x)dg(x) :=

b∫
a

(Dα
a+fa+)(x)(D1−α

b− gb−)(x)dx + f(a+)(g(b−)− g(a+)).

(1.5)
Îïðåäåëåíèå ââåäåííîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âûáîðà α.
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Ïóñòü f ∈ Cα([a, b]), g ∈ Cµ([a, b]) äâå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè c α+

+µ > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà (R−S)
∫ b

a fdg è∫ b

a fdg = (R− S)
∫ b

a fdg.

Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò Wβ
1 ([0, a]). Òîãäà

îãðàíè÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà îòðåçîê [0, t] ⊂ [0, a] ïðèíàäëåæèò

Iβ−(L∞([0, t])) è

Λβ(f) := sup
06s<t6a

|(Dβ
t−ft−)(s)| 6 1

Γ(1− β)
‖f‖1,β <∞.

Îãðàíè÷åíèå f ∈ Wβ
2 ([0, a]) íà [0, t] ⊂ [0, a] ïðèíàäëåæèò Iβ+(L1([0, t])).

Ïóñòü f ∈ Wβ
2 ([0, a]), g ∈ W 1−β

1 ([0, a]). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

0 < t 6 a ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà
∫ t

0 (Dβ
0+f)(x)(D1−β

t− gt−)(x)dx è ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü èíòåãðàë
∫ t

0 f(x)dg(x) ïî ôîðìóëå (1.5). Èíòåãðàë∫ t

0 f(x)dg(x) ÷àñòî íàçûâàþò èíòåãðàëîì ßíãà. Èíòåãðàë ßíãà èìååò
îöåíêó ∣∣∣ t∫

0

f(x)dg(x)
∣∣∣ 6 t∫

0

|(Dβ
0+f)(x)||(D1−β

t− gt−)(x)|dx 6

6Λ1−β(g)‖f‖2,β 6 (Γ(β))−1‖g‖1,1−β‖f‖2,β.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vp(f, [0, a]) =

(
sup
P

∑n
j=1 |f(tj)− f(tj−1)|p

)1/p

,

p > 0 , p -âàðèàöèþ ôóíêöèè f(t) íà îòðåçêå [0, a] (ñóïðåìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ðàçáèåíèÿì P = {0 6 t0 6 t1 6 . . . 6 tn 6 a} ). Äëÿ èíòåãðàëà ßíãà
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 1.56 (íåðàâåíñòâî Ëàâ�ßíãà [293]). Ïóñòü ôóíêöèè
f(t) , g(t) òàêîâû, ÷òî Vp(f, [0, a]), Vq(g, [0, a]) < +∞ äëÿ íåêîòîðûõ
p, q > 0 òàêèõ, ÷òî 1

p + 1
q > 1 . Åñëè ê òîìó æå ôóíêöèè f è g íå èìå-

þò îáùèõ òî÷åê ðàçðûâà, òî èíòåãðàë ßíãà
∫ a

0 f(t)dg(t) ñóùåñòâóåò,
è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî :∣∣∣∣∣∣

a∫
0

f(t)dg(t)− f(τ)(g(a)− g(0))

∣∣∣∣∣∣ 6 Cp,qVp(f, [0, a])Vq(g, [0, a])

äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, a] , ãäå Cp,q = ζ(p−1 + q−1) , ζ(s) =
∑

n>1
1
ns � äçåòà�

ôóíêöèÿ Ðèìàíà. �
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Ôèêñèðóåì 0 < β < 1/2. Äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé g ∈

∈ W 1−β
1 , f ∈ Wβ

2 îïðåäåëèì Gt(f) :=
t∫

0

fdg.

Ïðåäëîæåíèå 1.57 [257, ïðåäë. 4.1]. 1) Ïóñòü f ∈ Wβ
2 , g ∈ W 1−β

1 .
Äëÿ âñåõ s < t èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè :

|Gt(f)−Gs(f)| 6 Λβ(g)

t∫
s

( |f(r)|
(r − s)β

+ β

r∫
s

|f(r)− f(y)|
(r − y)1+β

dy
)
dr,

|Gt(f)|+
t∫

0

|Gt(f)−Gs(f)|
(t− s)1+β

ds 6

6Λβ(g)c1
α,a

t∫
0

(
(t− r)−2β + r−β

)(
|f(r)|+

r∫
0

|f(r)− f(y)|
(r − y)1+β

dy
)
dr.

2) Åñëè f ∈ Wβ
0 ([0, a]), òî G·(f) ∈ C1−β([0, a]) è

‖Gt(f)‖C1−β
a

6 Λβ(g)c2
β,a‖f‖0,β,

ãäå ïîñòîÿííûå ciβ,a, i = 1, 2, çàâèñÿò òîëüêî îò β è a.

Ïðåäëîæåíèå 1.58 [257, ïðåäë. 4.3]. Ïóñòü 0 < β < 1/2 è f :

[0, a]→ Rd � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, Ft(f) =
∫ t

0 f(s)ds . Åñëè

sup
t∈[0,a]

t∫
0

‖f(s)‖
(t− s)β

ds <∞

(â ÷àñòíîñòè, åñëè ‖f‖C <∞ ), òî F·(f) ∈ Wβ
0 ([0, a]) è

‖Ft(f)‖+

t∫
0

‖Ft(f)− Fs(f))‖
(t− s)β+1

ds 6 Cβ,a

t∫
0

‖f(s)‖
(t− s)β

ds.

Åñëè f ∈ Wβ
0 ([0, a]), òî F·(f) ∈ C1([0, a]),

‖Ft(f)− Fs(f)‖ =
∥∥∥ t∫

s

fdr
∥∥∥ 6 (t− s)‖f‖C ,
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‖F (f)‖0,β = ‖
·∫

0

fds‖0,β 6 C
′

β,a‖f‖C ,

ãäå ïîñòîÿííûå Cβ,a, C
′

β,a çàâèñÿò òîëüêî îò β è a.

Ïðåäëîæåíèå 1.59 [257, ëåììà 7.6]. Ïóñòü α, a, b � íåîòðèöà-
òåëüíûå ïîñòîÿííûå, α < 1, x : R+ → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t > 0

x(t) 6 a + btα
t∫

0

(t− s)−αs−αx(s)ds.

Òîãäà

x(t) 6 aΓ(1− α)
+∞∑
n=0

(bΓ(1− α)t1−α)n

Γ((n + 1)(1− α))
6 adα exp(cαtb

1/(1−α)),

ãäå cα, dα � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò α.�

Ïóñòü íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) çàäàíî äåé-
ñòâèòåëüíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t) ñ ïàðàìåòðîì H,
1/2 < H < 1. Åñëè u(t,ω) � äåéñòâèòåëüíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ,

÷üè òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Wβ
1 ([0, a]) ñ 1 − H < β <

< 1/2, òî ïðè êàæäîì ω ∈ Ω îïðåäåëåí èíòåãðàë
∫ a

0 u(s,ω)dBH(s)
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.5). Áîëåå òîãî, åñëè òðàåêòîðèè ïðîöåññà u

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Wβ
0 ([0, a]), òî òðàåêòîðèè ïðîöåññà U(t) =

=
∫ t

0 u(s,ω)dBH(s) íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì 1−β è èìååò
ìåñòî îöåíêà

‖Gt(U)‖C1−β
a

6 Λβ(u)cβ,a‖u‖0,β.

Èíòåãðàë
∫ a

0 u(s,ω)dBH(s) â äàëüíåéøåì íàçûâàåì ïîòðàåêòîð-
íûì èíòåãðàëîì ßíãà îò ïðîöåññà u(s,ω) ïî äðîáíîìó áðîóíîâ-

ñêîìó äâèæåíèþ BH(t) . Åñëè 0 6 c < d 6 a, òî
∫ d

c u(s,ω)dBH(s) =
=
∫ a

0 1[c,d]u(s,ω)dBH(s).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ïîòîê σ -àëãåáð (Gt) è d -ìåðíîå (Gt) -

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), à òàêæå ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ f(t,ω), t ∈
∈ [0, a] èç WG, ãäå WG � ïðîñòðàíñòâî d -ìåðíûõ (Gt) -ñîãëàñîâàííûõ
ïðîöåññîâ f(t), t ∈ [0, a], òàêèõ, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà f(t)

ïðèíàäëåæàò Wβ
0 è

∫ a

0 EW

(
‖f(s,ω))‖2

β

)
ds < ∞, EW � óñëîâíîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû G0. Äëÿ ïðîöåññà f ∈WG
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è ôóíêöèè σ : [0, a]×Rd → Rd×d îïðåäåëèì

GσWt (f) :=

t∫
0

σ(s, f(s))dW (s).

Ïðåäëîæåíèå 1.60 [208, ïðåäë. 3.9]. Ïóñòü f, h ∈ WG, σ : [0, a]×
× Rd → Rd×d � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãëîáàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî X è èìåþùàÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X ðàâ-
íîìåðíî ïî t. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] ï. í.

EW

(
‖GσWt (f)−GσWt (h)‖2

α

)
6 C

t∫
0

(t− s)−α−1/2EW

(
‖f(s)− h(s)‖2

)
ds. �

Äëÿ ïðîöåññà f(t,ω), òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò Wα
0 , è

ôóíêöèè σ : [0, a]×Rd → Rd×r îïðåäåëèì

GσHt (f) :=

t∫
0

σ(s, f(s,ω))dBH
s .

Ïðåäëîæåíèå 1.61 [208, ïðåäë. 3.5]. Ïðåäïîëîæèì 1 − H < α <
< min(1/2,β), ôóíêöèÿ σ(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà ïî t è ïî X ñ ïîêàçàòåëÿìè δ > 1−H è 1 ñîîòâåòñòâåííî,
ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî

‖σ(t,X)− σ(s, Y )‖ 6 L(‖X − Y ‖+ |t− s|δ)

äëÿ ëþáûõ (t,X), (s, Y ) ∈ R+ ×Rd. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, a]

‖GσHt (f)‖α 6 CΛα(BH)

t∫
0

((t− s)−2α + s−α)(1 + ‖f(s)‖α)ds.�

Ïóñòü W (t) � d-ìåðíûé (Ft)-áðîóíîâñêèé ïðîöåññ; BHj(t) � äðîá-
íûå áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ, j = 1, . . . , r, Hj ∈ (1/2, 1), ïðîöåññû
a : R+ × Ω→ Rd, p : R+ × Ω→ Rd×d ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ïðî-
ñòðàíñòâàì Lloc

1 , Lloc
2 , ãäå Lloc

i � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ (Ft)-ñîãëà-

ñîâàííûõ ïðîöåññîâ Ψ òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t1>0
∫ t1

0 ‖Ψ(s,ω)‖ids <∞
ï. í.; ïðîöåññû bj : R+ × Ω → Rd, j = 1, . . . , r, òàêèå, ÷òî bj(·,ω) ∈
∈ Cβj([0, t1]) ï. í., βj + Hj > 1; X(0,ω) � (F0)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, à X(t,ω) � d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âèäà
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X(t,ω) = X(0,ω)+

t∫
0

a(s,ω)ds+

t∫
0

p(s,ω)dW (s)+

t∫
0

r∑
j=1

bj(s,ω)dBHj(s).

Ôîðìóëà Èòî äëÿ ïðîöåññîâ ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðî-
óíîâñêèìè äâèæåíèÿìè [249, c. 184]. Åñëè ôóíêöèÿ f : R+ × Rd →
→ R íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè f ′t , f

′
xi
, f ′′xixj

, i, j = 1, . . . , d, à

X(t,ω)� ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé âûøå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

f(t,X(t,ω)) = f(0, X(0,ω)) +

t∫
0

(
f ′t(τ, X(τ,ω)) + f ′x(τ, X(τ,ω))a(τ,ω)+

+
1

2
tr
(
f ′′x2(τ, X(τ,ω))p(τ,ω)p>(τ,ω)

))
dτ+

+

t∫
0

r∑
j=1

f ′x(τ, X(τ,ω))bj(s,ω)dBHj(s) +

t∫
0

f ′x(τ, X(τ,ω))p(τ,ω)dW (τ).�

Ïóñòü çàäàíû ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P );
BH(t) � r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì
Õàðñòà H ∈ (1/2, 1) ; W (t) � d -ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, íåçàâèñèìîå îò BH ; X0 � d -ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
íåçàâèñèìàÿ îò BH ,W ; Gt � ïîëíûé ïîòîê σ -àëãåáð òàêîé, ÷òî X0

è BH � (G0) -èçìåðèìû, à W ÿâëÿåòñÿ (Gt) -áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f : [0, a] × Rd → Rd, g : [0, a] × Rd → Rd×d

b : [0, a] × Rd → Rd×r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 1) f íåïðåðûâíà è
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L1, L2 òàêèå, ÷òî ‖f(t, x) − f(t, y)‖ 6 L1‖x −
− y‖, ‖f(t, x)‖ 6 L2(1 + ‖x‖) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è t ∈ [0, a]; 2) g
íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L3, L4 òàêèå, ÷òî ‖g(t, x) −
− g(t, y)‖ 6 L1‖x − y‖, ‖g(t, x)‖ 6 L2(1 + ‖x‖) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è
t ∈ [0, a]; 3) ôóíêöèÿ b íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî x è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L5, L6, L7 òàêèå, ÷òî
‖ ∂b∂x(t, x)‖ 6 L5, ‖ ∂b∂x(t, x) − ∂b

∂x(t, y)‖ 6 L6‖x − y‖δ, ‖b(t, x) − b(s, x)‖ +

+ ‖ ∂b∂x(t, x) − ∂b
∂x(s, x)| 6 L7(|t − s|)β äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd, t ∈ [0, a] è

íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ 0 < δ,β 6 1.
Ïîä ñèëüíûì ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

X(t) = X0 +

t∫
0

f(s,X(s))ds +

t∫
0

g(s,X(s))dW (s) +

t∫
0

b(s,X(s))dBH(s)

(1.6)
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ïîíèìàþò (Gt) -ñîãëàñîâàííûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ X(t), t ∈ [0, a],
òàêîé, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Wα

0 , α ∈

∈ (0, 1/2),
a∫
0

EW (‖x(s)‖2
α) < +∞, EW � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû G0 è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1.6) ï. í.

Ïðåäëîæåíèå 1.62 (òåîðåìà Ãóýððû�Íóàëàðòà [208]). Ïóñòü
ôóíêöèè f, g, b óäîâëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì 1)�3)
è α óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 1 − H < α < min{1

2 ,β,
δ
2}. Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6).

Ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ãóáèíåëëè
Ââåäåì èíòåãðàë Ãóáèíåëëè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè

òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðî-
óíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ ïîêàçàòåëÿìè Õàðñòà èç èíòåðâàëà (1/3,1).
Ïóñòü BH1

1 (t), . . . , BHd

d (t) � îäíîìåðíûå íåçàâèñèìûå äðîáíûå áðîóíîâ-
ñêèå äâèæåíèÿ ñ ïîêàçàòåëÿìè Õàðñòà H1, . . . , Hd ∈ (1/3, 1). Îáîçíà÷èì
B(t) = (BH0

0 (t), . . . , BHd

d (t))>, ãäå BH0
0 (t) = t,H0 = 1. Ïîñêîëüêó òðàåê-

òîðèè ïðîöåññà B(t) èìåþò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, òî èíòåãðàëüíûå

ñóììû Ñòèëòüåñà äëÿ èíòåãðàëà
∫ T

S φ(t,ω)dB(t,ω) ï. í. íå áóäóò ñõî-
äèòüñÿ, îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â èíòåãðàëüíûå ñóììû ìîæíî ââåñòè äî-
ïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, ïîçâîëÿþùèå èì ñõîäèòüñÿ ï. í. Äàííûé ìåòîä
âîçíèê â òåîðèè ãðóáûõ òðàåêòîðèé [206; 209; 240], ïîçâîëÿþùåé îïðåäå-

ëèòü èíòåãðàëû
∫ T

0 YtdZt äëÿ ôóíêöèé Yt , Zt , íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó
(íå îáÿçàòåëüíî ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ïî-
ëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì Ãóáèíåëëè [206; 209,
ãë. 4].

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V , Q êîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà íàä ïîëåì R . Ìíîæåñòâî ôóíêöèé z : [0, a] → Q íåïðåðûâíûõ ïî
Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1] , äëÿ êîòîðûõ

|z|α := sup
s,t∈[0,a],s6=t

‖z(t)− z(s)‖Q
|t− s|α

<∞,

îáîçíà÷èì ÷åðåç Kα([0, a], Q). Äëÿ ôóíêöèè z ∈ Kα([0, a], Q) ïóñòü

|z|α;I = sup
s,t∈I,s 6=t

‖z(t)− z(s)‖
|t− s|α

, |Y |α;I,δ = sup
s,t∈I,0<|t−s|6δ

‖z(t)− z(s)‖
|t− s|α

,

ãäå I � îòðåçîê èç [0, a] ; δ ∈ (0, |I|] ; |I| � äëèíà îòðåçêà I . Î÷åâèäíî,
÷òî

| · |α;I,δ 6 | · |α;I 6 | · |α;[0,a],|I| 6 | · |α;[0,a].
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Ìíîæåñòâî ôóíêöèé y : [0, a]× [0, a]→ Q äâóõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ

|y|α := sup
s,t∈[0,a],s6=t

‖y(t, s)‖Q
|t− s|α

<∞,

îáîçíà÷èì ÷åðåç Kα
2 ([0, a]2, Q).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Z ∈ Kα([0, a], Q), òî îòîáðàæåíèå (s, t) 7→ Z(t)−
− Z(s) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Kα

2 ([0, a]2, Q) .
Ïóñòü α ∈ (1/3, 1/2] . Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå Z : [0, a]2 → Q ⊗ Q

ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàä ôóíêöèåé Z : [0, a] → Q , åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó ×åíà:

Z(s, t)− Z(s, u)− Z(u, t) = (Z(u)− Z(s))⊗ (Z(t)− Z(u))

äëÿ ëþáîé òðîéêè (s, u, t) ∈ [0, a]3 , ãäå Q⊗Q, Z(s, u)⊗ Z(u, t) � ñîîò-
âåòñòâåííî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè òðàåêòîðèè ïðîöåññà Z : [0, a]→ R äîñòàòî÷-
íî ãëàäêèå è îïðåäåëåí ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà

I(s, t) =

t∫
s

(Z(r)− Z(s))dZ(r) =

∫∫
s<r<τ<t

dZ(r)dZ(τ),

òî I(s, t) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðîöåññà âòîðîãî ïîðÿäêà íàä Z, à òîæäå-
ñòâî ×åíà âûðàæàåò ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè êðàòíîãî èíòåãðàëà:

t∫
s

(Z(r)− Z(s))dZ(r) =

u∫
s

(Z(r)− Z(s))dZ(r) +

t∫
u

(Z(r)− Z(u))dZ(r) +

+ (Z(u)− Z(s))(Z(t)− Z(u)).

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà Z(s, t) îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíî-
çíà÷íî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè B(t) � îäíîìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, òî ïðîöåññû

BStrat(s, t) :=

t∫
s

(B(r)−B(s)) ◦ dB(r), BIto(s, t) :=

t∫
s

(B(r)−B(s))dB(r)

ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè âòîðîãî ïîðÿäêà íàä B, ïðè ýòîì BStrat(s, t) =
= BIto(s, t) + 1

2(t− s) [209, ãë. 3].
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Ïîä ìíîæåñòâîì α -íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ãðóáûõ òðàåêòîðèé
íàä Q (îáîçíà÷àåìûì Eα([0, a], Q) ) ïîíèìàþò ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (Z,Z)
òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ Z ïðèíàäëåæèò Kα([0, a], Q), à Z ∈ Kα

2 ([0, a]2, Q)
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàä Z.

Ïîä ìíîæåñòâîì α -íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðó-
áûõ òðàåêòîðèé íàä Q (îáîçíà÷àåìûì Eαg ([0, a], Q) ) ïîíèìàþò ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïàð (Z,Z) ∈ Eα([0, a], Q) , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå:

Sym(Z(s, t)) =
1

2

(
Z(s, t) + Z>(s, t)

)
=

1

2
Z(s, t)⊗ Z(s, t)

äëÿ ëþáîé ïàðû (s, t) ∈ [0, a]2 .

Çàìå÷àíèå 1.4. Åñëè B(t) � îäíîìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâ-
ñêîå äâèæåíèå, α ∈ (1

3 ,
1
2) , òî (B,BStrat) ∈ Eαg ([0, a], R) è (B,BIto) /∈

Eαg ([0, a], R), íî ïðè ýòîì (B,BIto) ∈ Eα([0, a], R) [209, ãë. 3].

Ïóñòü L(Q, V ) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ èç Q â V, à z ∈ Kα([0, a], Q). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ Y ∈
∈ Kα([0, a],L(Q, V )) óïðàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Z ∈ Kα([0, a], Q) , åñëè ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíò Y ′ ∈ Kα

(
[0, a],L(Q,L(Q, V ))

)
(íàçûâàåìûé ïðîèçâîä-

íîé Ãóáèíåëëè Y ), òàêîé, ÷òî âûðàæåíèå RY (s, t) = Y (s, t) − Y ′sZ(s, t)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |RY |2α < +∞ . Ìíîæåñòâî âñåõ (Y, Y ′) òàêèõ,
÷òî Y óïðàâëÿåòñÿ Z , áóäåì îáîçíà÷àòü D2α

Z ([0, a],L(Q, V )) . Ìíîæåñòâî
D2α

Z ([0, a],L(Q, V )) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖(Y, Y ′)‖ = ‖Y (0)‖+ ‖Y ′(0)‖+ |Y ′|α + |RY |2α.

Çàìå÷àíèå 1.5. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Z(t) = t, à Y (t), t ∈ [0, a], � âå-
ùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðè ëþáîì α ∈
∈ (1

3 ,
1
2 ] èìååì

Y (t)− Y (s) =
dY (s)

dt
(t− s) + O(|t− s|)

è ïðîèçâîäíàÿ Ãóáèíåëëè Y ′ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé dY
dt . Â îá-

ùåì ñëó÷àå, ïðîèçâîäíàÿ Ãóáèíåëëè îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, è ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé Ãóáèíåëëè ëþáîå Y ′ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñôîð-
ìóëèðîâàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ. Äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé
Ãóáèíåëëè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ′ , à îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ áóäåì
çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D.
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Ïóñòü (Z,Z) ∈ Eα([0, a], Q) , à òàêæå (Y, Y ′) ∈ D2α
Z ([0, a],L(Q, V )) .

Ïîòðàåêòîðíûì èíòåãðàëîì Ãóáèíåëëè Y ïî Z íàçûâàþò ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì

a∫
0

Y dZ = lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(Y (ti)Z(ti, ti+1) + Y ′(ti)Z(ti, ti+1)), (1.7)

ãäå |P| = max |ti+1 − ti| � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ P = {0 = t0 < t1 < . . . <
< tl = a} , à ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàçáèåíèé P . Åñëè Z ∈ Kβ([0, a], Q), Y ∈ Kγ([0, a],L(Q, V )) , β+γ > 1,
òî ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ãóáèíåëëè ñîâïàäàåò ñ ïîòðàåêòîðíûì èíòå-
ãðàëîì ßíãà, êîòîðûé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ
ñóìì

a∫
0

Y dZ = lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

Y (ti)Z(ti, ti+1).

Çàìå÷àíèå 1.6. Ñëàãàåìîå Y ′(ti)Z(ti, ti+1) çàïèñàíî êîððåêòíî â
òîì ñìûñëå, ÷òî L(Q,L(Q, V )) ∼= L(Q ⊗ Q, V ). Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ áèëèíåéíîé
ôîðìû íà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ. Áîëåå òî÷íî, åñëè

Z = z ⊗ z = (zjzk) , Y ′ =
(
y′ijk
)
,

i = 1, 2, . . . , dim V, j, k = 1, 2, . . . , dim Q,

òî

Y ′Z =

dimQ∑
j,k=1

y′ijkzjzk

dimV

i=1

.

Ïîñåìó ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë, îïðåäåëåííûé âûøå, ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå V.

Çàìå÷àíèå 1.7. Ïîÿñíèì ñìûñë ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.7),
ñëåäóÿ [237]. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèè Y (t), Z(t) óäîâëåòâîðÿþò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dY (t) = f(Y (t))dZ(t),

êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Y (t) = Y (s) +

t∫
s

f(Y (τ))dZ(τ).
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Åñëè ôóíêöèÿ Z(t) èìååò êîíå÷íóþ p -âàðèàöèþ (p ∈ [2, 3) ) íà îò-
ðåçêå [0, a] (è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà

α ∈ (1
3 ,

1
2 ] ïðîèçâîäíûå), òî èíòåãðàëó

t∫
s

f(Y (τ))dZ(τ) ìîæíî ïðèäàòü

ñìûñë, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

t∫
s

f(Y (τ))dZ(τ) ≈ f(Y (s))Z(t, s) + Df(Y (s))

t∫
s

Z(r, s)dZ(r) =

= f(Y (s))Z(t, s) + Df(Y (s))Z(t, s).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë
a∫

0

Y dZ

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì∑

ti,ti+1∈P

(f(Y (ti))Z(ti, ti+1) + Df(Y (ti))Z(ti, ti+1)).

Äàëåå áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
[206; 209, òåîðåìà 4.10].

Ïðåäëîæåíèå 1.63 [209, th. 4.10]. Ïóñòü ôóíêöèÿ Z ∈ Kα(I,Q)
è (Y, Y ′) ∈ D2α

Z (I,L(Q, V )) , I = [0, a] , äëÿ íåêîòîðîãî α > 1/3. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 , çàâèñÿùàÿ ëèøü îò α è |I| = a , òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥

t∫
s

Y (r)dZ(r)− Y (s)Z(s, t)− Y ′(s)Z(s, t)

∥∥∥∥6
6C
(
|Z|α;I |RY |2α;I + |Z|2α;I |Y ′|α;I

)
|t− s|3α.

Ïðè÷åì êîíñòàíòà C = C(α, |I|) ìîæåò áûòü âûáðàíà íå çàâèñÿùåé
îò |I| = a , åñëè a ∈ (0, 1] . �

Çàìå÷àíèå 1.8. Â ïðåäëîæåíèè [209, òåîðåìà 4.10]. íåñóùåñòâåíåí
òîò ôàêò, ÷òî îòðåçîê I èìååò âèä [0, a] . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà I =
= [a, a + T ] ïðåäëîæåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî ââèäó çàìåíû ïåðåìåííûõ
s̄ = s− a , t̄ = t− a ( s, t ∈ [a, a + T ] , s̄, t̄ ∈ [0, a] ) è çàìåí ôóíêöèé Ȳs̄ =
= Ya+s̄ , Z̄s̄ = Za+s̄ (î÷åâèäíî, óêàçàííûå íîðìû è èíòåãðàëû ñîõðàíÿþò
ñâîè çíà÷åíèÿ). �
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Íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèÿ α > 1/3 íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìîæíî
ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñëàãàåìîì âèäà Y ′Z â èíòåãðàëüíîé ñóì-
ìå ôóíêöèÿ Y ′ ∈ Kα , à Z ∈ K2α

2 . Èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëüíûõ
ñóìì ïîòðàåêòîðíîãî èíòåãðàëà ßíãà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî α+ 2α > 1 ,
ò. å. α > 1/3 .

Âåðíåìñÿ ê äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ. Ïðè H ∈ (1/3, 1/2)
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå B(t) ∈ KH∗([0, a], Rd) ï. í. äëÿ ëþáîãî H∗ < H ,
H∗ > 1/3 . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà φ(t,ω) óïðàâëÿåìîãî äðîáíûì
áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì B(t) ï. í. ìîæíî îïðåäåëèòü ïîòðàåêòîðíûé èí-
òåãðàë Ãóáèíåëëè êàê ïðåäåë ï. í. èíòåãðàëüíûõ ñóìì∫ a

0

φ(t,ω)dB(t,ω) =

= lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(φ(ti,ω)B(ti, ti+1,ω) + φ′(ti,ω)B(ti, ti+1,ω))

ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ïðîöåññà âòîðîãî ïîðÿäêà B íàä B . Â äàëüíåé-
øåì áóäåò ïðèâåäåíî ÿâíîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà âòîðîãî ïîðÿäêà íàä B ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óêàçàííûì âûøå îïðåäåëåíèÿì.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïîíåíòàìè (d+1) -
ìåðíîãî ïðîöåññà B(t) = (BH0

0 , . . . , BHd

d (t))>, çàäàííîãî íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,P), ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå áðîóíîâñêèå
äâèæåíèÿ BHi

i (t) ñ èíäåêñàìè Õàðñòà Hi ∈ (1
3 , 1) , ïðè ýòîì ïîëàãàåì,

÷òî BH0
0 (t) = t è H0 = 1. Ïóñòü Hmin � çíà÷åíèå íàèìåíüøåãî èç èí-

äåêñîâ Õàðñòà Hi, i = 0, . . . , d. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå H ∈
∈ (1/3, 1/2] òàêîå, ÷òî H < Hmin . Â äàëüíåéøåì òàêîé ïðîöåññ B(t)
áóäåì òàêæå íàçûâàòü äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.

Ïðîöåññîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàä äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì
B(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ B : [0, a]2×Ω→ R(d+1)×(d+1) , îïðåäåëåííûé ñëåäó-
þùèìè ðàâåíñòâàìè:

B(s, t) =
(
B(i,j)(s, t)

)d
i,j=0

, B(i,j)(s, t)
L2

= lim
|P|→0

∫
P

B(i)(s, r)dB(j)(r),∫
P

B(i)(s, r)dB(j)(r)=
∑

tk,tk+1∈P

B(i)(s, tk)B
(j)(tk, tk+1), 1 6 i < j 6 d,

B(0,j)(s, t) =

t∫
s

B(j)
s,rdr

ï.í.
= lim
|P|→0

∑
tk,tk+1∈P

B(j)(s, tk)(tk+1 − tk), 1 6 j 6 d,

B(i,i)(s, t) =
1

2

(
B(i)(s, t)

)2

, 0 6 i 6 d,

B(i,j)(s, t) = −B(j,i)(s, t) + B(i)(s, t)B(j)(s, t), 0 6 j < i 6 d
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äëÿ ëþáîé ïàðû (s, t) ∈ [0, a]2 , ãäå P = {s = t0 < t1 < . . . < tl = t} �
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [s, t] , |P| = max |tk+1−tk| , à âñå ïðåäåëû
ïîíèìàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé P . Çäåñü

îáîçíà÷åíèÿ
L2

= ,
ï.í.
= ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðåäåëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå L2(Ω,F,P) è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
ñîîòâåòñòâåííî.

Èíòåãðàëû, îïðåäåëÿþùèå B(0,j)(s, t) , ÿâëÿþòñÿ ïîòðàåêòîðíûìè èí-
òåãðàëàìè ßíãà, ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíòåãðàëüíûå ñóììû ñõîäÿòñÿ ï. í.,
ïîñêîëüêó ñóììà ïîêàçàòåëåé íåïðåðûâíîñòè ïî Ã¼ëüäåðó òîæäåñòâåííîé
ôóíêöèè è B(j)(s, ·) ñòðîãî áîëüøå 1 . Èíòåãðàëüíûå ñóììû â B(i,j)(s, t)
èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåë â L2 ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 10.3 [209], ïîñêîëüêó
îáå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè RB(i) , RB(j) èìåþò êîíå÷íóþ ρ -âàðèàöèþ,
ρ = 1

2H < 2 [236, ñ. 417, ïðåäë. 2.2].

Ïðåäëîæåíèå 1.64. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî H ∈ (1/3, 1/2]
òàêîãî, ÷òî H < Hmin = min

i=0,...,d
Hi èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (B,B) ∈

∈ EH
g ([0, a], Rd+1) ï. í., è áîëåå òîãî, E(|B|q2H) <∞ äëÿ ëþáîãî q > 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå Sym(B(s, t)) = 1
2B(s, t)⊗B(s, t) î÷åâèäíî

âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ B , ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (B,B) ∈
∈ EH([0, a], Rd+1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̃ =

(
B(i,j)

)d
i,j=1

ïðîöåññ âòîðîãî

ïîðÿäêà íàä äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì B̃(t) = (B(t))di=1 ñ èí-
äåêñàìè Õàðñòà Hi ∈ (1/3, 1) , i = 1, . . . , d . Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà (B,B)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 10.4 èç [209]. Êàê áûëî ïîêàçàíî [209,
ðàçä. 10.3] è [282, ðàçä. 2.3], ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|RB(i)| 1
2Hi
−var;[s,t]2 6Mi|t− s|2Hi, Hi ∈ (1/3, 1/2],

|RB(i)|1−var;[s,t]2 6Mi|t− s|, Hi ∈ (1/2, 1)

äëÿ i = 1, . . . , d ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè Mi , ãäå |RB(i)|ρ−var;[s,t]2 �
ρ -âàðèàöèÿ ôóíêöèè RB(i) íà ïðÿìîóãîëüíèêå [s, t]2 (ñì. îïðåäåëåíèå â
[209, ðàçä. 10.2]). Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì
èç îïðåäåëåíèÿ ρ -âàðèàöèè:

|RB(i)|ρ′−var;[s,t]26
(

sup
u,v,u′,v′∈[s,t]

∣∣E(B(i)(u, v)B(i)(u′, v′))
∣∣)ρ′−ρρ′ (‖RB(i)‖ρ−var;[s,t]2

) ρ
ρ′

äëÿ ëþáîãî ρ′ > ρ . Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî∣∣E(B(i)(u, v)B(i)(u′, v′))
∣∣ 6 |t − s|2Hi 6 a2Hi äëÿ ëþáûõ u, v, u′, v′ ∈ [s, t] ⊂

⊂ [0, a] . Ïîëàãàÿ H∗ = min{1
2 , Hmin} , èç ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ íåðàâåíñòâ
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ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

|RB(i)| 1
2H∗−var;[s,t]

2 6M |t− s|2H∗, i = 1, . . . , d,

ãäå M = max
i=1,...,d

M
H∗/H

′
i

i a2H ′i−2H∗ , H ′i = min{Hi,
1
2} . Òàêèì îáðàçîì, ïàðà

(B̃, B̃) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 10.4 [209] ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
ρ = 1

2H∗
∈ [1, 3

2) .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ëàâ�ßíãà (ñì. ïðåäë.1.56) ïðè τ = s ê èí-
òåãðàëàì B(0,j)(s, t) , 1 6 j 6 d , ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
(s, t) ∈ [0, a]2 ï. í. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣B(0,j)(s, t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

B(j)(s, r)dr

∣∣∣∣∣∣6C1,H |t−s||B(j)| 1
H−var;[s,t]6C0|B(j)|H |t−s|2H ,

â êîòîðîì C0 = C1,Ha
1−H � êîíñòàíòà (çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò H, a ), à òàê-

æå áûëà èñïîëüçîâàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó 1
H -âàðèàöèåé è íîðìîé Ã¼ëüäå-

ðà ñ ïîêàçàòåëåì H [200, ñ. 170]. Î÷åâèäíî,
∣∣B(0,0)(s, t)

∣∣ 6 1
2a

2−2H |t− s|2H .

Òàêæå èç òåîðåìû 10.4 [209] ñëåäóåò, ÷òî (B̃, B̃) ∈ EH
g ([0, a], Rd) , ÷òî â

ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò
∣∣B(i,j)(s, t)

∣∣ 6 ∣∣∣B̃(s, t)
∣∣∣ 6 |B̃|2H |t − s|2H , |B̃|2H < ∞

ï. í. äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 d . Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â
R(d+1)×(d+1) ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

|B(s, t)| 6 Cd

d∑
i,j=0

∣∣∣B(i,j)(s, t)
∣∣∣ 6 CdCa,H

(
1 + |B̃|2H +

d∑
j=1

|B(j)|H

)
|t− s|2H

äëÿ ëþáîé ïàðû (s, t) ∈ [0, a]2 ï. í. ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè Cd è Ca,H ,
çàâèñÿùèìè òîëüêî îò d è a,H ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî
óñòàíàâëèâàåò òîò ôàêò, ÷òî |B|2H <∞ ï. í. è, ñëåäîâàòåëüíî, (B,B) ∈
∈ EH

g ([0, a], Rd+1) ï. í. (íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîæäåñòâî ×åíà òàêæå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ íà ïîçèöèÿõ (0, j) , (j, 0) , 0 6 j 6 d â
ìàòðèöàõ B , B ⊗B ).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì ñòåïåííîì è îïåðàòîð ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî q > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E‖B‖q2H 6 Cd,a,H,q

(
1 + E(|B̃|q2H) +

d∑
j=1

E(|B(j)|qH)

)
,
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â êîòîðîì Cd,a,H,q = (CdCa,H)q(d + 2)1− 1
q . Êàê èçâåñòíî èç [209,

òåîðåìà 4.10] è [257, ëåììà 7.4], E(|B̃|q2H) < ∞ è E(|B(j)|qH) < ∞ äëÿ
âñåõ j = 1, . . . , d . Ïîñëåäíåå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü U � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉 ; T = [0, a] èëè T = [0,+∞); (Ω,F, P ) � ïîëíîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð Ft. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
F0 ñîäåðæèò âñå A ∈ F òàêèå, ÷òî P (A) = 0. Ïðîöåññ X : T × Ω → U
íàçûâàþò èíòåãðèðóåìûì, åñëè E(‖X(t)‖) < +∞ äëÿ âñåõ t ∈ T.

Ïóñòü G � ïîä-σ -ïîëå σ -ïîëÿ F è y : Ω → U � èíòåãðèðóåìàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæå-
ñòâà (P ) -ìåðû íóëü) èíòåãðèðóåìàÿ (G) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
z òàêàÿ, ÷òî

∫
A ydP =

∫
A zdP ∀A ∈ G [191, ñ. 26]. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

z íàçûâàþò óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äëÿ y îòíîñèòåëüíî
G è îáîçíà÷àþò E(y|G).

Èíòåãðèðóåìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ X : T × Ω → U íàçû-
âàþò ìàðòèíãàëîì, åñëè E(X(t)|Fs) = X(s) ï. í. äëÿ âñåõ t ∈ T.

Ïóñòü H � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü β(H) �
σ -ïîëå, ïîðîæäåííîå îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè H. Òîãäà U -çíà÷íûé
ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ W (t), t > 0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) W èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè è W (0) = 0;
2) W èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ è PW (t)−W (s) = PW (t−s),

0 6 s 6 t;
3) PW (t) = P−W (t), t > 0,

íàçûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì íà U.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W � U -çíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî u ∈ U ïðîöåññ 〈W (t), u〉, t > 0, ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-
íûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
u, v ∈ U, 0 6 s 6 t, E(〈W (t), u〉〈W (s), u〉) = (t ∧ s)E(〈W (1), u〉2) è
E(〈W (t), u〉〈W (s), v〉) = (t ∧ s)〈Qu, v〉, ãäå Q � êîâàðèàöèîííûé îïå-
ðàòîð ìåðû PW (1). Îïåðàòîð Q ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå
W. Ïóñòü îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì è èìååò êîíå÷íûé ñëåä.

H -çíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W (t), t>0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì:

i) W èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè è W (0) = 0;
ii) W èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ;
iii) PW (t)−W (s) = N(0, (t− s)Q), 0 6 s 6 t,

íàçûâàåòñÿ Q -âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì íà H.
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ek â U è

îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λk, äëÿ êîòî-
ðîé Qek = λkek, k ∈ N.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W (t) � Q -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà
i) W � íîðìàëüíûé ïðîöåññ íà U, E(W (t)) = 0, Cov(W (t)) = tQ;
ii) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t > 0 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

W (t) =
+∞∑
j=1

√
λjβjej, (1.8)

ãäå βj(t) = 1√
λj
〈W (t), ej〉, j ∈ N, � äåéñòâèòåëüíûå áðîóíîâñêèå äâèæå-

íèÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûå íà (Ω,F, P ).
Êâàäðàòè÷åñêàÿ âàðèàöèÿ Q -âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t) íà U ñ

trQ < +∞ èìååò âèä 〈〈W (t)〉〉 = tQ, t > 0.
Ïóñòü W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

U è Q � åãî êîâàðèàöèîííûé îïåðàòîð. Äëÿ êàæäîãî a ∈ U îïðåäå-
ëåí âåùåñòâåííûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ Wa(t), t > 0, ïî ôîðìóëå Wa(t) =
= 〈a,W (t)〉, t > 0.

Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå a→ Wa, çíà÷åíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ âåùåñòâåííûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû íà [0,+∞), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ

t > 0, an ⊂ U, lim
n→∞

an = a⇒ lim
n→∞

E|Wa(t)−Wan(t)|2 = 0,

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì.
Åñëè Q ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì I, òî âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç U0 îáðàç Q1/2(U) ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé.

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå [205]
Ïóñòü K è H � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è Q �

ñèììåòðè÷åñêèé íåîòðèöàòåëüíûé ñ êîíå÷íûì ñëåäîì îïåðàòîð íà K.
Ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj îïå-
ðàòîðà Q ïîëîæèòåëüíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà K ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ker(Q)⊥.
Ïóñòü fk � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà K, ñîñòîÿùèé èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðîñòðàíñòâî KQ = Q1/2K ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì 〈u, v〉KQ
=
∞∑
j=1

1
λj
〈u, fj〉K〈v, fj〉K ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ãèëü-

áåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì λ
1/2
j fj. Åñëè

H1, H2 � äâà ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà ñ îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì ei â H1, òîãäà ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà L2(H1, H2) èç H1 â H2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L2(H1, H2) =
{
L ∈ L(H1, H2) :

∑∞

i=1
‖Lei‖2

H2
<∞

}
.
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Ïðîñòðàíñòâî L2(H1, H2) ñ íîðìîé
(∑∞

i=1 ‖Lei‖2
H2

)1/2

ÿâëÿåòñÿ ñåïàðà-

áåëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(KQ, H) îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�

Øìèäòà èç KQ â H. Åñëè ej � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H,
òî íîðìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà îïåðàòîðà L ∈ L2(KQ, H) çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖L‖L2(KQ,H) =
∞∑

i,j=1

〈L(λ
1/2
j )fj, ei〉2H =

= ‖LQ1/2‖2
L2(K,H) = tr((LQ1/2)(LQ1/2)?).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ L,M ∈ L2(KQ, H) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈L,M〉L2(KQ,H) = tr((LQ1/2)(MQ1/2)?).

Ïóñòü E(L(K,H)) � êëàññ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðî-
öåññîâ âèäà

Φ(t,ω) = Φ0(ω)1{0}(t) +
∑n−1

j=0
Φj(ω)1(tj ,tj+1](t),

ãäå 0 = t0 6 t1 6 . . . 6 tn = a è Φj, j = 0, 1, . . . , n − 1, ñîîòâåòñòâåí-
íî (Ftj) -èçìåðèìûå L2(KQ, H) -çíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî
Φj(ω) ∈ L(K,H), j = 0, 1, . . . , n− 1. Ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíòàðíûé ïðî-
öåññ Φ îãðàíè÷åí, åñëè îí îãðàíè÷åí â L2(KQ, H). Äëÿ îãðàíè÷åííîãî
ýëåìåíòàðíîãî ïðîöåññà Φ ∈ E(L(K,H)) ìû îïðåäåëèì ñòîõàñòè÷åñêèé
èíòåãðàë îòíîñèòåëüíî Q -âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫ t

0

Φ(s))dW (s) =
∑n−1

j=0
Φj(W (tj+1 ∧ t)− (W (tj ∧ t))

äëÿ t ∈ [0, a]. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ Φ ∈
∈ E(L(K,H)) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E
(
‖
∫ t

0

Φ(s))dW (s)‖2
H

)
= E

(∫ t

0

‖Φ(s)‖2
L2(KQ,H)ds

)
<∞ (1.9)

äëÿ t ∈ [0, a].
Ïóñòü Λ2(KQ, H) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç (β([0, a]) ×

×F,β(L2(KQ, H))) -èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Φ : [0, a]×
×Ω→ L2(KQ, H) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ E(

∫ a

0 ‖Φ(s))‖2
L2(KQ,H)ds) <

< ∞. Îòìåòèì, ÷òî Λ2(KQ, H) ñ íîðìîé ‖Φ‖Λ2(KQ,H) =

=
(
E(
∫ a

0 ‖Φ(s))‖2
L2(KQ,H)ds)

)
1/2 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ ïëîòíî â Λ2(KQ, H).
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Çà ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë îò ïðîöåññà Φ ∈ Λ2(KQ, H) îòíîñè-
òåëüíî Q -âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t) ïðèíèìàþò åäèíñòâåííîå èçî-
ìåòðè÷åñêîå ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå îòîáðàæåíèÿ Φ(·) →

∫ a

0 Φ(s)dW (s)
(êîòîðîå âûøå îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ
ïðîöåññîâ), íà ïðîöåññû èç ïðîñòðàíñòâà Λ2(KQ, H), è ïðè ýòîì îáðàç

êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðîöåññà Φ0(ω)1{0}(t) +
n−1∑
j=0

Φj(ω)1(tj ,tj+1](t) åñòü

n−1∑
j=0

Φj(W (tj+1 ∧ t)−W (tj ∧ t)). Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë
∫ t

0 Φ(s)dW (s)

îïðåäåëÿþò ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà∫ t

0

Φ(s)dW (s) =

∫ a

0

Φ(s)1[0,t](s)dW (s). (1.10)

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë
∫ t

0 Φ(s)dW (s) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãàëîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëî-
âèþ (1.9).

Ïóñòü òåïåðü P(KQ, H)� ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç (β([0, a]) ×
×F,β(L2(KQ, H))) -èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Φ : [0, a]×
× Ω → L2(KQ, H) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ P (

∫ a

0 ‖Φ(s))‖2
L2(KQ,H)ds <

< ∞) = 1. Î÷åâèäíî, Λ2(KQ, H) ⊂ P(KQ, H). Äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà
Φ ∈ P(KQ, H) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn â Λ2(KQ, H) òàêàÿ,
÷òî

P
(∫ a

0

‖Φn(s,ω))− Φ(s,ω)‖2
L2(KQ,H)ds > 0

)
→

n→+∞
0,

è ñóùåñòâóåò H -çíà÷íàÿ (Fa) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îáîçíà-
÷àåìàÿ

∫ a

0 Φ(t)dW (t), ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∫ a

0 Φn(t)dW (t) ñõî-
äèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè. Ïðåäåë

∫ a

0 Φ(t)dW (t) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Φn.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
∫ a

0 Φ(t)dW (t) íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèì èí-
òåãðàëîì îò ïðîöåññà Φ ∈ P(KQ, H) ïî Q -âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó.

Äëÿ t ∈ [0, a] èíòåãðàë
∫ t

0 Φ(t)dW (t) îïðåäåëÿþò ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà
(1.10). Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë èìååò íåïðåðûâíóþ ìîäèôèêàöèþ. (Ft) -
ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ M(t), t6a, íàçûâàþò ëîêàëüíûì ìàðòèíãàëîì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τn
ñ P ( lim

n→∞
τn = a) = 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî n M(t ∧ τn) � ðàâíîìåðíî

èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë. Äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà Φ ∈ P(KQ, H) ñòîõà-

ñòè÷åñêèé èíòåãðàë
∫ t

0 Φ(t)dW (t) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàðòèíãàëîì.
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Ïðåäëîæåíèå 1.65 [205, ñ. 40]. Ïóñòü Φ ∈ Λ2(KQ, H). Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ δ > 0 è n > 0

P
(

sup
06t6a

t∫
0

‖Φ(s,ω)dW (s)‖ > δ
)
6
n

δ2
+ P

( a∫
0

‖Φ(s)‖2
L2(KQ,H)ds > n

)
.

Ïóñòü çàäàí Q -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W (t) íà (Ω,F, P ) ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â U. Ïóñòü òàêæå çàäàí ïîòîê Ft σ -àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì:

i) W (t) � (Ft) -ñîãëàñîâàí;
ii) W (t + h)−W (t) íå çàâèñèò îò Ft, ∀h > 0, ∀t > 0.
Åñëè Q -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i), ii), òî ìû

ãîâîðèì, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (Ft) -ñîãëàñîâàí.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q � ñèììåòðè÷åñêèé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðà-

òîð ñ êîíå÷íûì ñëåäîì íà ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K.
Ïóñòü W (t), 0 6 t 6 a, � Q -âèíåðîâñêèé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ íà
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) è ïóñòü X(t), 0 6 t 6 a, � ïðîöåññ
âèäà

X(t) = X(0) +

∫ t

0

Ψ(s)ds +

∫ t

0

Φ(s)dW (s), t ∈ [0, a],

ãäå X(0) � (F0) -èçìåðèìàÿ H -çíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; Φ ∈
∈ P(KQ, H); Ψ � H -çíà÷íûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ, èíòåãðèðó-
åìûé ïî Áîõíåðó íà [0, a] ï. í. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F : [0, a] ×
×H → R è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ft, Fx, Fxx íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû
íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ èç [0, a]×H .

Òîãäà ï. í. äëÿ âñåõ t ∈ [0, a]

F (t,X(t)) = F (0, X(0)) +

∫ t

0

〈Fx(s,X(s)),Φ(s)dW (s)〉+
∫ t

0

(
Ft(s,X(s))+

+〈Fx(s,X(s)),Ψ(s)〉+
1

2
tr
(
Fxx(s,X(s))(Φ(s)Q1/2)(Φ(s)Q1/2)∗

))
ds

(ôîðìóëà Èòî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå) [205].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X(t) =
∫ t

0 Φ(s)dW (s), t > 0, è F (x) = ‖x‖2, x ∈ H,
òî

‖X(t)‖2 = 2

∫ t

0

〈X(s),Φ(s)dW (s)〉+

∫ t

0

tr
(
(Φ(s)Q1/2)(Φ(s)Q1/2)∗

)
ds =

= 2

∫ t

0

〈X(s),Φ(s)dW (s)〉+

∫ t

0

‖Φ(s)‖2
L0
2
ds.
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Äëÿ êàæäîãî p > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cp > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî t > 0,

E
(

sup
s∈[0,t]

∥∥∥∫ s

0

Φ(τ)dW (τ)
∥∥∥p 6 cp(E ∫ t

0

‖Φ(s)‖2
L0
2
ds
)p/2

.

Äëÿ êàæäîãî p > 2 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c
′

p > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî t > 0,

E
(

sup
s∈[0,t]

∥∥∥∫ s

0

Φ(τ)dW (τ)
∥∥∥p) 6 c′p(∫ t

0

(
E
(
‖Φ(s)‖p

L0
2

))2/p
ds
)p/2

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ > 0 è a > 0 èìååì

P sup
t∈[0,a]

(∥∥∥∫ t

0

Φ(s)dW (s)
∥∥∥ > λ

)
6

6P
(∫ a

0

‖Φ(s)‖2
L0
2
ds > λ2

)
+

1

λ2
E
(
λ2 ∧

∫ a

0

‖Φ(s)‖2
L0
2
ds
)
.

Ïðåäëîæåíèå 1.66 (íåðàâåíñòâî Áóðêõîëüäåðà) [205, ñ. 87]. Ïóñòü
W (t) � K -çíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ êîâàðèàöèåé Q è Φ(t) ∈
∈ Λ2(KQ, H). Åñëè S(t) � C0 -ïîëóãðóïïà, p > 1 è

E
(∫ a

0

‖Φ(t)‖2p
L2(KQ,H)dt

)
< +∞,

òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ äëÿ ïðîöåññà∫ t

0

S(t− s)Φ(s)dW (s),

äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cp,a, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò óêàçàí-
íûõ ïàðàìåòðîâ, è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ

E
(

sup
06t6a∧τ

∥∥∥∫ t

0

S(t− s)Φ(s)dW (s)
∥∥∥2p

L2(KQ,H)

)
6

6Cp,aE
(∫ a∧τ

0

∥∥∥Φ(s)
∥∥∥2p

L2(KQ,H)
ds
)
.

Ïðåäëîæåíèå 1.67 [205, ñ. 53]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M(t), 06t6a, �
H-çíà÷íûé íåïðåðûâíûé (Ft)-ìàðòèíãàë òàêîé, ÷òî åãî êâàäðàòè÷å-
ñêàÿ âàðèàöèÿ èìååò âèä

〈〈M(t)〉〉 =

∫ t

0

(Φ(s,ω)Q1/2)(Φ(s,ω)Q1/2)∗ds, t ∈ [0, a],

76



ãäå Φ ∈ Λ2(KQ, H). Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì (F̃t) è K-çíà÷íûé Q-âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W, îïðå-

äåëåííûé íà (Ω× Ω̃,F × F̃, P × P̃ ), ñîãëàñîâàííûé ñ ïîòîêîì (Ft × F̃t),
òàêîé, ÷òî

M(t,ω, ω̃) =

t∫
0

Φ(s,ω, ω̃)dW (s,ω, ω̃),

ãäå

M(t,ω, ω̃) = M(t,ω),Φ(t,ω, ω̃) = Φ(t,ω), t ∈ [0, a], (ω, ω̃) ∈ Ω× Ω̃.

Ïðåäëîæåíèå 1.68 [259, òåîðåìà 2]. Ïóñòü H è U � ñåïàðàáåëü-
íûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, Q � ñèììåòðè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûé îïåðàòîð íà U, D � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà H , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â H îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèêè èíäóöèðóåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà H. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð Ft çàäàí ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ïðîöåññ g(t), t ∈ R+, ñî
çíà÷åíèÿìè â L0

2(U,H) òàêîé, ÷òî

a∫
0

‖(g(s)Q1/2)(g(s)Q1/2)∗‖ds <∞

ï. í. äëÿ ëþáîãî a ∈ R+. Åñëè äëÿ ëþáîãî ζ ∈ D ïðîöåññ N(t; ζ), t ∈ R+,
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëîêàëüíûì (Ft) -ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé
âàðèàöèåé

〈〈N(t; ζ)〉〉 =

t∫
0

‖(g(s)Q1/2)∗ζ‖2ds,

òî íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ , F̃t) ôèëüòðîâàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (Ω,F, P,Ft) ñóùåñòâóåò U -çíà÷íûé (F̃t) -âèíåðîâñêèé ïðî-
öåññ W (t) ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈
∈ R+, ζ ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N(t, ζ) =

∫ t

0

〈ζ, g(s)dW (s)〉.
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Ïðåäëîæåíèå 1.69 [260]. Ïóñòü D � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî,
f : R+ × Ω→ D � (Ft) -ñîãëàñîâàííûé (β(R+) × F) -èçìåðèìûé ïðî-
öåññ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ïðîöåññ, ÿâëÿþùèéñÿ
ìîäèôèêàöèåé ïðîöåññà f.

Ïðåäëîæåíèå 1.70 [260]. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî è f : R+×Ω→ H � (β(R+)×F) -èçìåðèìûé ïðîöåññ òàêîé,
÷òî E(‖f(t,ω)‖) <∞ äëÿ êàæäîãî t> 0. Òîãäà óñëîâíûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îæèäàíèÿ g(t,ω) = E(f(t,ω)|Ft) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî
ïðîöåññ g ïðîãðåññèâíî èçìåðèì.

1.3. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
è ìíîãîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ1

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì îòêëîíåíèå
è ïîëóîòêëîíåíèå ïî Õàóñäîðôó ìíîæåñòâ A,B ⊂ X : ᾱ(A,B) =
= sup(ρ(a,B) : a ∈ A) � ïîëóîòêëîíåíèå ïåðâîãî ìíîæåñòâà îò âòîðîãî,
α(A,B) = max(ᾱ(A,B), ᾱ(B,A)) � îòêëîíåíèå ìíîæåñòâ A è B. Ôóíê-
öèÿ α : clc (X) × clc (X) → R+ � ìåòðèêà íà clc (X), ãäå clc(X) �
ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ, îãðàíè÷åííûõ, çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ïðîñòðàíñòâî (clc (X),α) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ X.

Îòîáðàæåíèå Γ : D → S(Z), D � òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, Z � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé %, íàçûâàåòñÿ ïî-
ëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x̃ ∈ D, åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè
U äëÿ Γ(x̃) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̃ òàêàÿ, ÷òî Γ(x) ⊂ U
äëÿ âñåõ x ∈ V. Îòîáðàæåíèå Γ íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó,
åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â êàæäîé òî÷êå x ∈ D. Îòîáðàæåíèå
Γ : D → comp(Z) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ D, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn),
ñõîäÿùåéñÿ ê x, è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn ∈ Γ(xn) ñóùåñòâóåò ñõî-
äÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü znk

, ÷åé ïðåäåë ïðèíàäëåæèò Γ(x).
Îòîáðàæåíèå Γ : U → P(Y ), K, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, íà-

çûâàåòñÿ ñèëüíî-ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó, åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ K è äëÿ êàæäîé σ(Y, Y ∗) -îêðåñòíîñòè V ìíîæåñòâà Γ(x)
ñóùåñòâóåò σ(K) -îêðåñòíîñòü U òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî Γ(x) ⊂ V äëÿ âñåõ
x ∈ U (çäåñü σ(Y, Y ∗) � ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íà Y, σ(K)� ñèëüíàÿ òîïî-
ëîãèÿ íà K ).

Îòîáðàæåíèå Γ : D → S(Z) íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì
ñíèçó â òî÷êå x̃ ∈ D, åñëè äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U

1Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà äî òåîðåìû 1.3 ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ ß. Á. Çàäâîð-
íûì â ðàáîòå [106].
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â Z ñ Γ(x̃)
⋂
U 6= ∅ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̃ òàêàÿ, ÷òî

Γ(x)
⋂

U 6= ∅ äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ V. Γ íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñíèçó, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â êàæäîé òî÷êå x ∈ D. Ìíîãî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó è ñíèçó.

Îòîáðàæåíèå Γ : D → P(Z) íàçûâàåòñÿ α -íåïðåðûâíûì â òî÷êå
x0 ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0

òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α(Γ(x),Γ(x0)) 6 ε.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå îäíîâðåìåííî äâóõ

âêëþ÷åíèé:
Γ(x) ⊂ [Γ(x0)]ε, (1.11)

Γ(x0) ⊂ [Γ(x)]ε, (1.12)

ãäå [Γ(x)]ε = {z ∈ Z : %(z,Γ(x)) 6 ε}.
Îòîáðàæåíèå Γ : D → P(Z) íàçûâàåòñÿ α -ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó

â òî÷êå x0 ∈ D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè
x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (1.11). Îòîáðàæåíèå
Γ : D → P(Z) íàçûâàåòñÿ α -ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå x0 ∈ D,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ x ∈ U ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (1.12).

Åñëè îòîáðàæåíèå Γ : D → P(Z) α -íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, òî äëÿ
êàæäîãî z ∈ Z ôóíêöèÿ x→ %(z,Γ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; Γ : D → P(Y ) � ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå. Åñëè Γ � ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå x0, òî îíî è α -
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â òî÷êå x0 . Îáðàòíîå âåðíî, åñëè Γ(x0) êîìïàêò.
Åñëè Γ � α -ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå x0, òî îíî è ïîëóíåïðåðûâíî
ñíèçó â òî÷êå x0 . Îáðàòíîå âåðíî, åñëè Γ(x0) êîìïàêò [121, òåîðåìà 14.5].
Åñëè Γ � ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, òî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è coΓ, ãäå
coΓ(x) � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Γ(x) .

Åñëè îòîáðàæåíèå Γ : D → comp(Z) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì
ñâåðõó è D0 ⊂ D � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî îáðàç Γ(D0) êîìïàêòåí
[121, òåîðåìà 14.4].

Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
(T,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T →
S(X) íàçûâàåòñÿ (F) -èçìåðèìûì ( (F)c -èçìåðèìûì; (F)b -èçìåðèìûì),
åñëè Γ−1(M) = { t ∈ T : Γ(t)

⋂
M 6= ∅} ⊂ F äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî

(çàìêíóòîãî; áîðåëåâñêîãî) ìíîæåñòâà M ⊂ X.
Åñëè Γ : T1×T2 → S(X), ãäå (T1,F1), (T2,F2) � äâà èçìåðèìûõ ïðî-

ñòðàíñòâà, òî èçìåðèìîñòü îòîáðàæåíèÿ Γ ïîíèìàåòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèç-
âåäåíèÿ σ-àëãåáð F1×F2. Îòìåòèì, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f : T → X
� (F) -èçìåðèìà, åñëè ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Γ(x) := {f(x)} � (F) -
èçìåðèìà (ýêâèâàëåíòíî (F)c -èçìåðèìà, (F)b -èçìåðèìà). Îòîáðàæåíèå
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γ : T → X íàçûâàþò ñåëåêòîðîì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : T →
→ P(X), åñëè γ(t) ∈ Γ(t) äëÿ âñåõ t ∈ T. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : T → cl (X) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè:
Γ � (F)b -èçìåðèìî ⇒ Γ � (F)c -èçìåðèìî ⇒ Γ � (F) -èçìåðèìî. Åñ-
ëè íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (T,F) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà ν
òàêàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (T,F,ν) � ïîëíîå σ -êîíå÷íîå, òî âñå òðè ïîíÿ-
òèÿ èçìåðèìîñòè ñîâïàäàþò: Γ � (F)b -èçìåðèìî ⇔ Γ � (F)c -èçìåðèìî
⇔ Γ � (F) -èçìåðèìî [6].

Çàìå÷àíèå 1.9 [220, ñ. 42]. Îòîáðàæåíèå Γ : T → P(X) èçìåðè-
ìî, åñëè è òîëüêî åñëè èçìåðèìî îòîáðàæåíèå Γ̄ : T → cl(X), Γ̄(t) �
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Γ(t).

Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè èçìåðèìîãî ñåëåêòîðà ó ìíîãîçíà÷-
íîãî èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áûëà äî-
êàçàíà À. Ô. Ôèëèïïîâûì â ðàáîòå [140]. Â 1965 ãîäó Ê. Êóðàòîâñêèì
è Ñ. Ðûëü-Íàðäçåâñêèì ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû íà ñåïàðà-
áåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà [233]. Â 1967 ã. Ø. Êàñòýí óñèëèë ýòè
ðåçóëüòàòû è ïîêàçàë [174], ÷òî åñëè Γ : T → cl (X) � ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå, òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) Γ � (F) -
èçìåðèìî; 2) ôóíêöèÿ t→ ρ(x,Γ(t)) (F) -èçìåðèìà äëÿ êàæäîãî x ∈ X;
3) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (F) -èçìåðèìûõ ñåëåêòîðîâ σn(·) äëÿ

Γ òàêàÿ, ÷òî Γ(t) =
⋃∞

n=1 σn(t) , t ∈ T.
Ïóñòü T � ëèáî R+, ëèáî îòðåçîê [0, a] ∈ R+; β(T ) � áîðåëåâ-

ñêàÿ σ -àëãåáðà íà T ; (Ω,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì ïîä-
σ-àëãåáð Ft, t > 0 .

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → S(X) íàçûâàåì (β(T ) ×
×F) -èçìåðèìûì ( (β(T )×F)c -èçìåðèìûì, (β(T )×F)b -èçìåðèìûì), åñ-
ëè {(t,ω) : Γ(t,ω)

⋂
B 6= ∅} ⊂ β(T ) × F äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî B ∈

∈ X (äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî B ∈ X , äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî B ∈
∈ X ), åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî t̄ ∈ T ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ω → Γ(t̄,ω) ÿâëÿåòñÿ (Ft̄)-èçìåðèìûì ( (Ft̄)c-èçìåðèìûì ), òî ãîâîðèì,
÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (Ft)-ñîãëàñîâàíî ( (Ft)c-ñîãëàñîâàíî). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : T×Ω→ cl (X) èìåþò ìå-
ñòî ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè: Γ � (β(T )×F)b -èçìåðèìî ⇒ Γ � (β(T )×
× F)c -èçìåðèìî ⇒ Γ � (β(T )× F) -èçìåðèìî.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ (β(T )×F) -èçìåðèìûõ
ñîãëàñîâàííûõ ñ ïîòîêîì (Ft) ñåëåêòîðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ó
(β(T ) × F) -èçìåðèìûõ (Ft)-ñîãëàñîâàííûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
Èìåííî òàêèå ñåëåêòîðû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ñêàæåì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → S(X) èìååò
(β(T )× F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî
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[45, ñ. 338], åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (β(T ) × F) -èçìåðèìûõ
(Ft) -ñîãëàñîâàííûõ îòîáðàæåíèé xi : T × Ω→ X òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî i ∈ N ìíîæåñòâî {(t,ω) ∈ T × Ω : xi(t,ω) ∈ Γ(t,ω)} � (β(T ) ×
× F) - èçìåðèìî, à äëÿ êàæäîãî i è äëÿ êàæäîãî t̄ ∈ T ìíîæåñòâî
{ω ∈ Ω : xi(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìî è, êðîìå òîãî, ïðè âñåõ

(t,ω) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Γ(t,ω) ⊂ Γ(t,ω)
⋂

(
⋃∞

i=1 xi(t,ω)) . Äàëåå
(β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå îòîáðàæåíèå γ : T × Ω → X
íàçûâàåì (β(T )×F) -èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì ñåëåêòîðîì ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω → P(X), åñëè γ(t,ω) ∈ Γ(t,ω) äëÿ
âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω.

Äîêàæåì äëÿ (β(T )×F) -èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ìíîãîçíà÷-
íûõ îòîáðàæåíèé Γ : T × Ω → cl(X) óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå óêà-
çàííîìó âûøå ðåçóëüòàòó Ø. Êàñòýíà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé,
ïðèâåäåííûõ íèæå, ìû âî ìíîãîì ñëåäóåì ãëàâå 8 ìîíîãðàôèè [45], ãäå èñ-
ñëåäóþòñÿ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü Γ : T×Ω→ P(X) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî Γ(t,ω) îòêðûòî äëÿ êàæäûõ (t,ω) è ïóñòü
D = {xi} � ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî X. Åñëè äëÿ ëþáîãî i
ìíîæåñòâî {(t,ω) ∈ T × Ω : xi ∈ Γ(t,ω)} � (β(T ) × F) -èçìåðèìî
è äëÿ êàæäûõ i ∈ N, t̄ ∈ T ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : xi ∈ Γ(t̄,ω)} �
(Ft̄) -èçìåðèìî, òî {xi(t,ω)}, i ∈ N, xi(t,ω) = xi ∀(t,ω) ∈ T × Ω,�
(β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî
äëÿ Γ.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìíîæåñòâà Γ(t,ω) îòêðûòû, òî ïåðåñå÷åíèÿ
D
⋂

Γ(t,ω) ïëîòíû â Γ(t,ω) è {xi, i ∈ N} � (β(T ) × F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî äëÿ Γ. Ëåììà óñòàíîâ-
ëåíà. �

Ïóñòü Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðà-
æåíèå f : T × Ω × X → Y, ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì îòîáðàæå-
íèåì Êàðàòåîäîðè, åñëè îíî íåïðåðûâíî ïî x ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ
(t,ω) ∈ T ×Ω, (β(T )×F) -èçìåðèìî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X
è (Ft) -èçìåðèìî ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x) ∈ T ×X.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü f : T × Ω × X → Y ÿâëÿåòñÿ (Ft) -
ñîãëàñîâàííûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè; U ⊂ Y � îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî. Òîãäà îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → S(X), Γ(t,ω) = {x ∈
∈ X : f(t,ω, x)

⋂
U 6= ∅} � (β(T )× F)c -èçìåðèìî (Ft)c -ñîãëàñîâàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ⊂ X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, A =
= {xi, i ∈ N} � ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â B. Îòîáðàæåíèå Γ îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Γ−1(B) = {(t,ω) ∈ T × Ω : Γ(t,ω)

⋂
B 6=
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6= ∅} = {(t,ω) ∈ T × Ω : f(t,ω, x)
⋂

U 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈
∈ B} = {(t,ω) ∈ T × Ω : f(t,ω, xi)

⋂
U 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

xi ∈ A} =
⋃∞

i=1{(t,ω) ∈ T × Ω : f(t,ω, xi)
⋂

U 6= ∅}. Îòñþäà ñëåäó-
åò (β(T )×F)c -èçìåðèìîñòü îòîáðàæåíèÿ Γ, à åãî (Ft)c -ñîãëàñîâàííîñòü
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. �

Ëåììà 1.3. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → P(X) ÿâëÿ-
åòñÿ (β(T ) × F) -èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ôóíêöèÿ (t,ω)→ ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T )× F) -èçìåðèìà (Ft) -
ñîãëàñîâàííà äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T×Ω→ P(X) ÿâ-
ëÿåòñÿ (β(T )×F) -èçìåðèìûì, åñëè è òîëüêî åñëè Γ−1(B(x, ε)) ⊂ (β(T )×
× F) äëÿ êàæäîãî x ∈ X è äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî øàðà B(x, ε). Äëÿ
êàæäîãî x ∈ X ôóíêöèÿ (t,ω)→ ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T )×F) -èçìåðèìà,
åñëè è òîëüêî åñëè {(t,ω) : ρ(x,Γ(t,ω)) < ε} ⊂ (β(T )×F) äëÿ êàæäîãî
ε > 0 è êàæäîãî x ∈ X. Ïîñêîëüêó Γ−1(B(x, ε)) = {(t,ω) : Γ(t,ω) ∩
∩ B(x, ε) 6= ∅} = {(t,ω) : ρ(x,Γ(t,ω)) < ε}, òî óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî îòîáðàæåíèå Γ ÿâëÿåòñÿ (β(T )× F) -èçìåðèìûì, èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ (t,ω) → ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T ) × F) -
èçìåðèìà äëÿ ëþáîãî x ∈ X, äîêàçàíî. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. �

Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáîé (β(T ) × F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé
ôóíêöèè y : T × Ω → X ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(β(T )× F) -èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé yn(t,ω) , ïðèíèìà-
þùèõ íå áîëåå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè y(t,ω) ïðè êàæäûõ (t,ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïëîòíàÿ
â X. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ Ck,ε = B(ak, ε)

⋂
{B(a0, ε)

⋂
{B(a1, ε) . . .

⋂
{B(ak−1, ε) ({B � äî-

ïîëíåíèå ìíîæåñòâà B ). Ìíîæåñòâà Ck,ε íå ïåðåñåêàþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ
áîðåëåâñêèìè. Ìíîæåñòâà Dk,ε = y−1(Ck,ε) íå ïåðåñåêàþòñÿ, è èõ îáú-
åäèíåíèå ðàâíî T × Ω. Ïóñòü yn(t,ω) ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ak íà ìíîæå-
ñòâå Dk,1/n. Ïî ïîñòðîåíèþ ρ(y(t,ω), yn(t,ω))61/n, ïîýòîìó yn(t,ω)→
→ y(t,ω) ïðè êàæäûõ (t,ω). Ìíîæåñòâà Dk,1/n ÿâëÿþòñÿ (β(T ) × F) -
èçìåðèìûìè, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè yn(t,ω) � (β(T )×F) -èçìåðèìû.
Ïðè êàæäîì t̄ ∈ T ìíîæåñòâî y−1(t̄, Ck,1/n) � (Ft̄) -èçìåðèìî, ïîýòîìó
ìíîæåñòâî {ω : yn(t̄,ω) = ak} = y−1(t̄, Ck,1/n) òàêæå (Ft̄) -èçìåðèìî. �

Ëåììà 1.5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : T × Ω × X → Y ÿâëÿåò-
ñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè, ôóíêöèÿ y : T ×
×Ω→ X � (β(T )×F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Òîãäà îòîáðàæåíèå
(t,ω)→ f(t,ω, y(t,ω)) � (β(T )× F) -èçìåðèìî (Ft) -ñîãëàñîâàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (β(T ) × F) -
èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé yn(t,ω) , êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïðèíèìàåò íå áîëåå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé {ank}, ñõî-
äÿùóþñÿ ê ôóíêöèè y(t,ω) ïðè êàæäûõ (t,ω) (ëåììà 1.4). Äëÿ êàæäîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Y, ñîãëàñíî ëåììå 1.2, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå Γ(t,ω) = {x ∈ X : f(t,ω, x)

⋂
U 6= ∅} � (β(T ) × F)c -èçìåðèìî

(Ft)c -ñîãëàñîâàíî. Ìíîæåñòâî Dn = {(t,ω) : f(t,ω, yn(t,ω))
⋂

U 6= ∅}
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∞⋃
k=1

{(t,ω) : yn(t,ω) = ank , a
n
k ∈ Γ(t,ω)}. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìíîæåñòâà Dn ÿâëÿþòñÿ (β(T )×F) -èçìåðèìûìè. Àíàëîãè÷íî

ìíîæåñòâà {ω : f(t̄,ω, yn(t,ω))
⋂

U 6= ∅} =
∞⋃
k=1

{(t̄,ω) : yn(t̄,ω) =

= ank , a
n
k ∈ Γ(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìû äëÿ êàæäûõ t̄ ∈ T è n ∈

∈ N. Îòñþäà âûòåêàåò (β(T ) × F) -èçìåðèìîñòü (Ft) -ñîãëàñîâàíîñòü
îòîáðàæåíèÿ (t,ω) → f(t,ω, yn(t,ω)) äëÿ êàæäîãî n. Ïî ëåììå
1.3 ïðè êàæäîì x ∈ X ôóíêöèÿ (t,ω) → ρ(x, f(t,ω, yn(t,ω))) �
(β(T ) × F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(t,ω, y)
íåïðåðûâíà ïî y, òî ïðè êàæäûõ (t,ω) ∈ T × Ω, x ∈ X, èìååì
ρ(x, f(t,ω, yn(t,ω))) →

n→+∞
ρ(x, f(t,ω, y(t,ω))), ïîýòîìó îòîáðàæåíèå

(t,ω) → ρ(x, f(t,ω, y(t,ω))) � (β(T ) × F) -èçìåðèìî (Ft) -ñîãëàñîâàíî.
Íî òîãäà ïî ëåììå 1.3 è îòîáðàæåíèå f(t,ω, y(t,ω)) � (β(T ) × F) -
èçìåðèìî (Ft) -ñîãëàñîâàíî. Ëåììà 1.5 óñòàíîâëåíà. �

Çàìå÷àíèå 1.10. Åñëè îòîáðàæåíèå f : T × Ω × X → Y â ëåììå
1.5 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî x ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω),
à ëèøü ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó èëè ñíèçó, òî, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû,
ïðèâåäåííûå â [121, c. 263], ëåììà 1.5 â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà.

×åðåç dom Γ := {(t,ω) ∈ T × Ω : Γ(t,ω) 6= ∅}, dom Γt̄ := {ω ∈
∈ Ω : Γ(t̄,ω) 6= ∅} îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûå ìíîæåñòâà
îòîáðàæåíèé Γ : T × Ω→ S(X), ω→ Γ(t̄,ω).

Ëåììà 1.6. Åñëè Γ : T × Ω→ S(X) èìååò (β(T )× F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî {xm(t,ω),m ∈ N} ,
òî ìíîæåñòâî dom Γ ÿâëÿåòñÿ (β(T )×F) -èçìåðèìûì, à ìíîæåñòâî
dom Γt̄ � (Ft̄) -èçìåðèìî ïðè êàæäîì t̄ ∈ T.

Äåéñòâèòåëüíî, dom Γ =
⋃∞

m=1{(t,ω) ∈ T × Ω : xm(t,ω) ∈ Γ(t,ω)};
dom Γt̄ =

⋃∞
m=1{ω ∈ Ω : xm(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω)}. �

Ëåììà 1.7. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Γ1 : T × Ω → P(X), Γ2 : T ×
× Ω→ P(X) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâà Γ2(t,ω) îòêðûòû, îòîáðàæåíèå
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Γ1 èìååò (β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå
ñåìåéñòâî, äëÿ êàæäîé (β(T ),F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé ôóíê-
öèè y : T × Ω → X ìíîæåñòâî {(t,ω) ∈ T × Ω : y(t,ω) ∈ Γ2(t,ω)} �
(β(T ) × F) -èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : y(t̄,ω) ∈ Γ2(t̄,ω)} �
(Ft̄) -èçìåðèìî ïðè êàæäûõ t̄ ∈ T. Òîãäà îòîáðàæåíèå (t,ω) →
→ Γ1(t,ω)

⋂
Γ2(t,ω) èìååò (β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå

àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {σn(t,ω), n ∈ N} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(β(T )×F) -èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ îòîáðàæåíèé, àïïðîêñèìèðó-
þùåå Γ1. Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî {σn(t,ω), n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ àïïðîê-
ñèìèðóþùèì è äëÿ Γ1(t,ω)

⋂
Γ2(t,ω). Âî-ïåðâûõ, ìíîæåñòâà {(t,ω) ∈

∈ T × Ω : σn(t,ω) ∈ Γ1(t,ω)}
⋂

Γ2(t,ω)} = {(t,ω) ∈ T × Ω : σn(t,ω) ∈
∈ Γ1(t,ω)}

⋂
{(t,ω) ∈ T × Ω : σn(t,ω) ∈ Γ2(t,ω)} � (β(T ) × F) -

èçìåðèìû, à ìíîæåñòâà {ω ∈ Ω : σn(t̄,ω) ∈ Γ1(t̄,ω)}
⋂

Γ2(t̄,ω)} =
= {ω ∈ Ω : σn(t̄,ω) ∈ Γ1(t̄,ω)}

⋂
{ω ∈ Ω : σn(t̄,ω) ∈

∈ Γ2(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìû äëÿ âñåõ t̄ ∈ T. Âî-âòîðûõ, òàê êàê ìíîæå-

ñòâà Γ2(t,ω) îòêðûòû, òî ïåðåñå÷åíèÿ Γ2(t,ω)
⋂( ∞⋃

m=1
σn(t,ω)

)
ïëîòíû

â Γ1(t,ω)
⋂

Γ2(t,ω). �

Ëåììà 1.8. Åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → cl(X)
èìååò àïïðîêñèìèðóþùåå (β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå ñå-
ìåéñòâî, à x : T ×Ω→ X � (β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå
îòîáðàæåíèå, òî ìíîæåñòâî {(t,ω) ∈ T × Ω : x(t,ω) ∈ Γ(t,ω)}�
(β(T ) × F) -èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : x(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω)} �
(Ft̄) -èçìåðèìî äëÿ âñåõ t̄ ∈ T .

Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ Γ(t,ω) è Fn(t,ω) = {x ∈ X :
ρ(x, x(t,ω)) < 1/n} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.7. Íàäî ëèøü ïðî-
âåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé (β(T )× F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé ôóíê-
öèè y : T × Ω → X ìíîæåñòâî A = {(t,ω) ∈ T × Ω : y(t,ω) ∈
∈ Fn(t,ω)} � (β(T )×F) -èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî At̄ = {ω ∈ Ω : y(t̄,ω) ∈
∈ Fn(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìî. Íî ìíîæåñòâî A ñîâïàäàåò ñ {(t,ω) :
ρ(x(t,ω), y(t,ω)) < 1/n} è îíî (β(T ) × F) -èçìåðèìî, åñëè ôóíêöèÿ
(t,ω) → ρ(y(t,ω), x(t,ω)) � (β(T ) × F) -èçìåðèìà. Èçìåðèìîñòü ïî-
ñëåäíåé ôóíêöèè ñëåäóåò èç ëåììû 1.5. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ
(Ft̄) -èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà At̄. Ïî ëåììå 1.7 îòîáðàæåíèå (t,ω) →
→ Γ(t,ω) ∩ Fn(t,ω) èìååò àïïðîêñèìèðóþùåå (β(T ) × F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàííîå ñåìåéñòâî. Íî òîãäà â ñèëó ëåììû 1.6 ìíîæåñòâà
dom (Γ ∩ Fn) � (β(T ) × F) -èçìåðèìû, à ìíîæåñòâà dom (Γ ∩ Fn)t �
(Ft) -èçìåðèìû. Ïîñêîëüêó Γ(t,ω) çàìêíóòû, òî ìíîæåñòâî {(t,ω) ∈ T×
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×Ω : x(t,ω) ∈ Γ(t,ω)} =
⋂∞

n=1 dom (Γ∩Fn) � (β(T ),F) -èçìåðèìî. Àíà-
ëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : x(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω)} �
(Ft̄) -èçìåðèìî ïðè êàæäîì t̄ ∈ T . �

Ëåììà 1.9. Åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T × Ω → P(X)
èìååò àïïðîêñèìèðóþùåå (β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå ñå-
ìåéñòâî, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ñåëåêòîðîâ,
àïïðîêñèìèðóþùåå Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yi(t,ω), i ∈ N} � èçìåðèìàÿ (Ft) -
ñîãëàñîâàííàÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ Γ. Ïîëî-
æèì Ti = {(t,ω) ∈ T × Ω : yi(t,ω) ∈ Γ(t,ω)}, i = 1, 2, . . . .
Ìíîæåñòâà Ti � (β(T ) × F) -èçìåðèìû ïðè êàæäîì i , à ìíîæåñòâà
{ω : yi(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìû ïðè âñåõ i è t̄ ∈ T . Ïîñòðî-
èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1(t,ω) =



y1(t,ω), (t,ω) ∈ T1,
y2(t,ω), (t,ω) ∈ T2\T1,
. . . . . . . . . . . .

yk(t,ω), (t,ω) ∈ Tk\
k−1⋃
i=1

Ti,

. . . . . . . . . . . . ,

xm(t,ω) =



xm−1(t,ω), (t,ω) 6∈
∞⋃

i=m

Ti,

ym(t,ω), (t,ω) ∈ Tm,
ym+1(t,ω), (t,ω) ∈ Tm+1\Tm,
. . . . . . . . . . . .

ym+k(t,ω), (t,ω) ∈ Tm+k\
k−1⋃
i=0

Tm+i,

. . . . . . . . . . . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm(t,ω) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. �

Ëåììà 1.10. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T ×
× Ω → P(X) èìåëî àïïðîêñèìèðóþùåå (β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -
ñîãëàñîâàííîå ñåìåéñòâî, íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå Γ(t,ω) ∈ cl(X),
(t,ω) ∈ T × Ω è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (t,ω) → ρ(x,Γ(t,ω))
áûëà (β(T )× F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé äëÿ êàæäîãî x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

ρ(x,Γ(t,ω)) = inf
16m<∞

ρ(x, xm(t,ω)),
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ãäå {xm(t,ω),m ∈ N} � àïïðîêñèìèðóþùàÿ (β(T ) × F) -èçìåðèìàÿ
(Ft) -ñîãëàñîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåëåêòîðîâ îòîáðàæåíèÿ Γ, òî
(t,ω)→ ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T )×F) -èçìåðèìàÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (t,ω) → ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T ) × F) -
èçìåðèìàÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ è Γ(t,ω) ∈ cl(X). Ïîëîæèì
Fm(t,ω) = {x ∈ X : ρ(x,Γ(t,ω)) < 2−m}. Ìíîæåñòâà Fm(t,ω) îò-
êðûòû, è èç óñëîâèÿ ëåììû 1.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî y ∈ X ìíî-
æåñòâî {(t,ω) : y ∈ Fm(t,ω)} = {(t,ω) : ρ(y,Γ(t,ω)) < 2−m} �
(β(T ) × F) -èçìåðèìî è äëÿ êàæäîãî t̄ ∈ T ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : y ∈
∈ Γ(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 îòîáðàæåíèå (t,ω) →
→ Fm(t,ω) èìååò (β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîê-
ñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.9 ïðè êàæäîì m ìîæíî âû-
áðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmi(t,ω), i ∈ N} Ft -ñîãëàñîâàííûõ ñåëåêòî-
ðîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ Fm. Äëÿ êàæäîé ïàðû íîìåðîâ m, i ïîñòðîèì
èíäóêòèâíî ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé: xmi0(t,ω) =
xmi(t,ω). Åñëè óæå ïîñòðîåíà (β(T )×F) -èçìåðèìàÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííàÿ
ôóíêöèÿ xmil(t,ω) òàêàÿ, ÷òî xmil(t,ω) ∈ Fm+l(t,ω), òî â êà÷å-
ñòâå xmi(l+1)(t,ω) âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ (β(T ) × F) -èçìåðèìóþ (Ft) -
ñîãëàñîâàííóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì xmi(l+1)(t,ω) ∈
∈ Fm+l+1(t,ω), ρ(xmil(t,ω), xmi(l+1)(t,ω)) < 2−(m+l). Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñó-
ùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t,ω)→ Φmi(l+1)(t,ω) =

= {x : x ∈ Fm+l+1(t,ω), ρ(x, xmil(t,ω)) < 2−(m+l)} èìååò (β(T ) ×
×F) -èçìåðèìóþ (Ft) -ñîãëàñîâàííóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñåëåêòîðîâ (ëåììû 1.7, 1.9) è ìíîæåñòâà Φmi(l+1)(t,ω) íåïóñòû
ïðè âñåõ (t,ω). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmil(t,ω), l > 1, ïðè êàæäûõ ôèê-
ñèðîâàííûõ (t,ω) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â X, ñëåäîâàòåëüíî, îíà
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé (β(T ) × F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé ôóíê-
öèè umi(t,ω) òàêîé, ÷òî ρ(xmi(t,ω), umi(t,ω)) < 2−(m−1) è, êðîìå òîãî,
umi(t,ω) ∈ Γ(t,ω) ∀(t,ω) ∈ T × Ω. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî
umi(t,ω),m, i = 1, 2, . . . , àïïðîêñèìèðóåò îòîáðàæåíèå Γ(t,ω). Ýòî âû-
òåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè A ⊂ X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ìíî-
æåñòâî xmi,m, i = 1, 2, . . . , ïëîòíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà
A, umi ∈ A è ρ(xmi, umi) < 2−(m−1), òî ìíîæåñòâî umi ïëîòíî â A. Ýòîò
ôàêò èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî
{umi(t,ω),m, i = 1, 2, . . .} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.10. �

Èç ëåìì 1.3, 1.10 ñðàçó âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Γ : T × Ω → cl(X) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) îòîáðàæåíèå Γ �
(β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàíîå; 2) äëÿ êàæäîãî x ∈ X ôóíê-
öèÿ (t,ω) → ρ(x,Γ(t,ω)) � (β(T ) × F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà;
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3) ñóùåñòâóåò (β(T )×F) -èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå ñåìåéñòâî ñå-
ëåêòîðîâ, àïïðîêñèìèðóþùåå îòîáðàæåíèå Γ. �

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω → cl(X) è x : T ×
× Ω → X � (β(T ) × F) -èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
(β(T )×F) -èçìåðèìîãî (Ft) -ñîãëàñîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ δ : T×Ω→ X
òàêîãî, ÷òî δ(t,ω) > 0 ∀(t,ω), ñóùåñòâóåò (β(T ) × F) -èçìåðèìûé
(Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñåëåêòîð y : T × Ω → X îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω

0 6 ρ(x(t,ω), y(t,ω))− ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)) < δ(t,ω). (1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.3 ôóíêöèÿ (t,ω, x) →
→ ρ(x,Γ(t,ω)) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåî-
äîðè. Ïî ëåììå 1.5 ôóíêöèÿ (t,ω) → r(t,ω) = ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)) �
(β(T )× F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

(t,ω)→ Φ(t,ω) = {x ∈ X : x ∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) < δ(t,ω) + r(t,ω)},

(t,ω)→ Ψ(t,ω) = {x ∈ X : ρ(x, x(t,ω)) < δ(t,ω) + r(t,ω)}.
Ïðè êàæäûõ (t,ω) ìíîæåñòâî Φ(t,ω) íåïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ Γ(t,ω) è Ψ(t,ω) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.7. Ìíîæåñòâà
Ψ(t,ω) îòêðûòû. Ïî òåîðåìå 1.1 îòîáðàæåíèå Γ(t,ω) èìååò (β(T )×F) -
èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Òàê êàê
äëÿ ëþáîé (β(T ) × F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè z : T ×
× Ω → X îòîáðàæåíèÿ (t,ω) → r(t,ω), (t,ω) → ρ(x(t,ω), z(t,ω)) �
(β(T )×F) -èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû, òî ìíîæåñòâî {(t,ω) : z(t,ω) ∈
∈ Ψ(t,ω)} = {(t,ω) : ρ(x(t,ω), z(t,ω)) < δ(t,ω) + r(t,ω)} � (β(T ) ×
× F) -èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî {ω : z(t̄,ω) ∈ Ψ(t̄,ω)} = {(t̄,ω) :
ρ(x(t̄,ω), z(t̄,ω)) < δ(t,ω) + r(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìî. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1.7 îòîáðàæåíèå Φ(t,ω) = Γ(t,ω)

⋂
Ψ(t,ω) èìååò (β(T ) × F) -

èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Íî òîãäà
ïî ëåììå 1.9 îòîáðàæåíèå (t,ω)→ Φ(t,ω) èìååò (β(T )×F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî ñåëåêòîðîâ. Ëþáîé òà-
êîé ñåëåêòîð óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.13). �

Çàìå÷àíèå 1.11. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, òåîðåìà 1.2 c
δ = 0 â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà. Ïóñòü X = l∞, T = [0, 1], A = {(1 +
+ 1, 0, 0, . . .), (0, 1 + 1/2, 0, . . .), . . . , (0, . . . , 0, 1 + 1/n, 0, . . .), . . .} , x(t,ω) =
= 0, Γ(t,ω) = A ∀ (t,ω). Ïîñêîëüêó ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)) = 1, à ìíî-
æåñòâî {x : x ∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) = 1} ïóñòî, òî ó ðàññìàòðèâàåìîãî
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò ñåëåêòîðà ñ òðåáóåìûìè ñâîé-
ñòâàìè.
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Äëÿ îòîáðàæåíèé Γ : T × Ω → comp(X) òåîðåìà 1.2 ìîæåò áûòü
óñèëåíà.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω → comp(X) è x : T ×
× Ω → X � (β(T ) × F) -èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû, òî ñóùåñòâóåò
(β(T ) × F) -èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñåëåêòîð y : T × Ω → X
îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

ρ(x(t,ω), y(t,ω)) = ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)). (1.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.5 ôóíêöèÿ (t,ω) → r(t,ω) =
= ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)) � (β(T ) × F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Îïðåäå-
ëèì îòîáðàæåíèÿ

(t,ω)→ Φ0(t,ω) = {x ∈ X : x ∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) 6 r(t,ω)},

(t,ω)→ Φn(t,ω) = {x ∈ X : x ∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) <
1

n
+ r(t,ω)},

(t,ω)→ Ψn(t,ω) = {x ∈ X : ρ(x, x(t,ω)) <
1

n
+ r(t,ω)}.

Ïðè êàæäûõ (t,ω) ìíîæåñòâî Φ0(t,ω) íåïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ Γ(t,ω) è Ψn(t,ω) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.7. Ìíîæåñòâà
Ψn(t,ω) îòêðûòû. Ïî òåîðåìå 1.1 îòîáðàæåíèå Γ(t,ω) èìååò (β(T )×F) -
èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Òàê êàê
äëÿ ëþáîé (β(T ) × F) -èçìåðèìîé (Ft) -ñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè z : T ×
× Ω → X îòîáðàæåíèÿ (t,ω) → r(t,ω), (t,ω) → ρ(x(t,ω), z(t,ω)) �
(β(T )×F) -èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû, òî ìíîæåñòâî {(t,ω) : z(t,ω) ∈
∈ Ψn(t,ω)} = {(t,ω) : ρ(x(t,ω), z(t,ω)) < 1

n + r(t,ω)} � (β(T ) ×
× F) -èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî {ω : z(t̄,ω) ∈ Ψn(t̄,ω)} = {(t̄,ω) :
ρ(x(t̄,ω), z(t̄,ω)) < 1

n + r(t̄,ω)} � (Ft̄) -èçìåðèìî. Ïî ëåììå 1.7 îòîáðà-
æåíèå Φn(t,ω) = Γ(t,ω)

⋂
Ψn(t,ω) èìååò (β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -

ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.10 ïðè êàæ-
äîì y ∈ X ôóíêöèÿ (t,ω) → ρ(y,Φn(t,ω)) � (β(T ) × F) -èçìåðèìà
(Ft) -ñîãëàñîâàíà. Òàê êàê ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω, y) âûïîë-
íÿåòñÿ ρ(y,Φn(t,ω)) →

n→∞
ρ(y,Φ0(t,ω)), òî ïðè êàæäîì y ∈ X ôóíêöèÿ

(t,ω)→ ρ(y,Φ0(t,ω)) � (β(T )×F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Â ñèëó
ëåìì 1.9, 1.10 îòîáðàæåíèå (t,ω)→ Φ0(t,ω) èìååò (β(T )×F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî ñåëåêòîðîâ. Ëþáîé òà-
êîé ñåëåêòîð óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.14).�

Çàìå÷àíèå 1.12. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3 âûòåêàåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðîì â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1.4
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà Γ(t,ω) : åñëè îòîáðàæåíèÿ
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Γ : T × Ω → cl(X) è x : T × Ω → X � (β(T ) × F) -èçìåðèìû (Ft) -
ñîãëàñîâàíû, ïðè âñåõ (t,ω) ìíîæåñòâî

Φ0(t,ω) = {x ∈ X : x ∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) 6 r(t,ω)}

íåïóñòî è ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω, y) âûïîëíÿåòñÿ
ρ(y,Φn(t,ω)) →

n→∞
ρ(y,Φ0(t,ω)), ãäå Φn(t,ω) = {x ∈ X : x ∈

∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) < 1/n + r(t,ω)}, r(t,ω) = ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)),
òî ñóùåñòâóåò (β(T ) × F) -èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñåëåêòîð
y : T × Ω → X îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.14).

Çàìå÷àíèå 1.13. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω→ Pcc(H) è x : T × Ω→ H � (β(T )× F) -
èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû. Òîãäà ìíîæåñòâî Φ0(t,ω) = {x ∈ H : x ∈
∈ Γ(t,ω), ρ(x, x(t,ω)) 6 r(t,ω)}, r(t,ω) = ρ(x(t,ω),Γ(t,ω)), ïðè âñåõ
(t,ω) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè è îòîáðàæåíèå (t,ω)→ Φ0(t,ω) ÿâëÿåòñÿ
(β(T )× F) -èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Φ0(t,ω) ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè, óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [197]. Îòñþäà, èç âûïóêëîñòè ìíî-
æåñòâà Γ(t,ω) è èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî {x : ρ(x, x(t,ω)) < 1/n+r(t,ω)}
ÿâëÿåòñÿ øàðîì, âûòåêàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ
1.12, èç êîòîðîãî ñëåäóåò èçìåðèìîñòü è ñîãëàñîâàííîñòü îòîáðàæåíèÿ
(t,ω)→ Φ0(t,ω).

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû
Ôèëèïïîâà î íåÿâíîé ôóíêöèè [140].

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : T × Ω × X → Y ÿâëÿåòñÿ
(Ft) -ñîãëàñîâàííûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè, îòîáðàæåíèÿ Γ : T ×
× Ω → comp(X) è x : T × Ω → Y � (β(T ) × F) -èçìåðèìû (Ft) -
ñîãëàñîâàíû è x(t,ω) ∈ f(t,ω,Γ(t,ω)) äëÿ âñåõ (t,ω). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò (β(T )×F) -èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñåëåêòîð y : T ×Ω→ X
îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî x(t,ω) = f(t,ω, y(t,ω)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

(t,ω)→ H(t,ω) = {x ∈ X : x ∈ Γ(t,ω), ρ(f(t,ω, x), x(t,ω)) = 0},

(t,ω)→ Pn(t,ω) = {x ∈ X : ρ(f(t,ω, x), x(t,ω)) < 1/n}.
Ïðè êàæäûõ (t,ω) ìíîæåñòâî H(t,ω) íåïóñòî. Òàê æå êàê ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Γ(t,ω) è
Pn(t,ω) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.7. Ïî ëåììå 1.7 îòîáðàæå-
íèå Qn(t,ω) = Γ(t,ω)

⋂
Pn(t,ω) èìååò (β(T ) × F) -èçìåðèìîå (Ft) -

ñîãëàñîâàííîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.10 ïðè êàæ-
äîì y ∈ X ôóíêöèÿ (t,ω) → ρ(y,Qn(t,ω)) � (β(T ) × F) -èçìåðèìà
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(Ft) -ñîãëàñîâàíà. Òàê êàê ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω, y) âûïîë-
íÿåòñÿ ρ(y,Qn(t,ω)) →

n→∞
ρ(y,H(t,ω)), òî ïðè êàæäîì y ∈ X ôóíêöèÿ

(t,ω)→ ρ(y,H(t,ω)) � (β(T )× F) -èçìåðèìà (Ft) -ñîãëàñîâàíà. Â ñèëó
ëåìì 1.9, 1.10 îòîáðàæåíèå (t,ω)→ H(t,ω) èìååò (β(T )×F) -èçìåðèìîå
(Ft) -ñîãëàñîâàíîå àïïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî ñåëåêòîðîâ. Ëþáîé òàêîé
ñåëåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòîðîì ñ òðåáóåìûìè â òåîðåìå ñâîéñòâàìè. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü: Rd×d
s � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñ íîð-

ìîé, ïîä÷èíåííîé åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìå; Sd×d
0 � ïîäìíîæåñòâî

Rd×d
s , ñîñòîÿùåå èç ñèììåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö; B(0,M)

� çàìêíóòûé øàð â Rd×d
s ñ öåíòðîì â íóëåâîé ìàòðèöå ðàäèóñà M ;

f : Rd×d
s → Sd×d

0 , f(x) = xx>; b : [0, a] × Ω → Sd×d
0 � (β([0, a]) × F) -

èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå îòîáðàæåíèå, Γ : [0, a]× Ω→ conv(Rd×d
s ),

Γ(t,ω) = B(0, ‖b(t,ω‖1/2) ∀(t,ω). Òîãäà îòîáðàæåíèÿ f,Γ, b óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4, èç êîòîðîé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü f,Γ, b � îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííûå ïå-
ðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäñòâèÿ 1.1. Òîãäà ñóùåñòâóåò (β([0, a]) × F) -
èçìåðèìîå (Ft) -ñîãëàñîâàííîå îòîáðàæåíèå u(t,ω) ∈ Rd×d

s òàêîå, ÷òî
u(t,ω)u>(t,ω) = b(t,ω) ∀(t,ω) ∈ [0, a]× Ω. �

Ïðåäëîæåíèå 1.71 (òåîðåìà Ìàéêëà [220, ñ. 57�58]). Ïóñòü: X �
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; Γ : X →
→ Pcc(Y ) � ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ñåëåêòîð γ : X → Y äëÿ îòîáðàæåíèÿ Γ.�

Ïðåäëîæåíèå 1.72 [159]. Ïóñòü: F : [a, b] × Rd → conv (Rd×r) �
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èçìåðèìîå ïî t è íåïðåðûâíîå ïî x;
z : [a, b] → Rd � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå; w : [a, b] → Rd � ñåëåê-
òîð äëÿ F (t, z(t)). Òîãäà ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé ïî t è íåïðåðûâíûé
ïî x ñåëåêòîð f äëÿ îòîáðàæåíèÿ F òàêîé, ÷òî w(t) = f(t, z(t)) ï. â.
t ∈ [a, b]. �

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → cl (Rd) óäîâëåòâîðÿ-
åò íåðàâåíñòâó α(F (x), F (y)) 6 cρ(x, y) ∀x, y ∈ Rd, òî îòîáðàæåíèå F
íàçûâàþò c-ëèïøèöåâûì. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F : [a, b] × X →
→ cl (Rd) ÿâëÿåòñÿ c(t)-ëèïøèöåâûì ïî x, åñëè îíî c(t)-ëèïøèöåâî
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t. Åñëè ôóíêöèÿ c(t) ïîñòîÿííà, òî îòîáðà-
æåíèå F : [a, b]×X → cl (Rd) íàçûâàåì ëèïøèöåâûì ïî x.
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Ïðåäëîæåíèå 1.73 [159]. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : [a, b] × X →
→ conv (Rd) � èçìåðèìî ïî Áîðåëþ è c(t)-ëèïøèöåâî ïî x . Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ïîñòîÿííàÿ k > 0 è èçìåðèìûé ïî Áîðåëþ kc(t)-ëèïøèöåâûé
ïî x ñåëåêòîð f äëÿ F. �

Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìåðà
µ : β(T )→ R+ íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ðàäîíà, åñëè:

i) äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ T ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü êîíå÷íîé ìåðû;
ii) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ β(T ) µ(A) = sup{µ(K) : K ∈

∈ comp (A)}.
Ïðîñòðàíñòâî T íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ òî÷-

êà èìååò îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü.
Ïðåäëîæåíèå 1.74 (òåîðåìà Ñêîðöà�Äðàãîíè [220, ñ. 45]), 138, c.

14. Ïóñòü: T � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé Ðàäîíà µ; X � ïîëüñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî; Y � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; (T,Σ∗,µ∗)� ðàñ-
øèðåíèå Ëåáåãà äëÿ (T,β(T ),µ); F : T ×X → Y � (Σ∗ × β(X))-èçìå-
ðèìîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíîå ïî x ïðè êàæäîì t. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Tε ⊂ T ñ µ(T \Tε)6ε òàêîå,
÷òî F íåïðåðûâíî íà Tε ×X. �

Ïóñòü u è v � äâå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà Rd. Èíòå-
ãðàë

∫
Rd u(y)v(x − y)dy = (u ∗ v)(x) íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé u

è v. Ïóñòü

J1(t)=c1 exp

(
−1

1−t2

)
1(−1,1), J2(x)=c2 exp

(
−1

1−‖x‖2

)
1B(0,1), x∈Rd,

ãäå ïîñòîÿííûå c1, c2 âûáðàíû òàê, ÷òî
∫
R J1(t)dt = 1 =

∫
Rd J2(x)dx, è

ïóñòü J(t, x) = J1(t)J2(x), Jn(t, x) = nd+1J1(nt)J2(nx). Åñëè f : R+ ×
× Rd → R � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî
îòîáðàæåíèÿ fn(t, x) = (f ∗Jn)(t, x), n = 1, 2, . . . , áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìû è fn(t, x)→ f(t, x) äëÿ ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ R+ ×Rd.

Ïðåäëîæåíèå 1.75 (ëåììà Êðûëîâà [65, c. 80]). Ïóñòü: m > 0;
Cm = {(t, x) : t ∈ R, ‖x‖ 6 m}; h : Cm → R � èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ
ôóíêöèÿ è h ∈ Ld+1, h(t, x) > 0, h(t, x) = 0 ïðè t 6 0, h(t, x) = 0 ïðè
‖x‖ >m. Òîãäà íà (−∞,+∞) × Rd ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
z(t, x) 6 0, ðàâíàÿ íóëþ ïðè t < 0 è òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
a = (aij) íà öèëèíäðå Cm âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

M(d)(det a)1/(d+1)hn 6−
∂zn
∂t

+
d∑

i,j=1

aij
∂2zn

∂xi∂xj
,
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â êîòîðîì M(d) > 0, hn = h∗Jn, zn = z ∗Jn. Êðîìå òîãî, åñëè âåêòîð b
è ÷èñëî c òàêîâû, ÷òî ‖b‖6m

2 c, òî íà òîì æå ìíîæåñòâå ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ∑d

i=1
bi
∂zn
∂xi

> czn

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Íàêîíåö, ïðè âñåõ t > 0 è x ∈ Rd èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

|z(t, x)|d+1
6M(d,m)

∫
B(0,m)

∫ t

0

hd+1(s, y) ds dy.�

Ìíîãîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëáíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
(Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì ïîä-σ-àëãåáð
Ft t > 0 ; T � ëèáî R+, ëèáî îòðåçîê [0, a].

Îòîáðàæåíèå Y : Ω→ S (X) íàçûâàþò ìíîãîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, åñëè {ω : Y (ω)

⋂
B 6= ∅} ⊂ F äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà B ⊂ X. Ñåìåéñòâî Y (t), t ∈ T, ìíîãîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí íàçûâàþò ìíîãîçíà÷íûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ Φ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå Φ : T × Ω ⊃ (t,ω) → Φ(t,ω) ∈ S (X) . Åñëè ýòî ìíî-
ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ (β(T ) × F) -èçìåðèìûì, òî ïðîöåññ Φ
íàçûâàþò (β(T ) × F) -èçìåðèìûì. Åñëè, áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî t ∈ T
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ(t,ω) � (Ft) -èçìåðèìî, òî ïðîöåññ íàçûâà-
þò (β(T )× F) -èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì.

Îòîáðàæåíèå Γ : R+ × D → cl (X), D � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, íàçûâàþò èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ, åñëè îíî (β(R+) × β(D))-
èçìåðèìî.

Çàìå÷àíèå 1.14. Òåîðåìû 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, ñëåäñòâèå 1.1 îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè, åñëè â íèõ σ -àëãåáðó ΣT çàìåíèòü íà σ -àëãåáðó PT ,
èëè íà σ -àëãåáðó MT , èëè íà áîðåëåâñêóþ σ -àëãåáðó íà R+ × Ω, ãäå â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå Ω = X. Ñôîðìóëèðóåì ëèøü îäíî èç òàêèõ óòâåðæäå-
íèé: ïóñòü îòîáðàæåíèå f : T × Ω ×X → Y ÿâëÿåòñÿ (PT ) -èçìåðèìûì
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X è íåïðåðûâíûì ïî x ïðè êàæäûõ
ôèêñèðîâàííûõ (t,ω) , îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω → comp(X) è x : T ×
× Ω → Y � (PT ) -èçìåðèìû è x(t,ω) ∈ f(t,ω,Γ(t,ω)) äëÿ âñåõ (t,ω).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäñêàçóåìûé ñåëåêòîð y : T×Ω→ X îòîáðàæåíèÿ Γ
òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ T × Ω èìååì x(t,ω) = f(t,ω, y(t,ω)).

Ïðåäëîæåíèå 1.76. Ïóñòü: H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî; (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft;
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b : R+ × Ω → H � èçìåðèìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ; Γ : R+ × Ω →
→ Pcc (H) � ìíîãîçíà÷íûé èçìåðèìûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ, çíà-
÷åíèÿ êîòîðîãî âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà; b(t,ω) ∈ Γ(t,ω) äëÿ
(µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+×Ω; b̃(t,ω) = E(b(t,ω) | Ft) � óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà b(t,ω) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Ft.
Òîãäà b̃(t,ω) ∈ Γ(t,ω) äëÿ (µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî (t,ω) ∈ R+×Ω, äëÿ êîòî-
ðûõ b(t,ω) 6∈ Γ(t,ω). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 è ëåììå 1.8 ìíîæåñòâî L �
(β(R+),F) -èçìåðèìî. Ïóñòü K � ìíîæåñòâî òåõ t ∈ R+, äëÿ êîòîðûõ
b(t,ω) 6∈ Γ(t,ω) íà ìíîæåñòâå δt ïîëîæèòåëüíîé ìåðû P (δt) > 0. Òàê
êàê (µ × P )(L) = 0, òî µ(K) = 0. Âîçüìåì t̄ ∈ R+ \ K. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ ω → b̃(t̄,ω) è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ω → Γ(t̄,ω) ÿâ-
ëÿþòñÿ (Ft̄)-èçìåðèìûìè, òî ìíîæåñòâî Σ = {ω : b̃(t̄,ω) 6∈ Γ(t̄,ω)}
ïðèíàäëåæèò Ft̄ (ëåììà 1.2, òåîðåìà 1.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P (Σ) > 0.
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.13 äëÿ êàæäîãî ω ∈ Σ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà r̂(ω) ∈ Γ(t̄,ω) òàêàÿ, ÷òî ρ(r̂(ω), b̃(t̄,ω)) = ρ(b̃(t̄,ω),Γ(t̄,ω)),
ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ω→ r̂(ω) ÿâëÿåòñÿ (Ft̄)-èçìåðèìûì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òàêèìè æå áóäóò îòîáðàæåíèÿ r è u, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: r : Ω → Rd, r(ω) = r̂(ω), åñëè ω ∈ Σ; r(ω) = b̃(t̄,ω), åñëè
ω ∈ Ω \ Σ, u(ω) = b̃(t̄,ω) − r(ω). Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [197], ãèïåð-
ïëîñêîñòü 〈u(ω), z〉 = 〈u(ω), r(ω)〉, z ∈ H, ïðè êàæäîì ω ∈ Σ ñòðîãî
ðàçäåëÿåò òî÷êó b̃(t̄,ω) è ìíîæåñòâî Γ(t̄,ω), ñëåäîâàòåëüíî,

〈u(ω), b̃(t̄,ω)〉 > sup
a∈Γ(t̄,ω)

〈u(ω), a〉 ∀ω ∈ Σ.

Èç ñâîéñòâ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âûòåêàåò
E(〈u(ω), b(t̄,ω)〉|Ft̄) = 〈u(ω), b̃(t̄,ω〉), ïîýòîìó∫

Σ

〈u(ω), b(t̄,ω)〉dω =

∫
Σ

〈u(ω), b̃(t̄,ω)〉dω >

∫
Σ

sup
a∈Γ(t̄,ω)

〈u(ω), a〉dω,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ b(t̄,ω) ∈ Γ(t̄,ω) ï. í. �

Çàìå÷àíèå 1.15. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî è ïóñòü un : [0, a] × Ω → H � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðè-
ìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ, ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå
L1([0, a]× Ω, H). Ïî òåîðåìå Áàíàõà�Ìàçóðà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un(t,ω)), ñõî-
äÿùàÿñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L1([0, a]×Ω, H) ê íåêîòîðîìó ïðîöåññó
u(t,ω) ∈ L1([0, a] × Ω, H). Ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé ïðîöåññ ũ(t,ω) òà-
êîé, ÷òî ũ(t,ω) = u(t,ω) äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a] × Ω
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(ïðåäëîæåíèå 1.15). Ïóñòü û(t) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
E(ũ(t)|Ft). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.70 óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ û(t) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî ïðîöåññ û(t) áóäåò ïðîãðåññèâíî
èçìåðèìûì.

Ïðåäëîæåíèå 1.77. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü bn(t,ω) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê b(t,ω) â L1([0, a] × Ω, X) è
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé. Òîãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

b(t,ω) ∈
∞⋂

m=1

co
∞⋃

j=m

bj(t,ω) (1.15)

äëÿ (µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a]× Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ∈ N ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Γm(t,ω) = co

⋃∞
j=m bj(t,ω) è ÷åðåç Σm îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ ñåëåêòîðîâ äëÿ Γm(t,ω), ïðèíàäëåæàùèõ L1([0, a] × Ω, X). Åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yl ∈ Σm, l>1, ñõîäèòñÿ ê y â L1([0, a]×Ω, X), òî èç
íåå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü yli, i > 1, ñõîäÿùóþñÿ (µ ×
× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a] × Ω ê y. Ñëåäîâàòåëüíî, Σm ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà L1([0, a] × Ω, X), êðîìå òîãî,
î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Σm íåïóñòîå è âûïóêëîå. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
Σm ñëàáî çàìêíóòî â L1([0, a]×Ω, Rd), çíà÷èò, b ∈ Σm äëÿ ëþáîãî m>1,
ò. å. b óäîâëåòâîðÿåò (1.15). �

Ïðåäëîæåíèå 1.78. Ïóñòü s : K → Y � ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííîå îòîáðàæåíèå; K, Y � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòî-
âû ïðîñòðàíñòâà; S(x) =

⋂
ε>0,δ>0

co [s([x]ε)]δ. Òîãäà 1) ìíîãî-

çíà÷íîå îòîáðàæåíèå S : K → Pcc (Y ) ëîêàëüíî îãðàíè÷å-
íî è ñèëüíî-ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó; 2) S(x) = G(x) :=
= co {z : ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ∈ K,
ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê x, òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s(xn)
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê z}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îòîáðàæåíèå s : K → Y ëîêàëüíî îãðàíè÷å-
íî, ïîýòîìó äëÿ êàæäûõ x ∈ K è ε > 0, δ > 0 ìíîæåñòâî co [s([x]ε)]δ
ñëàáî êîìïàêòíî, íî òîãäà äëÿ êàæäûõ x ∈ K ìíîæåñòâî S(x) íåïóñòî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòîáðàæåíèå S : K →
→ P(Y ) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî è äëÿ êàæäîãî x ìíîæåñòâî S(x) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì è âûïóêëûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå x → S(x) íå
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî-ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â íåêîòîðîé òî÷êå x0 .
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Òîãäà íàéäóòñÿ ñëàáî îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V ìíîæåñòâà S(x0) è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü xn, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê x0, òàêèå, ÷òî S(xn)  V.
Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
yn ∈ S(xn), yn * V. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñëàáî êîìïàêòíà. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî yn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê y0. Òî÷êà y0 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
ìíîæåñòâó S(x0) , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå V ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè y0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ yn  V.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê xn ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê x0 , òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå Ni òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
n > Ni âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xn ∈ [x]1/i. Òî÷êà y0 ïðèíàäëåæèò ñëà-
áîìó çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà {yn : n > Ni}, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ñëàáîì
çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ∪n>Ni

∩m>1,j>1 co [s([x0]1/i+1/m)]1/j, è ýòî ñëàáîå çà-
ìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ∩m>1,j>1 co [s([x0]1/i+1/m)]1/j è, ñëåäî-
âàòåëüíî, y0 ïðèíàäëåæèò ∩m>1,i>1,j>1 co [s([x0]1/i+1/m)]1/j = S(x0). Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñèëüíóþ-ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ S(x) .

2) ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ K èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå S(x) ⊃
⊃ G(x). Ïîêàæåì, ÷òî S(x) ⊂ G(x). Ïóñòü z ∈ S(x). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî z * G(x). Ñóùåñòâóåò λ0 ∈ Y ∗ òàêîå, ÷òî < λ0, z > − supy∈G(x) <
< λ0, y >= a > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 èìå-
åì z ∈ co [s([x]ε)]δ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ <
< λ0, z > 6 supy∈co [s([x]ε)]δ < λ0, y > . Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n â ìíîæåñòâå B̄(x, 1/n)) íàéäåòñÿ òî÷êà xn òàêàÿ, ÷òî < λ0, z >
> 6 < λ0, s(xn) > +a/2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê x,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s(xn) ñëàáî êîìïàêòíà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s(xn)
ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ya. Òî÷êà ya ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó G(x) è óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó < λ0, z > 6 < λ0, ya > +a/2, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò
ñîîòíîøåíèþ < λ0, z > − supy∈G(x) < λ0, y >= a > 0. �

Ïðåäëîæåíèå 1.79. Ïóñòü: Rd×d
s � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëü-

íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö; a : R+×Rd → Rd×d
s � ëîêàëüíî îãðàíè-

÷åííîå îòîáðàæåíèå; äëÿ êàæäûõ (t, x) ∈ R+ × Rd ìíîæåñòâî A(t, x)
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæà-
ùèì òî÷êó a(t, x) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ a(t, x′) ïðè
x′ → x. Òîãäà äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ R+ × Rd ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà
A(t, x) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà b(t, x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
a(t, xi), xi → x, òî âñå ìèíîðû ìàòðèöû b ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìèíîðîâ ìàòðèöû a(t, xi). Âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû
a(x, ti) íåîòðèöàòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèìè æå ÿâëÿþòñÿ è ìèíîðû
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ìàòðèöû b, ïîýòîìó b � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.
Ëþáàÿ òî÷êà â âûïóêëîé îáîëî÷êå îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
B, ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè, ïðåäñòàâèìà â âèäå

b =
k∑

i=0

αibi, αi > 0,
k∑

i=0

αi = 1, k 6 n, bi ∈ B.

Ïîýòîìó óãëîâûå ìèíîðû ëþáîé ìàòðèöû èç âûïóêëîé îáîëî÷êè ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
íåîòðèöàòåëüíûõ ìèíîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñàìè íåîòðèöàòåëüíû. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà coB = coB,
âåðíîãî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B, ñëåäóåò
ïðåäëîæåíèå 1.79. �

Ïðåäëîæåíèå 1.80. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî; un : R+ × Ω→ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ (Ft) -
ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ; τn(ω) � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(Ft) -ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, τ(ω) = lim

n→∞
τn(ω); An = {(t,ω) : ω ∈

∈ Ω, τn−1(ω) 6 t < τn(ω}), τ0 = 0, A0 = {(t,ω) : ω ∈ Ω, t > τ(ω)}.
Òîãäà ïðîöåññ

a(t,ω) =


0, (t,ω) ∈ A0,
u1(t,ω), (t,ω) ∈ A1,
. . . . . . . . . . . . . . .
un(t,ω), (t,ω) ∈ An,
. . . . . . . . . . . . . . . .

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X
ìíîæåñòâî Bn = {(t,ω) : un(t,ω) ∈ U} � èçìåðèìî, à ìíîæåñòâî Dnt =
= {ω : un(t,ω) ∈ U} � (Ft) -èçìåðèìî ïðè êàæäîì t > 0. Ïîñêîëü-
êó τn(ω) ÿâëÿþòñÿ (Ft) -ìîìåíòàìè îñòàíîâêè, òî An � èçìåðèìû, à
Ant = {ω : τn−1(ω) 6 t < τn(ω}) � (Ft) -èçìåðèìû ïðè êàæäîì t > 0 .
Ìíîæåñòâà GU = {(t,ω) : a(t,ω) ∈ U} è GtU = {ω : a(t,ω) ∈ U}

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå GU =
+∞⋃
n=0

(An

⋂
Bn), GtU =

+∞⋃
n=0

(Ant

⋂
Bnt),

ñëåäîâàòåëüíî, GU � èçìåðèìî, à GtU � (Ft) -èçìåðèìî. �

Çàìå÷àíèå 1.16. Ïóñòü â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè 1.80 un : R+ ×
× Ω → X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñêàçóåìûõ (ïðîãðåññèâíî èçìåðè-
ìûõ) ïðîöåññîâ. Òîãäà ïðîöåññ a(t,ω), ïîñòðîåííûé â ïðåäëîæåíèè 1.80,
ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìûì (ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì).
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Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè 1An
, n > 1, � èçìåðèìû (Ft) -ñîãëàñîâàíû è

íåïðåðûâíû ñëåâà, ãäå An � ìíîæåñòâà èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùå-
ãî ïðåäëîæåíèÿ, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäñêàçóåìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâà An ïðèíàäëåæàò σ -àëãåáðå P, íî òîãäà ýòîé σ -àëãåáðå ïðè-
íàäëåæèò è ìíîæåñòâî GU . �

Ïðåäëîæåíèå 1.81. Ïóñòü σ : R+ × Rd → Rd×d � èçìåðèìîå ïî
Áîðåëþ îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ïðè êàæäûõ (t, x) ìàòðèöà σ(t, x) �
íåîòðèöàòåëüíàÿ è ñèììåòðè÷åñêàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå
ïî Áîðåëþ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t, x) = diag (λ11(t, x), . . . , λdd(t, x)),
λ11 > . . . > λdd > 0, è îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T (t, x) òàêèå, ÷òî σ =
= TΛT>, ãäå λii � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû σ(t, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Φ1(t, x, z) = z>σ(t, x)z ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì z ∈ Rd èçìåðèìà ïî Áîðåëþ è ïðè êàæäûõ ôèêñèðî-
âàííûõ (t, x) íåïðåðûâíà ïî z. Òàê êàê λ11(t, x) = sup

‖z‖61

z>σ(t, x)z =

= sup
‖zi‖61

z>i σ(t, x)zi, ãäå zi, i ∈ N, � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî

äëÿ øàðà ‖z‖6 1, òî îòîáðàæåíèå (t, x)→ λ11(t, x) � èçìåðèìî ïî Áîðå-
ëþ. Îòîáðàæåíèÿ Ψ1(t, x, z) = σ(t, x)z − λ11(t, x)z, y(t, x) ≡ 0, Γ(t, x) =
= {z ∈ Rd : ‖z‖ = 1} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4 ñ ó÷åòîì çàìå-
÷àíèÿ 1.14, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé ïî Áîðåëþ ñåëåêòîð z1(t, x)
îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé, ÷òî 0 = σ(t, x)z1(t, x)− λ11(t, x)z1(t, x). Ïîñòðîèì
ìàòðèöó σ1(t, x) = σ(t, x)−λ11(t, x)z1(t, x)z>1 (t, x). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ýòîé ìàòðèöû λ22(t, x), . . . , λdd(t, x), 0; λ22 > . . . > λdd > 0. Ðàññóæäåíèÿìè,
òàêèìè æå êàê è äëÿ ôóíêöèè λ11(t, x), ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ λ22(t, x)

èçìåðèìà ïî Áîðåëþ. Îòîáðàæåíèÿ Ψ2(t, x, z) =

(
σ(t, x)z − λ22(t, x)z

z>1 (t, x)z

)
,

y(t, x) =

(
0
0

)
, Γ(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4 ñ ó÷åòîì çàìå-

÷àíèÿ 1.14. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4 ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ âåê-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ z2(t, x) òàêàÿ, ÷òî 0 = σ(t, x)z2(t, x) − λ22(t, x)z2(t, x)
è z>1 (t, x)z2(t, x) = 0 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì òðåáóåìóþ ìàòðèöó
T (t, x), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà z1(t, x), . . . , zd(t, x). �

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.82. Ïóñòü A : R+ × Rd → Rd×d � èçìåðèìîå ïî
Áîðåëþ îòîáðàæåíèå. Ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà Λ(t, x) = diag (λ11(t, x), . . . , λdd(t, x)), λ11 > . . . > λdd > 0, è
îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû T (t, x) è P (t, x) òàêèå, ÷òî A = TΛP, ãäå
λ2
ii, i = 1, . . . , d, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AA>, T � ìàòðè-
öà, ñòîëáöû êîòîðîé � ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû AA>.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà AA> ïðè êàæäûõ (t, x) ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé. Òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-
äóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ïîñòðîèì ìàòðèöû Λ(t, x), T (t, x) . Ñòîëáöû ìàò-
ðèöû T � ñîáñòâåííûå âåêòîðà zi(t, x) ìàòðèöû AA>. Îòîáðàæåíèÿ
Π1(t, x, p) = A>z1(t, x) − λ11(t, x)p, y(t, x) ≡ 0, Γ(t, x) = {z ∈ Rd :
‖z‖ = 1} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4 ñ èçìåíåíèÿìè, ñäåëàí-
íûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1.14. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ñóùå-
ñòâóåò èçìåðèìûé ïî Áîðåëþ ñåëåêòîð p1(t, x) îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé,
÷òî A>z1(t, x) − λ11(t, x)p1(t, x) = 0. Äàëåå îòîáðàæåíèÿ Π2(t, x, p) =

=

(
A>z2(t, x)− λ22(t, x)p

p>1 (t, x)p

)
, y(t, x) =

(
0
0

)
, Γ(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì òåîðåìû 1.4 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.14. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ p2(t, x) òàêàÿ, ÷òî A>z1(t, x)−
− λ11(t, x)p2(t, x) = 0 è p>1 (t, x)p2(t, x) ≡ 0 è ò. ä. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû
P (t, x) âîçüìåì ìàòðèöó, ñòðîêè êîòîðîé p>1 (t, x), . . . , p>d (t, x). Ìàòðèöû
Λ(t, x), T (t, x), P (t, x) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè, ÷òî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 7.3.1 èç êíèãè [146, ñ. 488�490]. �

Ïðåäëîæåíèå 1.83. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Áîðåëþ îòîáðàæå-
íèÿ A : R+ × Rd → Rd×d ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ñèììåò-
ðè÷åñêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà B(t, x) è îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
D(t, x) òàêèå, ÷òî A(t, x) = B(t, x)D(t, x).

Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.3.2 èç
êíèãè [146, c. 490], â êà÷åñòâå èñêîìûõ ìàòðèö ìîæíî âçÿòü ìàòðèöû
B = TΛT>, D = TP, ãäå T,Λ, P � ìàòðèöû èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ. �

Çàìå÷àíèå 1.17. Åñëè σ : R+ × Rd → Rd×d � èçìåðèìîå ïî
Áîðåëþ îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ïðè êàæäûõ (t, x) ìàòðèöà σ(t, x) �
ñèììåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.81 ñó-
ùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t, x) =
= diag (λ11(t, x), . . . , λdd(t, x)), λ11 > . . .>λdd >0, è îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
T (t, x) òàêèå, ÷òî σ = TΛT>, ãäå λii � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
σ(t, x). Íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà T

√
ΛT>, ãäå

√
Λ =

= diag(
√
λ11, . . . ,

√
λdd) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (T

√
ΛT>)(T

√
ΛT>) = A.

Ìàòðèöó T
√

ΛT> îáîçíà÷àåì ÷åðåç A1/2. Îòîáðàæåíèå A1/2 : R+×Rd →
→ Rd×d ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ, è ïðè êàæäûõ (t, x) ìàòðèöà
A1/2(t, x) � ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.84. Ïóñòü U � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, L1(U) � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
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îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç U â U ñ êîíå÷íûì ñëåäîì, Φ :
R+×Ω→ L1(U) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìûé (ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé, èçìå-
ðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé) ïðîöåññ, çàäàííûé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåâîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûõ (ïðîãðåññèâ-
íî èçìåðèìûõ, èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ) ïðîöåññîâ λn(t,ω) è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü gn(t,ω) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìûõ (ïðîãðåññèâíî èçìåðè-
ìûõ, èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ) U -çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
÷òî 〈gn(t,ω), gm(t,ω)〉 = 0 ∀n 6= m, (t,ω) ∈ R+ × Ω, ‖gn(t,ω)‖ = 1,

Φ(t,ω) =
∞∑
n=1

λn(t,ω)gn(t,ω)⊗ gn(t,ω)

äëÿ âñåõ (t,ω), ãäå ÷åðåç gn(t,ω) ⊗ gn(t,ω) îáîçíà÷åí ëèíåéíûé
îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: (gn(t,ω) ⊗ gn(t,ω))h =
= gn(t,ω)〈gn(t,ω), h〉, h ∈ U.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûõ ïðîöåññîâ. Åäè-
íè÷íûé øàð K = {x ∈ U : ‖x‖ 6 1} ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé, ïîðîæäàþùåé
ñëàáóþ òîïîëîãèþ. Ïóñòü λ1(t,ω) > λ2(t,ω) > · · · � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Φ(t,ω), óïîðÿäî÷åííàÿ ïî óáûâàíèþ.
Ïðîöåññ λ1(t,ω) =: sup

‖x‖61

〈Φ(t,ω)x, x〉 = sup
‖xi‖61

〈Φ(t,ω)xi, xi〉, ãäå xi, i ∈

∈ N, � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî äëÿ øàðà ‖x‖ 6 1, ÿâëÿåò-
ñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì. Îòîáðàæåíèÿ Ψ1(t,ω, x) = 〈Φ(t,ω)x, x〉, x ∈ K,
λ1(t,ω), Γ(t,ω) = {x ∈ K : ‖x‖ = 1} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû
1.4 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.14, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò (Ft) -ïðåäñêàçóåìûé ñå-
ëåêòîð g1(t,ω) îòîáðàæåíèÿ Γ òàêîé, ÷òî Ψ1(t,ω, g1(t,ω)) = λ1(t,ω).
Ïîñòðîèì îïåðàòîð Φ1(t,ω) = Φ(t,ω) − λ1(t,ω)g1(t,ω) ⊗ g1(t,ω). Ðàñ-
ñóæäåíèÿìè, òàêèìè æå êàê è äëÿ ôóíêöèè λ1(t,ω), ïîêàæåì, ÷òî ïðî-
öåññ λ2(t,ω) =: sup

‖x‖61

〈Φ1(t,ω)x, x〉 � (Ft) -ïðåäñêàçóåì. Îòîáðàæåíèÿ

Ψ2(t,ω, x) =

(
〈Φ1(t,ω)x, x〉,
〈g1(t,ω), x〉

)
, y(t,ω) =

(
λ2(t,ω)

0

)
, Γ(t,ω), x ∈ K,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.14. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 1.4 ñóùåñòâóåò (Ft) -ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ g2(t,ω) òàêîé,
÷òî 〈Φ1(t,ω)g2(t,ω), g2(t,ω)〉 = λ2(t,ω) è 〈g1(t,ω), g2(t,ω)〉 = 0. Ïî
èíäóêöèè, ñ ïîìîùüþ òàêèõ æå ðàññóæäåíèé, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè λn(t,ω), gn(t,ω) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. �

Ïóñòü (T,F,µ) � ïîëíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, H �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Γ : T → S(H) íàçû-
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âàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïî Àóìàíó, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ñåëåêòîðîâ (σn(·)) îòîáðàæåíèÿ Γ òà-

êàÿ, ÷òî Γ(t) ⊂ Γ(t)
⋂
{σn(t)} äëÿ ïî÷òè âñåõ t (÷åðòà îçíà÷àåò çà-

ìûêàíèå â H ; {σn(t)} =
⋃∞

n=1 σn(t)). ×åðåç
∫
B Γ(t)dt = {

∫
B f(t)dt :

f(·) � èíòåãðèðóåìûé ïî Áîõíåðó ñåëåêòîð äëÿ Γ} îáîçíà÷àåì èíòå-
ãðàë Àóìàíà äëÿ èíòåãðèðóåìîãî ïî Àóìàíó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ Γ : T → H ïî èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó B ∈ F.

Ïóñòü D � îáëàñòü â Rd, Nx =
⋃

r>0 Nx,r, Nx,∞ =
⋂

r>0 Nx,r, Nx,r =
= {n ∈ Rd : ‖n‖ = 1, B(x− rn, r)

⋂
D = ∅}, ãäå B(z, r) = {y ∈ Rd : ‖y−

− z‖ < r}, z ∈ Rd, r > 0.
Óñëîâèÿ Ëèîíñà�Øíèòìàíà äëÿ îáëàñòè D :
1) ñóùåñòâóåò r0 ∈ (0,+∞) òàêîå, ÷òî Nx = Nx,r0 6= ∅, ∀x ∈ ∂D;
2) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0,β > 1 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

x ∈ ∂D ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé âåêòîð kx ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
〈kx, n〉 > 1/β ∀n ∈

⋃
y∈B(x,δ)

⋂
∂D Ny.

Ïðåäëîæåíèå 1.85 (òåîðåìà Ðîçêîøà�Ñëîìèíñêîãî [271]). Ïóñòü:
σ : R+ × D̄ → Rd×r, b : R+ × D̄ → Rd � èçìåðèìûå ôóíêöèè;
îáëàñòü D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëèîíñà�Øíèòìàíà; ‖σ(t, x)‖ +
+ ‖b(t, x)‖ 6 C ∀(t, x) ∈ R+ × D̄, C = const ; çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà V ïðèíàäëåæèò E, ãäå V è E � ñëåäóþùèå ìíîæå-
ñòâà: V = (F \ F1)

⋂
M
⋃

F1

⋂
M1, F = {(t, x) ∈ R+ × D̄ :∫

(R+×D̄)
⋂
U(t,x) det a−1(s, y)dsdy = ∞ äëÿ êàæäîé îòêðûòîé îêðåñò-

íîñòè U(t, x) òî÷êè (t, x)}, a = σσ>, F1 = {(t, x) ∈ F :∫
(R+×D̄)

⋂
U(t,x)\F det a−1(s, y)dsdy = ∞ äëÿ êàæäîé îòêðûòîé îêðåñòíî-

ñòè U(t, x) òî÷êè (t, x)}, M = {(t, x) ∈ R+× D̄ : σ(t, ·)|F èëè b(t, ·)|F
ðàçðûâíà â x}, M1 = {(t, x) ∈ R+×D̄ : σ(t, ·) èëè b(t, ·) ðàçðûâíà â x},
E = {(t, x) : σ(s, x) = 0 è b(s, x) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ s > t}; x0 ∈ D̄.

Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòî-
êîì Ft, (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), ïàðà íåïðåðûâíûõ (Ft)-ñîãëà-
ñîâàííûõ ïðîöåññîâ x(t), K(t), x(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â D̄, K �
ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, K(0) = 0 è

K(t) =

∫ t

0

n(s)d|K|s, |K|t =

∫ t

0

1∂D(x(s))d|K|s, t ∈ R+,

ãäå |K|t � âàðèàöèÿ îòîáðàæåíèÿ K íà [0, t], n(s) ∈ Nx(s), åñëè x(s) ∈
∈ ∂D, è òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

x(t) = x0 +

∫ t

0

σ(s, x(s))dW (s) +

∫ t

0

b(s, x(s))ds + K(t), t ∈ R+. (1.16)

Ïðîöåññ x(t) íàçûâàþò ñëàáûì ðåøåíèåì íà D óðàâíåíèÿ (1.16) ñ îò-
ðàæåíèåì îò ãðàíèöû. 100



1.4. Ïîëóäèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû 2

Âûäåëåí êëàññ ïîëóäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàçâàííûé L -ñèñòåìàìè,
îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è îõâàòûâàþùèé, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîãî
êëàññà ñèñòåì èìåþò ìåñòî êðèòåðèé Óðà óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà, êðè-
òåðèé Çóáîâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà, òåîðåìà î íàè-
ìåíüøåì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîì ìíîæåñòâå, à òàêæå óêàçàíû óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîãëîùàþùåãî ìíîæåñòâà è àòòðàêòîðà. Â äàëüíåé-
øåì èìåííî ýòè ñâîéñòâà L -ñèñòåì áóäóò óñòàíîâëåíû è äëÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f : R+ × X → comp(X), ñòàâÿùåå â ñîîò-
âåòñòâèå êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ R+ × X íåïóñòîé êîìïàêò f(t, x). Ãî-
âîðÿò, ÷òî íà X çàäàíà êâàçèïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà f(t, x), åñëè
îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: A1) f(0, x) = x äëÿ
âñåõ x ∈ X; A2) f(t1 + t2, x) = f(t2, f(t1, x)) ïðè âñåõ x ∈ X, t1, t2 ∈
∈ R+. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé, åñëè, êðîìå óñëîâèé A1) è A2), îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
A3) lim

x→x0, t→t0
ᾱ(f(t, x), f(t0, x0)) = 0 ïðè âñåõ x0 ∈ X, t0 ∈ R+.

Îòîáðàæåíèå ϕx : Iϕx
→ X, ãäå Iϕx

� ìíîæåñòâî ëèáî âèäà
(−∞, +∞), ëèáî [c,+∞), c ∈ (−∞, 0], ëèáî (c,+∞), c ∈ (−∞, 0),
íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì ïîëóíåïðåðûâíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
f(t, x), åñëè ϕx(0) = x ∈ X è ϕx(t2) ∈ f(t2− t1,ϕx(t1)) ïðè âñåõ t1, t2 ∈
∈ Iϕx

, t2 > t1.
Äâèæåíèå ϕx(t) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðó-

ãîãî äâèæåíèÿ ψx(t), òàêîãî, ÷òî Iϕx
⊂ Iψx

è ϕx(t) = ψx(t) ïðè âñåõ
t ∈ Iϕx

. Êàæäîå äâèæåíèå ïîëóíåïðåðûâíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû f(t, x) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ìàêñèìàëüíîãî äâèæåíèÿ [127, ñ. 36].
Äâèæåíèå ϕx íàçûâàåòñÿ ïîëíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ϕ∞x , åñëè Iϕx

=
= R. Ïóñòü ϕx(t), t ∈ Iϕ, � äâèæåíèå ñèñòåìû f(t, x). Îòîáðàæåíèÿ
ϕx : (−∞, 0] ∩ Iϕx

→ X, ϕx : [0,+∞) ∩ Iϕx
→ X, ϕx : [a, b] →

→ X íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíûì ïîëóäâèæåíèåì, ïîëî-
æèòåëüíûì ïîëóäâèæåíèåì è îòðåçêîì äâèæåíèÿ ϕx è îáîçíà÷àþòñÿ ÷å-
ðåç ϕ−x , ϕ

+
x , ϕx|[a,b]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòðèöàòåëüíîå ïîëóäâèæåíèå

ϕ−x ïîëíîå, åñëè (−∞, 0] ∩ Iϕx
= (−∞, 0].

2Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëó÷åíû àâòîðàìè ñîâìåñòíî ñ ß. Á. Çàäâîðíûì â
ðàáîòå [103].
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×åðåç Φ(f) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ äâèæåíèé ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à ÷åðåç Φ(f,R+) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
åå ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóäâèæåíèé. Ìíîæåñòâî Φ(f,R+) îáëàäàåò ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè [127, ñ. 46�47]:

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ïîëóäâèæåíèå ϕ ∈ Φ(f,R+) òàêîå,
÷òî ϕ(0) = x;

2) åñëè ϕ1,ϕ2 ∈ Φ(f,R+) òàêèå, ÷òî ϕ1(t1) = ϕ2(t2) äëÿ íåêîòîðûõ
t1, t2 ∈ R+, òî îòîáðàæåíèå

ϕ(t) =

{
ϕ1(t), 0 6 t 6 t1,

ϕ2(t + t2 − t1), t > t1,

ïðèíàäëåæèò Φ(f,R+);
3) åñëè ϕ ∈ Φ(f,R+) è ϕτ = ϕ(t + τ), t ∈ R+, òî ϕτ ∈ Φ(f,R+)

äëÿ âñåõ τ ∈ R+;
4) åñëè xn → x0 è {ϕn} ⊂ Φ(f,R+) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóäâèæåíèé, ÷òî ϕn(0) = xn, òî ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕnk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ïî-
ëóäâèæåíèþ ϕ ∈ Φ(f,R+), ϕ(0) = x0, ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàê-
òå èç R+.

Ïðåäëîæåíèå 1.86 [127, ñ. 28, 47]. Ïóñòü Φ � íåêîòîðîå ïîäìíî-
æåñòâî èç C(R+, X) . Åñëè äëÿ ôóíêöèé èç Φ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
1)�4), òî îòîáðàæåíèå f(t, x) = {ϕ(t) : ϕ ∈ Φ, ϕ(0) = x}, x ∈ X, t ∈
∈ R+, ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà X,
ïðè÷åì Φ = Φ(f,R+) . Åñëè ϕ|[a,b] � îòðåçîê äâèæåíèÿ (äâèæåíèå
ϕx(t)) , òî ∀t1 ∈ Iϕx

, η(t) = ϕ(t+ t1), t ∈ [a− t1, b− t1] (ϕz(t) = ϕx(t+
+ t1), z = ϕx(t1), t + t1 ∈ Iϕx

) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì äâèæåíèÿ
(äâèæåíèåì) ïîëóíåïðåðûâíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. �

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
f(t, x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì 5), åñëè ñîâîêóïíîñòü äâèæåíèé ýòîé ñèñòå-
ìû óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ γ > 0 òà-
êàÿ, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé ϕn(t) ∈ Φ(f) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a − γ, b], òî èç íåå ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕnk

, ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] ê îòðåçêó
ϕ|[a,b] íåêîòîðîãî äâèæåíèÿ ϕ ∈ Φ(f) [91]. Ïîëóíåïðåðûâíóþ ïîëóäèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâó 5), áóäåì êðàòêî íàçûâàòü
L -ñèñòåìîé íà X.

Äèôôåðåíöèàëüíûåâêëþ÷åíèÿ, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå
âêëþ÷åíèÿ, ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ïðè åñòå-
ñòâåííûõ óñëîâèÿõ ïîðîæäàþò L -ñèñòåìû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, S � åå ãðàíèöà,
Q(a,b) � öèëèíäð Ω × (a, b), Q[a,b| = Ω × [a, b|, S[a,b| = {(x, t)| x ∈ S, t ∈
∈ [a, b|}, Ω = Ω∪ S, Q[a,b) = Q(a,b) ∪Ω∪ S[a,b), Q[a,b] = Q[a,b[ ∪ {(x, b)| x ∈
∈ Ω}, Q(a,b] = Q[a,b] \ Ω, S[a,+∞) =

⋃
b>a S[a,b), Q[a,+∞) =

⋃
b>aQ[a,b),

C l(Ω), C l,l/2(Q[a,b]) � ïðîñòðàíñòâà Ã�åëüäåðà ñ íîðìàìè | · |lΩ, | · |lQ[a,b]
, ãäå

l � ïîëîæèòåëüíîå íåöåëîå ÷èñëî [71].
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂u

∂t
=

n∑
i,j=1

aij(x, u)uxixj
+ f(u), (1.17)

u|t=0 = ψ0(x), (1.18)

u|x∈S[0,t0]
= 0, (1.19)

ãäå u(x, t) = {u1(x, t), . . . , um(x, t)} � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à aij : Ω ×
× Rm → R, f : Rm→Rm � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè.

Ïóñòü 0 < α < 1, X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé v : Ω→ Rm, v ∈ C2+α(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì v|x∈S =
= 0, (

∑n
i,j=1 aij(x, 0)vxixj

+ f(0))|x∈S = 0, ñ ìåòðèêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé

íîðìå ïðîñòðàíñòâà C2+α(Ω). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ψ0(x) ∈
∈ X, S ∈ C2+α, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè ñèñòåìû (1.17)�
(1.19): ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < ν < µ, ïðè êîòîðûõ

ν

n∑
i=1

ξ2
i 6

n∑
i,j=1

aij(x, y)ξiξj 6 µ
n∑

i=1

ξ2
i äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Ω× R.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ψ0(x) ∈ X çàäà÷à (1.17)�
(1.19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C2+α,1+α/2(Q[0,t0]) ïðè íåêîòîðîì
t0 > 0 (óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ,
ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [71, ãë. VII]) è âñÿêîå ðåøåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîäîëæèìûì íà ïðîìåæóòîê [0,+∞). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1.17)�(1.19) íàéäåòñÿ ðåøåíèå u∞(x, t)
çàäà÷è (1.17)�(1.18), u|x∈S[0,+∞)

= 0, ñîâïàäàþùåå ñ u íà Q[0,t0]. ×åðåç
u(x, t;ψ0) îáîçíà÷èì âñÿêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.17)�(1.18), u|S[0,+∞)

= 0, à
÷åðåç Ψ(ψ0) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé u(x, t;ψ0). Êàæäîìó ðåøåíèþ
u ∈ Ψ(ψ0), u : Ω×R+ → Rm ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ : [0,+∞)→ X,
ϕ(·;ψ0) = u(x, ·;ψ0). Ïóñòü Φ � îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîé òî÷êå ψ0 ∈ X ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøå-
íèÿì u ∈ Ψ(ψ0).

103



Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ L-ñèñòåìîé íà X.
Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 2) è 3) èç îïðåäåëåíèÿ L -ñèñòåìû î÷åâèäíî. Ñâîé-
ñòâî 4) âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.2 ìîíîãðàôèè [71, ñ. 672], óòâåðæäåíèÿ 4
òåîðåìû 7.2 [3, ñ. 61�64] è òåîðåìû 5.2 [71, ñ. 364]. Ñâîéñòâî 5) äîêàçûâà-
åòñÿ òàê æå, êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â ðàáîòå [77].

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü r > 0. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
x : [−r,+∞)→ Rn è ëþáîãî t ∈ [0,+∞) ÷åðåç xt îáîçíà÷èì ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì xt(s) = x(t + s), s ∈ [−r, 0].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

x′(t) ∈ F (xt), (1.20)

ãäå F : C([−r, 0], Rn) → conv(Rn) � α -ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ‖x‖ 6 K(‖ψ‖ + 1) äëÿ ëþáûõ
ψ ∈ C([−r, 0], Rn), x ∈ F (ψ), K − const.

Ïîä ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
[1.20] íà ïðîìåæóòêå [−r,+∞), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ x0 = ψ0 ∈
∈ C, ïîíèìàåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x : [−r,+∞) → Rn, ñîâïàäà-
þùóþ ñ ψ0 íà îòðåçêå [−r, 0], àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ íà [0,+∞) è
òàêóþ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0,+∞) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå x′(t) ∈
∈ F (xt). Ïóñòü Ψ � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ [1.20]. Êàæäîìó
ðåøåíèþ x : [−r,+∞) → Rn ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ : [0,+∞) → C
òàêàÿ, ÷òî ϕ(t) = xt, t ∈ [0,+∞). Ïóñòü Φ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì ðåøåíèÿì x ∈ Ψ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó Φ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
L -ñèñòåìîé íà C([−r, 0], Rn), ïðè÷åì ÷èñëî γ èç ñâîéñòâà 5) L -ñèñòåìû
ðàâíî r.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü H � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì äèô-
ôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå âèäà

dX(t) ∈ AX(t)dt + F (X(t))dt, (1.21)

ãäå X(t)∈H, F : H→conv(H) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, îïåðàòîð
A : D(A) → E ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé êîìïàêòíîé
ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ S(t), t > 0, äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå H.
Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ α -ïîëóíåïðåðûâíûì
ñâåðõó è ‖Y ‖6K(‖X‖+1) äëÿ ëþáûõ Y ∈ F (X), X ∈ H, ãäå K−const.
Ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (1.21) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíóþ ôóíê-
öèþ X(t) : [0,+∞) → H òàêóþ, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0,+∞) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

X(t) = S(t)X(0) +

t∫
0

S(t− s)Z(s) ds,
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ãäå Z : [0,+∞)→ H � èçìåðèìûé ñåëåêòîð îòîáðàæåíèÿ F (X(t)).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ ñåìåéñòâî Φ âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (1.21) ïîðîæäàåò L -
ñèñòåìó íà H. �

Îäíó èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì 0. Ìíîæåñòâî Ψ, ñîñòîÿ-
ùåå èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ψ : Iψ → X, ãäå Iψ � ìíîæåñòâî âèäà
(−∞,+∞), èëè [c,+∞) ñ c ∈ (−∞, 0], èëè (c,+∞) ñ c ∈ (−∞, 0), íà-
çûâàåì Z -ñèñòåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî d > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
t0 ∈ R+, x ∈ X, ρ(x, 0) 6 d, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ψ ∈ Ψ ñî ñâîéñòâîì
ψ(t0) = x.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Z -ñèñòåìà Ψ (L -ñèñòåìà f(t, x)) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x = 0, åñëè ôóíêöèÿ
ψ(t) ≡ 0, t > 0, ïðèíàäëåæèò Z -ñèñòåìå (ÿâëÿåòñÿ ïîëóäâèæåíèåì L -
ñèñòåìû) è ∀ε > 0, ∀t0 ∈ R+, ∀t1 > t0, ∃δ(ε, t0, t1) > 0, ∀x0, ρ(x0, 0)6δ,
∀ψ ∈ Ψ (∀ψ ∈ Φ(f)), ψ(t0) = x0, ∀t ∈ [t0, t1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ρ(ψ(t), 0) 6 ε. Äëÿ Z -ñèñòåìû (L -ñèñòåìû), îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì
èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x = 0, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Z0 -
ñèñòåìà (L0 -ñèñòåìà).

Ñêàæåì, ÷òî Z -ñèñòåìà Ψ ïðèáëèæàåòñÿ ê L -ñèñòåìå f(t, x) ïðè
t → +∞, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0, L > 0 òàêèå, ÷òî ëþáûå
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → +∞, ψn ∈ Ψ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
ρ(zn(t), 0) 6L, ∀t ∈ [a− δ, b], zn(t) = ψn(t + tn), îáëàäàþò ñâîéñòâîì: èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü znk

, ñõî-
äÿùóþñÿ íà [a, b] ê îòðåçêó ϕ|[a,b] íåêîòîðîãî äâèæåíèÿ L -ñèñòåìû.

Ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t > 0, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé äëÿ Z -ñèñòåìû
Ψ (äëÿ L -ñèñòåìû f(t, x)), åñëè ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t > 0, ïðèíàäëå-
æèò Z -ñèñòåìå (ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîëóäâèæåíèåì L -ñèñòåìû) è
äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε, t0) > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ x0,
ρ(x0, 0) 6 δ, ψ ∈ Ψ (ψ ∈ Φ(f)), ψ(t0) = x0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρ(ψ(t), 0) 6 ε ∀t ∈ [t0,+∞).

Ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t>0, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé äëÿ
Z -ñèñòåìû Ψ (L -ñèñòåìû f(t, x)), åñëè îíà óñòîé÷èâà è äëÿ ëþáîãî t0 ∈
∈ R+ ñóùåñòâóåò η(t0) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, ρ(x0, 0)6η, ψ ∈ Ψ
(ψ ∈ Φ(f)), ψ(t0) = x0, èìååì ρ(ψ(t), 0)→ 0 ïðè t→ +∞.

Ìíîæåñòâî ϕ∞x (R) = {y ∈ X : y = ϕ∞x (t), t ∈ R} (ϕ−x ((−∞, 0]) ) íà-
çûâàåòñÿ ïîëíîé òðàåêòîðèåé (ïîëíîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé)
ïîëíîãî äâèæåíèÿ ϕ∞x (ïîëóäâèæåíèÿ ϕ−x ). Òðàåêòîðèÿ (ïîëóòðàåêòî-
ðèÿ) íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè îíà îòëè÷íà îò òî÷êè x = 0. Äâè-
æåíèå (ïîëóäâèæåíèå) íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè åãî òðàåêòîðèÿ
(ïîëóòðàåêòîðèÿ) íåòðèâèàëüíà.
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Òåîðåìà 1.5 [91]. Ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t>0, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà äëÿ L0 -ñèñòåìû f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0, â êîòîðîé L0 -ñèñòåìà f íå èìååò ïîëíûõ
îòðèöàòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 1.6 [91]. Åñëè Z0 -ñèñòåìà ïðèáëèæàåòñÿ ê L -ñèñòåìå
ïðè t→ +∞ è ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t>0, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà äëÿ
L -ñèñòåìû, òî ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t > 0, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà è
äëÿ Z0 -ñèñòåìû.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåì L -ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå I). Ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : X →
→ [0,+∞), V (0) = 0, è ïîñòîÿííàÿ ∆ > 0 òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ t →
→ V (ϕ(t)) íå âîçðàñòàåò äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ ϕ L -ñèñòåìû äî òåõ
ïîð, ïîêà ρ(ϕ(t), 0) 6∆.

Îáîçíà÷èì m∆
V = {x ∈ X : V (x) = 0, ρ(x, 0) 6∆}.

Òåîðåìà 1.7 [91]. Ôóíêöèÿ x ≡ 0, t>0, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âà äëÿ L0 -ñèñòåìû f, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ I), â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ∆1, 0 < ∆16∆, òàêàÿ, ÷òî
G0 -ñèñòåìà íå èìååò ïîëíûõ îòðèöàòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ïîëóäâè-
æåíèé ϕ− è ïîëíûõ íåòðèâèàëüíûõ äâèæåíèé ϕ∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì ϕ−(t) ∈ m∆1

V ∀t 6 0; V (ϕ∞(t)) = V (ϕ(0)), ρ(ϕ∞(t), 0) 6 ∆1

∀t ∈ R.

Ìû èñïîëüçóåì òàêèå æå îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè, ïðèòÿæå-
íèÿ, à òàêæå ω -ïðåäåëüíîé è α -ïðåäåëüíîé òî÷åê, êàê è â ìîíîãðàôèè
[127, c. 55, 77, 140, 144, 145]. ×åðåç D(M) è J(M) ìû îáîçíà÷àåì ñîîò-
âåòñòâåííî ïðîäîëæåíèå ìíîæåñòâà M è ïðîäîëæåííîå ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî äëÿ ìíîæåñòâà M [127, c. 89�90].

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ïñåâäîóñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈
∈ M è y /∈ M íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî y /∈ f(R+, S(x, δ))
[46, c. 59]. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïîëóïðèòÿãèâàþùèì, åñëè
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ S(M, δ) è äâèæåíèÿ
ϕx(t) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ ïðè n → +∞, äëÿ êîòî-
ðîé ρ(ϕx(tn),M) → 0 ïðè n → +∞. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ãëî-
áàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
è ᾱ(f(t, x),M)→ 0 ïðè t→ +∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Òî÷êà x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ïðèíàäëåæèò ïîëîæèòåëü-
íîé ïñåâäîïðîëîíãàöèè äëÿ ìíîæåñòâà M, åñëè íàéäóòñÿ òî÷êà x0 ∈M,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0 ïðè n → +∞, ìîìåíòû âðåìåíè tn ∈ R+

è äâèæåíèÿ ϕxn
, äëÿ êîòîðûõ ϕxn

(tn) → x [46, c. 39]. Ïîëîæèòåëüíàÿ
ïñåâäîïðîëîíãàöèÿ ìíîæåñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç σ+(M). Î÷åâèäíî,
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σ+(M) ⊆ D(M). Â ìîíîãðàôèè [46, ñ. 61] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ïñåâäîóñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà M ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ ðà-
âåíñòâà σ+(M) = M. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé L -ñèñòåìû ýòî óòâåðæäåíèå
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ X, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äâèæåíèÿ
ϕx âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ρ(ϕx(t),M) → 0 ïðè t → +∞, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïîëóïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A(M)
[127, c. 154]. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ X, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äâèæå-
íèÿ ϕx íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tn → +∞ ïðè
n → +∞, äëÿ êîòîðîé ρ(ϕx(tn),M) → 0 ïðè n → +∞, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ñëàáîãî ïîëóïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç Aω(M). Î÷åâèäíî, A(M) ⊆ Aω(M).

Ìíîæåñòâî B0 ⊆ X íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì ìíîæåñòâîì L -
ñèñòåìû f(t, x), åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊆ X ñóùå-
ñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè a>0, äëÿ êîòîðîãî f(t, B) ⊆ B0, t>a [127, c. 23].

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî U ⊆ X íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì L -ñèñòåìû
f(t, x) [127, c. 77], åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: P1 ) U êîì-
ïàêòíî; P2 ) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊆ X âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå β(f(t, B), U) → 0 ïðè t → +∞; P3 ) U èíâàðèàíòíî, ò. å.
f(t, U) = U, t>0. Èç ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â [127, ñ. 77], âûòåêàåò, ÷òî
åñëè àòòðàêòîð ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåí.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(t, x) çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî M, îáëàäàþùåå êîìïàêòíîé â X îêðåñòíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = D(M) [127, ñ. 161]. Äëÿ L -ñèñòåì
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè
êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè ó ìíîæåñòâà M.

Òåîðåìà 1.8 [103]. Ïóñòü f(t, x) � L -ñèñòåìà. Òîãäà, äëÿ òîãî
÷òîáû êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M áûëî óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû M = D(M).

Ñëåäóþùèå òåîðåìû îáîáùàþò íà L -ñèñòåìû óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàí-
íûå äëÿ äèíàìè÷åñêèõ èëè ïîëóäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ â ìîíîãðàôèÿõ [41, ñ. 38; 46, ñ. 129; 127, ñ. 159�
164].

Òåîðåìà 1.9 [103]. Ïóñòü f(t, x) � L -ñèñòåìà, M � êîìïàêòíîå
ïîëóèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;
2) M ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùåå;
3) M ïñåâäîóñòîé÷èâî è ñëàáî ïîëóïðèòÿãèâàþùåå;
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4) ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî S(M, ε) \M íå ñî-
äåðæèò ïîëíûõ îòðèöàòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 1.10 [103]. Ïóñòü f(t, x) � L -ñèñòåìà, M � êîìïàêòíîå
ïîëóèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: à) M ñëàáî ïî-
ëóïðèòÿãèâàþùåå; á) ìíîæåñòâî D(M) îãðàíè÷åíî. Òîãäà D(M) �
íàèìåíüøåå êîìïàêòíîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå M, ïðè÷åì Aω(M) = A(D(M)) = Aω(D(M)).

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àòòðàêòîðîâ ïîëóãðóïï, ïîðîæäåííûõ ðàç-
ëè÷íûìè êëàññàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè ñ åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ, èññëåäîâàí â ìîíîãðàôèè [3]. Îáîá-
ùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàíî â ðàáîòàõ Ì. È. Âèøèêà è Â. Â. ×åïûæîâà.
Ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè òðàåê-
òîðíûõ àòòðàêòîðîâ (ñì. îáçîð [29]). Íèæå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà è ïîãëîùàþùåãî ìíîæåñòâà L -ñèñòåìû,
à òàêæå óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå àòòðàêòîðà.

Òåîðåìà 1.11 [103]. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) L -ñèñòåìà f(t, x) îáëàäàåò îãðàíè÷åííûì ïîãëîùàþùèì ìíîæå-
ñòâîì; 2) L -ñèñòåìà f(t, x) îáëàäàåò êîìïàêòíûì ïîãëîùàþùèì
ìíîæåñòâîì; 3) L -ñèñòåìà f(t, x) îáëàäàåò àòòðàêòîðîì.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàíî â ìî-
íîãðàôèè [148, ñ. 59].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ îãðàíè÷åííûõ äâèæåíèé
L -ñèñòåìû f(t, x). Ïóñòü K0 =

⋃
ϕ∈K{ϕ(0)}.

Äëÿ ìíîãèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé àòòðàêòîð ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì K0 [29]. Äëÿ L -ñèñòåìû èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.12 [103]. Ïóñòü f(t, x) � L-ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ àò-
òðàêòîðîì U. Òîãäà U =K0.

Ïóñòü ρ1 � åùå îäíà ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X òàêàÿ, ÷òî âñÿêîå ìíî-
æåñòâî, îãðàíè÷åííîå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ), ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì è â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ1). Îáîçíà÷èì B1(x, r) =
= {y ∈ X : ρ1(x, y) < r}, r ∈ R, x ∈ X.

Ïóñòü O � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà â X, r0 > 0 è íà ìíîæåñòâå X çàäà-
íà íåïðåðûâíàÿ â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ V : X →
→ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âíå øàðà B(O, r0) ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

10) V (u) 6 a(ρ(u,O)), u /∈ B(O, r0), ãäå a : R+ → R+ � ïîëîæè-
òåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ;

20) V (u)→ +∞ ïðè ρ1(u,O)→ +∞;
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30) äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ ϕ(t) è ëþáûõ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè
t1, t2 ∈ Iϕ, t1 < t2, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V (ϕ(t1)) > V (ϕx(t2)), åñëè
òîëüêî ϕ(t) /∈ B(O, r0), t ∈ [t1, t2];

40) íå ñóùåñòâóåò ïîëíîãî äâèæåíèÿ ϕ∞x (t), äëÿ êîòîðîãî
V (ϕ∞x (t)) = V (x) è ϕ∞x (t) ∈ X \B(O, r0) ∀t ∈ R.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Q), åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî η > 0, ïðè êî-
òîðîì âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé ϕn(t), ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åííàÿ â (X, ρ1) íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a−η, b], ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ϕnk

, ñõîäÿùóþñÿ íà [a, b] â (X, ρ) ê îòðåçêó ϕ|[a,b] íåêîòîðîãî
äâèæåíèÿ ϕ. Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Q), ÿâëÿåòñÿ L -ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 1.13 [103]. Ïóñòü f(t, x) � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Q),
è ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ôóíêöèÿ
V (u), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 10)�40). Òîãäà ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïî-
ëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà f(t, x) îáëàäàåò àòòðàêòîðîì.

Ïðèìåð 1.4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂tu(t, x) = ∂2
xxu(t, x) + bu(t, x)− u3(t, x), t > 0, x ∈ (0, 1),

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t > 0, (1.22)

u(0, x) = ψ0(x), x ∈ [0, 1],

ãäå b ∈ R.

Ïóñòü 0 < α < 1, X � ìíîæåñòâî ôóíêöèé v : [0, 1] → R, v ∈
∈ C2+α([0, 1]), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì v|x=0 = v|x=1 = 0, ∂2

xxv|x=0 =
= ∂2

xxv|x=1 = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ è ρ1 ñîîòâåòñòâåííî ìåòðèêè íà ýòîì
ìíîæåñòâå, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàì ïðîñòðàíñòâ C2+α[0, 1] è W 2,1[0, 1]
(ïîñëåäíåå � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåííîå â [3, ñ. 12]).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V : X → R, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

V (u) =

∫ 1

0

(
1

2
(∂xu(x))2 +

u4(x)

4
− b

u2(x)

2

)
dx.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ V îáëàäàåò ñâîéñòâà-
ìè 10) è 20). Îáîçíà÷èì(∫ 1

0

(
1

2
(∂xu(t, x))2 +

u4(t, x)

4
− b

u2(t, x)

2

)
dx

)′
t

= V̇ (u(t, ·)),
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ãäå u(t, x) � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.22). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

V̇ (u(t, ·)) = −
∫ 1

0

(∂2
xxu + bu− u3)2 dx 6 0,

÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 30).
Î÷åâèäíî, ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèîíàëà V, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-

âèÿì 10)�30), îáåñïå÷èâàåò ïðîäîëæèìîñòü íà ïðîìåæóòîê [0,+∞)
êàæäîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.22). Êàê äîêàçàíî âûøå (ñì. ïðèìåð 1.1), çà-
äà÷à (1.22) ïîðîæäàåò ïîëóíåïðåðûâíóþ ïîëóäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ). Èç òåîðåì 7.1 è 7.2 [3, c. 61�62] âûòå-
êàåò, ÷òî ýòà ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Q) ñ ïðîèçâîëüíûì η > 0.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 40) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì r0. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è (1.22), âäîëü êîòîðîãî
ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Êàê ïîêàçàíî âûøå, äëÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ ∂tu = ∂2

xxu+bu−u3 ≡ 0, ò. å. u(t, x) = u(0, x), t ∈ R+ (òà-
êèå ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, äëÿ âñÿêîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ u(t, x) èìååì

V (u(t, x)) =

∫ 1

0

(−1

2
u∂2

xxu +
u4

4
− b

u2

2
) dx =

= −1

2

∫ 1

0

u(∂2
xxu− u3 + bu) dx−

∫ 1

0

u4

4
dx = −

∫ 1

0

u4

4
dx 6 0.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñå ñòàöèîíàðíûå ðå-
øåíèÿ u(t, x) çàäà÷è (1.22) ëåæàò â øàðå B1(O, |b + 1|/

√
2 + 1) = {u ∈

∈ X : ‖u‖W 2,1 < |b + 1|/
√

2 + 1}. Â ñèëó óñëîâèÿ Q) ìíîæåñòâî ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â (X, ρ). Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî r0 > 0, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ 40). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.13 ïîëóíåïðåðûâíàÿ ïîëóäèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, ïîðîæäàåìàÿ çàäà÷åé (1.22), îáëàäàåò àòòðàêòîðîì.

Ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà ðàññìîòðåííîãî óðàâíåíèÿ äîêàçàíî òàê-
æå â ìîíîãðàôèè [3, ñ. 60�64].

1.5. Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, f : R+ ×Rd → Rd. (1.23)

Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.23) ïîíèìàþò ôóíêöèþ x(t), îïðåäåëåí-
íóþ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå |a, b|, êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà |a, b|
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è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ẋ(t) = f(t, x(t)) ∀t ∈ |a, b|. Åñëè îòîáðàæåíèå
f íåïðåðûâíî, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Rd ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1.23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, êîòîðîå ïðîäîëæèìî íà ïðîìåæóòîê
[0, c), ãäå ëèáî c = +∞, ëèáî lim

t→c−0
‖x(t)‖ = +∞.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé f òàêîå
îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëå-
äóþùèé ïðèìåð: ẋ = 1−2 signx. Ïðè x < 0 èìååì ẋ = 3, x(t) = 3t+ c1;
ïðè x > 0 èìååì ẋ = −1, x(t) = −t + c2. Ïðè âîçðàñòàíèè t êàæäîå
ðåøåíèå äîõîäèò äî ïðÿìîé x = 0, è äàëåå ïîëå íàïðàâëåíèé íå ïîç-
âîëÿåò ðåøåíèþ ñîéòè ñ íåå. Ïðîäîëæåíèå æå ðåøåíèÿ ïî ýòîé ïðÿìîé
íåâîçìîæíî, òàê êàê íà íåé ẋ(t) = 0, à 1− 2 signx(t) = 1.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ îáû÷-
íî èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå
À. Ô. Ôèëèïïîâó [140; 141; 143]. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ñòðîÿò ìíîæå-
ñòâî F (t, x), ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè f(t, x), åñëè ôóíêöèÿ f íåïðå-
ðûâíà â (t, x). Åñëè æå (t, x) � òî÷êà ðàçðûâà f, òî ìíîæåñòâî F (t, x)
çàäàåòñÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì. Îáû÷íî F (t, x) � íàèìåíüøåå âûïóê-
ëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îòîáðà-
æåíèÿ f(t, x∗), êîãäà x∗ → x. Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1.23) íàçûâàþò ðå-
øåíèÿ âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F (t, x), x(0) = x0, (1.24)

à ïîä ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (1.24) ïîíèìàþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóòêå [0, b|, äëÿ êîòîðîé ẋ(t) ∈
∈ F (t, x(t)) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, b|. Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå
F (x) = 1− 2 signx, x 6= 0, F (x) = [−1, 3] ïðè x = 0. Ðåøåíèÿ âêëþ÷å-
íèÿ óæå ïðîäîëæèìû ïî ïðÿìîé x = 0 è ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà ýòó ïðÿìóþ.

Îòîáðàæåíèå F : R+×Rd → comp (Rd) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííûì, åñëè ∀b > 0, ∃Mb > 0, ÷òî ᾱ(F (t, x), 0) 6 Mb ∀t ∈ [0, b],
∀x, ‖x‖ 6 b.

Ïóñòü D � ìíîæåñòâî ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé F : R+ × Rd → convRd, èçìåðèìûõ ïî t è ïîëóíåïðåðûâíûõ
ñâåðõó ïî x.

Ïðåäëîæåíèå 1.87 [143]. Ïóñòü F ∈ D. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå (1.24) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ êàæäîãî x0 ∈ Rd ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t) âêëþ÷åíèÿ (1.24),
êîòîðîå ïðîäîëæèìî íà ïðîìåæóòîê [0, c[, ãäå ëèáî c = +∞, ëèáî
lim

t→c−0
‖x(t)‖ = +∞;

2) ïóñòü âñå ðåøåíèÿ x(t) âêëþ÷åíèÿ (1.24) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè x0 ∈M ∈ comp (Rd) îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, b] è ïóñòü HF (M) �

111



ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ ðåøåíèé, òîãäà HF (M) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ïîäìíîæåñòâîì â C([0, b], Rd);

3) ïóñòü âñå ðåøåíèÿ x(t) âêëþ÷åíèÿ (1.24) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì x0 îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, b], òîãäà ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x∗0,
‖x∗0 − x0)‖ 6 δ, ∀F ∗ ∈ D, F ∗(t, x) ⊂ [coF (t[δ], [x]δ)]δ, êàæäîå ðåøåíèå
x∗(t) çàäà÷è ẋ∗ ∈ F ∗(t, x∗), x∗(0) = x∗0, ïðîäîëæèìî íà [0, b] è íàé-
äåòñÿ ðåøåíèå x(t) âêëþ÷åíèÿ (1.24), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
max
06t6b

‖x(t)− x∗(t)‖ 6 ε.
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ÃËÀÂÀ 2

ÒÅÎÐÅÌÛ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß
ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
È ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

2.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé, ïðàâûå
÷àñòè êîòîðûõ ìîãóò çàâèñåòü îò ω. Ââåäåííûå â ýòîì ïàðàãðàôå ðåøå-
íèÿ â äàëüíåéøåì â ïàðàãðàôå 2.4 áóäóò íàçâàíû ñèëüíûìè ðåøåíèÿìè,
è òàì æå áóäåò äîêàçàíà áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft,
r -ìåðíîå (Ft)−áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), ôóíêöèè f : R+ × Rd ×
×Ω→ Rd, g : R+×Rd×Ω→ Rd×r è (F0 )-èçìåðèìûé ñëó÷àéíûé âåêòîð
η(ω). Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t,ω) = f(t, x(t,ω),ω)dt + g(t, x(t,ω),ω)dW (t,ω). (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîä ðåøåíèåì x(t,ω) óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì η(ω) ïîíèìàåì d -ìåðíûé íåïðåðûâíûé (Ft) -
ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t,ω), îïðåäåëåííûé íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft, òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî t>0
t∫

0

‖f(s, x(s,ω),ω)‖ds <∞,
t∫

0

‖g(s, x(s,ω),ω)‖2ds <∞ ï. í. è äëÿ êàæ-

äîãî t ∈ R+ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t,ω) = η(ω) +

t∫
0

f(s, x(s,ω),ω)ds +

t∫
0

g(s, x(s,ω),ω)dW (s,ω),

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà, à âòîðîé � èíòåãðà-
ëîì Èòî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ À), åñëè:
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A1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ïðîöåññû f(·, x, ·) è g(·, x, ·) èç-
ìåðèìû è (Ft) -ñîãëàñîâàíû; ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω) îòîáðà-
æåíèÿ f(t, ·,ω) è g(t, ·,ω) íåïðåðûâíû ïî x ; ïðè âñåõ a ∈ R+ è b ∈ R+

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E
( a∫

0

(
β1(t, b,ω) + β2(t, b,ω)

)
dt
)
<∞,

ãäå

β1(t, b,ω) = sup
‖x‖6b

‖f(t, x,ω)‖, β2(t, b,ω) = sup
‖x‖6b

‖g(t, x,ω)‖2;

A2) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ V (x), îïðåäåëåííàÿ íà Rd

íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè V
′′′

xixjxl,
i, j, l = 1, . . . , d, òàêàÿ, ÷òî

V (x) > 0 ∀x 6= 0, V (0) = 0, è ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
k(t, a,ω), îïðåäåëåííîå íà R+ × R+ × Ω, êîòîðîå ïðè êàæäîì b ∈ R+

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïðîöåññîì, óäîâëåòâîðÿþùèì äëÿ ëþáûõ b ∈ R+,
a ∈ R+ óñëîâèþ

E
( a∫

0

k(t, b,ω)dt
)
<∞,

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ b ∈ R+, t ∈ R+, z ∈ Rd, y ∈ Rd, ‖z‖ 6 b, ‖y‖ 6 b,ω ∈ Ω
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

V
′

x(y − z)(f(t, y,ω)− f(t, z,ω)) +
1

2
tr
(
V
′′

x2(y − z)(g(t, y,ω)−

−g(t, z,ω))(g(t, y,ω)− g(t, z,ω))>
)
6 k(t, b,ω)V (y − z). (2.2)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ B), åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ Q(x), îïðåäåëåííàÿ íà Rd íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè
Q
′′′

xixjxl
i, j, l = 1, . . . , d, òàêàÿ, ÷òî lim

‖x‖→∞
Q(x) = ∞, è ñóùåñòâóåò âåùå-

ñòâåííûé èçìåðèìûé ïðîöåññ k1(t,ω) , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè êàæäîì
a ∈ R+ óñëîâèþ

E
( a∫

0

k1(t,ω)dt
)
<∞,

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+, x ∈ Rd, ω ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Q
′

x(x)f(t, x,ω)+
1

2
tr
(
Q
′′

x2(x)g(t, x,ω)g>(t, x,ω)
)
6k1(t,ω)(1+Q(x)). (2.3)
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Ëåììà 2.1. Ïóñòü ξ(t) � íåïðåðûâíûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé íåîò-
ðèöàòåëüíûé ïðîöåññ, σ� ìîìåíò îñòàíîâêè, σ(ω) <∞ ï. í., b ∈ R+,
è ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ 6σ èìååì E(ξ(τ)) 6 b. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P{ sup
06t6σ

ξ(t) > ε} 6 b

ε
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì τ = σ ∧ inf{t > 0 : ξ(t) > ε} . Òîãäà
{ω : sup

06t6σ
ξ(t) > ε} = {ω : ξ(τ) > ε}. Òåïåðü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
A) è B) ; (xn(t,ω), pn(t,ω)) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ (Ft) -
ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t> 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

xn(t,ω) = η(ω) +

t∫
0

f(τ, xn(τ,ω) + pn(τ,ω),ω)dτ+

+

t∫
0

g(τ, xn(τ,ω) + pn(τ,ω),ω)dW (τ); (2.4)

τn(b,ω) = inf{t : ‖xn(t,ω)‖ > b
6} ; ‖pn(t,ω)‖ 6 b

3 ïðè 0 6 t 6 τn(b,ω) ; ïðè
âñåõ b ∈ R+, a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
n→∞

E
( a∧τn(b,ω)∫

0

‖pn(t,ω)‖dt
)

= 0. (2.5)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî a ∈ R+ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

sup
t∈[0,a]

‖xn(t,ω)− xm(t,ω)‖ P→
n,m→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

h(t, b,ω) = sup
16i,j,l6d

sup
‖x‖6b

(∣∣V ′xi
(x)
∣∣k(t, b,ω) +

+
∣∣V ′′xixj

(x)
∣∣β1(t, b,ω) +

∣∣V ′′′xixjxl
(x)
∣∣β2(t, b,ω)

)
.
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Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ a ∈ R+, b ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

E

( a∫
0

h(t, b,ω)dt

)
= M(a, b) <∞. (2.6)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ a ∈ R+, b ∈ R+ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

( a∧τn(b,ω)∫
0

‖pn(t,ω)‖h(t, b,ω)dt

)
= 0. (2.7)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà
â (2.7) â âèäå

E

( a∧τn(b,ω)∫
0

‖pn(t,ω)‖h(t, b,ω)dt

)
= E

( a∧τn(b,ω)∫
0

‖pn(t,ω)‖h(t, b,ω)×

×1B1i
(t,ω)dt

)
+ E

( a∧τn(b,ω)∫
0

‖pn(t,ω)‖h(t, b,ω)1B2i
(t,ω)dt

)
, (2.8)

ãäå B1i = {(t,ω) : h(t, b,ω) > i}, B2i = {(t,ω) : h(t, b,ω) 6 i}.
Èç (2.6) èìååì

lim
i→∞

(µ× P )
{

(t,ω) : (t,ω) ∈ [0, τn(b,ω)]× Ω, h(t, b,ω) > i
}

= 0.

Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæ-
íî âûáðàòü i òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.8) îêàçàëîñü áû
ìåíüøå ε

2 . Çàôèêñèðóåì òàêîå i, à çàòåì, èñïîëüçóÿ (2.5), âûáåðåì íî-
ìåð Nε òàê, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.8) áûëî áû ìåíüøå ε

2 ïðè n >Nε,
îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (2.8) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.7). Äàëåå ôèêñèðóåì
íà âðåìÿ n,m, a è ïîëàãàåì

z(t) = xn(t,ω), y(t) = xm(t,ω), p(t) = pn(t,ω), q(t) = pm(t,ω),

α(t, b,ω) =

t∫
0

k(s, b,ω)ds, ψ(t) = exp(−α(t, b,ω)), γn,m = τn ∧ τm.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ èìååì

ψ(t ∧ a ∧ γn,m)V (z(t ∧ a ∧ γn,m)− y(t ∧ a ∧ γn,m)) =
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=

t∧a∧γn,m∫
0

ψ(s)
[
− k(s, b,ω)V (z(s)− y(s)) +

+ V
′

x(z(s)− y(s))(f(s, z(s) + p(s),ω)− f(s, y(s) + q(s),ω)) +

+
1

2
tr
(
V
′′

x2(z(s)− y(s))(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s) + q(s),ω))×

×(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s) + q(s),ω))>
)]
ds +

+

t∧a∧γn,m∫
0

ψ(s)V
′

x(z(s)−y(s))(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s)+q(s),ω))dW (s).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ A2) ïîëó÷àåì

ψ(t ∧ a ∧ γn,m)V (z(t ∧ a ∧ γn,m)− y(t ∧ a ∧ γn,m))6

6

t∧a∧γn,m∫
0

ψ(s)
[
k(s, b,ω)(V (z(s) + p(s)− y(s)− q(s))−

−V (z(s)− y(s))) + (V
′

x(z(s)− y(s))− V
′

x(z(s) + p(s)− y(s)− q(s)))×
×(f(s, z(s) + p(s),ω)− f(s, y(s) + q(s),ω)) +

+
1

2
tr
((
V
′′

x2(z(s)− y(s))− V
′′

x2(z(s) + p(s)− y(s)− q(s))
)
×

×(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s) + q(s),ω))(g(s, z(s) + p(s),ω)−

− g(s, y(s) + q(s),ω))>
)]
ds +

t∧a∧γn,m∫
0

ψ(s)V
′

x(z(s)− y(s))×

×(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s) + q(s),ω))dW (s)6

6c

t∧a∧γn,m∫
0

sup
16i,j,l6d

sup
‖x‖6a

(∣∣V ′xi
(x)
∣∣k(t, b,ω) +

+
∣∣V ′′xixj

(x)
∣∣β1(t, b,ω) +

∣∣V ′′′xixjxl
(x)
∣∣β2(t, b,ω)

)
(‖p(s)‖+ ‖q(s)‖)ds +

+

t∧a∧γn,m∫
0

ψ(s)V
′

x(z(s)− y(s))(g(s, z(s) + p(s),ω)−
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−g(s, y(s) + q(s),ω))dW (s) = c

t∧a∧γn,m∫
0

h(s, b,ω)(‖p(s)‖+ ‖q(s)‖)ds +

+

t∧a∧γn,m∫
0

V
′

x(z(s)− y(s))(g(s, z(s) + p(s),ω)− g(s, y(s)+q(s),ω))dW (s).

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäûäóùèì îáîçíà÷åíèÿì, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà äëÿ ëþáîãî b ∈ R+ è äëÿ ëþáîãî (Ft) -ìîìåíòà îñòàíîâêè τ,
0 6 τ 6 a ∧ γn,m, èìååì íåðàâåíñòâî

E(exp(−α(τ, b,ω)V (xn(τ,ω)− xm(τ,ω))))6

6cE

( a∧τn∫
0

h(s, b,ω)‖pn(s,ω)‖ds +

a∧τm∫
0

h(s, b,ω)‖pm(s,ω)‖ds
)
.

Ïî ëåììå 2.1

sup
06t6a∧γn,m

exp(−α(t, b,ω))V (xn(t,ω)− xm(t,ω))
P→

n,m→∞
0.

Ìíîæèòåëü exp(−α(t, b,ω)) ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îí íå çàâèñèò îò
n,m. Îòñþäà è èç ñâîéñòâ ôóíêöèè V ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

sup
06t6a∧γn,m

‖xn(t,ω)− xm(t,ω)‖ P→
n,m→∞

0. (2.9)

Îïÿòü âðåìåííî ïîëîæèì

z(t) = xn(t,ω), ψ1(t) = exp(−α3(t,ω)−Q(η(ω))),

α3(t,ω) =

t∫
0

k1(s,ω)ds, p(t) = pn(t,ω).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî è óñëîâèå Â), èìååì

ψ1(t ∧ τn)(1 + Q(z(t ∧ τn))) 6 exp(−Q(η))(1 + Q(η)) +

+

t∧τn∫
0

ψ1(s)
[
k1(s,ω)(Q(z(s) + p(s))−Q(z(s))) +

+ (Q
′

x(z(s))−Q
′

x(z(s) + p(s)))f(s, z(s) + p(s),ω) +
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+
1

2
tr
(
(Q

′′

x2(z(s))−Q
′′

x2(z(s) + p(s)))g(s, z(s),ω)g>(s, z(s),ω)
)]
ds +

+

t∧τn∫
0

ψ1(s)Q
′

x(z(s))g(s, z(s,ω),ω)dW (s) 6 c1(exp(−Q(η))(1 + Q(η)) +

+

t∧τn∫
0

(
sup

16i6d
sup
‖x‖6b

∣∣Q′xi
(x)
∣∣k1(s,ω) + sup

16i,j6d
sup
‖x‖6b

∣∣Q′′xixj
(x)
∣∣β1(s, b,ω)) +

+ sup
16i,j,l6d

sup
‖x‖6b

∣∣Q′′′xixjxl
(x)
∣∣β2(s, b,ω))

)
‖p(s)‖ds +

+

t∧τn∫
0

ψ1(s)Q
′

x(z(s))g(s, z(s,ω),ω)dW (s)) = c1(exp(−Q(η))(1 + Q(η))+

+

t∧τn∫
0

h1(s,ω, b)‖p(s)‖ds +

t∧τn∫
0

ψ1(s)Q
′

x(z(s))g(s, z(s,ω),ω)dW (s)),

ãäå
h1(t,ω, b) = sup

16i6d
sup
‖x‖6b

∣∣Q′xi
(x)
∣∣k1(s,ω) +

+ sup
16i,j6d

sup
‖x‖6b

∣∣Q′′xixj
(x)
∣∣β1(s, b,ω) + sup

16i,j,l6d
sup
‖x‖6b

∣∣Q′′′xixjxl
(x)
∣∣β2(s, b,ω).

Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ, 06τ6a∧τn, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî

E(ψ1(τ)(Q(xn(τ,ω))) + 1) 6 c1c2 + c1E(

a∧τn∫
0

h1(s,ω, b)‖pn(s)‖ds),

ãäå
c2 = sup

y∈[0,+∞[

exp(−Q(y))(1 + Q(y)).

Ñîîòíîøåíèå (2.7) ñïðàâåäëèâî è ïîñëå çàìåíû ïðîöåññà h íà h1, ò. å.

lim
n→∞

E(

a∧τn∫
0

h1(s,ω, b)‖pn(s,ω)‖ds) = 0.

Äëÿ ëþáîãî b > 0 ñóùåñòâóåò ν(b) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > ν(b)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E(

∫ a∧τn
0 h1(t,ω, b)‖pn(t,ω)‖dt) 6 1. Òåïåðü äëÿ

119



âñåõ n > ν(b) èìååì E(ψ1(τ)(Q(xn(τ,ω))) + 1) 6 c1c2 + c1. Äëÿ ëþáîãî
d > 0 è âñåõ n > ν(b) ñîãëàñíî ëåììå 2.1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

{
sup

t6a∧τn
ψ1(t)Q(xn(t,ω)) > d

}
6
c1c2 + c1

d
.

Ïóñòü d(b) = inf
‖x‖> b

10

(Q(x))1/2. Ïîñêîëüêó lim
‖x‖→+∞

Q(x) = +∞, òî

d(b) →
b→+∞

+∞. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååì

lim
b→∞

sup
n>ν(b)

P

{
sup

t6a∧τn
ψ1(t)Q(xn(t,ω)) > d(b)

}
= 0. (2.10)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
b→∞

sup
n>ν(b)

P{τn(b,ω) < a} = 0. (2.11)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàâåíñòâî (2.11) íå èìååò
ìåñòà, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî r0 > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë mi → +∞, ni>ν(mi) òàêèå, ÷òî P{τni

(mi) < a}>r0 ïðè âñåõ i ∈ N.
Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå ñîîòíîøåíèå

0 = lim
b→+∞

sup
n>ν(b)

P

{
sup

t6a∧τn(b,ω)

ψ1(t)Q(xn(t,ω)) > d(b)

}
>

> lim sup
i→+∞

P
{

sup
t61∧τni(mi,ω

ψ1(t)Q(xni
(t,ω)) > b(mi)

}
>

> lim sup
i→+∞

P
{
ψ1(τni

(mi,ω))Q(xni
(τni

(mi,ω),ω)) > b(mi), τni
(mi,ω) < a

}
>

> lim sup
i→+∞

P
{
ψ1(a)d(mi) > 1, τni

(mi,ω) < a} > 0.

Òåïåðü ëåììà âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (2.9), (2.11). �

Òåîðåìà 2.1. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
A) è B), òî äëÿ ëþáîãî (F0) -èçìåðèìîãî âåêòîðà η(ω) óðàâíåíèå (2.1)
èìååò ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ïðîöåñ-
ñû xn(t,ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ t ∈ [0, 1

n ]

xn(t,ω) = η(ω) +

t∫
0

f(τ,η(ω),ω)dτ+

t∫
0

g(τ,η(ω),ω)dW (τ,ω),
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äëÿ t ∈ [kn ,
k+1
n ], k = 1, 2, . . . , xn(t,ω) =

= xn(k/n,ω)+

t∫
k/n

f(τ, xn(k/n,ω),ω)dτ+

t∫
k/n

g(τ, xn(k/n,ω),ω)dW (τ,ω),

ãäå èíòåãðàëû ïî dτ ïðè êàæäîì ω ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè Ëåáåãà, à ïî
dW (τ,ω) � èíòåãðàëàìè Èòî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ xn(t,ω) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

xn(t,ω) = η(ω) +

t∫
0

f(τ, xn(τ,ω) + pn(τ,ω),ω)dτ+

+

t∫
0

g(τ, xn(τ,ω) + pn(τ,ω),ω)dW (τ,ω), (2.12)

ãäå pn(t,ω) = xn(κn(t),ω) − xn(t,ω), κn(t) =

[
[tn]
]

n

([
[tn]
]
� öå-

ëàÿ ÷àñòü ÷èñëà tn
)
. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîöåññû xn(t,ω)

îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0,+∞). Îïðåäåëèì τbn êàê ìîìåíò ïåðâî-
ãî âûõîäà ïðîöåññà xn(t,ω) èç øàðà ‖x‖ 6 b

6 , òîãäà ‖pn(t,ω)‖ 6 b
3 ïðè

0 6 t 6 τbn. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà pn(t,ω) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå
[κn(t), κn(t) + 1/n) åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

−pn(t,ω) =

t∫
κn(t)

f(s, xn(κn(s)),ω)ds +

t∫
κn(t)

g(s, xn(κn(s)),ω)dW (s,ω).

Ïóñòü vn(t,ω) = ‖pn(t,ω)1A(t,ω)‖ , ãäå A = {(t,ω) : 06 t6τbn}. Äëÿ
ëþáûõ ε > 0, δ > 0, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.50, èìååì íåðàâåíñòâî

P
{
vn(t,ω) > 2ε

}
6 P

{ t∫
κn(t)

sup
‖x‖6b

‖f(s, x,ω)‖ds > ε
}

+

+ P

{ t∫
κn(t)

sup
‖x‖6b

‖g(s, x,ω)‖2ds > δ

}
+
δ

ε2
. (2.13)
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Íåðàâåíñòâî (2.13) ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì A1) è ïðåäëîæåíèåì 1.9 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

vn(t,ω)
P→

n→∞
0. (2.14)

Ïîñêîëüêó vn(t,ω)6 b
3 , òî èç (2.14), èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè è òåîðåìó

Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R+,
b ∈ R+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

( a∧τbn∫
0

‖pn(t,ω)‖dt
)

= lim
n→∞

a∫
0

E(vn(t,ω))dt = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn(t,ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.5)
ëåììû 2.2. Èç ëåììû 2.2 è ïðåäëîæåíèÿ 1.47 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà x(t,ω) òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R+

sup
t∈[0,a]

(‖xn(t,ω)− x(t,ω)‖) P→
n→∞

0.

ßñíî, ÷òî òàêæå

sup
t∈[0,a]

(‖xn(κn(t),ω)− x(t,ω)‖) P→
n→∞

0. (2.15)

Ïðîöåññ x(t,ω) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì, òàê êàê ýòèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàþò ïðîöåññû xn(t,ω). Ïóñòü b ∈ R+, τ(b,ω) = inf{t :
‖x(t,ω)‖ > b}. Çàôèêñèðóåì t ∈ R+ è âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnk

(κnk
(s),ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn(κn(s),ω), ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî

ïî s ∈ [0, t] ï. í. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè,
èìååì

lim
k→∞

E

(∥∥∥∥
t∧τ(b,ω)∫

0

(g(s, xnk
(κnk

(s),ω),ω)− g(s, x(s,ω),ω))dW (s)

∥∥∥∥2)
=

= lim
k→∞

E

( t∧τ(b,ω)∫
0

‖g(s, xnk
(κnk

(s),ω),ω)− g(s, x(s,ω),ω)‖2ds

)
= 0,

lim
k→∞
‖

t∧τ(b,ω)∫
0

(f(s, xnk
(κnk

(s),ω),ω)− f(s, x(s,ω),ω))ds‖ = 0 ï. í.

(2.16)
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Äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnki
(κnki

(s),ω) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî [ïðåäë. 1.54]

lim
i→∞

t∧τ(b,ω)∫
0

g(s, xnki
(κnki

(s),ω),ω)dW (s) =

=

t∧τ(b,ω)∫
0

g(s, x(s,ω),ω)dW (s) ï. í. (2.17)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.12), (2.16), (2.17) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
bl →

l→∞
∞ èìååì

x(t ∧ τ(bl,ω),ω) = η(ω) +

t∧τ(bl,ω)∫
0

f(s, x(s,ω),ω)ds +

+

t∧τ(bl,ω)∫
0

g(s, x(s,ω),ω)dW (s) ï. í. (2.18)

Èç (2.11), (2.15) ñëåäóåò

lim
l→∞

(τ(bl,ω) ∧ t) = t ï. í.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.18) ïðè l → ∞, óáåæäàåìñÿ, ÷òî x(t,ω) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè V (x) = ‖x‖2, Q(x) = ‖x‖2, òî íåðàâåíñòâà
(2.2), (2.3) èìåþò âèä

2(y − z)>(f(t, y,ω)− f(t, z,ω)) + tr
(
(g(t, y,ω)− g(t, z,ω))×

×(g(t, y,ω)− g(t, z,ω))>
)
6 k(t, b,ω)‖y − z‖2, (2.19)

2x>f(t, x,ω) + tr(g(t, x,ω)g>(t, x,ω)) 6 k1(t,ω)(1 + ‖x‖2). (2.20)

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî x, åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ R+ ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé

ïðîöåññ kb(t,ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ E
( a∫

0

k2
b (t,ω)dt

)
< ∞
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è ïðè âñåõ t ∈ R+,ω ∈ Ω, x, y ∈ Rd, ‖x‖ 6 b, ‖y‖ 6 b âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

‖f(t, x,ω)− f(t, y,ω)‖+ ‖g(t, x,ω)− g(t, y,ω)‖ 6 kb(t,ω)‖x− y‖.

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà
ïî x, åñëè ïðè âñåõ ω ∈ Ω, t ∈ R+, x ∈ Rd

‖f(t, x,ω)‖+ ‖g(t, x,ω)‖ 6m(t,ω)(1 + ‖x‖),

ãäå m(t,ω) � èçìåðèìûé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî ïðè êàæäîì a ∈ R+

E
( a∫

0

m2(t,ω)dt
)
<∞.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g, óäîâëåòâîðÿþùèå ëîêàëüíîìó óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî x, óäîâëåòâîðÿþò òàêæå íåðàâåíñòâó (2.19), à îòîáðà-
æåíèÿ f, g, èìåþùèå ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî x, óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó (2.20). Ïðèâåäåì ïðèìåð îòîáðàæåíèé f è g, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ A), íî íå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.19): g(t, x,ω) ≡ 0,

x = (x1, x2) ∈ R2, f(t, x,ω) = (−x
1
3
1

1
2x

1
3
1 )>. Åñëè V (x1, x2) = x2

1 +
+ x1x2 + x2

2, òî

V
′

x(y − z)(f(t, y,ω)− f(t, z,ω)) = −3

2
(y

1
3
1 − z

1
3
1 )2(y

2
3
1 + y

1
3
1 z

1
3
1 + z

2
3
1 ) 6 0,

â òî âðåìÿ êàê

(y − z)>(f(t, y,ω)− f(t, z,ω)) = (y1 − z1)
4
3 + (y2 − z2)

4
3 .

2.2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðå-
øåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dX(t) = f(t,X(t)) dt + g(t,X(t)) dW (t), X ∈ Rd, (2.21)

ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿìè f : R+×Rd → Rd, g : R+×Rd →
→ Rd×d.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíà À. Â. Ñêî-
ðîõîäîì [128] ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû
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è îãðàíè÷åíû. Äàëåå Í. Â. Êðûëîâ [65] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî èçìåðèìîñòè, îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé
f, g è íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû g (λ>gg>λ > ν‖λ‖2, ν > 0, ∀λ ∈ Rd).
Çàòåì óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû g áûëî îñëàáëåíî. À. Þ. Âå-
ðåòåííèêîâ [28] óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = f (1)(t, x(t), y(t)) dt + g(1)(t, x(t), y(t)) dW (t),

dy(t) = f (2)(t, x(t), y(t)) dt + g(2)(t, x(t), y(t)) dW (t), (2.22)

x ∈ Rl, y ∈ Rd−l, ñëàáûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ñëåäóþùèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ: ôóíêöèè f (1), f (2), g(1) è g(2) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ, îãðà-
íè÷åíû è íåïðåðûâíû ïî y, ìàòðèöà g(1) íå âûðîæäåíà. Àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [256]. Â ðàáîòå [271] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.21) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíê-
öèè f è g ÿâëÿëèñü èçìåðèìûìè, èìåëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïðè
‖X‖ → ∞ è çàìûêàíèå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñëàáîé âûðîæäåííîñòè
îòîáðàæåíèÿ g, ò. å. ìíîæåñòâà {(t,X)|

∫
U(t,X)

(det gg>(τ, y))−1 dτ dy =∞
äëÿ êàæäîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,X) òî÷êè (t,X)} è ìíîæåñòâà òî-
÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f èëè g ñîäåðæàëîñü âî ìíîæåñòâå íóëåé îòîáðà-
æåíèé f è g.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðå-
øåíèé, îáîáùàþùóþ ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû. ×òîáû ðàññìàò-
ðèâàòü è ðåøåíèÿ, òðàåêòîðèè êîòîðûõ ìîãóò óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü çà
êîíå÷íîå âðåìÿ, ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ [24].

Ïóñòü R̂d = Rd ∪ {∆} � îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ Rd. ×åðåç

Ĉd îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé h ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: h :
[0,+∞)→ R̂d, h íåïðåðûâíà è h(t

′
) = ∆, åñëè t

′
>t è h(t) = ∆. Ìîìåíò

e(h) = inf{t : h(t) = ∆} íàçûâàåì ìîìåíòîì âçðûâà äëÿ ôóíêöèè h.

Ïóñòü B(Ĉd) �σ -àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ áîðåëåâñêèìè öèëèíäðè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè:
1) ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì

Ft è îòîáðàæåíèå X : Ω→ Ĉd òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω)→ X(t,ω) ∈
∈ R̂d � (β(R+)× F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà;

2) ñóùåñòâóåò (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), W (0) = 0 ï. í.;
3) åñëè σn(ω) = inf{t : ‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .∫ σn

0 ‖f(s,X(s))‖ ds <∞,
∫ σn

0 ‖g(s,X(s))‖2 ds <∞ ï. í.;
4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X(t) = X(0) +

∫ t

0

f(τ, X(τ)) dτ+

∫ t

0

g(τ, X(τ)) dW (τ),
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ãäå e = e(X(ω)) � ìîìåíò âçðûâà X(ω) ,
òî íàáîð (X,Ω,F, P,Ft,W (t), e) (èëè êîðî÷å X ) íàçûâàåì ñëàáûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21).

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë t ∈ [0, e(ω)) →
∫ t

0 g(τ, X(τ)) dW (τ) â
óñëîâèè 4) ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè σn(ω) = inf{t :
‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . íà ïðîìåæóòêå t ∈
∈ [0,σn(ω)) îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå (t,ω) →

∫ t

0 g(τ, X(τ)) dW (τ) =:∫ t

0 g(τ, X(τ))1[0,σn(ω)) dW (τ), è ïîýòîìó îíî îïðåäåëåíî íà [0, e(ω)), òàê
êàê e(ω) = lim

n→∞
σn(ω) ï. í.

Åñëè X � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.21), à σ � (Ft) -ìîìåíò îñòà-
íîâêè, σ 6 e , òî íàáîð (X,σ) áóäåì íàçûâàòü ñëàáûì ðåøåíèåì íà ïðî-
ìåæóòêå [0,σ|.

Ìàòðèöà σ(t,X) = g(t,X)g>(t,X) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîò-
ðèöàòåëüíîé, à îòîáðàæåíèå (t,X) → σ(t,X) � èçìåðèìî ïî Áîðåëþ.
Ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T (t,X) è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
Λ(t,X) = diag{λ1, λ2, . . . , λd} òàêèå, ÷òî σ = TΛT>, ïðè÷åì îòîáðà-
æåíèÿ (t,X) → T (t,X), (t,X) → Λ(t,X) òàêæå èçìåðèìû ïî Áîðå-
ëþ (ïðåäëîæåíèå 1.81). Ïóñòü g∗ = T diag{

√
λ1, . . . ,

√
λd}T>. Íå íàðó-

øàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (2.21) g = g∗. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèå (t,X) → P (t,X)
ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíûõ d × d -ìàòðèö òàêîå, ÷òî
g∗ = gP. Åñëè M(t) =

∫ t

0 g
∗(s,X(s)) dW (s), t ∈ [0, e), òî M(t) =

=
∫ t

0 g(s,X(s)) dW̃ (s), ãäå W̃ (t) =
∫ t

0 P (s,X(s)) dW (s)
(
P (t,X(t,ω)) =

= I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, åñëè t > e(X(ω))
)
, ÿâëÿåòñÿ äðóãèì (Ft) -

ñîãëàñîâàííûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì [24, c. 97�98]. Ïîýòîìó åñëè ñó-
ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå (X,Ω,F, P,Ft,W (t), e) óðàâíåíèÿ (2.21) ñ ôóíê-
öèåé g∗, òî (X,Ω,F, P,Ft, W̃ (t), e)� ñëàáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ
ôóíêöèåé g.

Âûáåðåì ñòðîêè ìàòðèöû g ñ íîìåðàìè α1, . . . ,αl, α1 < · · · < αl,
è ïóñòü αl+1 < · · · < αd � íîìåðà îñòàâøèõñÿ ñòðîê. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

σα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd) =

gα1
g>α1

. . . gα1
g>αl

. . . . . . . . .
gαl

g>α1
. . . gαl

g>αl

 ,

ãäå gαj
� ñòðîêà ñ íîìåðîì αj ìàòðèöû g.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1(α1, . . . ,αl) ìíîæåñòâî òî÷åê
(t, xα1

, . . . , xαl
) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíî-

ñòè U(t,xα1 ,...,xαl)
òî÷êè (t, xα1

, . . . , xαl
) ñóùåñòâóåò ÷èñëî b >

> 0, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ p : U(t,xα1 ,...,xαl)
→ [0,∞], ãäå
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p(t, xα1
, . . . , xαl

) = sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Db
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1, Db
2 =

= {(xαl+1
, . . . , xαd

) : (x2
αl+1

+. . .+x2
αd

)1/26b}, íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áî-
ðåëþ. Ïóñòü H2(α1, . . . ,αl)� ìíîæåñòâî òî÷åê (t, xα1

, . . . , xαl
), ïðèíàä-

ëåæàùèõ äîïîëíåíèþ Hc
1(α1, . . . ,αl) ìíîæåñòâà H1(α1, . . . ,αl) òàêèõ,

÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,xα1 ,...,xαl)
òî÷êè (t, xα1

, . . . , xαl
)

ñóùåñòâóåò ÷èñëî b > 0, ïðè êîòîðîì èíòåãðàë∫
U(t,xα1 ,...,xαl )

sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Db
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1 dt dxα1
. . . dxαl

ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè
(
ïîä äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà H1(α1, . . . ,αl) ïî-

íèìàåì äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

), à ïîä
îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ � îêðåñòíîñòü, îòêðûòóþ â ïðîñòðàíñòâå òåõ
æå ïåðåìåííûõ (t, xα1

, . . . , xαl
). Åñëè {α1, . . . ,αl} = ∅, òî ïîëàãàåì

H1(α1, . . . ,αl) = H2(α1, . . . ,αl) = ∅, åñëè æå {α1, . . . ,αl} = {1, . . . , d},
òî ñ÷èòàåì, ÷òî

sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Db
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1 = (detσ1,...,d(t, x1, . . . , xd))
−1
)
.

Ïóñòü Ĥ(α1, . . . ,αl) = H1(α1, . . . ,αl)
⋃

H2(α1, . . . ,αl).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ h(t, x1, . . . , xd) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ C), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
{α1, . . . ,αl} ⊆ {1, . . . , d}, α1 < . . . < αl, òàêîå, ÷òî

1) ôóíêöèÿ h ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) íåïðå-
ðûâíà ïî îñòàâøèìñÿ êîìïîíåíòàì (xαl+1

, . . . , xαd
) âåêòîðà X;

2) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) íàéäåòñÿ çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî F ñî ñâîéñòâàìè: à) F ⊃ Ĥ(α1, . . . ,αl); á) ìíîæåñòâî
{(t, x1, . . . , xd) : (t, xα1

, . . . , xαl
) ∈ F} ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó òî÷åê

íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ h.
Ôóíêöèÿ h : R+ × Rd → Rd×r íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè-

÷åííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî b > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ N(b) òàêàÿ, ÷òî
‖h(t,X)‖ 6N(b) äëÿ âñåõ t ∈ [0, b], X ∈ B(0, b).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå êëàññû ôóíêöèé h, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ Ñ).

1. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè h(t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ñ). ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà F íóæíî âçÿòü ìíîæåñòâî R+×
×Rd.

2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå g(t,X) èçìåðèìî ïî Áîðåëþ è íåâûðîæäåíî,
ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ λ > 0 òàêàÿ, ÷òî det gg>(t,X)>λ äëÿ ëþáûõ
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(t,X) ∈ R+ × Rd. Òîãäà, ïîëàãàÿ {α1, . . . ,αl} = {1, . . . , d}, ïîëó÷àåì,
÷òî ìíîæåñòâî Ĥ(1, . . . , d) ïóñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ
èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñ).

3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå g(t,X) èçìåðèìî ïî Áîðåëþ, ôóíêöèÿ
σα1,...,αl

(t, x1, . . . , xd) ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) íåïðå-
ðûâíà ïî îñòàâøèìñÿ êîìïîíåíòàì (xαl+1

, . . . , xαd
) âåêòîðà X, è äëÿ ëþ-

áîé òî÷êè (t, xα1
, . . . , xαl

) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî b > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî γ > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ âñåõ
(t, xα1

, . . . , xαl
) ∈ U íåðàâåíñòâó

inf
(xαl+1

,...,xαd)∈Db
2

detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd) > γ.

Òîãäà ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ h(t, x1, . . . , xd), íåïðå-
ðûâíàÿ ïî ïåðåìåííûì (xαl+1

, . . . , xαd
) ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ

(t, xα1
, . . . , xαl

), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñ).

Ïóñòü: g(1) � (l × d)-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðâûõ l ñòðîê ìàò-
ðèöû g; g(2) � ((d − l) × d)-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç îñòàâøèõñÿ ñòðîê
ìàòðèöû g; f (1) � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ l êîìïîíåíò âåêòîðà f ;
f (2) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò âåêòîðà f ; X =
= (x, y), x ∈ Rl, y ∈ Rd−l; σ(1) = g(1)g(1)>; B1(0, b) = {x ∈ Rl : ‖x‖ 6 b},
B2(0, b) = {y ∈ Rd−l : ‖y‖6b}; H1 = {(t, x) ∈ R+×Rl : äëÿ ëþáîé îòêðû-
òîé îêðåñòíîñòè U(t,x) òî÷êè (t, x) ñóùåñòâóåò b > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ

(t, x) → sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1, (t, x) ∈ U, íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî

Áîðåëþ}, H2 = {(t, x) ∈ Hc
1 : äëÿ ëþáîé îòêðûòîé â R+×Rl îêðåñòíîñòè

U(t,x) òî÷êè (t, x) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a > 0, ÷òî èíòåãðàë∫
U(t,x)

sup
y∈B2(0,a)

(detσ(1)(τ, z, y))−1 dτ dz

ðàâåí ∞}; Ĥ = H1

⋃
H2.

Ïóñòü A ⊂ R+ ×Rl. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ac = (R+×Rl)\A; (A)γ = {(t, x) ∈ R+×Rl : inf
(s,y)∈A

(|t−s|+‖x−y‖)6γ};

(A)cγ = (R+ ×Rl) \ (A)γ; (A)γ = ∅, åñëè A = ∅.

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âèäà (2.22) ñ ïîñòðîåííûìè âû-
øå ôóíêöèÿìè f (1), f (2), g(1), g(2).
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Ëåììà 2.3. Ïóñòü: ôóíêöèè f (1), f (2), g(1) è g(2) � èçìåðèìû ïî
Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû; (Ω, F, P, Ft, W (t), x(t), y(t), t ∈ R+) �
ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.22); ψ(t, x, y) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðè-
ìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì b > 0 îòîáðàæåíèå
(t, x)→ sup

y∈B2(0,b)

ψ(t, x, y) èçìåðèìî ïî Áîðåëþ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ R+

è b ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)ψ(t, x(t), y(t)) dt

)
6

6 c(a, b, l, d)

( ∫
[0,a]×B1(0,b)

sup
y∈B2(0,b)

ψl+1(t, x, y) dt dx

)1/(l+1)

, (2.23)

ãäå τb = inf{t : ‖x(t)‖∨ ‖y(t)‖ > b}, c(a, b, l, d) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ
ëèøü îò a, b, l, d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå b > 0, a > 0. Ïóñòü
r : R+×Rl → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì q(t, x) = r(a−t, x)
äëÿ 0 6 t 6 a, ‖x‖ 6 b, è q(t, x) = 0 äëÿ t < 0, t > a è ‖x‖ > b. Ïî ëåììå
Êðûëîâà (ïðåäë. 1.75) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ z(t, x)60, ðàâ-
íàÿ íóëþ ïðè t < 0 è òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è äëÿ
âñåõ (t, x) ∈ R+ ×B1(0, b) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) c1(b, l)(detσ(1)(a−t, x, y))1/(l+1)qn(t, x)6−∂zn(t, x)

∂t
+

1

2

l∑
i,j=1

σ(1)ij(a−

− t, x, y)
∂2zn(t, x)

∂xi∂xj
, ãäå c1(b, l) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, σ(1)ij � êîì-

ïîíåíòû ìàòðèöû σ(1),

σ(1)ij(a− t, x, y) = 0 ïðè t > a,

zn(t, x) � ñâåðòêà ôóíêöèé z(t, x), Jn(t, x), ò. å.

zn(t, x) = z(t, x) ∗ Jn(t, x) =

∫
|t−τ|61/n, ‖x−η‖61/n

z(τ,η)Jn(t− τ, x− η) dτ dη,

qn(t, x) = q(t, x) ∗ Jn(t, x)

(ôóíêöèè Jn(t, x) îïðåäåëåíû ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ïðåäëîæåíèÿ 1.75);
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2) åñëè d ∈ Rl, c > 0 òàêîâû, ÷òî ‖d‖ 6 bc/2, òî

l∑
i=1

∂zn(t, x)

∂xi
di > czn(t, x)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ ×B1(0, b);
3) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c2(b, l) òàêàÿ, ÷òî

|z(t, x)| 6 c2(b, l)

( ∫
[0,t]×B1(0,b)

ql+1(s, x) ds dx

)1/(l+1)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ ×Rl.
Îáîçíà÷èì

I(qn) =

a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)qn(a− t, x(t)) dt.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî è ñîîòíîøåíèÿ 1)�3), ïðèâåäåííûå âûøå, èìååì

E(I(qn)) 6
1

c1
E

( a∧τb∫
0

(
−∂zn(a− t, x(t))

∂t
+

1

2

l∑
i,j=1

σ(1)ij(t, x(t), y(t))×

×∂
2zn(a− t, x(t))

∂xi∂xj

)
dt

)
=

1

c1
E

(
zn(a− (a ∧ τb), x(a ∧ τb))− zn(a, x(0))−

−
a∧τb∫
0

l∑
i=1

d∑
j=1

∂zn(a− t, x(t))

∂xi
g(1)ij(t, x(t), y(t))dW j(t)−

−
a∧τb∫
0

l∑
i=1

∂zn(a− t, x(t))

∂xi
f (1)i(t, x(t), y(t)) dt

)
6

6 c3(a, b, l, d) sup
06t6a, x∈B1(0,b)

|zn(a−t, x)|6c3(a, b, l, d) sup
06t6a, x∈B1(0,b)

|z(a−t, x)| 6

6 c4(a, b, l, d)

( ∫
[0,a]×B1(0,b)

ql+1(a− t, x) dt dx

)1/(l+1)

. (2.24)
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.24) è ëåììó Ôàòó, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

c4

( ∫
[0,a]×B1(0,b)

rl+1(t, x) dt dx

)1/(l+1)

= c4

( ∫
[0,a]×B1(0,b)

ql+1(a− t, x) dt dx

)1/(l+1)

>

> lim inf
n→∞

E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)qn(a− t, x(t)) dt

)
>

> E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1) lim inf
n→∞

qn(a− t, x(t)) dt

)
>

> E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)q(a− t, x(t)) dt

)
=

= E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)r(t, x(t)) dt

)
. (2.25)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé r(t, x). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ìîíîòîííûõ êëàññàõ
(ïðåäëîæåíèå 1.18), çàêëþ÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.25) âåðíî è äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé r(t, x).

Ïóñòü ψ(t, x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-
ÿì ëåììû 2.3, òîãäà, ïðèìåíÿÿ óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê ôóíêöèè
r(t, x) = sup

y∈B2(0,b)

ψ(t, x, y), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)ψ(t, x(t), y(t)) dt

)
6

6 E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1) sup
y∈B2(0,b)

ψ(t, x(t), y) dt

)
6

6 c(a, b, l, d)

( ∫
[0,a]×B1(0,b)

sup
y∈B2(0,b)

ψl+1(t, x, y) dt dx

)1/(l+1)

.

Ëåììà 2.3 äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.3 è ïóñòü
ψ(t, x, y) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ íåïðåðûâíàÿ ïî y
ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x) ∈ R+×Rl ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
a ∈ R+ è b ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c(a, b, l, d) òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊃ Ĥ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

E

( a∧τa∫
0

1(F )cε
(t, x(t))ψ(t, x(t), y(t)) dt

)
6 c(a, b, l, d)×

×
(∫

A

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y∈B2(0,b)

ψl+1(t, x, y) dt dx

)1/(l+1)

,

ãäå τb = inf{t : ‖x(t)‖ ∨ ‖y(t)‖ > b}, A = ([0, a]×B1(0, b)) ∩ (F )cε.

Äåéñòâèòåëüíî, èçìåðèìîñòü ïî Áîðåëþ ôóíêöèè (t, x) →
→ 1(F )cε

(t, x) sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1/(l+1), (t, x) ∈ [0, a] × B1(0, b),

âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ F è Ĥ. Òåïåðü äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2.1 äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 2.3 ê ôóíêöèè
ψ1(t, x, y) = 1(F )cε

(t, x)(detσ(1)(t, x, y))−1/(l+1) sup
y∈B2(0,b)

ψ(t, x, y) (ñ÷èòàåì,

÷òî ψ1(t, x, y) = 0, åñëè 1(F )cε
(t, x) = 0 ). �

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîñòðîèì âåêòîð fn(t,X) è ìàòðèöó gn(t,X).
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.82 ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t,X) = diag ((λ1(t,X))1/2, . . . , (λd(t,X))1/2), λ1> . . .>
λd > 0, è îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû T (t,X) è P (t,X) òàêèå, ÷òî g = TΛP,
ãäå λi, i = 1, . . . , d, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû gg>, T � ìàò-
ðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé � ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû gg> (òî÷íåå íå
ìàòðèöû Λ, T, P, à îòîáðàæåíèÿ (t,X) → Λ(t,X), (t,X) → T (t,X),
(t,X)→ P (t,X) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ). Â êà÷åñòâå âåêòîðà fn âîçüìåì

fn(t,X) = col(f 1
n(t,X), . . . , fd

n(t,X)), f i
n(t,X) = (f i(t,X) ∨ (−n)) ∧ n,

i = 1, . . . , d, à â êà÷åñòâå ìàòðèöû gn âîçüìåì

gn = T diag(((λ1 + 1/n) ∧ n)1/2, . . . , ((λd + 1/n) ∧ n)1/2)P.

Ìàòðèöó gn è âåêòîð fn ðàçîáüåì íà ïîäìàòðèöû g
(1)
n , g

(2)
n è âåêòîðà

f
(1)
n , f

(2)
n òàê æå, êàê ìàòðèöà g è âåêòîð f áûëè ðàçáèòû íà ïîäìàòðèöû

g(1), g(2) è âåêòîðà f (1), f (2). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò
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ïîñòîÿííàÿ αn > 0 òàêàÿ, ÷òî det gng
>
n = detσn > αn, det g

(1)
n g

(1)
n

>
=

= detσ
(1)
n > αn äëÿ âñåõ (t,X) ∈ R+ × Rd, êðîìå òîãî, lim

n→∞
fn(t,X) =

= f(t,X), lim
n→∞

σn(t,X) = σ(t,X) â êàæäîé òî÷êå (t,X) ∈ R+ ×Rd.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü: a ∈ R+, b ∈ R+; f è g � èçìåðèìûå
ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè; F � íåêîòîðîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ĥ; Xn(t) = (xn(t), yn(t)) � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé ñèñòåì

dx(t) = f (1)
n (t, x(t), y(t))dt + g(1)

n (t, x(t), y(t))dW (t),

dy(t) = f (2)
n (t, x(t), y(t))dt + g(2)

n (t, x(t), y(t))dW (t);

(X̂n(t)), n > 1, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ, çàäàííûõ

íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̂, F̂, P̂ ) è óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèÿì: P (X̂n,τ̂
b
n) =P (Xn,τ

b
n) è X̂n(s) →

n→∞
X̂(s) = (x̂(s), ŷ(s)) ðàâíî-

ìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå èç R+ ï. í.; τ̂an →
n→∞

τ̂b ï. í., ãäå τ̂bn, τ̂
b, τbn �

ìîìåíòû îñòàíîâêè òàêèå, ÷òî

‖xn(t)‖ ∨ ‖yn(t)‖ 6 b ∀t 6 τbn, ‖x̂n(t)‖ ∨ ‖ŷn(t)‖ 6 b ∀t 6 τ̂bn,

‖x̂(t)‖ ∨ ‖ŷ(t)‖ 6 b ∀t 6 τ̂b.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ
íåïðåðûâíîé ïî y ôóíêöèè ψ(t, x, y) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Ê

( a∧τ̂b∫
0

1(F )cε
(t, x̂(t))ψ(t, x̂(t), ŷ(t))dt

)
6 c(a, b, l, d)×

×
(∫

B

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y∈B2(0,b)

ψl+1(t, x, y) dt dx

)1/(l+1)

, (2.26)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c(a, b, l, d) òàêàÿ æå, êàê â ëåììå 2.3, B = ([0, a] ×
×B1(0, b)) ∩ (F )cε/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

detσ
(1)
n (t, x, y) > detσ(1)(t, x, y), ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ (t, x, y) ∈ [0, a] ×

× B1(0, b) × B2(0, b) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, äëÿ ëþáîé
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íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè r(t, x) èç ñëåäñòâèÿ 2.1 èìååì
íåðàâåíñòâî

E

( a∧τbn∫
0

1(F )c
ε/2

(t, xn(t))r(t, xn(t)) dt

)
6 c(a, b, l, d)×

×
(∫

B

( sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)
n (t, x, y))−1)rl+1(t, x) dt dx

)1/(l+1)

. (2.27)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.27), ëåììó Ôàòó, íåðàâåíñòâî
1(F )c

ε/2
(t, x̂n(t)) > 1(F )cε

(t, x̂(t)), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ

ω ∈ Ω̂, äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, èìååì

c(a, b, l, d)

(∫
B

( sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1)rl+1(t, x) dt dx

)1/(l+1)

>

> lim inf
n→∞

c(a, b, l, d)

(∫
B

( sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)
n (t, x, y))−1)rl+1(t, x) dt dx

)1/(l+1)

>

> lim inf
n→∞

E

( a∧τbn∫
0

1(F )c
ε/2

(t, xn(t))r(t, xn(t)) dt

)
=

= lim inf
n→∞

Ê

( a∧τ̂bn∫
0

1(F )c
ε/2

(t, x̂n(t))r(t, x̂n(t)) dt

)
>

>Ê

( a∧τ̂b∫
0

lim inf
n→∞

1(F )c
ε/2

(t, x̂n(t))r(t, x̂n(t)) dt

)
>

>Ê

( a∧τ̂b∫
0

1(F )cε
(t, x̂(t))r(t, x̂(t)) dt

)
.

Èç òåîðåìû î ìîíîòîííûõ êëàññàõ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ôóíêöèé r(t, x). Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê ôóíêöèè r(t, x) =
= sup

y∈B2(0,b)

ψ(t, x, y), òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3, ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (2.26). �
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Ëåììà 2.4. Ïóñòü p(t, x, y) � âåùåñòâåííàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áî-
ðåëþ íåïðåðûâíàÿ ïî y ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ; pn(t, x, y) =
= p(t, x, y) ∗ Jn(t, x), n > 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ b ∈ R+, a ∈ R+, γ > 0 è

ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊃ Ĥ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü∫
([0,a]×B1(0,b))

⋂
(F )cγ

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1×

× sup
y∈B2(0,b)

|pn(t, x, y)− p(t, x, y)|l+1 dt dx →
n→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ε > 0, a ∈ R+, b ∈ R+.
Ïóñòü D̃ = ([0, a]×B1(0, b))

⋂
(F )cγ, D1 = ([−1, a + 1] × B1(0, b +

+ 1))
⋂

(F )cγ, ãäå (F )cγ� çàìûêàíèå ìíîæåñòâà (F )cγ. Ïîêàæåì, ÷òî∫
D1

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 dt dx <∞. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷-

êè (t, x) ∈ D1 ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U(t,x) ýòîé òî÷êè, äëÿ

êîòîðîé
∫
U(t,x)

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 dt dx < ∞. Ìíîæåñòâî D1 ÿâëÿ-

åòñÿ êîìïàêòîì, ñëåäîâàòåëüíî, èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà
îêðåñòíîñòÿìè U(t,x) ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Îòñþäà è
âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.9 ñóùåñòâóåò
δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ D1, µ(E)6δ(ε) (µ � ìåðà
Ëåáåãà) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫

E

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 dt dx 6 εl+1. (2.28)

Ïî òåîðåìå Ñêîðöà�Äðàãîíè (ïðåäë. 1.74) ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî

K(a, b, δ(ε)) ⊂ [−1, a + 1]×B1(0, b + 1)

òàêîå, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè p íà K ×B2(0, b + 1) íåïðåðûâíî è

µ(([−1, a + 1]×B1(0, b + 1)) \K) 6 δ(ε).

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà íàéäåòñÿ ν = ν(ε, a, b) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

(t1, x1, y1), (t2, x2, y2) ∈ K ×B2(0, b + 1), |t2 − t1| 6 ν,

‖x2 − x1‖ 6 ν, ‖y2 − y1‖ 6 ν,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖p(t1, x1, y1)− p(t2, x2, y2)‖6ε. Îòñþäà äëÿ ëþ-
áûõ ôèêñèðîâàííûõ τ, z, |τ| 6 1, ‖z‖ 6 1, äëÿ ëþáûõ

(t, x) ∈ K
⋂

[0, a]×B1(0, b)
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ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
y1,y2∈B2(0,b), ‖y1−y2‖6ν

|p(t− τ, x− z, y1)− p(t− τ, x− z, y2)| 6 ε. (2.29)

Òåïåðü èç (2.28), (2.29) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ
τ, z, |τ| 6 1, ‖z‖ 6 1,∫

D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|p(t− τ, x− z, y1)−

−p(t− τ, x− z, y2)|l+1 dt dx =

∫
D̃
⋂

K

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1×

× sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|p(t− τ, x− z, y1)− p(t− τ, x− z, y2)|l+1 dt dx+

+

∫
D̃\K

sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|p(t− τ, x− z, y1)− p(t− τ, x− z, y2)|l+1×

× sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 dt dx6Cεl+1, (2.30)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò (τ, z). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.30)
è îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (ïðåäë. 1.17), èìååì(∫

D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1×

× sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|pn(t, x, y1)− pn(t, x, y2)|l+1 dt dx

)1/(l+1)

6

6

(∫
D̃

dt dx

( ∫
|τ|61/n
‖z‖61/n

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1/(l+1)×

× sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|p(t−τ, x−z, y1)−p(t−τ, x−z, y2)|Jn(τ, z) dτ dz

)l+1)1/(l+1)

6
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6

∫
|τ|61/n
‖z‖61/n

dτ dz

(∫
D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1×

× sup
y1,y2∈B2(0,b)
‖y1−y2‖6ν

|p(t−τ, x− z, y1)−p(t−τ, x− z, y2)|l+1J l+1
n (τ, z) dt dx

)1/(l+1)

6

6

∫
|τ|61/n
‖z‖61/n

C1/(l+1)εJn(τ, z) dτ dz 6 C1ε. (2.31)

Äëÿ êàæäîãî y ∈ B2(0, b) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∫
D̃

|pn(t, x, y)− p(t, x, y)|l+1 sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 dt dx →
n→∞

0.

Ïóñòü Y = {yk} � êîíå÷íàÿ ν(ε, a, b)-ñåòü äëÿ B2(0, b). Ñóùåñòâóåò
n0(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫

D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
yk∈Y
|pn(t, x, yk)− p(t, x, yk)|l+1 dt dx 6 εl+1.

(2.32)
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (2.30)�(2.32) äëÿ âñåõ n > n0(ε), ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèÿ∫
D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y∈B2(0,b)

|pn(t, x, y)− p(t, x, y)|l+1 dt dx6

6

∫
D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y∈B2(0,b)
yk∈Y

‖y−yk‖6ν

|pn(t, x, y)− pn(t, x, yk)|l+1 dt dx+

+

∫
D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
yk∈Y
|pn(t, x, yk)− p(t, x, yk)|l+1 dt dx+

+

∫
D̃

sup
y∈B2(0,b)

(detσ(1)(t, x, y))−1 sup
y∈B2(0,b)
yk∈Y

‖y−yk‖6ν

|p(t, x, y)− p(t, x, yk)|l+1 dt dx 6

6C2ε
l+1.

Ëåììà 2.4 äîêàçàíà. �
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Ëåììà 2.5 (òåîðåìà Êðûëîâà [65, ñ. 122�128]). Ïóñòü ôóíêöèè
f(t,X) è g(t,X) � èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è îãðàíè÷åíû; ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ α > 0, ÷òî det(g(t,X)g>(t,X)) > α ïðè âñåõ (t,X) ∈ R+ ×
×Rd. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd))
óðàâíåíèå (2.21) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Â ìîíîãðàôèè [65] ëåììà 2.5 óñòàíîâëåíà äëÿ ìåðû ν = δx, íî ñî-
ãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1 [24, c. 162] èìååò ìåñòî è óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëè-
ðîâàííîå â ëåììå 2.5. �

Òåîðåìà 2.2 (î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÓ). Ïóñòü ôóíê-
öèè f(t,X) è g(t,X) � èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû;
êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t,X), σ(t,X) = g(t,X)g>(t,X) óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ C). Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà
(Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå (2.21) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Êðûëîâà (ëåììà 2.5) äëÿ ëþáîãî n ∈
∈ N óðàâíåíèå

Xn(t) = Xn(0) +

t∫
0

fn(τ, Xn(τ)) dτ+

t∫
0

gn(τ, Xn(τ)) dWn(τ), (2.33)

ãäå fn, gn � ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå ïåðåä ñëåäñòâèåì 2.2, èìååò ñëàáîå
ðåøåíèå (Ωn, Fn, Pn, Fnt, Wn(t), Xn(t), t ∈ R+) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ν.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü am ↑
m→∞

∞, îïðåäåëèì τmn =

= inf{t : ‖Xn(t)‖ > am}, Xm
n (t) = Xn(t ∧ τmn ) è ðàññìîòðèì äâîéíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(X1

1 , τ
1
1) (X2

1 , τ
2
1) . . . (Xm

1 , τm1 ) . . .

(X1
2 , τ

1
2) (X2

2 , τ
2
2) . . . (Xm

2 , τm2 ) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(X1

n, τ
1
n) (X2

n, τ
2
n) . . . (Xm

n , τmn ) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Îáîçíà÷èì Ψk = ((X1
k , τ

1
k), (X

2
k , τ

2
k), . . . , (X

m
k , τmk ), . . .), k > 1.

Ââåäåì ìåòðèêó ρ1 â (C([0,+∞), Rd), [0,+∞]) è ìåòðèêó ρ2 â

((C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .× (C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .)
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ1((z, τ), (z1, τ1)) =
∞∑
n=1

1

2n
( sup
06t6n

‖z(t)− z1(t)‖ ∧ 1) +

∣∣∣∣ τ

1 + τ
− τ1

1 + τ1

∣∣∣∣,
ρ2(((z

1, τ1), . . . , (zm, τm), . . .), ((z1
1, τ

1
1), . . . , (z

m
1 , τm1 ), . . .)) =

=
∞∑

m=1

1

2m+1
ρ1((z

m, τm), (zm1 , τm1 ))

(ñ÷èòàåì τ
1+τ = 1, åñëè τ =∞ ).

Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a > 0 è m ∈ N ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ M(m, a) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî sup

n
En(‖Xm

n (t) −

−Xm
n (s)‖4)6M(m, a)|t−s|2 äëÿ ëþáûõ s, t ∈ [0, a] (èíäåêñ n â çàïèñè En

îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ωn, Fn, Pn) ). Êðîìå òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ
1.25 ñëåäóåò, ÷òî

lim
b→∞

sup
n

Pn{‖xn(0)‖ > b} = 0. (2.34)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.45, 1.46 ïðè êàæäîì m ∈ N ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (Xm

n , τmn ), n > 1, ïëîòíà â ((C([0,+∞), Rd), [0,+∞]), ρ1). Äëÿ
äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn, n>1, ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå

(((C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .× (C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .), ρ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò êîìïàêò Km ∈ (C([0,+∞), Rd), [0,+∞]) òàêîé,
÷òî P (Xm

n ,τmn )(Km) > 1− ε/2m ∀n ∈ N. Ïóñòü K = K1× . . .×Km× . . . .
Äîêàæåì, ÷òî K � êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå

((C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .× (C([0,+∞), Rd), [0,+∞])× . . .).

Äëÿ ëþáîãî δ > 0 âîçüìåì m = m(δ) òàêîå, ÷òî 1/2m < δ/2. Äëÿ
êàæäîãî Kj, j = 1, . . . ,m, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ (δ/2)-ñåòü {sj1, . . . , sjnj

}.
Äëÿ Kj, j >m + 1, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò sj ∈ Kj.

Ïóñòü S = {(s1
k1
, . . . , smkm, s

m+1, sm+2, . . .)| k1 ∈ {1, . . . , n1}, . . . , km ∈
∈ {1, . . . , nm}}. Äëÿ ëþáîãî k̃ ∈ K ñóùåñòâóåò s̃ ∈ S òàêîå, ÷òî

ρ2(k̃, s̃) 6
m∑
k=1

1

2k
δ

2
+

∞∑
k=m+1

1

2k
<
δ

2
+
δ

2
= δ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, S ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé δ-ñåòüþ äëÿ K. Ìíîæåñòâî K, î÷å-
âèäíî, çàìêíóòî. Òàêèì îáðàçîì, K � êîìïàêò. Ïîñêîëüêó

PΨn(K) > 1− ε
∞∑

m=1

1

2m
= 1− ε,

òî ëåììà 2.6 äîêàçàíà. �
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2. Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà

(ïðåäë. 1.27) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨk, k > 1, ìîæíî âûáðàòü ñëà-
áî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷àåì PΨk.
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨk, k > 1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ñêî-
ðîõîäà (ïðåäë. 1.33). Èç åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k (äëÿ óïðîùåíèÿ îáî-
çíà÷åíèé âìåñòî kn áóäåì ïèñàòü n ) è ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû φn =
= ((z1

n,η
1
n), . . . , (zmn ,η

m
n ), . . .) è φ = ((z1,η1), . . . , (zm,ηm), . . .) íà íåêî-

òîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) òàê, ÷òî ïðîöåññû zmn (t),
zm(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, Pφn = PΨn, zmn (t) →

n→∞
zm(t) ðàâíîìåðíî

íà êàæäîì êîìïàêòå èç R+ ï. í. è ηmn →
n→∞

ηm ï. í. Êðîìå òîãî, zm(t) =

= zm+1(t) äëÿ t 6 ηm, ηm 6 ηm+1, zm(ηm) ∈ ∂B(0, am) ï. í. (ïîñëåäíåå
âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ ηm < +∞ ). Ïóñòü e =
= lim

m→∞
ηm. Îïðåäåëèì ïðîöåññ z(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì: z(t) = zm(t)

äëÿ t 6 ηm, åñëè ηm < ∞, è z(t) = zm(t) äëÿ t < ηm, åñëè ηm =
= ∞. Äëÿ òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ e(ω) < +∞, ïîëàãàåì z(t) = ∆ äëÿ

t>e(ω). Ïðîöåññ z(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim sup
t↑e

z(t) = ∆ â R̂d, åñëè

e(ω) < ∞. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X̃m
n (t) =

= Xn(t∧τmn ) = Xm
n (t), z̃m(t) = z(t∧ηm). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σmt+ε íàèìåíü-

øóþ σ-àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû
zm(s), 0 6 s 6 t + ε. Ïóñòü F̃mt =

⋂
ε>0 σ

m
t+ε, F̃t =

∨
m
F̃mt.

Çàôèêñèðóåì m ∈ N,M ∈ N è âîçüìåì ïðîèçâîëüíî: s, t ∈ R+, s6t;
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ h : Rd → R, îãðà-
íè÷åííóþ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî; íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ q : Rd → R.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.33), ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî, èìååì ðàâåíñòâî

En

((
h(X̃m

n (t))− h(X̃m
n (s))−

t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

(
1

2
tr
(∂2h(X̃m

n (τ))

∂X2
×

×gk(τ, X̃m
n (τ))g>k (τ, X̃m

n (τ))
)

+
∂h(X̃m

n (τ))

∂X
fk(τ, X̃

m
n (τ))

)
dτ

)∣∣∣∣Fns

)
= 0.

140



Îòñþäà

En

(
En

(
q(X̃M

n (s))

(
h(X̃m

n (t))− h(X̃m
n (s))−

t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

(
1

2
tr(

∂2h(X̃m
n (τ))

∂X2
×

×gk(τ, X̃m
n (τ))g>k (τ, X̃m

n (τ))) +
∂h(X̃m

n (τ))

∂X
fk(τ, X̃

m
n (τ))

)
dτ

)∣∣∣∣Fns

))
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

En

(
q(X̃M

n (s))

(
h(X̃m

n (t))− h(X̃m
n (s))−

t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

(
1

2
tr(

∂2h(X̃m
n (τ))

∂X2
×

×gk(τ, X̃m
n (τ))g>k (τ, X̃m

n (τ)))+
∂h(X̃m

n (τ))

∂X
fk(τ, X̃

m
n (τ))

)
dτ

))
= 0. (2.35)

Çàôèêñèðóåì êîìïîíåíòó f i(t,X) âåêòîðà f ñ íîìåðîì i. Èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå C), âûáåðåì ñòðîêè ñ íîìåðàìè α1, . . . ,αl ìàòðèöû g è
ìíîæåñòâî F òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f i(t,X) áûëà íåïðåðûâíà ïî ïå-

ðåìåííûì ˆ̂x = (xαl+1
, . . . , xαd

) ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x̂) =
= (t, xα1

, . . . , xαl
) è ìíîæåñòâî {(t, x1, . . . , xd) : (t, x̂) ∈ F} ñîäåðæàëîñü

áû âî ìíîæåñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f i(t,X) (íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = 1, . . . , αl = l ). Êàæäûé èç ïðî-

öåññîâ Xn, X̃m
n , z, zmn , z̃m ðàçäåëèòñÿ íà äâà ïðîöåññà: Xn = (X̂n,

ˆ̂
Xn),

X̃m
n = (X̂m

n ,
ˆ̂
Xm

n ), z = (ẑ, ˆ̂z), zmn = (ẑmn ,
ˆ̂zmn ), z̃m = (ẑm, ˆ̂zm). Îáîçíà÷èì

(σn)1,...,l(t, x1, . . . , xd) = an(t, x̂, ˆ̂x), σ1,...,l(t, x1, . . . , xd) = a(t, x̂, ˆ̂x).

Ïóñòü ψ(t, x̂, ˆ̂x) � äåéñòâèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ëîêàëü-

íî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ ïî ˆ̂x ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàí-
íûõ (t, x̂) è òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî {(t, x̂, ˆ̂x) : (t, x̂) ∈ F} ñîäåðæèòñÿ âî

ìíîæåñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ψ(t, x̂, ˆ̂x) è ïóñòü ψn(t,X) =
= (ψ(t,X) ∨ (−n)) ∧ n.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk ↓ 0 ïðè k → ∞. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k > 1 âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))ψn(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))×
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× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

)
= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))×

×ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
≡ J. (2.36)

Èç ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè ψ è ïîñòðîåíèÿ ψn

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (2.36) äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))ψ(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))×

× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

)
= J. (2.37)

Ïóñòü ψ̃r(t, x̂, ˆ̂x) = ψ(t, x̂, ˆ̂x) ∗Jr(t, x̂), r > 1. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 2.1
è ëåììó 2.4, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→∞

lim sup
n→∞

E

∣∣∣∣(
t∧ηmn∫

s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))(ψ(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))−

− ψ̃r(τ, ẑ
m
n (τ), ˆ̂zmn (τ)))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

∣∣∣∣ 6
6C lim

r→∞

( ∫
([0,t]×B1(0,am))

⋂
(F )cεk

sup
‖ˆ̂x‖6am

(det a(τ, x̂, ˆ̂x))−1×

× sup
‖ˆ̂x‖6am

|ψ(τ, x̂, ˆ̂x)− ψ̃r(τ, x̂, ˆ̂x)|l+1 dτ dx̂

)1/(l+1)

= 0. (2.38)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (2.38), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (2.37) îñòàåò-
ñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

lim
r→∞

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))ψ̃r(τ, ẑ

m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))×

× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

)
= J.
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Äåéñòâèòåëüíî,

lim
r→∞

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))ψ̃r(τ, ẑ

m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))×

× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

)
=

= lim
r→∞

lim
n→∞

E

[ t∧ηm∫
s∧ηm

(
1(F )cεk

(τ, ẑmn (τ))ψ̃r(τ, ẑ
m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))×

× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))−

− 1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ̃r(τ, ẑ

m(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
dτ+

+

s∧ηm∫
s∧ηmn

(
1(H)cεk

(τ, ẑmn (τ))ψ̃r(τ, ẑ
m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))−

− 1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ̃r(τ, ẑ

m(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
dτ+

+

t∧ηmn∫
t∧ηm

(
1(F )cεk

(τ, ẑmn (τ))ψ̃r(τ, ẑ
m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))−

− 1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ̃r(τ, ẑ

m(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
dτ +

+

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1(F )cεk

(τ, ẑm(τ))(ψ̃r(τ, ẑ
m(τ), ˆ̂zm(τ))−ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)))×

× hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
dτ +

+

s∧ηm∫
s∧ηmn

1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ̃r(τ, ẑ

m(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s)) dτ +

+

t∧ηmn∫
t∧ηm

1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ̃r(τ, ẑ

m(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s)) dτ

]
+
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+ J = lim
r→∞

lim
n→∞

(I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6) + J.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå: lim
r→∞

lim
n→∞

(|I2| + |I3| + |I5| + |I6|) = 0, òàê êàê

s∧ηmn →
n→∞

s∧ηm ï. í., t∧ηmn →
n→∞

t∧ηm ï. í.; ïî ëåììå 2.4 è ñëåäñòâèþ 2.2

lim
r→∞

lim
n→∞
|I4| 6 C2 lim

r→∞

( ∫
([0,t] ×B1(0,am))

⋂
(F )c

εk/2

sup
‖ˆ̂x‖6am

(det a(τ, x̂, ˆ̂x))−1×

× sup
‖ˆ̂x‖6am

|ψ(τ, x̂, ˆ̂x)− ψ̃r(τ, x̂, ˆ̂x)|l+1 dτ dx̂

)1/(l+1)

= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî
lim
r→∞

lim
n→∞
|I1| = 0. (2.39)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ϕj : R+ × Rl → [0, 1] òàêóþ, ÷òî ϕj 6 1(F )cεk

,

ϕj ↑
j→∞

1(F )cεk
. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 2.1, 2.2

lim
j→∞

lim
r→∞

lim sup
n→∞

E

∣∣∣∣(
t∧ηm∫

s∧ηm

(1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))−ϕj(τ, ẑ

m
n (τ)))×

× ψ̃r(τ, ẑ
m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

∣∣∣∣6
6C3 lim

j→∞
lim sup
n→∞

E

( t∧ηm∫
s∧ηm

1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))×

×(1(F )cεk
(τ, ẑmn (τ))−ϕj(τ, ẑ

m
n (τ))) dτ

)
6

6C4 lim
j→∞

( ∫
([0,t]×B1(0,am))

⋂
(F )cεk

sup
‖ˆ̂x‖6am

((det a(τ, x̂, ˆ̂x))−1×

×(1(F )cεk
(τ, x̂)−ϕj(τ, x̂))l+1) dτ dx̂

)1/(l+1)

= 0, (2.40)

lim
j→∞

lim
r→∞

E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

(1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))−ϕj(τ, ẑ

m(τ)))ψ̃r(τ, ẑ
m(τ), ˆ̂zm(τ))×
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×hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
= 0. (2.41)

Ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) →
n→∞

(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)), (ẑMn (τ), ˆ̂zMn (τ)) →
n→∞

(ẑM(τ), ˆ̂zM(τ))

ðàâíîìåðíî ïî τ ∈ [0, t] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî

lim
j→∞

lim
r→∞

lim
n→∞

E

( t∧ηm∫
s∧ηm

(
ϕj(τ, ẑ

m
n (τ))ψ̃r(τ, ẑ

m
n (τ), ˆ̂zmn (τ))×

× hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s)) −ϕj(τ, ẑ

m(τ))ψ̃r(τ, ẑ
m(τ), ˆ̂zm(τ))×

× hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
dτ

)
= 0. (2.42)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.40)�(2.42) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (2.39). Ðà-
âåíñòâî (2.37), à çíà÷èò, è (2.36) äîêàçàíî.

Â êàæäîé òî÷êå (t, x̂) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
1(F )cεk

(t, x̂) →
k→+∞

1F c(t, x̂), ïîýòîìó

lim
k→∞

E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

1(F )cεk
(τ, ẑm(τ))ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))×

× hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM , ˆ̂zM)

)
= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

1F c(τ, ẑm(τ))×

×ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (2.36) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè kn →

n→∞
+∞ òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )cεkn
(τ, ẑmn (τ))ψn(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))×

×hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn , ˆ̂zMn )

)
= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

1F c(τ, ẑm(τ))×
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×ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
. (2.43)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

1(F )εkn
(τ, ẑmn (τ))ψn(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))×

×hxi
(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(ẑMn (s), ˆ̂zMn (s))

)
= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

1F (τ, ẑm(τ))×

×ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)) dτ

)
q(ẑM(s), ˆ̂zM(s))

)
. (2.44)

Ïîëàãàÿ ψ ≡ 1, hx ≡ 1, q ≡ 1, èç (2.43) ïîëó÷àåì

lim
n→∞

E
( t∧ηm∫
s∧ηm

1(F )cεkn
(τ, ẑmn (τ))dτ

)
= E

( t∧ηm∫
s∧ηm

1F c(τ, ẑm(τ))dτ
)
.

Îòñþäà

lim
n→∞

E
( t∧ηm∫
s∧ηm

1(F )εkn
(τ, ẑmn (τ))dτ

)
= E

( t∧ηm∫
s∧ηm

1F (τ, ẑm(τ))dτ
)
.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ω0 ⊂ Ω, P (Ω \ Ω0) = 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ω ∈ Ω0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî S ⊂ [s∧ηm, t∧ηm],µ([s∧ηm, t∧ηm]\S) = 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1(F )εkn
(τ, ẑmn (τ)) →

n→∞
1F (τ, ẑm(τ))

(òî÷íåå ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kn , êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èëè
÷åðåç kn ). Äëÿ ∀ω ∈ Ω0 è äëÿ ∀τ ∈ S èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

1(F )εkn
(τ, ẑmn (τ))ψn(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) →
n→∞

→
n→∞

1F (τ, ẑm(τ))ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ))hxi
(ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)). (2.45)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (τ, ẑm(τ)) * F, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
1(F )εkn

(τ, ẑmn (τ)) = 0, 1F (τ, ẑm(τ)) = 0. Åñëè (τ, ẑm(τ)) ∈ F, òî èç íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè ψ íà {(t, x1, . . . , xd)|(t, x1, . . . , xl) ∈ F} è èç ïîñòðîå-
íèÿ îòîáðàæåíèÿ ψn èìååì ψn(τ, ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) →

n→∞
ψ(τ, ẑm(τ), ˆ̂zm(τ)). Ñ
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ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè èç (2.45) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî (2.44).

Çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâàõ (2.43), (2.44) ψ íà f i è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
PΨn = Pφn, èìååì

lim
n→∞

En

(( t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

f i
n(τ, Xm

n (τ))hxi
(Xm

n (τ)) dτ

)
q(XM

n (s))

)
=

= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
. (2.46)

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äëÿ êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ i, j ∈
∈ {1, . . . , d} óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

lim
n→∞

En

(( t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

σijn (τ, X̃m
n (τ))hxixj

(X̃m
n (τ)) dτ

)
q(X̃M

n (s))

)
=

= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

σij(τ, zm(τ))hxixj
(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
. (2.47)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.35), (2.46), (2.47) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E

((
h(z̃m(t))− h(z̃m(s))−

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, zm(τ))hxixj
(zm(τ)) +

+
d∑

i=1

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ))

)
dτ

)
q(zM(s))

)
= 0.

Îòñþäà

E

(
q(zM(s))E

(
h(z̃m(t))− h(z̃m(s))−

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, zm(τ))×

× hxixj
(zm(τ)) +

d∑
i=1

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ))

)
dτ

)∣∣∣F̃Ms

)
= 0. (2.48)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ìîíîòîííûõ êëàññàõ (ïðåäë. 1.18), çàêëþ÷àåì, ÷òî
íåðàâåíñòâî (2.48) âåðíî è äëÿ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé q : Rd → R.

147



Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ q : Rd →
→ R (ïðåäë. 1.44) òàêàÿ, ÷òî

q(zM(s)) = E

(
h(z̃m(t))− h(z̃m(s))−

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, zm(τ))×

× hxixj
(zm(τ)) +

d∑
i=1

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ))

)
dτ

)∣∣∣F̃Ms

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòó ôóíêöèþ, èç (2.48) èìååì

E

(
h(z̃m(t))− h(z̃m(s))−

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, zm(τ))×

× hxixj
(zm(τ)) +

d∑
i=1

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ))

)
dτ

)∣∣∣F̃Ms

)
= 0.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.37, ïîëó÷àåì

E

(
h(z̃m(t))− h(z̃m(s))−

t∧ηm∫
s∧ηm

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, zm(τ))×

×hxixj
(zm(τ)) +

d∑
i=1

f i(τ, zm(τ))hxi
(zm(τ))

)
dτ

)∣∣∣F̃s

)
= 0.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . . ïðîöåññ h(z(t ∧ ηm))− h(z(0))−

−
t∧ηm∫
0

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, z(τ))hxixj
(z(τ)) +

d∑
i=1

f i(τ, z(τ))hxi
(z(τ))

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (F̃t)-ìàðòèíãàëîì.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.52 íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì
˜̃
Ft

âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì F̃t ìîæíî îïðåäåëèòü

(
˜̃
Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) ñ W̃ (0) = 0 ï. í. òàêîå, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, e) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

z(t) = z(0) +

t∫
0

f(τ, z(τ)) dτ+

t∫
0

g(τ, z(τ)) dW̃ (τ).
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Ïîêàæåì, ÷òî åñëè e(ω) < +∞, òî lim
t↑e

z(t) = ∆ â R̂d äëÿ ïî-

÷òè âñåõ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà δ, T, a, b, a < b òàêèå, ÷òî (b2 −
− a2)P{ω : T > χn} > δ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N, ãäå χn �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ft) -ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ζ1 = 0,
ζ2 = inf{t > χ1 : ‖z(t)‖ < a},

. . .

χ1 = inf{t > ζ1 : ‖z(t)‖ > b},
χ2 = inf{t > ζ2 : ‖z(t)‖ > b},

. . . .

Ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî ‖f(y, x)‖+ ‖g(t, x)‖ 6M, åñëè 0 6 t 6 T,
‖x‖ 6 b. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Tn(ω) =

 T, ζn(ω) > T,
ζn, ζn(ω) < T,χn(ω) > T,
χn(ω), χn(ω) 6 T.

Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

E(‖z(Tn∧χn)−z(Tn∧ζn)‖2)6E(‖
Tn∧χn∫

Tn∧ζn

f(τ, z(τ)) dτ+

Tn∧χn∫
Tn∧ζn

g(τ, z(τ)) dW̃ (τ)‖2)6

6 2M 2(E((Tn ∧ χn)− (Tn ∧ ζn)) + E((Tn ∧ χn)− (Tn ∧ ζn))2) →
n→+∞

0,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó

E(‖z(Tn ∧ χn)− z(Tn ∧ ζn)‖2) = E(‖(z(Tn ∧ χn)− z(Tn ∧ ζn))1χn6a‖2) >

> (b2 − a2)P{ω : T > χn} > δ,

ïîýòîìó lim
t↑e

z(t) = ∆ â R̂d ï. í., åñëè e(ω) < +∞. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà z ïðèíàäëåæàò Ĉd. Íàáîð

(z, Ω̃, F̃, P̃ ,
˜̃
Ft, W̃ (t), e) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21).

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà. �
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî óñòàíîâëåíî íåñêîëüêî óòâåðæäå-

íèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì, è ìû ñôîðìóëèðóåì
èõ â âèäå äâóõ ëåìì.

Ïóñòü P � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðîÿòíîñòåé íà (Rd,β(Rd)), à d �
ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà íà P.
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Ëåììà 2.7. Ïóñòü: ôóíêöèè f(t,X) è g(t,X) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ
è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû; (Xn(t),Ωn, Fn, Pn, Fnt, Wn(t), en) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

Xn(t) = Xn(0) +

t∫
0

f(τ, Xn(τ)) dτ+

t∫
0

g(τ, Xn(τ)) dWn(τ) (2.49)

òàêèõ, ÷òî PXn(0) ∈ Y, ãäå Y � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (P, d); am �
ìîíîòîííàÿ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè PΨk, k > 1, ãäå Ψk = ((X1

k , τ
1
k), (X

2
k , τ

2
k), . . . , (X

m
k , τmk ), . . .),

k = 1, 2, . . . , τmn = inf{t : ‖Xn(t)‖ > am}, Xm
n (t) = Xn(t ∧ τmn ),

ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü PΨkn (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà-
÷åíèé âìåñòî kn áóäåì ïèñàòü n ) è ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû φn =
= ((z1

n,η
1
n), . . . , (zmn ,η

m
n ), . . .) è φ = ((z1,η1), . . . , (zm,ηm), . . .) íà íåêîòî-

ðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) òàê, ÷òî ïðîöåññû zmn (t),
zm(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, Pφn = PΨn, zmn (t) →

n→∞
zm(t) ðàâíîìåð-

íî íà êàæäîì êîìïàêòå èç R+ ï. í. è ηmn →
n→∞

ηm ï. í. Êðîìå òîãî,

zm(t) = zm+1(t) ïðè t < ηm è ηm 6 ηm+1 ï. í.

Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2.2 â ëåììå 2.7 çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåñ-
ñîâ Xn(0) ïðèíàäëåæàò êîìïàêòó Y, à íå îäíè è òå æå, ñîâïàäàþùèå
ñ ν. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.7 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ â òåîðåìå 2.2, ñäåëàâ ëèøü îäíî èçìåíå-
íèå, ñâÿçàííîå ñ ñîîòíîøåíèåì (2.34). Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (2.34) ñëåäóåò
íå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.25, à èç êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Y è ïðåäëîæå-
íèÿ 1.27. �

Çàìå÷àíèå 2.3. Ëåììà 2.7 ñïðàâåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ýòîé ëåììû ñ çàìåíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(Xn(t),Ωn, Fn, Pn, Fnt, Wn(t), en) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé

Xn(t) = Xn(0) +

t∫
0

fn(τ, Xn(τ)) dτ+

t∫
0

gn(τ, Xn(τ)) dWn(τ)

òàêèõ, ÷òî PXn(0) ∈ Y, ãäå Y � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (P, d), à fn
è gn � ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäñòâèÿ 2.2. �

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.7 è zm(t),ηm � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç ýòîé ëåììû, e = lim

m→∞
ηm. Îïðåäåëèì ïðîöåññ z(t) ñëåäóþùèì
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îáðàçîì: z(t) = zm(t) äëÿ t 6 ηm, åñëè ηm < ∞, è z(t) = zm(t) äëÿ
t < ηm, åñëè ηm = ∞. Ïðè t > e z(t) = ∆. Ïðîöåññ z(t) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ lim sup
t↑e

z(t) = ∆ â R̂d, åñëè e(ω) < +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σmt+ε

íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå
âåêòîðû zm(s), 0 6 s 6 t+ε. Ïóñòü Fm,t =

⋂
ε>0 σ

m
t+ε, Ft =

∨
m
Fm,t. Ôóíê-

öèÿ (t,ω) → z(t,ω) ∈ R̂d ÿâëÿåòñÿ (β(R+) × F,β(R̂d)) -èçìåðèìîé è
(Ft) -ñîãëàñîâàííîé.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü: âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.7; êîìïî-
íåíòû ôóíêöèé f(t,X) è σ(t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C);
(z(t),Ω,F, P,Ft, e) � ïðîöåññ è âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïî-
ñòðîåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ýòîé ëåììû. Òîãäà íà ðàñøèðåíèè
(Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì F̃t âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) ñ ïî-
òîêîì Ft ìîæíî îïðåäåëèòü (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) ñ
W̃ (0) = 0 ï. í. òàêîå, ÷òî (z, Ω̃, F̃, P̃ , F̃t, W̃ (t), e) � ñëàáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.21). �

Ïðèìåð 2.1. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

dx1(t) = (r(x1(t)) + tx2
2(t)) dt + r(x2(t)) dW1(t),

dx2(t) = (r(x2(t) + 1)) dt + x2(t) dW1(t),

ãäå r(x) =

{
1, x > 0,

−1,x < 0.
Ìàòðèöà σ(t, x1, x2) ðàâíà

(
1 x2

x2 x2
2

)
. Ôóíê-

öèÿ σ = gg> íåïðåðûâíà, ïîýòîìó äëÿ íåå óñëîâèå C) âûïîëíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f. Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà f 1(t, x1, x2) = r(x1) + tx2

2

ýòîé ôóíêöèè íåïðåðûâíà ïî x2 ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x1).

Âîçüìåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû g. Âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ĥ(1) ïóñòî,
ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòà f 1 óñëîâèþ Ñ) óäîâëåòâîðÿåò. Âòîðàÿ êîì-
ïîíåíòà f 2(t, x1, x2) = r(x2 + 1) íåïðåðûâíà ïî x1 ïðè êàæäûõ ôèê-
ñèðîâàííûõ (t, x2). Âîçüìåì âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû g è íàéäåì, ÷òî

Ĥ(2) = {(t, x2)|x2 = 0}. Ìíîæåñòâî {(t, x1, 0)}, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ
âî ìíîæåñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f 2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ôóíêöèè f óñëîâèå C) âûïîëíÿåòñÿ. Ïî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé çàäàííîé
âåðîÿòíîñòè ν íà (R2,β(R2)) ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν.
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Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü A � èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ ïîäìíîæåñòâî R,
µ(A) = 0, g(x) = 0 äëÿ x ∈ A, g(x) = 1, x ∈ R\A, f : R→ R � èçìåíè-
ìàÿ ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè f è g óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ Ñ), òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ R

∫
B(x,1) g(x)dx = 1.

Ïî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòè ν íà (R,β(R)) óðàâíå-
íèå dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Ïðèìåð 2.3. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû òåîðåìà 2.2,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà:

dx1(t) = dW1(t), x1(0) = 0,

dx2(t) = γ(x1(t))dt + dW2(t), x2(0) = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ γ : R → R+ íåîòðèöàòåëüíà èçìåðèìà è íåèíòåãðè-
ðóåìà ïî Ëåáåãó â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî ñèñòåìà íå èìååò ñëàáûõ
ðåøåíèé [256].

2.3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ β-ñëàáûõ
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.21) ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åí-
íûìè ôóíêöèÿìè f(t,X) è g(t,X) è ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîìïî-
íåíòû ôóíêöèé f(t,X), σ(t,X) = g(t,X)g>(t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ C). Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè f,
σ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C). Â ýòîì ñëó÷àå ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (2.21) ïîíèìàåì ñëàáîå ðåøåíèå íåêîòîðîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ è òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåì β-ñëàáûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21). Ïîêàçàíî, ÷òî β-ñëàáîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ
ëþáîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èçìåðèìûìè ïî
Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : R+×Rd → Rd, g : R+×Rd → Rd×d ëîêàëüíî
îãðàíè÷åíû è A(t,X), B(t,X) � íàèìåíüøèå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöó σ(t,X) = g(t,X)g>(t,X),
âåêòîð f(t,X) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè σ(t,X ′) è f(t,X ′) ïðè X ′ →
→ X. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.78 ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ B : R+ ×
× Rd → Pcc (Rd), A : R+ × Rd → Pcc (Rd×d) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ïî-
ëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî X è A(t,X)) =

⋂
ε>0,δ>0

co [σ(t, [X]ε)]δ, B(X)) =

=
⋂

ε>0,δ>0

co [f([X]ε)]δ.
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Ìàòðèöà σ(t,X) ïðè êàæäûõ (t,X)� ñèììåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.79 äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈ R+ × Rd ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà A(t,X) � íåîòðèöàòåëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè:
1) ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì

Ft è îòîáðàæåíèå X : Ω→ Ĉd òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω)→ X(t,ω) ∈
∈ R̂d � (β(R+)× F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà;

2) ñóùåñòâóåò (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), W (0) = 0 ï. í.;
3) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå (Ft)-ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v : R+ ×

× Ω → Rd è u : R+ × Ω → Rd×d, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ (µ × P )-ïî÷òè
âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω âêëþ÷åíèÿì

1[0,e)(t)v(t) ∈ 1[0,e)(t)B(t,X(t,ω)),

1[0,e)(t)u(t)u>(t) ∈ 1[0,e)(t)A(t,X(t,ω)),

ãäå e = e(X(ω)) � ìîìåíò âçðûâà X(ω), è åñëè σn(ω) = inf{t :
‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .

∫ σn
0 ‖v(s)‖ ds < ∞,∫ σn

0 ‖u(s)‖2 ds <∞ ï. í.;
4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(τ) dτ+

t∫
0

u(τ) dW (τ),

òî íàáîð (X,Ω,F, P,Ft,W (t), v(t), u(t), e) (èëè êîðî÷å X ) íàçûâàåì
β-ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21).

Òåîðåìà 2.3 (ñóùåñòâîâàíèÿ β-ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÓ). Ïóñòü
ôóíêöèè f è g � èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà
äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì óðàâíåíèå (2.21) èìååò β-ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîñòðîèì âåêòîð
fn(t,X) è ìàòðèöó gn(t,X). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.82 ñóùå-
ñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t,X) =
= diag ((λ1(t,X))1/2, . . . , (λd(t,X))1/2), λ1 > . . . > λd > 0, è îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû T (t,X) è P (t,X) òàêèå, ÷òî g = TΛP, ãäå λi, i = 1, . . . , d, �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû gg>, T � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé �
ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû gg>. Â êà÷åñòâå fn âîçüìåì

fn(t,X) = col(f 1
n(t,X), . . . , fd

n(t,X)), f i
n(t,X) = (f i(t,X) ∨ (−n)) ∧ n,
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i = 1, . . . , d, à â êà÷åñòâå gn ìàòðèöó

gn = T diag(((λ1 + 1/n) ∧ n)1/2, . . . , ((λd + 1/n) ∧ n)1/2)P.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ αn > 0 òà-
êàÿ, ÷òî det gng

>
n = detσn>αn äëÿ âñåõ (t,X) ∈ R+ × Rd, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

fn(t,X) = f(t,X), lim
n→∞

σn(t,X) = σ(t,X) â êàæäîé òî÷êå (t,X) ∈
∈ R+ ×Rd.

Ïî òåîðåìå Êðûëîâà (ëåììà 2.5) äëÿ ëþáîãî n ∈ N è äëÿ ëþáîé
çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
óðàâíåíèå

Xn(t) = Xn(0) +

t∫
0

fn(τ, Xn(τ)) dτ+

t∫
0

gn(τ, Xn(τ)) dWn(τ) (2.50)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (Xn(t),Ωn,Fn, Pn,Fnt,Wn(t)) òàêîå, ÷òî
PXn(0) = ν.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü am ↑
m→∞

∞, îïðåäåëèì ìîìåíòû îñòà-

íîâêè τmn = inf{t : ‖Xn(t)‖ > am} è ïðîöåññû Xm
n (t) = Xn(t ∧ τmn )

è ðàññìîòðèì äâîéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xj
i , τ

j
i )
∞
i,j=1. Ïóñòü Ψk =

= ((X1
k , τ

1
k), (X

2
k , τ

2
k), . . . , (X

m
k , τmk ), . . .), k = 1, 2, . . . . Èñïîëüçóÿ ëåì-

ìó 2.7 è çàìå÷àíèå 2.3, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨk, k > 1, ìîæíî âû-
áðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü PΨkn (äëÿ óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé âìåñòî kn ïèøåì n ) è ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû φn =
= ((z1

n,η
1
n), . . . , (zmn ,η

m
n ), . . .) è φ = ((z1,η1), . . . , (zm,ηm), . . .) íà íåêî-

òîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) òàê, ÷òî ïðîöåññû zmn (t),
zm(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, Pφn = PΨn, zmn (t) →

n→∞
zm(t) ðàâíîìåðíî

íà êàæäîì êîìïàêòå èç R+ ï. í. è ηmn →
n→∞

ηm ï. í. Êðîìå òîãî, zm(t) =

= zm+1(t) äëÿ t 6 ηm, ηm 6 ηm+1, zm(ηm) ∈ ∂B(0, am) ï. í. (ïîñëåäíåå
âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ ηm < +∞ ). Ïóñòü e =
= lim

m→∞
ηm. Îïðåäåëèì ïðîöåññ z(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì: z(t) = zm(t)

äëÿ t6ηm, åñëè ηm <∞, è z(t) = zm(t) äëÿ t < ηm, åñëè ηm =∞. Äëÿ
òåõ ω, äëÿ êîòîðûõ e(ω) < +∞, ïîëàãàåì z(t) = ∆ äëÿ t > e(ω). Ïðî-

öåññ z(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim sup
t↑e

z(t) = ∆ â R̂d, åñëè e(ω) <∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σmt+ε íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èç-

ìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû zm(s), 06s6t+ε. Ïóñòü F̃mt =
⋂
ε>0 σ

m
t+ε,

F̃t =
∨
m
F̃mt.
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.14 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäûõ m ∈ N, ϑ ∈ N
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(t, zmn (t)), σn(t, zmn (t)), n > 1, îòíîñèòåëüíî ñëà-
áî êîìïàêòíû ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, ϑ] × Ω,Π,µ × P,Rd) è L1([0, ϑ] ×
× Ω,Π,µ × P,Rd×d) (óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.14 âûïîëíåíû, ÷òî ñëåäóåò
èç ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé f è g, êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ
ìåðû ν è ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññîâ zmn ).

Ïóñòü α1
n(t,ω) = fn(t, z1

n(t)), β1
n(t,ω) = σn(t, z1

n(t)) äëÿ (t,ω) ∈
∈ [0, 1]×Ω. Ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1

nk
(t,ω)), (β1

nk
(t,ω)),

ñõîäÿùèåñÿ ñëàáî ñîîòâåòñòâåííî ê v1(t,ω), b1(t,ω) â ïðîñòðàíñòâàõ
L1([0, 1]×Ω, Rd) è L1([0, 1]×Ω, Rd×d) (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1

nk
(t,ω)), (β1

nk
(t,ω)) ñíîâà îáîçíà÷àåì (α1

n(t,ω)),
(β1

n(t,ω)) ). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.77 äëÿ (µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈
∈ [0, 1]× Ω èìååì

v1(t,ω) ∈
∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

α1
k(t,ω) =

∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

f(t, z1
k(t,ω)),

b1(t,ω) ∈
∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

β1
k(t,ω) =

∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

σk(t, z
1
k(t,ω)),

Îòîáðàæåíèÿ B, A ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó ïî X ∈ Rd (ïðåäëîæåíèå
1.78), ñëåäîâàòåëüíî, v1(t,ω) ∈ B(t, z1(t,ω)), b1(t,ω) ∈ A(t, z1(t,ω))
äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1] × Ω. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.15

ñóùåñòâóþò (β([0, 1])×F) -èçìåðèìûå ïðîöåññû v1(t,ω), b
1
(t,ω) òàêèå,

÷òî v1(t,ω) = v1(t,ω), b
1
(t,ω) = b1(t,ω) äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ

(t,ω) ∈ [0, 1] × Ω, ñëåäîâàòåëüíî, v1(t,ω) ∈ B(t, z1(t,ω)), b
1
(t,ω) ∈

∈ A(t, z1(t,ω)) äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1] × Ω. Ïóñòü

v̂1(t), b̂1(t) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E(v1(t)|Ft), E(b1(t)|Ft)

ñîîòâåòñòâåííî ïðîöåññîâ v1(t,ω), b
1
(t,ω), ïðè÷åì óñëîâíûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå îæèäàíèÿ v̂1(t), b̂1(t) ñ÷èòàåì âûáðàííûìè òàê, ÷òî ïðîöåññû

v̂1(t), b̂1(t) èçìåðèìû (çàìå÷àíèå 1.15). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.76 äëÿ
(µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1]×Ω èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ v̂1(t,ω) ∈
∈ B(t, z1(t,ω)), b̂1(t,ω) ∈ A(t, z1(t,ω)).

Äàëåå, êàê è íà ïåðâîì ýòàïå, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α2
n(t,ω) =

= fn(t, z2
n(t)), β2

n(t,ω) = σn(t, z2
n(t)) äëÿ (t,ω) ∈ [0, 2] × Ω, âûáå-

ðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1
nl

(t,ω)), β1
nl

(t,ω)) (êîòîðûå ñíîâà îáî-
çíà÷àåì αn(t,ω), βn(t,ω) ) ñõîäÿùèåñÿ ñëàáî ñîîòâåòñòâåííî ê v2(t,ω),
b2(t,ω) â ïðîñòðàíñòâàõ L1([0, 2] × Ω, Rd) è L1([0, 2] × Ω, Rd×d) è ïóñòü

v̂2(t), b̂2(t) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E(v1(t)|Ft), E(b1(t)|Ft)
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ñîîòâåòñòâåííî ïðîöåññîâ v2(t,ω), b
2
(t,ω), ãäå v1(t,ω), b

1
(t,ω) èçìå-

ðèìûå ïðîöåññû òàêèå, ÷òî v1(t,ω) = v1(t,ω), b
1
(t,ω) = b1(t,ω) äëÿ

(µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1] × Ω. Äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈
∈ [0, 2] × Ω èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ v̂2(t,ω) ∈ B(t, z2(t,ω)), b̂2(t,ω) ∈
∈ A(t, z2(t,ω)) è ò. ä. Ïîñòðîèì ïðîöåññû v(t,ω), b(t,ω) ñëåäóþùèì

ñïîñîáîì: v(t,ω) = v̂m(t,ω), b(t,ω) = b̂m(t,ω) äëÿ (t,ω) ∈ [ηm−1∧(m−
−1),ηm∧m)×Ω, m = 1, 2, . . . (ñ÷èòàåì, ÷òî η0 = 0 ). Ïîëîæèì v(t,ω) =
= 0 b(t,ω) = 0 äëÿ (t,ω) ∈ [e,+∞) × Ω. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.80
ïðîöåññû v(t,ω), b(t,ω) èçìåðèìû è (Ft)-ñîãëàñîâàíû. Äëÿ (µ × P )-
ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ 1[0,e)(t)v(t,ω) ∈
∈ 1[0,e)(t)B(t, z(t,ω)), 1[0,e)(t)b(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)A(t, z(t,ω)).

Çàôèêñèðóåì m ∈ N, M ∈ N è âîçüìåì ïðîèçâîëüíî: s, t ∈ R+,
s < t; äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ h : Rd → R,
îãðàíè÷åííóþ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî; íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ q : Rd → R. Èç
ñîîòíîøåíèÿ (2.50), ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

En

((
h(Xm

n (t))− h(Xm
n (s))−

t∧τ̃mn∫
s∧τ̃mn

(
1

2

d∑
i,r=1

σirn (τ, Xm
n (τ))hxixr

(Xm
n (τ)) +

+
d∑

i=1

f i
n(τ, Xm

n (τ))hxi
(Xm

n (τ))

)
dτ

)
q(XM

n (s))

)
= 0, hxi

=
∂h

∂xi
, (2.51)

ãäå σirn , f
i
n � êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðè÷íîé ôóíêöèè σn è âåê-

òîðíîé ôóíêöèè fn .
Ïîñêîëüêó PΨn = PΦn, òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , d, èìååì ðàâåíñòâî

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(zmn (τ)) dτ

)
q(zMn (s))

)
=

= En

(( t∧τmn∫
s∧τmn

f i
n(τ, Xm

n )hxi
(Xm

n ) dτ

)
q(XM

n (s))

)
. (2.52)

Èç ïîñòðîåíèÿ f i
n, v(t,ω) è ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè f i âûòåêàåò

ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(zm(τ)) dτ

)
q(zMn (s))

)
=
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= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

vi(τ)hxi
(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
, (2.53)

ãäå vi � i -ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîé ôóíêöèè v . ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (2.53), íàäî ñíà÷àëà ìíîæåñòâî Ω×[t ∧ ηm] ðàçáèòü
íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ω× [s ∧ ηm, t ∧ ηm]

⋂
[j−

− 1 ∧ ηj−1, j ∧ ηj), j = 1, . . . ,m, íà êàæäîì èç êîòîðûõ αj
n(t,ω) =

= fn(t, zjn(t)), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè αj

n(t,ω), n > 1, â ïðîñòðàíñòâå L1([0, j] × Ω, R) è ñâîéñòâàìè
óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.53) è ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé zmn (τ), zMn (τ), t ∧ ηmn : t ∧ ηmn →

n→∞
t ∧ ηm, s ∧ ηmn →

n→∞
s ∧ ηm

ï. í., zmn (τ) →
n→+∞

zm(τ), zMn (τ) →
n→+∞

zM(τ) ðàâíîìåðíî ïî τ ∈ [0, t] ï. í.,
èìååì

lim
n→+∞

E

(( t∧ηmn∫
s∧ηmn

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(zmn (τ)) dτ

)
q(zMn (s))

)
=

= lim
n→∞

E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
+

+ lim
n→∞

E

( t∧ηm∫
s∧ηm

f i
n(τ, zmn (τ))(hxi

(zmn (τ))q(zMn (s))− hxi
(zm(τ))q(zM(s))) dτ

)
+

+ lim
n→∞

E

(( t∧ηmn∫
t∧ηm

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(zMn (s))

)
+

+ lim
n→∞

E

(( s∧ηm∫
s∧ηmn

f i
n(τ, zmn (τ))hxi

(ẑmn (τ), ˆ̂zmn (τ)) dτ

)
q(zMn (s))

)
=

= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

vi(τ)hxi
(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
. (2.54)
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Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ i, r ∈ {1, . . . , d} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

En

(( t∧τmn∫
s∧τmn

σirn (τ, Xm
n (τ))hxixr

(Xm
n (τ)) dτ

)
q(XM

n (s))

)
=

= E

(( t∧ηm∫
s∧ηm

bir(τ)hxixl
(zm(τ)) dτ

)
q(zM(s))

)
. (2.55)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.51), (2.52), (2.55) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E

((
h(zm(t))− h(zm(s))−

−
t∧ηm∫

s∧ηm

(
1

2

d∑
i,r=1

bir(τ)hxixr
(zm(τ)) +

d∑
i=1

vi(τ)hxi
(zm(τ))

)
dτ

)
q(zM(s))

)
=0.

Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.37 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . .
ïðîöåññ h(z(t ∧ ηm))− h(z(0))−

−
∫ t∧ηm

0

(
1

2

d∑
i,r=1

bir(τ)hxixr
(z(τ)) +

d∑
i=1

vi(τ)hxi
(z(τ))

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì.
Ìàòðèöà b(t,ω) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé. Èñïîëü-

çóÿ ñëåäñòâèå 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû, ìîæíî ïîñòðîèòü èçìåðèìûé (Ft) -
ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ u(t,ω) òàêîé, ÷òî u(t,ω)u>(t,ω) = b(t,ω),
(t,ω) ∈ R+ × Ω. Ïðîöåññ u(t,ω) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

1[0,e)(t)u(t,ω)u>(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)A(t, z(t,ω))

äëÿ (µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.53 íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì σ-
àëãåáð F̃t âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft

ìîæíî îïðåäåëèòü (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) ñ W̃ (0) = 0 ï. í.
òàêîå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, e) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

z(t) = z(0) +

∫ t

0

v(τ) dτ+

∫ t

0

u(τ) dW̃ (τ).

158



Òàê æå, êàê â òåîðåìå 2.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïî÷òè
âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà z ïðèíàäëåæàò Ĉd. Òàêèì îáðàçîì,
(z, Ω̃, F̃, P̃ , F̃t, W̃ (t), v(t), u(t), e) � β-ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.21).
Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 2.4. Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåìû 2.3 ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1(t) = (r(x1(t)) + tx2
2(t)) dt + r(x2(t))dW1(t), dx2(t) = −r(x2(t)) dt,

ãäå r(x) = 1, åñëè x>0; r(x) = −1, åñëè x < 0. Òåîðåìà 2.2 íå ïðèìåíèìà
ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, òàê êàê âòîðàÿ êîìïîíåíòà f2(t, x1, x2) = −
−r(x2) ôóíêöèè f ðàçðûâíà â òî÷êå x2 = 0 è detσ = det gg> ≡ 0,
det g2

2 ≡ 0, ãäå g2 � âòîðàÿ êîìïîíåíòà ôóíêöèè g, ñëåäîâàòåëüíî, óñëî-
âèå Ñ) íå èìååò ìåñòà äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû ôóíêöèè f . Íî äëÿ ëþáîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (R2,β(R2)) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.3 ñèñòåìà èìååò β-ñëàáîå ðåøåíèå c íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ν.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ôóíêöèÿ σ = gg> íåïðåðûâíà, ïîýòî-
ìó ïðè âñåõ (t,X) ìíîæåñòâî A(t,X) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè σ(t,X).
Ìíîæåñòâî B(t, x1, x2) = col((r(x1(t))+tx2

2(t)),−r(x2)), åñëè x1 6= 0, x2 6=
6= 0; B(t, x1, 0) = col(r(x1)+tx2

2, [−1, 1]), åñëè x1 6= 0; B(t, 0, x2) = col([−
−1 + tx2

2, 1 + tx2
2],−r(x2)), åñëè x2 6= 0, è B0(t, 0, 0) = col([−1 + tx2

2, 1 +
+ tx2

2], [−1, 1]).

2.4. Ñèëüíîå è ñëàáîå ñóùåñòâîâàíèå,
ïîòðàåêòîðíàÿ è ñëàáàÿ åäèíñòâåííîñòü
äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ β-ñëàáîãî è ñëà-
áîãî ðåøåíèé ÑÑÄÓ è äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Â äàííîì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, à òàêæå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ
ñèëüíîãî è ñëàáîãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîòðàåêòîðíîé è ñëàáîé åäèíñòâåí-
íîñòè êàê äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ
âêëþ÷åíèé. Äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè, à òàêæå òåîðåìà îá îòñóòñòâèè âçðûâîâ ó ðåøåíèé ÑÄÂ.

Ïóñòü çàäàíû èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F :
R+×Rd → cl (Rd), G : R+×Rd → cl (Rd×d). Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå
äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx(t) ∈ F (t, x(t))dt + G(t, x(t))dW (t). (2.56)
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Ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

(t, x)→ A(t, x) = {bb> : b ∈ G(t, x)}.

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A(t, x) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ñèììåòðè÷å-
ñêèå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Åñëè:
1) ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì

Ft è îòîáðàæåíèå X : Ω→ Ĉd òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω)→ X(t,ω) ∈
∈ R̂d � (β(R+)× F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà;

2) ñóùåñòâóåò (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), W (0) = 0 ï. í.;
3) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå (Ft)-ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v : R+ ×

× Ω → Rd è u : R+ × Ω → Rd×d, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ (µ × P )-ïî÷òè
âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω âêëþ÷åíèÿì

1[0,e)(t)v(t) ∈ 1[0,e)(t)F (t,X(t,ω)),

1[0,e)(t)u(t)u>(t) ∈ 1[0,e)(t)A(t,X(t,ω)),

ãäå e = e(X(ω)) � ìîìåíò âçðûâà X(ω), è åñëè σn(ω) = inf{t :
‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .

∫ σn
0 ‖v(s)‖ ds < ∞,∫ σn

0 ‖u(s)‖2 ds <∞ ï. í.;
4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(τ) dτ+

t∫
0

u(τ) dW (τ),

òî íàáîð (X(t,ω),Ω,F, P,Ft,W (t), v(t), u(t), e) (èëè êîðî÷å X(t,ω) ) íà-
çûâàåì ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (2.56).

Åñëè e(X) = ∞ ï. í., òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ðåøåíèÿ X îòñóò-
ñòâóþò âçðûâû.

Ïî ìíîãîçíà÷íûì ôóíêöèÿì F (t, x), A(t, x) ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íûå
îòîáðàæåíèÿ F0 : R+ ×Rd → conv(Rd), A0 : R+ ×Rd → conv(Rd×d

s ), ãäå
F0(t, x) è A0(t, x) � ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèå âûïóêëûå çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâà F (t, x), A(t, x) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷-
êè F (t, x′), A(t, x′) ïðè x′ → x. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.79 äëÿ ëþáûõ
(t, x) ∈ R+ × Rd ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A0(t, x) � íåîòðèöàòåëüíûå ñèì-
ìåòðè÷åñêèå ìàòðèöû. Åñëè â îïðåäåëåíèè 2.4 ìíîæåñòâà F (t, x), A(t, x)
çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà F0(t, x), A0(t, x), òî ïðîöåññ X(t,ω) íàçûâà-
åì β -ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (2.56).
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñëàáîå ðåøåíèå (X,Ω,F, P,Ft,W (t), v(t), u(t), e)
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (2.56) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì,
åñëè ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ïîïîëíåííûì ïîòîêîì σ-
àëãåáð, ïîðîæäåííûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì W (t) è ñëó÷àéíûì âåê-
òîðîì X(0).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ âêëþ÷åíèÿ (2.56) èìååò ìå-
ñòî ñëàáàÿ åäèíñòâåííîñòü (èëè âêëþ÷åíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé
åäèíñòâåííîñòè), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëàáûõ ðåøåíèé X è X̄ ñ îäèíà-
êîâûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà (Rd,β(Rd)) ñîâïàäàþò çàêîíû

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ X è X̄ íà (Ĉd,B(Ĉd)).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ âêëþ÷åíèÿ (2.56) èìååò ìå-
ñòî ñèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå (èëè âêëþ÷åíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëü-
íîãî ñóùåñòâîâàíèÿ), åñëè äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(Ω,F, P ), äëÿ ëþáîãî ïîòîêà Ft, äëÿ ëþáîãî (Ft)-áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ W (t) è ëþáîãî (F0,β(Rd))-èçìåðèìîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η, íåçà-
âèñèìîãî îò áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W (t), ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

X : Ω → Ĉd òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω) → X(t,ω) ∈ R̂d � (β(R+) ×
× F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà, X(0) = η ï. í., è êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3), 4) èç îïðåäåëåíèÿ 2.4.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx(t) ∈ F (t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t) (2.57)

ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì F : R+ × Rd →
→ cl (Rd) è îòîáðàæåíèåì g : R+ ×Rd → Rd×d.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Åñëè:
1) ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì

Ft è îòîáðàæåíèå X : Ω→ Ĉd òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ (t,ω)→ X(t,ω) ∈
∈ R̂d � (β(R+)× F,β(R̂d)) -èçìåðèìà è (Ft) -ñîãëàñîâàíà;

2) ñóùåñòâóåò (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), W (0) = 0 ï. í.;
3) ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ v : R+×Ω→

→ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+×Ω âêëþ-
÷åíèþ

1[0,e)(t)v(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)F (t,X(t,ω)),

ãäå e = e(X(ω)) � ìîìåíò âçðûâà X(ω), è åñëè σn(ω) = inf{t :
‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .

∫ σn
0 ‖v(s)‖ ds < ∞,∫ σn

0 ‖g(s,X(s))‖2 ds <∞ ï. í.;
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4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(τ) dτ+

t∫
0

g(τ, X(τ)) dW (τ),

òî íàáîð (X,Ω,F, P,Ft,W (t), v(t), e) (èëè êîðî÷å X ) íàçûâàåì ñëàáûì
ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (2.57).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ âêëþ÷åíèÿ (2.57) èìååò ìå-
ñòî ïîòðàåêòîðíàÿ åäèíñòâåííîñòü (èëè âêëþ÷åíèå îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëàáûõ ðå-
øåíèé (X,Ω,F, P,Ft, v(t),W (t), e) è (X̄,Ω,F, P,Ft, v̄(t),W (t), ē), çàäàí-
íûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îäíèì è òåì
æå ïîòîêîì è ñ îäíèì è òåì æå áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, èç ðàâåí-
ñòâà X(0) = X̄(0) ï. í. ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà e(ω) =
= ē(ω), X(t) = X̄(t) ∀t ∈ [0, e).

Ïóñòü òåïåðü äàíî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t), (2.58)

ãäå f : R+ × Rd → Rd è g : R+ × Rd → Rd×d � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ
îòîáðàæåíèÿ.

Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 2.5, 2.6, 2.9 âìåñòî ñëàáûõ ðåøåíèé âêëþ÷å-
íèÿ (2.56) èëè âêëþ÷åíèÿ (2.57) èñïîëüçîâàòü ñëàáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.58), òî ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèÿì ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, ñëàáîé è ïîòðà-
åêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ÑÑÄÓ (2.58). Åñëè â îïðåäåëåíèè 2.7 óñëîâèÿ
3) è 4) çàìåíèòü ñëåäóþùèì óñëîâèåì 5): ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈
∈ [0, e(ω)) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = η+

t∫
0

f(s, x(s))ds +

t∫
0

g(s, x(s))dW (s),

òî ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÑÑÄÓ (2.58).

Ïðåäëîæåíèå 2.1 (ïðèíöèï ßìàäû�Âàòàíàáý [24, c. 154]).
Åñëè äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) ñóùåñòâóåò

ñëàáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (2.57) (óðàâíåíèÿ (2.58)) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ν è âêëþ÷åíèå (2.57) (óðàâíåíèå (2.58)) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè, òî äëÿ ýòîãî âêëþ÷åíèÿ (óðàâíåíèÿ)
èìååò ìåñòî ñèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è ëþáîå ñëàáîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì. �
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Ïóñòü çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå G : R+ × Rd → cl (Rd×d)
è ïóñòü κ(t, x) = inf

a(t,x)∈A(t,x)
det a(t, x), ãäå A(t, x) =

{
b(t, x)b>(t, x) :

b(t, x) ∈ G(t, x)
}
.

Óñëîâèå C1). Äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, x) ∈ R+ × Rd è äëÿ ëþ-
áîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,x) ýòîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫
U(t,x)

κ−1(s, y)dsdy < +∞.

Òåîðåìà 2.4 (ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÂ). Åñëè ìíîãî-
çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : R+ × Rd → cl (Rd), G : R+ × Rd → cl (Rd×d)
èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû; îòîáðàæåíèå G óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ C1) òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν
íà (Rd,β(Rd)) âêëþ÷åíèå (2.56) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 è çàìå÷àíèþ 1.14 ñó-
ùåñòâóåò ïàðà èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ ñåëåê-
òîðîâ f0(t, x), a0(t, x) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
F (t, x), A(t, x). Ïðè êàæäûõ (t, x) ìàòðèöà a0(t, x) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé. Ïðåäñòàâèì åå â âèäå a0 = TΛT>, ãäå T �
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ Λ : R+ × Rd → Rd×d, T : R+ ×
× Rd → Rd×d ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ (ïðåäë. 1.81). Âîçüìåì
g0 = T

√
ΛT> è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = f0(t, x(t))dt + g0(t, x(t))dW (t). (2.59)

Èç óñëîâèÿ C1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, x) ∈ R+ × Rd è
äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,x) ýòîé òî÷êè îïðåäåëåí èíòåãðàë∫
U(t,x)(deta0(s, y))−1dsdy, ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.59)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ñ). Ïî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðî-
ÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå (2.59) èìååò ñëàáîå ðå-
øåíèå (x(t,ω),W (t),Ω,F, P,Ft, f0(t, x(t,ω)), g0(t, x(t,ω)), e) òàêîå, ÷òî
P x(0) = ν, Èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.59) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

1[0,e)(t)f0(t, x(t,ω)) ∈ 1[0,e)(t)F (t, x(t,ω)),

1[0,e)(t)g0(t, x(t,ω))g>0 (t, x(t,ω)) ∈ 1[0,e)(t)A(t, x(t,ω)),

ïîýòîìó x(t,ω) � ñëàáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (2.56). �
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òîëüêî âìåñòî

òåîðåìû 2.2 íàäî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.3).
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Òåîðåìà 2.5 (ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÂ). Åñëè ìíî-
ãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : R+×Rd → cl (Rd), G : R+×Rd → cl (Rd×d)
èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé âå-
ðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì âêëþ-
÷åíèå (2.56) èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν. �

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü çàäàíû ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : R+ ×
× Rd → conv(Rd), G : R+ × Rd → cl (Rd×d) è ïóñòü A(t, x) =
=
{
b(t, x)b>(t, x) : b(t, x) ∈ G(t, x)

}
. Åñëè ïðè âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rd

A(t, x) ∈ conv(Rd×d), îòîáðàæåíèÿ F è A ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó è ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åíû, òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà
(Rd,β(Rd)) âêëþ÷åíèå (2.56) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàéêëà (ïðåäë. 1.71) ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå ñåëåêòîðû f̄(t, x), ā(t, x) ñîîòâåòñòâåííî îòîáðàæåíèé F
è A. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ā â âèäå ā = T1Λ1T

>
1 , T1 � îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà, à Λ1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ Λ1 : R+ × Rd → Rd×d, T1 : R+ × Rd → Rd×d

ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ (ïðåäë. 1.81). Âîçüìåì g1 = T1

√
Λ1T

>
1

è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = f̄(t, x(t))dt + g1(t, x(t))dW (t). (2.60)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.60) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2,
ïîýòîìó äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòè ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå
(2.60) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå x(t) òàêîå, ÷òî P x(0) = ν, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
òàêæå è ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (2.56).�

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ
ðåøåíèé ââåäåì ñëåäóþùåå óñëîâèå Å). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå F : R+ × Rd → cl (Rd) è îòîáðàæåíèå g : R+ × Rd → Rd×d

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Å), åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ V (x), îïðåäåëåííàÿ íà Rd è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïðî-
èçâîäíûìè V

′′

xixj
, i, j = 1, . . . , d, V (0) = 0 è V (x) 6= 0, åñëè x 6= 0, òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ m ∈ R+, t ∈ R+, z ∈ Rd, y ∈ Rd, ‖z‖ 6 m, ‖y‖ 6 m,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
a∈F (t,y), b∈F (t,z)

V
′

x(y − z)(a− b)+

+
1

2
tr
(
V
′′

x2(y − z)(g(t, y)− g(t, z))(g(t, y)− g(t, z))>
)
6 k(t,m)V (y − z)

ñ îòîáðàæåíèåì k : R+×R+ → R+, êîòîðîå ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ
m è a ∈ R+ èíòåãðèðóåìî ïî Ëåáåãó íà [0, a] .
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Òåîðåìà 2.7 (î ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé
ÑÄÂ). Åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R+ × Rd → cl (Rd) è îòîá-
ðàæåíèå g : R+×Rd → Rd×d èçìåðèìû ïî Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E), òî âêëþ÷åíèå (2.57) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âêëþ÷åíèå (2.57) èìååò äâà
ñëàáûõ ðåøåíèÿ (x1(t,ω), v1(t,ω), e1(ω)) è (x2(t,ω), v2(t,ω), e2(ω)),
îïðåäåëåííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îäíèì
è òåì æå ïîòîêîì, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ,
òàêèõ, ÷òî x1(0,ω) = x2(0,ω) ï. í. Ïóñòü σim = inf

{
t : ‖xi(t,ω)‖ >

> m
}
, i = 1, 2, ε(t,m) =

∫ t

0 k(s,m)ds, ψ(t,m) = exp(−ε(t,m)).
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî σ1

m = σ2
m ï. í. è x1(t,ω) = x2(t,ω) ïðè

t ∈ [0,σ1
m) ï. í. ïðè âñåõ m ∈ R+. Ïî ôîðìóëå Èòî äëÿ ëþáîãî a ∈ R+

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ψ(t ∧ a ∧ σ1
m ∧ σ2

m,m)V (x1(t ∧ a ∧ σ1
m ∧ σ2

m)− x2(t ∧ a ∧ σ1
m ∧ σ2

m)) =

=

t∧T∧σ1m∧σ2m∫
0

ψ(s,m)

(
V
′

x(x1(s)− x2(s))(v1(s)− v2(s))−

−k(s,m)V (x1(s)− x2(s)) +
1

2
tr(V

′′

x2(x1(s)− x2(s))×

×(g(s, x1(s))− g(s, x2(s))(g(s, x1(s))− g(s, x2(s))
>)

)
ds+

+

t∧a∧σ1m∧σ2m∫
0

ψ(s,m)V
′

x(x1(s)− x2(s))×

×(g(s, x1(s))− g(s, x2(s))dW (s). (2.61)

Ïðè êàæäûõ m ∈ R+, a ∈ R+ èç (2.61), èñïîëüçóÿ óñëîâèå E), äëÿ
ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ6a∧σ1

m∧σ2
m, èìååì E(ψ(τ,m)V (x1(τ,ω)−

− x2(τ,ω)) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò ψ(τ,m)V (x1(τ,ω) − x2(τ,ω)) =
= 0 ï. í. Òàê êàê ψ(τ,m) 6= 0, òî V (x1(τ,ω) − x2(τ,ω)) = 0 ï. í.
Ñâîéñòâà ôóíêöèè V òàêîâû, ÷òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò
x1(τ,ω) = x2(τ,ω) ï. í. Ïîýòîìó x1(t,ω) = x2(t,ω) ïðè âñåõ t ∈
∈ [0,σ1

m ∧ σ2
m[ ï. í. Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî σ1

m = σ2
m ï. í. è

x1(t,ω) = x2(t,ω) ∀t ∈ [0,σ1
m) ï. í. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+ × Rd → cl(Rd) íàçûâàåòñÿ ìî-
íîòîííûì, åñëè ïðè êàæäîì t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (x1 −
− x2)

>(u1 − u2) 6 0 äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ Rd è äëÿ âñåõ u1 ∈ L(t, x1), u2 ∈
∈ L(t, x2). ßñíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R+ × Rd → cl (Rd)
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âèäà F (t, x) = f(t, x)+L(t, x), ãäå f : R+×Rd → Rd � ëîêàëüíî ëèïøè-
öåâîå ïî x è èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèå, à L : R+×Rd → cl(Rd)
� èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ è ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå, âìåñòå ñ èçìåðèìûì
ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî ëèïøèöåâûì ïî x îòîáðàæåíèåì g : R+ × Rd →
→ Rd×d, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E) ñ ôóíêöèåé V (x) = ‖x‖2. Îòîá-
ðàæåíèå f èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà 2.5 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ìîíîòîííîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 2.5. Ïðèìåð ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-
íèÿ, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè:

dx(t) ∈ f(x(t))dt + dW (t), (2.62)

f(x) =

 1, x < 0,
[− 1, 1], x = 0,
−1, x > 0.

Åñëè V (x) = x2, x ∈ R, òî äëÿ ëþáûõ m ∈ R, z ∈ R, y ∈ R,
‖z‖ 6m, ‖y‖ 6m, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
a∈f(y),b∈f(z)

V
′

x × (a− b) +
1

2
tr
(
V
′′

x2 × (g(y)− g(z))(g(y)− g(z))>
)
6 0.

Ïî òåîðåìå 2.7 âêëþ÷åíèå (2.62) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèí-
ñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé. �

Òåîðåìà 2.8 (î ñèëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåí-
íîñòè ÑÄÓ). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : R+ × Rd → Rd è g : R+ × Rd →
→ Rd×d èçìåðèìû ïî Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ E); êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t, x) è σ(t, x) = g(t, x)g>(t, x) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ C), òî äëÿ ÑÑÄÓ (2.58) èìååò ìåñòî ñèëüíîå
ñóùåñòâîâàíèå è ïîòðàåêòîðíàÿ åäèíñòâåííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8 âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2 ñóùåñòâîâàíèÿ
ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÑÄÓ, òåîðåìû 2.7 î ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ñëà-
áûõ ðåøåíèé ÑÄÂ è ïðèíöèïà ßìàäû�Âàòàíàáý. �

Òåîðåìà 2.9 (î ñèëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ÑÄÂ). Ïóñòü: F = f1 +F2;
f1 : R+ × Rd → Rd, F2 : R+ × Rd → cl (Rd) è G : R+ × Rd → cl (Rd×d)
� èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ ; f1 �
ìîíîòîííîå è íåïðåðûâíîå ïî x îòîáðàæåíèå; F2 è G � ëèïøèöåâûå
ïî x îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà äëÿ ÑÄÂ (2.56) èìååò ìåñòî ñèëüíîå ñóùå-
ñòâîâàíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.73, îòîáðàæåíèÿ
F2(t, x), G(t, x) èìåþò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ è ëèïøèöåâûå ïî x
ñåëåêòîðû b2(t, x), c(t, x). ÑÑÄÓ

dx(t) = (f1(t, x(t)) + b2(t, x(t))dt + c(t, x(t))dW (t) (2.63)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.8, ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèÿ (2.63) èìå-
åò ìåñòî ñèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ òàêîâû, ÷òî
îòñþäà ñëåäóåò ñèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ÑÄÂ (2.56) (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 2.4). �

Ïóñòü F : R+ × Rd → cl (Rd) è G : R+ ×Rd → cl (Rd×d) � ìíîãî-
çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû îá îòñóòñòâèè âçðû-
âîâ ââåäåì ñëåäóþùåå óñëîâèå Í).

Óñëîâèå H). Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
Q(x), îïðåäåëåííàÿ íà Rd è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè Q

′′

xixj
,

i, j = 1, . . . , d; lim
‖x‖→∞

Q(x) =∞ è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ R+ ×Rd

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
a∈F (t,x)

Q
′

x(x)a +
1

2
sup

b∈G(t,x)

tr
(
Q
′′

x2(x)bb>
)
6 k(t)(1 + Q(x)),

ãäå k(t) � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà êàæäîì îòðåçêå [0, a], a > 0,
ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 2.6. Ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

dx(t) = (x(t)− 2x3(t))dt + (t + x2(t))dW (t)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Í) ñ ôóíêöèåé Q(x) = x4, òàê êàê

sup
a∈F (t,x)

Q
′

x(x)a +
1

2
sup

b∈G(t,x)

tr
(
Q
′′

x2(x)bb>
)

=

= 4x4 − 8x6 + 6x2(t + x2)2
6 6(t + 1)2(x4 + 1).

Òåîðåìà 2.10 (îá îòñóòñòâèè âçðûâîâ). Åñëè ìíîãîçíà÷íûå îòîáðà-
æåíèÿ F : R+ × Rd → cl (Rd) è G : R+ × Rd → cl (Rd×r) èçìåðèìû ïî
Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ H), òî äëÿ ëþ-
áîãî β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ (x, u(t), v(t),Ω,F, P,Ft,W (t), e(ω)) âêëþ÷åíèÿ
(2.56) èìååì e(ω) =∞ ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σm = inf
{
t : ‖x(t,ω)‖ > m

}
, δ(t) =

=
∫ t

0 k(s)ds, ψ1(t) = exp(−δ(t)−Q(x(0))). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∀a ∈ R+

lim
m→∞

P{σm 6 a} = 0. (2.64)
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Ïî ôîðìóëå Èòî äëÿ ∀a ∈ R+

ψ1(t ∧ a ∧ σm)(1 + Q(x(t ∧ a ∧ σm)) = exp(−Q(x(0)))(1 + Q(x(0)))+

+

t∧T∧σm∫
0

ψ1(s)

(
− k(s)(1 + Q(x(s))) + Q

′

x(x(s))v(s)+

+
1

2
tr
(
Q
′′

x2(x(s))u(s)u>(s)
))

ds +

t∧T∧σm∫
0

ψ1(s)Q
′

x(x(s))u(s)dW (s). (2.65)

Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ 6 a ∧ σm èç ðàâåíñòâà (2.65) èìååì
E(ψ1(τ))(1 + Q(x(τ))) 6 l1, ãäå l1 = sup

y∈[0,+∞)

exp(−Q(y))(1 + Q(y)). Ïî

ëåììå 2.1 äëÿ ëþáîãî b > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

P

{
sup

t6a∧σm
ψ1(t)(1 + Q(x(t))) > b

}
6
l1
b
.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè r(m) →
m→∞

∞ âåðíî ðàâåíñòâî

lim
m→∞

P

{
sup

t6T∧σm
ψ1(t)(1 + Q(x(t))) > r(m)

}
= 0. (2.66)

Â ñîîòíîøåíèè (2.66) ìíîæèòåëü ψ1(t) íå çàâèñèò îò m è ïðèíèìàåò
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü

lim
m→∞

P

{
sup

t6T∧σm
(1 + Q(x(t))) > r(m)

}
= 0. (2.67)

Ïóñòü inf
‖x‖=m

(1 + Q(x)) = b(m). Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Q ñëåäóåò, ÷òî

b(m) →
m→∞

∞. Òàê êàê {σm 6 a} ⊂ { sup
t6a∧σm

(1 + Q(x(t))) > b(m)}, òî èç

(2.67) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé

lim
m→∞

P{σm 6 T} 6 lim
m→∞

P{ sup
t6T∧σm

(1 + Q(x(t))) > b(m)} = 0.

Ñîîòíîøåíèå (2.64), à çíà÷èò, è òåîðåìà 2.10 äîêàçàíû. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2 (î ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè [226, ñ. 48, 278]). Ïóñòü
îòîáðàæåíèÿ f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd×m � èçìåðèìû è îãðà-
íè÷åíû è òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ (gg>) = σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

inf
06t6a

inf
θ∈(Rd\{0})

θ>σ(t,x)θ
‖θ‖2 > 0, lim

y→x
sup

06t6a
‖σ(t, y) − σ(t, x)‖ = 0 äëÿ êàæäûõ

a > 0 è x ∈ Rd. Òîãäà óðàâíåíèå (2.58) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé
åäèíñòâåííîñòè. �
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Ïðåäëîæåíèå 2.3 [28]. Ïóñòü: ôóíêöèè f (1), f (2), g(1) è g(2) â ñè-
ñòåìå (2.22) � îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ ; λ>g(1)g(1)>(t, x, y)λ>
ν‖λ‖2,ν > 0, äëÿ âñåõ (t, x, y), λ ∈ Rl ; âñå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû
(2.22) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y ñ ïîñòîÿííîé L, íå çàâè-
ñÿùåé îò (t, x); ôóíêöèè f (2), g(1) è g(2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî x ñ òîé æå ïîñòîÿííîé L è ôóíêöèè a = g(1)g(1)> è f (1) ïðè
âñåõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x) èìåþò äâå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå è ðàâíî-
ñòåïåííî íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà ñèñòåìà (2.22) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè. �

Ïðèìåð 2.7. Óðàâíåíèå dx(t) = g(x(t))dW (t), x(0) = 0,

g(x) =

{
1, x = 0,
0, x 6= 0,

èìååò β-ñëàáîå ðåøåíèå x(t) ≡ 0, t>0, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøå-
íèåì, ò. å. íå ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ïðî-
öåññ x(t) ≡ 0, t > 0 ÿâëÿëñÿ áû ñëàáûì ðåøåíèåì. Â ýòîì ïðèìåðå ìíî-
æåñòâî A(x) èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 èìååò âèä

A(x) =

{
[0, 1], x = 0,
0, x 6= 0.

Ïðèìåð 2.8. Óðàâíåíèå dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t),

g(x) =

{
1, x 6= 0,
0, x = 0,

f(x) =

{
−1, x > 0,
1, x < 0,

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (òåîðåìà 2.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0.

2.5. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå

x(t) = x0 +

t∫
0

f(τ, x(τ)) dτ+

t∫
0

g(τ, x(τ)) dW (τ) + K(t) (2.68)
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â îáëàñòè D ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû; çäåñü x0 ∈ D̄; x(t) � îòðàæåííûé
ïðîöåññ íà D̄; K � ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé, ïðè÷åì âàðèàöèÿ
|K| âîçðàñòàåò, ëèøü êîãäà x(t) ∈ ∂D; f : R+ × Rd → Rd è g : R+ ×
×Rd → Rd×d � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè D â Rd, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
Ëèîíñà�Øíèòìàíà. ×åðåç |K|t îáîçíà÷àåì âàðèàöèþ îòîáðàæåíèÿ K :
R+ → Rd íà [0, t].

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.68) â îáëà-
ñòè D ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû ïîíèìàåì d-ìåðíûé íåïðåðûâíûé
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t), t ∈ R+, îïðåäåëåííûé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft, êîòîðûé (Ft)-ñîãëàñîâàí,
x(t) ∈ D̄ äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ ï. í., è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) ñ W (0)= 0 ï. í.;
2) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ K(t), t ∈

∈ R+, K(0) = 0 ï. í., èìåþùèé îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è

K(t) =

t∫
0

n(τ) d|K|τ, |K|t =

t∫
0

1∂D(x(τ)) d|K|τ, (2.69)

ãäå n(τ) ∈ Nx(τ), åñëè x(τ) ∈ ∂D;
3) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(2.68).

Òåîðåìà 2.11. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f è g èçìåðèìû ïî Áîðåëþ
è îãðàíè÷åíû, êîìïîíåíòû ôóíêöèé f,σ = gg> óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ Ñ), òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ⊂ Rd, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
Ëèîíñà�Øíèòìàíà, äëÿ ëþáîãî x0 ∈ D̄ óðàâíåíèå (2.68) èìååò ñëàáîå
ðåøåíèå â îáëàñòè D ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.82 ñóùåñòâó-
þò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t,X) =
= diag ((λ1(t,X))1/2, . . . , (λd(t,X))1/2), λ1 > . . . > λd > 0, è îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû T (t,X) è P (t,X) òàêèå, ÷òî g = TΛP, ãäå λi, i = 1, . . . , d, �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû gg>, T � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé �
ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû gg>. Ïóñòü

gn = T diag(((λ1 + 1/n) ∧ n)1/2, . . . , ((λd + 1/n) ∧ n)1/2)P.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî detσn > δ(n) > 0, êðîìå
òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ R+ ×Rd èìååò ìåñòî ñòðåìëåíèå

gn(t, x)→ g(t, x) ïðè n→ +∞. (2.70)
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.85, äëÿ êàæäîãî n ∈ N äëÿ óðàâíåíèÿ (2.68)
ñ g = gn = T

√
ΛnT

> ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ωn,Fn, Pn) ñ ïîòîêîì Fnt, (Fnt)-áðîóíîâñêèé ïðîöåññ Wn(t) è ïàðà
íåïðåðûâíûõ (Fnt)-ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ xn, Kn òàêèõ, ÷òî ï. í. ∀t ∈
∈ R+

xn(t) = x0 +

t∫
0

f(τ, xn(τ)) dτ+

t∫
0

gn(τ, xn(τ)) dWn(τ) + Kn(t), (2.71)

xn(t) ∈ D̄ ï. í., Kn(t) � ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé è òàêîé,

÷òî Kn(0) = 0 ï. í., Knt =
∫ t

0 n(τ) d|Kn|τ, |Kn|t =
∫ t

0 1∂D(xn(τ)) d|Kn|τ,
n(τ) ∈ Nxn(τ), åñëè xn(τ) ∈ ∂D.

Èç ëåììû 2.3 [271, ñ. 289] ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn, Kn, |Kn|) ïëîòíà â C(R+, R

2d+1). Îòñþäà è èç òåîðåìû Ñêîðîõîäà
(ïðåäëîæåíèå 1.33) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ni,

âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω̂, F̂, P̂ ) è íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ x̂,

x̂ni
, K̂, K̂ni

, B̂ òàêèõ, ÷òî x̂ni
, K̂ni

, |K̂ni
| ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæ-

äîì êîìïàêòíîì ïðîìåæóòêå èç R+ ñîîòâåòñòâåííî ê x̂, K̂, B̂ ï. í. è

P xni = P x̂ni , PKni = P K̂ni (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñàìè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè x̂n, K̂n, |K̂n| ñ÷èòàåì ñõîäÿùèìèñÿ).

Ïóñòü yn(t) = xn(t) − Kn(t), ŷn(t) = x̂n(t) − K̂n(t), ŷ(t) = x̂(t) −
− K̂(t), òîãäà äëÿ ëþáîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè h : Rd → R, îãðàíè÷åííîé âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, äëÿ ëþáûõ s, t ∈ R+, s 6 t, äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè z : Rd → R, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
Èòî, èç ðàâåíñòâ (2.71) èìååì

En

((
h(yn(t))− h(yn(s))−

t∫
s

(
1

2
tr
(∂2h(xn(τ))

∂x2
σn(τ, xn(τ))

)
+

+
∂h(xn(τ))

∂x
f(τ, xn(τ))

)
dτ

)
z(xn(s))

)
= 0. (2.72)

Èç ðàâåíñòâ (2.72), èñïîëüçóÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, èìååì

E

((
h(ŷ(t))− h(ŷ(s))−

t∫
s

(
1

2
tr
(∂2h(x̂(τ))

∂x2
σ(τ, x̂(τ))

)
+
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+
∂h(x̂(τ))

∂x
f(τ, x̂(τ))

)
dτ

)
z(x̂(s))

)
= 0,

ïîýòîìó ïðîöåññ h(ŷ(t))− h(ŷ(0))−

−
∫ t

0

(
1

2
tr
(∂2h(x̂(τ))

∂x2
σ(τ, x̂(τ))

)
+

∂h(x̂(τ))

∂x
f(τ, x̂(τ))

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ F̂t-ìàðòèíãàëîì. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.53, íà ðàñøèðåíèè
(Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) ñ F̂t îïðåäåëèì (F̃t)-áðîóíîâñêîå

äâèæåíèå W̃ (t) òàêîå, ÷òî ∀t ∈ R+

ŷ(t)− ŷ(0)−
∫ t

0

f(τ, x̂(τ)) dτ =

∫ t

0

g(τ, x̂(τ)) dW̃ (τ) ï. í.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4 [275, c. 185], ïðîöåññû x̂(t), K̂(t) ÿâëÿþòñÿ òà-

êèìè, ÷òî ∀t ∈ R+ x(t) ∈ D̄ ï. í., K̂(0) = 0 ï. í., K̂ èìååò îãðàíè÷åííóþ

âàðèàöèþ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.69) è ŷ(t) = x̂(t)− K̂(t). Òàêèì îá-
ðàçîì, x̂ � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.68) â îáëàñòè D ñ îòðàæåíèåì
îò ãðàíèöû. Òåîðåìà 2.11 äîêàçàíà. �

2.6. Îäíîìåðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîìåðíûõ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü óñèëåíû. Äëÿ óðàâíå-
íèé áåç ñíîñà Ã. Â. Ýíäåëüáåðãîì è Â. Øìèäòîì ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé. Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå îäíîìåðíûõ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ è óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ïðîâåäåíî â êíèãå [180]. Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìà-
íèÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìû áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèì íåêîòî-
ðûå èç ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè [180].

Äëÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ ôóíêöèè g : R → R îïðåäåëèì ñëåäóþ-
ùèå ìíîæåñòâà: Ng = {x ∈ R : g(x) = 0};

Mg =
{
x ∈ R :

∫
U(x)

g−2(y)dy =∞
}

äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x . Èçìåðèìóþ ïî Áîðåëþ
ôóíêöèþ h : R→ R íàçûâàåì ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè

ñóùåñòâóåò d > 0 òàêîå, ÷òî
∫ x0+d

x0−d |h(x)|dx < +∞, ïèøåì f ∈ Lloc
1 (d).

Ñëàáîå ðåøåíèå x(t) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè x(t) = x0 ∈
∈ R ∀t > 0, ï. í.
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Ïðåäëîæåíèå 2.4 [194; 195].
1. Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (R,β(R)) óðàâíåíèå

dx(t) = g(x(t))dW (t) (2.73)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Mg ⊂ Ng.

2. Äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (R,β(R)) óðàâíåíèå (2.73)
èìååò íåòðèâèàëüíîå ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
ν òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå g−2 ëîêàëüíî èíòåãðèðó-
åìî íà R.

3. Ó ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.73) îòñóòñòâóþò âçðûâû.
4. Óðàâíåíèå (2.73) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè, åñ-

ëè è òîëüêî åñëè g2(x) > 0 ∀x ∈ R. �

Ïðåäëîæåíèå 2.5 [180].

10. Åñëè 1+|f(x)|
g2(x) ∈ Lloc

1 (R), g2(x) > 0, òî óðàâíåíèå

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t) (2.74)

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñëàáîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè.

20. Åñëè |f(x)|
g2(x) ∈ Lloc

1 (R), 1
g2(x)  Lloc

1 (x0), g2(x) > 0, òî óðàâíåíèå

(2.74) íå èìååò ñëàáûõ ðåøåíèé òàêèõ, ÷òî x(0) = x0.

Ïðåäëîæåíèå 2.6.
1. Ïóñòü: ôóíêöèè f : R+×R→ R è g : R+×R→ R � èçìåðèìû

ïî Áîðåëþ, îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

|g(t, x)− g(t, y)| 6 ρ1(|x− y|), |f(t, x)− f(t, y)| 6 ρ2(|x− y|)

∀(t, x), (t, y) ∈ R+ × R, ãäå ρ1, ρ2 ∈ C(R+, R+), ρ1(0) = 0, ρ2(0) = 0,
ρ1, ρ2 âîçðàñòàþùèå âûïóêëûå ââåðõ ôóíêöèè ; ïðè ëþáîì ε > 0∫ ε

0

du

ρ2
1(u)

=∞,

∫ ε

0

du

ρ2(u)
=∞.

Òîãäà óðàâíåíèå

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t) (2.75)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé åäèí-
ñòâåííîñòè [133, c. 45; 291; 292].

2. Ïóñòü : ôóíêöèè f è g � èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è èìåþò ëèíåé-
íûé ïîðÿäîê ðîñòà ; g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî x ñ ïîêàçà-
òåëåì 1/2; g2(t, x)>λ > 0 ∀(t, x). Òîãäà óðàâíåíèå (2.75) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè [40].

3. Ïóñòü :
g(t, x) = g1(t, x)g2(t, g3(x)), (2.76)
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ãäå g1, g2 è g3 � îãðàíè÷åííûå è èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ôóíêöèè ; g1 è
g2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà

|g1(t, x)− g1(t, y)|+ |g2(t, x)− g2(t, y)| 6 L|x− y|1/2, (2.77)

ãäå t > 0, x, y ∈ R,L = const;

inf
t,x

g2(t, x) > 0; (2.78)

g3 � ôóíêöèÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ò. å. äëÿ ëþáîãî a > 0

var
[−a,a]

g3 <∞; (2.79)

ôóíêöèÿ f(t, x) èìååò âèä f(t, x) = f1(t, x) + g(t, x)f2(t, x), ãäå f1 è f2

èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ è îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì f1 óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x. Òîãäà óðàâíåíèå (2.75) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè [133, c. 48].

4. Ïóñòü ôóíêöèè f(t, x) è g(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.76)�
(2.79) è, êðîìå òîãî, f íåïðåðûâíà ïî x. Òîãäà óðàâíåíèå (2.75) îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ [117; 133, c. 50]. �

Ïóñòü I = (l, r) , −∞ 6 l < r 6+∞, è ïóñòü f(x), g(x) � íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè è g2(x) > 0 ∀x ∈ I. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
óðàâíåíèå (2.75) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåê-
òîðíîé åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü x0 ∈ I è xx0

(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.75) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 è ïóñòü e = lim

n→+∞
τn, ãäå

τn = inf{t : xx0
(t)  [an, bn]}, l < an < bn < r, an ↓ l, bn ↑ r. Ââåäåì

ôóíêöèþ

s(x) =

∫ x

c

exp(−
∫ y

c

2f(z)

g2(z)
dz)dy, c ∈ I.

Ôóíêöèÿ s(x) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, ñòðîãî
âîçðàñòàþùåé íà I è

1

2
g2(x)

d2s(x)

dx2
+ f(x)

ds(x)

dx
= 0 íà I.

Ïðåäëîæåíèå 2.7 [24, c. 351�355]. Ïóñòü s(l + 0) = lim
x↓l

s(x),

s(r − 0) = lim
x↑r

s(x).

1. Åñëè s(l + 0) = −∞, s(r − 0) = +∞, òî

P (e = +∞) = P (lim sup
t↑∞

xx0
(t) = r) = P (lim inf

t↑∞
xx0

(t) = l) = 1 ∀x0 ∈ I.

2. Åñëè s(l + 0) > −∞, s(r − 0) = +∞, òî

P (lim
t↑e

xx0
(t) = l) = P (sup

t<e
xx0

(t) < r) = 1 ∀x0 ∈ I.
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè l è r.
3. Åñëè s(l + 0) > −∞, s(r − 0) < +∞, òî

P (lim
t↑e

xx0
(t) = l) = 1−P (lim

t↑e
xx0

(t) = r) =
s(r − 0)− s(x0)

s(r − 0)− s(l + 0)
∀x0 ∈ I. �

Ïðèìåð 2.9. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = g(x(t))dW (t), g(x) = |x|a.
Åñëè a > 1

2 , òîãäà ôóíêöèÿ g−2 íå èíòåãðèðóåìà â ëþáîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ñëàáûõ ðåøåíèé, êðîìå
òðèâèàëüíîãî, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 = 0. Åñëè 0 < a < 1

2 , òîãäà g−2

ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà. Óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷-
íûõ ñëàáûõ ðåøåíèé, ñòàðòóþùèõ èç íóëÿ [24, .292] .

Ïðèìåð 2.10 [149]. dx(t) = g(x(t))dW (t), x(0) = 0,

g(x) =

{
1, x 6= 0,
0, x = 0.

Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft, W (t)�
(Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ïðîöåññû x(t) = W (t), x(t) ≡ 0, t > 0 ÿâëÿ-
þòñÿ ñèëüíûìè ðåøåíèÿìè [149]. Óðàâíåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
íè ïîòðàåêòîðíîé, íè ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè.

Ïðèìåð 2.11 [24, c. 157�158]. dx(t) = g(x(t))dW (t), g(x) = 1, åñëè
x > 0; g(x) = −1, åñëè x 6 0; x(0) = 0.

Ïóñòü B(t) � (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft. Ïîëîæèì x(t) = B(t) è

W (t) =
∫ t

0 g(B(τ))dB(τ). Òîãäà W (t) ÿâëÿåòñÿ (Ft)-áðîóíîâñêèì äâè-
æåíèåì. Ïðîöåññ x(t) ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì W (t) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
ðåøåíèåì íà (Ω,F, P ) ñ Ft. Ïðîöåññ x = −x(t) âìåñòå ñ W (t)� òàêæå
ñëàáîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïî-
òðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé. Ïî òåîðåìå 2.4 óðàâíåíèå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå íå
èìååò ñèëüíûõ ðåøåíèé [24, c. 158].

Ïðèìåð 2.12 [180, ñ. 33, 108]. 1. Óðàâíåíèå

dx(t) = x(t)dt + g(x(t))dW (t), x(0) = 0, g(x) =

{
x, x 6= 0,
1, x = 0,

íå èìååò ñëàáûõ ðåøåíèé.
2. Óðàâíåíèå

dx(t) = dt + g(x(t))dW (t), x(0) = 0, g(x) =

{ √
|x|, x 6= 0,

1, x = 0,
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èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî îáà, ïðèâåäåííûå âû-
øå óðàâíåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2.

Çàìå÷àíèå 2.4. Òàê æå êàê è íàñòîÿùàÿ êíèãà, ìîíîãðàôèÿ [226]
ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Îä-
íàêî â [226] ðàññìàòðèâàþòñÿ âêëþ÷åíèÿ âèäà, îòëè÷íîãî îò âêëþ÷åíèé,
êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â íàñòîÿùåé êíèãå. Óêàæåì ýòè âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü
F : [0, a]×Rd → cl(Rd), G : [0, a]×Rd → cl(Rd×m) � ìíîãîçíà÷íûå îòîá-
ðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: F è G � èçìåðèìû è ðàâíîìåðíî
èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû, ò. å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ m(t) ∈ L2([0, a], R+)
òàêàÿ, ÷òî α(F (t, x), 0) + α(G(t, x), 0) 6 m(t) äëÿ âñåõ x ∈ Rd è ïî÷òè
âñåõ t ∈ [0, a]. Â [226] ïîä ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷å-
íèåì ïîíèìàåòñÿ ñîîòíîøåíèå âèäà

x(t)− x(s) ∈
t∫

s

F (τ, x(τ))dτ+

t∫
s

G(τ, x(τ)dW (τ)). (2.80)

Ñèñòåìà (Ω, P,F,Ft, x(t),W (t)), ñîñòîÿùàÿ èç ïîëíîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (Ω, P,F), ïîòîêà Ft, d -ìåðíîãî íåïðåðûâíîãî (Ft) -
ñîãëàñîâàííîãî ïðîöåññà x(t) è (Ft) -áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W (t), êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (2.80) ïðè âñåõ 0 6 s 6 t 6 a ï. í., ãäå
t∫
s

F (τ, x(τ))dτ,
t∫
s

G(τ, x(τ)dW (τ)) � ìíîãîçíà÷íûå èíòåãðàëû Àóìàíà

è Èòî äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F (τ, x(τ)), G(τ, x(τ)) ñîîòâåò-
ñòâåííî, íàçûâàåòñÿ Ê-ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (2.80) íà ïðîìåæóòêå
[0, a]. Â [226], â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (2.80).

Òåîðåìà Êèñëåâè÷à. Åñëè îòîáðàæåíèÿ F,G,GG> � âû-
ïóêëîçíà÷íû è ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè F (t, x), G(t, x) èçìåðèìû, ðàâ-
íîìåðíî èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû ïî x ïðè ïî÷òè âñåõ
ôèêñèðîâàííûõ t ∈ [0, a], òî äëÿ êàæäîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ
íà β(Rd) âêëþ÷åíèå (2.80) èìååò Ê-ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì µ.
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ÃËÀÂÀ 3

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

È ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

3.1. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íà÷èíàåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î çàâèñèìîñòè ìîìåíòà
âçðûâà îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàòåì óñòàíàâëèâàåì òåîðåìû î çàâèñèìî-
ñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé. Â êîíöå ïàðàãðàôà ñòðîèòñÿ ïîëóäèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑÑÄÓ.

Íà ìíîæåñòâå [0,∞] ââåäåì ìåòðèêó ρ(τ, τ1) =

∣∣∣∣ τ
1+τ −

τ1

1+τ1

∣∣∣∣ (ñ÷èòà-
åì, ÷òî τ

1+τ = 1, åñëè τ = ∞ ). Ïóñòü H � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð íà ([0,∞],β([0,∞])), l � ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà íà H,
à P � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (Rd,β(Rd)), d � ìåòðèêà
Ëåâè�Ïðîõîðîâà íà P. ×åðåç P e(xν) îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòíûé çàêîí íà
([0,∞],β([0,∞])) ìîìåíòà âçðûâà e(xν) ñëàáîãî ðåøåíèÿ xν óðàâíåíèÿ

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t) (3.1)

ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν ∈ P.

Òåîðåìà 3.1 (î çàâèñèìîñòè ìîìåíòà âçðûâà îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé). Ïóñòü: ôóíêöèè f : R+ × Rd → Rd è g : R+ × Rd → Rd×d � ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t, x)
è σ(t, x) = g(t, x)g>(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C) (ñì. ïàðàãðàô 2.2).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ ν ∈ P è ξ > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀ν∗,
d(ν,ν∗) 6 δ, äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ xν∗ ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðîé ν∗ óðàâíåíèÿ (3.1) íàéäåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå xν óðàâíåíèÿ (3.1)
ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν òàêîå, ÷òî l(P e(xν), P e(xν∗)) 6 ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,ò.å. ∃ν∈P, ∃ξ0>0, ∀n ∈
∈ N, ∃νn, l(ν,νn)61/n, ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå xnνn óðàâíåíèÿ (3.1)
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òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ xν ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðîé ν óðàâíåíèÿ (3.1) âûïîëíÿåòñÿ

l(P e(xν), P e(xnνn)) > ξ0. (3.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð νn, n > 1, îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â (P, d). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî νn, n > 1, ïëîò-
íîå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ñóùåñòâóþò êîìïàêò K1 â Rd è íî-
ìåð n0 òàêèå, ÷òî νn(K1) > 1− ε/2 ∀n > n0. Ìíîæåñòâî νn, 1 6 n 6n0,
êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K2, ÷òî
νn(K2) > 1 − ε/2 ∀n, 1 6 n 6 n0. Òåïåðü âèäèì, ÷òî νn(K1

⋃
K2) > 1 − ε

∀n > 1, ò. å. ìíîæåñòâî νn, n > 1, ïëîòíîå.
Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a

′

m ↑
m→∞

∞ è îïðåäåëèì τmn =

= inf{t : ‖xnνn(t)‖ > a
′

m}, xmn (t) = xnνn(t ∧ τmn ). Ïðè êàæäîì n ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü τmn ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è lim

m→+∞
τmn = e(xnνn). Îòñþäà

è èç íåðàâåíñòâà (3.2) âûòåêàåò, ÷òî

l(P e(xν), P τ
m
n ) > ξ0/2 (3.3)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è äëÿ âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé xν óðàâ-
íåíèÿ (3.1). Ïóñòü Ψk = ((x1

k, τ
1
k), (x

2
k, τ

2
k), . . . , (x

m
k , τ

m
k ), . . .), k > 1. Ïî

ëåììå 2.7 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨk, k > 1, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü PΨkn (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé âìåñòî kn áóäåì ïè-
ñàòü n ) è ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû εn = ((z1

n, %
1
n), . . . , (zmn , %

m
n ), . . .) è

ε = ((z1, %1), . . . , (zm, %m), . . .) íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω,F, P ) òàê, ÷òî ïðîöåññû zmn (t), zm(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, P εn =
= PΨn, zmn (t) →

n→∞
zm(t) ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå èç R+ ï. í. è

%mn →
n→∞

%m ï. í. Êðîìå òîãî, zm(t) = zm+1(t) ïðè t < %m, %m 6 %m+1.

Ïóñòü e = lim
m→∞

%m. Îïðåäåëèì ïðîöåññ z(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì: z(t) =

= zm(t) äëÿ t 6 %m, %m < ∞, z(t) = zm(t) äëÿ t < %m, %m = ∞,
z(t) = ∆ ïðè t > e. Ïðîöåññ z(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim sup

t↑e
‖z(t)‖ =

=∞ äëÿ e < +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σmt+ε íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû zm(s), 0 6 s 6 t + ε.
Ïóñòü Fm,t =

⋂
ε>0 σ

m
t+ε, Ft =

∨
m
Fm,t. Ïî ëåììå 2.8 ïðîöåññ z ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1). Èç ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèé ñëåäóåò
P e = lim

m→∞
P %m, P %m = lim

n→∞
P %mn , P %mn = P τ

m
n , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-

ñòâó (3.3). Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 3.2 (î çàâèñèìîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé). Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f : R+ × Rd → Rd è g : R+ × Rd →
→ Rd×d � ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; êîìïîíåíòû
ôóíêöèé f(t, x) è σ(t, x) = g(t, x)g>(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C);
ν ∈ P ; ó âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) c íà÷àëüíûìè âåðîÿò-
íîñòíûìè ìåðàìè ν∗ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
ν îòñóòñòâóþò âçðûâû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1 > 0 è ξ > 0 ñóùåñòâóåò
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν∗ ∈ P, d(ν,ν∗) 6 δ, äëÿ ëþáîãî ñëàáî-
ãî ðåøåíèÿ x∗ ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν∗ óðàâíåíèÿ (3.1)
íàéäåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå x íà ïðîìåæóòêå [0, t1] óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà-
÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν òàêîå, ÷òî d(P x∗(t1), P x(t1)) 6 ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ∃t1 > 0, ∃ξ0 >
> 0, ∀n ∈ N, ∃νn, d(ν,νn) 6 1/n, ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå
(xn,Ωn,Fn, Pn,Fnt,Wn(t)), P xn(0) = νn, óðàâíåíèÿ (3.1) òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x íà ïðîìåæóòêå [0, t1] óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà-
÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(P x(t1), P xn(t1)) > ξ0. (3.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèÿ 1.45. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ∈ Rd òàêîé,
÷òî ν(K) > 1 − ε. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ d(ν,νn) 6 1/n âûòåêàåò,
÷òî lim

b→∞
sup
n

Pn{‖xn(0)‖ > b} = 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Ïóñòü

σmn = inf
{
t : ‖xn(t)‖ > m

}
. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî m ∈ N è äëÿ

ëþáûõ s, t ∈ [0, t1] èìååì

En(‖xn(t ∧ σmn )− xn(s ∧ σmn )‖4) 6 c1

(
En

(∥∥∥∥
t∧σmn∫

s∧σmn

f(τ, xn(τ)) dτ

∥∥∥∥4)
+

+ En

(∥∥∥∥
t∧σmn∫

s∧σmn

g(τ, xn(τ)) dWn(τ)

∥∥∥∥4))
6 c2|t− s|2,

c1, c2= const, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî Υ > 0 ñóùåñòâóåò hm,Υ (ïðåä-
ëîæåíèå 1.46) òàêîå, ÷òî ∀h, 0 < h 6 hm,Υ,

sup
n

Pn

{
max

|t−s|6h, t,s∈[0,t1]
‖xn(t ∧ σmn )− xn(s ∧ σmn )‖ > Υ

}
6
δ

3
. (3.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî ∀n > 1

Pn{σmn 6 t1} 6
2δ

3
. (3.6)
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî m > 0 ñóùåñòâóåò n(m) ∈ N, ÷òî

Pn(m){σmn(m) 6 t1} >
2δ

3
. (3.7)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáûõ ðåøåíèé xn(m)(t). Ïóñòü τ
i
n(m) =

= inf{t : ‖xn(m)(t)‖ > i}. Ïðèìåíÿÿ ëåììû 2.7�2.8 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ψn(m) = ((x1
n(m), τ

1
n(m)), (x

2
n(m), τ

2
n(m)), . . . , (x

i
n(m), τ

i
n(m)), . . .),m = 1, 2, . . . ,

ïîñòðîèì ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ñî âçðûâîì, ÷òî âûòåêàåò èç
(3.7), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Äëÿ êàæäîãî ω ∈ {σmn > t1} äëÿ t, s ∈ [0, t1] èìååì

‖xn(t ∧ σmn )− xn(s ∧ σmn )‖ = ‖xn(t)− xn(s)‖. (3.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.5), (3.6), (3.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî Υ > 0

lim
h↓0

sup
n

Pn

{
max

|t−s|6h, t,s∈[0,t1]
‖xn(t)− xn(s)‖ > Υ

}
= 0. (3.9)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.27, 1.45 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnk

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òàêàÿ, ÷òî P xnk
ñë.→ θ, ãäå P xn � âåðî-

ÿòíîñòíûé çàêîí äëÿ xn, à θ � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà
(C([0, t1], R

d),β(C([0, t1], R
d)) (â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü P xn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê θ ). Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.33,
ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) è îïðåäåëåííûå íà íåì
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X∗, X∗n, n > 1, ñî çíà÷åíèÿìè â C([0, t1], R

d) òàêèå,
÷òî

X∗n
ï. í.→ X∗, PX∗n = P xn, PX∗ = θ.

Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.8, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì F̃t âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft, (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) ñ W̃ (0) = 0

ï. í. òàêèå, ÷òî (X∗(t), Ω̃, F̃, P̃ , F̃t, W̃ (t)) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1)
íà ïðîìåæóòêå [0, t1] . Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò íåðà-
âåíñòâó (3.4). Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà. �

×åðåç Ht1(Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ P x(t1),
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì ñëàáûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà-
÷àëüíûìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè ν ∈ Y ⊂ P, ò. å. P x(0) = ν ∈ Y.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f è g � ëîêàëüíî îãðàíè÷å-
íû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t, x) è σ(t, x) =
= g(t, x)g>(t, x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C); Y � êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî â (P, d) ; ó âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) c íà÷àëüíûìè âåðî-
ÿòíîñòíûìè ìåðàìè ν∗ ∈ Y îòñóòñòâóþò âçðûâû. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
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t1 > 0 ìíîæåñòâî Ht1(Y ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì
ïðîñòðàíñòâà (P, d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû ν ∈ Y ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3.1) ñ P x(0) =
= ν. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P xn ∈ Ht1(Y ). Òàê êàê Y � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïðîõîðîâà (ïðåäëîæåíèå 1.27),
lim
b→∞

sup
n

Pn{‖xn(0)‖ > b} = 0. Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü P xnj ñòðåìèòñÿ ê âåðîÿòíîñòíîé ìåðå Q ∈ P è P x(t1) = Q äëÿ
íåêîòîðîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ (3.1), ÷òî îçíà÷àåò êîìïàêò-
íîñòü ìíîæåñòâà Ht1(Y ). �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx(t) ∈ F (t, x(t))dt + G(t, x(t))dW (t). (3.10)

Ïóñòü DRd×r � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ïîëó-
íåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïî x ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé h : R+ × Rd →
→ conv (Rd×r).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü F ∈ DRd×1, G ∈ DRd×d, ν ∈ P. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ t1 > 0 è ξ > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ F ∗ ∈
∈ DRd×1, G∗ ∈ DRd×d, α(F ∗(t, x), F (t, x)) 6 δ, α(G∗(t, x), G(t, x)) 6 δ
∀(t, x) ∈ [0, t1]×Rd, ν∗ ∈ P, d(ν,ν∗) 6 δ, äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x∗

ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν∗ âêëþ÷åíèÿ

dx(t) ∈ F ∗(t, x(t))dt + G∗(t, x(t))dW (t) (3.11)

íàéäåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå x íà ïðîìåæóòêå [0, t1] âêëþ÷åíèÿ (3.10) ñ íà-
÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν òàêîå, ÷òî d(P x∗(t1), P x(t1)) 6 ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ∃t1 > 0, ∃ξ0 > 0,
∀n ∈ N ∃Fn, ∃Gn, α(Fn(t, x), F (t, x)) 6 1/n, α(G(t, x), Gn(t, x)) 6 1/n
∀(t, x) ∈ R+ × Rd, ∃νn, d(ν,νn) 6 1/n, ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå
(xn, x0n, vn, un,Ωn,Fn, Pn,Fnt) âêëþ÷åíèÿ (3.11) ñ F ∗ = Fn, G∗ = Gn òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x íà ïðîìåæóòêå [0, t1] âêëþ÷åíèÿ
(3.10) ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν âûïîëíÿåòñÿ

d(P x(t1), P xn(t1)) > ξ0. (3.12)

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ∈ Rd òàêîé, ÷òî
ν(K) > 1 − ε. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ d(ν,νn) 6 1/n âûòåêà-
åò, ÷òî lim

b→∞
sup
n

Pn{‖xn(0)‖ > b} = 0. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ t, s ∈

∈ [0, t1] sup
n

En(‖xn(t) − xn(s)‖4) 6 k|t − s|2, k=const, òî èç ïðåäëî-

æåíèé 1.27, 1.45, 1.46 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû θ
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íà (C([0, t1], R
d),β(C([0, t1], R

d))), ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk
ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè xn òàêèõ, ÷òî P xnk
ñë.→ θ (â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P xn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê θ ).

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ T(i1, . . . , ik) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçü-

ìåì äëÿ êàæäîãî k øàðû σ
(k)
m , m = 1, 2, . . . , ðàäèóñà 6 2−(k+1), ïî-

êðûâàþùèå C([0, t1], R
d) è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì P xn(∂σ

(k)
m ) = 0,

θ(∂σ
(k)
m ) = 0 (∂σ � ãðàíèöà ìíîæåñòâà σ ) äëÿ êàæäûõ n, k, m, è ïî-

ëîæèì D
(k)
1 = σ

(k)
1 , D

(k)
2 = σ

(k)
2 \ σ

(k)
1 , . . . , D

(k)
n = σ

(k)
n \ (σ

(k)
1

⋃
. . .
⋃
σ

(k)
n−1)

è T(i1, . . . , ik) = D
(1)
i1

⋂
D

(2)
i2

⋂
. . .
⋂

D
(k)
ik
. Ïóñòü Hn(i1, . . . , ik) = {ω ∈

∈ Ωn : xn(·,ω) ∈ T(i1, . . . , ik)}. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà T(i1, . . . , ik)

òàêîãî, ÷òî
◦
T (i1, . . . , ik) 6= ∅, âûáåðåì òî÷êó q(i1, . . . , ik) ∈

∈
◦
T(i1, . . . , ik) (

◦
T � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà T ), åñëè æå

◦
T(i1, . . . , ik) =

= ∅, òî â êà÷åñòâå q(i1, . . . , ik) áåðåì ëþáóþ òî÷êó èç T(i1, . . . , ik).
Ïîëîæèì xkn(ω) = q(i1, . . . , ik), åñëè ω ∈ Hn(i1, . . . , ik). Ïîñêîëüêó
ρ(xkn, xn) 6 2−k, òî xkn → xn ïðè k →∞ ðàâíîìåðíî íà [0, t1] ï. í. Ïóñòü∫
Hn(i1,...,ik) vn(t,ω)dω = Mn,i1,...,ik(t),

∫
Hn(i1,...,ik) Sn(t,ω)dω = Jn,i1,...,ik(t),

ãäå Sn = unu
>
n , è ïóñòü Sk

n(t,ω) = Jn,i1,...,ik(t)/Pn(Hn(i1, . . . , ik)),
vkn(t,ω) = Mn,i1,...,ik(t)/Pn(Hn(i1, . . . , ik)), åñëè ω ∈ Hn(i1, . . . , ik)
è Pn(Hn(i1, . . . , ik)) > 0, ∀t ∈ [0, t1], äëÿ îñòàëüíûõ (t,ω) ∈ [0, t1] × Ωn

vkn(t,ω) = 0, Sk
n(t,ω) = 0. Äëÿ (µ × Pn)-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, t1] ×

× Ωn èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ vkn(t,ω) ∈ [Fn(t, xkn(t,ω))]2−k, skn(t,ω) ∈
∈ [An(t, xkn(t,ω))]2−k.

Âîçüìåì Ω = [0, 1), F = β([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà íà
[0, 1). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k óïîðÿäî÷èì âñå (i1, . . . , ik) ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè. Îïðåäåëèì èíòåðâàëû ∆(i1, . . . , ik), ∆n(i1, . . . , ik) âèäà [a, b),
b > a, â [0, 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì: à) |∆(i1, . . . , ik)| = θ(T(i1, . . . , ik)),
|∆n(i1, . . . , ik)| = P xn(T(i1, . . . , ik)) ( |∆| � äëèíà èíòåðâàëà); á) åñëè
(i1, . . . , ik) < (j1, . . . , jk), òî èíòåðâàë ∆(i1, . . . , ik) (∆n(i1, . . . , ik) ) ðàñ-
ïîëîæåí ëåâåå ∆(j1, . . . , jk) (ñîîòâåòñòâåííî ëåâåå ∆n(j1, . . . , jk) ). Ïî-
ëîæèì x̂kn(·,ω) = q(i1, . . . , ik) äëÿ ω ∈ ∆n(i1, . . . , ik), x̂k(·,ω) =
= q(i1, . . . , ik) äëÿ ω ∈ ∆(i1, . . . , ik). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñêîðî-
õîäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû x̂n(t,ω) = lim

k→∞
x̂kn(t,ω), x̂(t,ω) =

= lim
n→∞

x̂n(t,ω) = lim
k→∞

x̂k(t,ω), ðàâíîìåðíûå íà [0, t1] ï. í., êðîìå òîãî,

P xn = P x̂n, P x̂ = θ. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ (t,ω) → v̂kn(t,ω), (t,ω) →
→ ŝkn(t,ω) òàêèå, ÷òî v̂kn(t,ω) = Mn,i1,...,ik(t)/|∆n(i1, . . . , ik)|, Ŝk

n(t,ω) =
= Jn,i1,...,ik(t)/|∆n(i1, . . . , ik)|, åñëè ω ∈ ∆n(i1, . . . , ik) è |∆n(i1, . . . , ik)| >
> 0. Èç ïîñòðîåíèÿ x̂kn, v̂kn, Ŝk

n âûòåêàåò, ÷òî äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ
(t,ω) ∈ [0, t1]×Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ v̂kn(t,ω) ∈ [Fn(t, x̂kn(t,ω))]2−k,
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Ŝk
n(t,ω) ∈ [An(t, x̂kn(t,ω))]2−k. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ 1.14 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂kn, Ŝk
n, k >1, îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêò-

íû ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, t1] × Ω, Rd), L1([0, t1] × Ω, Rd×d). Äëÿ óäîá-

ñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂kn, Ŝk
n, k > 1, ÿâëÿþòñÿ

ñëàáî ñõîäÿùèìèñÿ, è ïóñòü v̂n, Ŝn � èõ ñëàáûå ïðåäåëû. Èç âêëþ÷å-
íèé v̂n(t,ω) ∈

⋂∞
m=1 co

⋃∞
k=m v̂kn(t,ω), Ŝn(t,ω) ∈

⋂∞
m=1 co

⋃∞
k=m Ŝk

n(t,ω)
(ïðåäë. 1.77) è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ïî x îòîáðàæåíèé Fn, An ñëå-

äóåò, ÷òî v̂n(t,ω) ∈ Fn(t, x̂n(t,ω)), Ŝn(t,ω) ∈ An(t, x̂n(t,ω)) äëÿ (µ ×
× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, t1]× Ω.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂n, Ŝn îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíû
â L1([0, t1] × Ω, Rd), L1([0, t1] × Ω, Rd×d). Ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè v̂n, Ŝn ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ñõîäÿùèìèñÿ, è ïóñòü v̂, Ŝ � èõ
ñëàáûå ïðåäåëû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v̂, Ŝ
ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïðîöåññàìè. Äëÿ êàæäîãî r > 0 èç íåðàâåíñòâ
α(Fn(t, x), F (t, x)) 6 1/n, α(Gn(t, x), G(t, x)) 6 1/n, (t, x) ∈ [0, t1] × Rd

ñëåäóåò, ÷òî Fn(t, x) ⊂ [F (t, x)]r, An(t, x) ⊂ [A(t, x)]r äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n è âñåõ (t, x) ∈ [0, t1]× Rd. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèé v̂(t,ω) ∈
∈

⋂∞
m=1 co

⋃∞
n=m v̂n(t,ω) ⊂

⋂∞
m=1 co

⋃∞
n=m Fn(t, x̂n(t,ω)), Ŝ(t,ω) ∈

∈
⋂∞

m=1 co
⋃∞

n=mAn(t, x̂n(t,ω)) ïîëó÷àåì v̂(t,ω) ∈ [F (t, x̂(t,ω))]2r,

Ŝ(t,ω) ∈ [A(t, x̂(t,ω))]2r. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîèçâîëüíîñòüþ r, èìååì

v̂(t,ω) ∈ F (t, x̂(t,ω)), Ŝ(t,ω) ∈ A(t, x̂(t,ω)) äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ
(t,ω) ∈ ([0, t1]× Ω).

Ïóñòü σ(x̂(s)|0 6 s 6 t + ε) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû x̂(s), 0 6 s 6 t + ε, è ïóñòü

F̂t =
⋂
ε>0 σ(x̂(s)|0 6 s 6 t + ε). ×åðåç ṽ = E(v̂|F̂t), S̃ = E(Ŝ|F̂t) îáî-

çíà÷èì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äëÿ v̂, Ŝ, ïðè÷åì óñëîâíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîöåññû ṽ è S̃
èçìåðèìû. Äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, t1]×Ω èìååì (ïðåäë. 1.76)
ṽ(t,ω) ∈ F (t, x̂(t,ω)), S̃(t,ω) ∈ A(t, x̂(t,ω)).

Äëÿ êàæäûõ t, s ∈ [0, t1], s 6 t, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè h : Rd →
→ R, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è îãðàíè÷åííîé ñî âñåìè
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, äëÿ êàæäîé
íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè z : Rd → R èìååì

E

((
h(x̂(t))− h(x̂(s))−

t∫
s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

S̃(ε)(δ)(τ)
∂2h(x̂(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
+

+
d∑
ε=1

ṽ(ε)(τ)
∂h(x̂(τ))

∂x(ε)

)
dτ

)
z(x̂(s))

)
=
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= lim
n→∞

lim
k→∞

[
E

(
(h(x̂n(t))− h(x̂n(s)))z(x̂n(s))

)
−

−
t∫

s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∑
(i1,...,ik)

∫
∆n(i1,...,ik)

Ŝ(ε)(δ)k
n (τ)

∂2h(x̂kn)

∂x(ε)∂x(δ)
z(x̂kn(s))dω+

+
d∑
ε=1

∑
(i1,...,ik)

∫
∆n(i1,...,ik)

v̂(ε)k
n

∂h(x̂kn)

∂x(ε)
z(x̂kn(s))dω

)
dτ

]
=

= lim
n→∞

lim
k→∞

[
E(h(x̂n(t))− h(x̂n(s)))z(x̂n(s))−

−
t∫

s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∑
(i1,...,ik)

∂2h(q(i1, . . . , ik))

∂x(ε)∂x(δ)
z(q(i1, . . . , ik))Jn,i1,...,ik(τ) +

+
d∑
ε=1

∑
i1,...,ik

∂h(q(i1, . . . , ik))

∂x(ε)
× z(q(i1, . . . , ik))Mn,i1,...,ik(τ)

)
dτ

]
=

= lim
n→∞

En

((
h(xn(t))− h(xn(s))−

t∫
s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∂2h(xn(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
S(ε)(δ)
n (τ) +

+
d∑
ε=1

∂h(xn(τ))

∂x(ε)
v(ε)
n (τ)

)
dτ

)
z(xn(s))

)
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ h(x̂(t))− h(x̂(0))−

−
t∫

0

(
1

2

d∑
ε,δ=1

S̃(ε)(δ)(τ)
∂2h(x̂(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
+

d∑
ε=1

ṽ(ε)(τ)
∂h(x̂(τ))

∂x(ε)

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (F̂t)-ìàðòèíãàëîì (çäåñü S(ε)(δ), v(ε), x(ε) � êîìïîíåíòû ìàò-
ðèöû S è âåêòîðîâ v, x ). Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.53, íà ðàñøè-

ðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) è F̂t ìîæíî îïðåäå-
ëèòü (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) òàêîå, ÷òî (x̂, ṽ, ũ, W̃ ) � ñëà-
áîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [0, t1] âêëþ÷åíèÿ (3.10), ãäå ũ � èçìåðè-
ìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ ũ(t,ω) òàêîé, ÷òî ũ(t,ω)ũ>(t,ω) =

= S̃(t,ω), (t,ω) ∈ [0, t1] × Ω (ñëåäñòâèå 1.1). Òàê êàê P xn
ñë.→ P x̂, òî

d(P xn(t1), P x̂(t1)) → 0 ïðè n → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3.12).
Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà. �
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Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ-
àëãåáð Ft, (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) ñ W (0) = 0 ï. í.,
(F0,β(Rd))-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η, F : Rd → conv(Rd),
q : R+×Rd → Rd, g : R+×Rd → Rd×d � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå

dx(t) ∈ (F (x(t)) + q(t, x(t)))dt + g(t, x(t))dW (t), x(0) = η. (3.13)

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü: F � ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå; q è g �
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x, ò. å.

‖q(t, x)− q(t, y)‖2 + ‖g(t, x)− g(t, y)‖2
6K‖x− y‖2

∀t ∈ R+, ∀x, y ∈ Rd, K = const; (x(t), v(t)) � ñèëüíîå ðåøåíèå âêëþ-
÷åíèÿ (3.13) ñ E(‖x(0)‖2) < ∞ ; (x̃(t), ṽ(t)) � ñèëüíîå ðåøåíèå âêëþ-
÷åíèÿ dx̃(t) ∈ (F̃ (x̃(t)) + q̃(t, x̃(t)))dt + g̃(t, x̃(t))dW (t) íà òîì æå âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òåì æå ïîòîêîì, ÷òî è äëÿ x(t), ãäå
ᾱ(F̃ (x), F (x)) 6 δ, ‖q(t, x) − q̃(t, x)‖ 6 δ, ‖g(t, x) − g̃(t, x)‖ 6 δ ∀(t, x) ∈
∈ R+ × Rd, δ= const, e(x̃(ω)) =∞ ï. í.; E(‖x(0)− x̃(0)‖2) < δ. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ b òàêàÿ, ÷òî

E(‖x(t)− x̃(t)‖2) 6 bδ1/4 ∀t ∈ [0, a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
≈
v: R+ × Ω → Rd � èçìåðèìîå (Ft)-ñî-

ãëàñîâàííîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî
≈
v (t,ω) ∈ F (x̃(t,ω)) äëÿ (µ × P )-

ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω, ‖ṽ(t,ω)− ≈
v (t,ω)‖ = inf

b∈F (x̃(t,ω))
‖ṽ(t,ω) −

−b‖6δ ∀(t,ω) ∈ R+×Ω. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ
≈
v âûòåêàåò

èç òåîðåìû 1.3. Ïóñòü σb = inf{t : ‖x(t)‖+ ‖x̃(t)‖ > b}, òîãäà, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Èòî è ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.5, èìååì

E(‖x(t∧σb)− x̃(t∧σb)‖2) = E(‖x(0)− x̃(0)‖2) + 2E

∫ t∧σb

0

(x(τ)− x̃(τ))>×

×[(v(τ)− ≈v (τ)) + (
≈
v (τ)− ṽ(τ)) + q(τ, x(τ))− q̃(τ, x̃(τ)) +

+ ‖g(τ, x(τ))− g̃(τ, x̃(τ))‖2]dτ6δ+2

∫ t

0

(δ(E(‖x(τ∧σb)− x̃(τ∧σb)‖2))1/2 +

+ 2δ+ 2KE(‖x(τ ∧ σb)− x̃(τ ∧ σb)‖2))dτ.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 3.10, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äëÿ ôèêñèðîâàí-
íîãî a ∈ R+ ïîëó÷àåì E(‖x(t∧σb)− x̃(t∧σb)‖2)6((δ+4δa)1/2 exp(2Kt)+
+ δt exp(δ exp(4Kt)))1/2 ∀t ∈ [0, a]. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî ñ b = ((1 + 4a)1/2 exp(2Ka) + a exp(exp(4Ka)))1/2. �
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Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t). (3.14)

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f : Rd → Rd è g : Rd →
→ Rd×d � ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; êîìïîíåíòû
ôóíêöèé f(x) è σ(x) = g(x)g>(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C); ó âñåõ
ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.14) îòñóòñòâóþò âçðûâû. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå (t,ν)→ Ht(ν) ∈ comp(P), t ∈ R+,ν ∈ P, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) H0(ν) = ν ∀ν ∈ P;
2) Ht1+t2(ν) ⊂ Ht2(Ht1(ν)) ∀t1, t2 ∈ R+, ïðè÷åì åñëè óðàâíå-

íèå (3.14) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè, òî Ht1+t2(ν) =
= Ht2(Ht1(ν)) ∀t1, t2 ∈ R+, ∀ν ∈ P;

3) lim
d(ν,ν0)→0

ᾱ(Ht(ν), Ht(ν0)) = 0 ∀t ∈ R+, ∀ν0 ∈ P (òåîðåìà 3.2);

4) lim
t→t0

α(Ht(ν), Ht0(ν)) = 0 ∀t0 > 0, ∀ν ∈ P;

5) åñëè d(νn,ν) → 0, xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (3.14), P xn(0) = νn, òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü nk è ñëàáîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3.14) òàêèå, ÷òî P x(0) =

= ν, P xnk
ñë.→P x, ãäå P xnk , P x � çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ xnk

, x â
(C(R+, R

d),β(C(R+, R
d))).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1) î÷åâèäíî. Äîêàæåì ñâîéñòâî 2).
Ïóñòü m ∈ Ht1+t2(ν) è (x(t),W (t),Ω,F, P,Ft) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3.14) òàêîå, ÷òî m = P x(t1+t2).

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ

y(t) = x(t + t1), t > 0,

y(t) = x(t1) +

∫ t

0

f(y(τ)) dτ+

∫ t

0

g(y(τ))dW̃ (τ) ï. í.,

ãäå W̃ (t) = W (t+t1)−W (t1). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.81 W̃ (t) � (Ft+t1)-

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, (y(t), W̃ (t),Ω,F, P,Ft+t1) � ñëà-
áîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14). Òàê êàê P y(0) = P x(t1), P y(t2) = m, òî
m ∈ Ht2(Ht1(ν)).

Ïóñòü óðàâíåíèå (3.14) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè è
m ∈ Ht2(Ht1(ν)) è ïóñòü y(t), z(t) � ñëàáûå ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òî P y(t1) =
= P z(0), P z(t2) = m. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëàáîå ðåøåíèå y(t) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì P y(t1+t2) = m, ñëåäîâàòåëüíî, m ∈ Ht2+t1(ν)).
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Ñâîéñòâî 4) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

lim
h↓0

P

{
max

|t−s|6h, t,s∈[0,t1]
‖x(t)− x(s)‖ > Υ

}
= 0, (3.15)

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (3.14) è äëÿ
ëþáûõ t1 ∈ R+, Υ > 0. Cîîòíîøåíèå (3.15) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
è ðàâåíñòâî (3.9). Ñâîéñòâî 5) ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2. �

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f : Rd → Rd è g : Rd →
→ Rd×d � ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; êîìïîíåí-
òû ôóíêöèé f(x) è σ(x) = g(x)g>(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C);
ó âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.14) îòñóòñòâóþò âçðûâû; óðàâíå-
íèå (3.14) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé åäèíñòâåííîñòè. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå H : R+×P→ comp(P) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ïî ν ïîëóäè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Äåéñòâèòåëüíî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6 îòîáðàæåíèå H : R+ × P →
→ comp(P) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.86. Òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå òåïåðü âûòåêàåò èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. �

Äàëåå, ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [231] è ðàáîòå [210], ñôîðìóëèðîâàíû òåî-
ðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à,
òåîðåìà î ñâÿçè óðàâíåíèé Ñòðàòîíîâè÷à è Èòî, òåîðåìà î äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè ðåøåíèé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, äàíî îïèñàíèå ìíîæåñòâà òðà-
åêòîðèé ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ÑÑÄÓ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé íåêîòîðîãî ñåìåé-
ñòâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Èòî îáëàäàåò
èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ: Cm(Rd, Rr) = {f : Rd → Rr : f � m ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà},

‖f‖m,K = sup
x∈K

‖f(x)‖
1 + ‖x‖

+
∑

16|α|6m

sup
x∈K
‖D|α|f(x)‖, ‖f‖m = ‖f‖m,Rd,

D|α|f =
∂|α|f

(∂x1)α1 . . . (∂xd)αd
, |α| =

d∑
i=1

αi,

‖f‖m+δ,K = ‖f‖m,K +
∑
|α|=m

sup
x,y∈K,x6=y

‖D|α|f(x)−D|α|f(y)‖
‖x− y‖δ

,

‖f‖m+δ = ‖f‖m+δ,Rd,

187



Cm,0 = {f ∈ Cm : ‖f‖m,K < ∞ äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd} , Cm,δ =

= {f ∈ Cm : ‖f‖m+δ,K < ∞ äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd}, Cm,δ
b =

= {f ∈ Cm : ‖f‖m+δ <∞}.
Ïóñòü [0, a] � îòðåçîê â R+. Ãîâîðÿò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

f : [0, a]×Rd → Rr ïðèíàäëåæèò êëàññó Cm,δ, åñëè äëÿ êàæäîãî t îòîá-

ðàæåíèå f̂(t) = f(t, ·) ïðèíàäëåæèò Cm,δ è
a∫
0

‖f̂(t)‖m+δ,Kdt < ∞ äëÿ

ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd, êëàññ Cm,δ
b = {f èç êëàññà Cm,δ : f̂(t) ∈

∈ Cm,δ
b ,

a∫
0

‖f̂(t)‖m+δdt <∞}.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç [0, a] â Cj(Rd, Rd)
îáîçíà÷èì Aj. Îïðåäåëèì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîëóíîðì ‖ · ‖j,n íà Aj

‖F‖j,n =
∑
|α|6j

sup
t∈[0,a],‖x‖6n

‖D|α|F (t, x)‖.

Ýòî ñåìåéñòâî ïîëóíîðì ïîðîæäàåò ìåòðèêó

d(F,G) =
∞
Σ
n=1

2−i(‖F −G‖j,n ∧ 1)

íà Aj, ñ êîòîðîé Aj ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñåïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft çàäàíî
(Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) = (W1(t), . . . ,Wd(t)). Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå âèäà

dx(t) = f(t, x(t))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t)) ◦ dWi(t), (3.16)

ãäå f : [0, a]×Rd → Rd, gi : [0, a]×Rd → Rd, i = 1, . . . , d, çàäàííûå îòîá-
ðàæåíèÿ. Íåïðåðûâíûé (Ft)-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ x(t), t ∈ [t0, e[, íàçû-
âàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 â ìîìåíò t0,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τn òàêàÿ, ÷òî
τn < e, τn ↑ e, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ(t ∧ τn) = x0 +

t∧τn∫
t0

f(s,ϕ(s))ds +

t∧τn∫
t0

d∑
i=1

gi(s,ϕ(s)) ◦ dWi(s)

äëÿ ëþáîãî n, ãäå âòîðîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ñòðàòîíîâè÷à
è lim

t↑e
‖ϕ(t)‖ = ∞, êîãäà e < a. Åñëè e < a, òî e íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì

âçðûâà ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèå (3.16) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ñòðàòîíîâè÷à.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1 [231, ñ. 110�111]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëå-
æèò êëàññó C1,0, à ôóíêöèè gi, i = 1, . . . , d, èç êëàññà C2,δ äëÿ íåêîòî-
ðîãî δ > 0. Òîãäà äëÿ êàæäûõ t0 ∈ [0, a), x0 ∈ Rd, óðàâíåíèå Ñòðàòî-
íîâè÷à (3.16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = ϕ(t, t0, x0,ω), óäîâëå-
òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0. Áîëåå òîãî, ðåøåíèå x =
= ϕ(t, 0, x0,ω) óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) =
= x0 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Èòî

dx(t) = (f(t, x(t) + c(t, x(t))))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t))dWi(t), (3.17)

ãäå c(t, x) = (c1(t, x)) . . . cd(t, x))>,

cj(t, x) =
1

2

d∑
i=1

d∑
k=1

∂gji
∂xk

gki(t, x(t))), j = 1, ..., d,

ãäå gji � j-é ýëåìåíò âåêòîðà gi . Îáðàòíî, ñèëüíîå ðåøåíèå x = ϕ(t)
óðàâíåíèÿ Èòî

dx(t) = f(t, x(t))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t))dWi(t), x(0) = x0, (3.18)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à

dx(t) = (f(t, x(t))− c(t, x(t)))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t)) ◦ dWi(t), x(0) = x0.�

Ïðåäëîæåíèå 3.2 [231, ñ. 177�179]. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ
f(t, x), gi(t, x), i = 1, . . . , d, ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàñ-

ñàì Ck,δ
b , Ck+1,δ

b äëÿ íåêîòîðûõ k > 1, δ > 0, è ïóñòü ϕ(t, s, x,ω) �
cèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.16) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(s) = x,
0 6 s 6 t 6 a. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìîäèôèêàöèè ðåøåíèé, îáîçíà÷àåìûå
ñíîâà ϕ(t, s, x,ω), è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ω0 ⊂ Ω òàêîå, ÷òî
P (Ω0) = 0, è äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω \ Ω0 îòîáðàæåíèÿ ϕ(t; ·, s,ω) : Rd →
→ Rd � k ðàç äèôôåðåíöèðóåìû ïî x äëÿ âñåõ s, t è ïðîèçâîäíûå
íåïðåðûâíû ïî s, t, x. �

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì Ñòðàòîíîâè÷à ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx(t) = (f(t, x(t)) +
d∑

i=1

gi(t, x(t))vi(t))dt, (3.19)
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ãäå ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck,δ
b , à ôóíêöèè gi, i = 1, . . . , d, �

êëàññó Ck+1,δ
b äëÿ íåêîòîðûõ k > 2, δ > 0; v(t) = (v1(t), . . . , vd(t)) � êó-

ñî÷íî ïîñòîÿííàÿ íà [0, a] ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî âñåõ
êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà [0, a] ôóíêöèé v(t). Ïóñòü ϕv(t, 0, x) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.19) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x, ñîîòâåòñòâóþùåå
ôóíêöèè v(t) ∈ V. Ìíîæåñòâî {ϕv(t, 0, x) : v ∈ V} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà Aj, åñëè j 6 k. Ïóñòü òåïåðü ϕ(t, s, x,ω) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à (3.16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(s) = x. Îòîá-
ðàæåíèå ω → ϕ(t, 0, x,ω) ï. í. ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Aj, åñëè j 6 k.
Ïóñòü P j � çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ω→ ϕ(t, 0, x,ω)
â (Aj,β(Aj)). Íîñèòåëåì ìåðû P j íàçûâàþò íàèìåíüøåå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî F ⊂ Aj òàêîå, ÷òî P j(F ) = 1.

Ïðåäëîæåíèå 3.3 [231, ñ. 283�285]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëå-

æèò êëàññó Ck,δ
b , à ôóíêöèè gi, i = 1, . . . , d, � êëàññó Ck+1,δ

b äëÿ íåêî-
òîðûõ k>2, δ > 0. Òîãäà íîñèòåëü ìåðû P k−1 ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì
ìíîæåñòâà {ϕv(t, 0, x) : v ∈ V} â ïðîñòðàíñòâåAk−1. �

Åñëè Z � ìíîæåñòâî â Rd è τ � åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ â Rd, òî
òîïîëîãèÿ τZ = {A : A = B

⋂
Z,B ∈ τ} íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé òî-

ïîëîãèåé â Z. Ïîäìíîæåñòâî èç Z íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îòêðûòûì,
åñëè îíî îòêðûòî â òîïîëîãèè τZ . Ïîäìíîæåñòâî èç Z îòíîñèòåëüíî çà-
ìêíóòî, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî îòêðûòî â Z.

Ïðåäëîæåíèå 3.4 [210]. Ïóñòü O ⊂ Rd+1 � îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, à K � îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî O è f : O →
→ Rd � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óñëîâèå

d(t + h, x + hf(t, x), K)

h
→

h→+0
0 ∀(t, x) ∈ K,

ãäå d(x,K) = inf
y∈K
‖x− y‖, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ K ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (t, x(t)) ∈ K íà ïðàâîì ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. �

Îáðàòíîé íîðìàëüþ n ê ìíîæåñòâó K ⊂ Rd+1 â òî÷êå (t, x) ∈ ∂K
íàçûâàþò âåêòîð n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ 〈n, (s− t, y− x)〉 6 0 äëÿ
âñåõ (s, y) ∈ K.
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Ïðåäëîæåíèå 3.5 [210]. Ïóñòü ìíîæåñòâî O ⊂ Rd+1 îòêðûòîå,
à K âûïóêëîå îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîå â O ïîäìíîæåñòâî è f : O →
→ Rd � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óñëîâèå

〈n, (1, f(t, x))〉 6 0

äëÿ ëþáîé îáðàòíîé íîðìàëè n ê K â êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ ∂K ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé
òî÷êè (t0, x0) ∈ K ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ẋ =
= f(t, x), x(t0) = x0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (t, x(t)) ∈ K íà ïðàâîì
ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ. �

Ìíîæåñòâî K ∈ Rd+1 íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì íà ïðîìåæóòêå
[0, a] äëÿ óðàâíåíèÿ Èòî (3.18), åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè (0, x0) ∈ K ëþáîå
ñèëüíîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ Èòî (3.18) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) =
= x0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ P{(t, x(t)) ∈ K} = 1 íà ïðîìåæóòêå
[0, a] .

×åðåç ψ(t, x),Ψ(λ, t, x) îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå ôóíêöèè ψ(t, x) =
= (ψj(t, x), 1 6 j 6 d), ãäå

ψj(t, x) = fj(t, x)− 1

2

d∑
i=1

d∑
k=1

∂gji(t, x)

∂xk
gki(t, x)), j = 1, . . . , d;

Ψ(λ, t, x) = ψ(t, x) +
d∑

i=1

λigi(t, x),

çäåñü gji � j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîé ôóíêöèè gi , fj � j-ÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðíîé ôóíêöèè f, λi, i = 1, . . . , d, � ïîñòîÿííûå.

Ïðåäëîæåíèå 3.6 [202]. Ïóñòü: ìíîæåñòâî O ⊂ Rd+1 îòêðûòîå;
K îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîå â O ; ôóíêöèè f(t, x), gi(t, x), i = 1, . . . , d,

ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì C2,δ
b , C3,δ

b äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 ;
âûïîëíåíî óñëîâèå

d(t + h, x + hΨ(λ, t, x), K)

h
→

h→+0
0 ∀(t, x) ∈ K, ∀λ ∈ Rd.

Òîãäà ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì íà ïðîìåæóòêå [0, a]
äëÿ óðàâíåíèÿ Èòî (3.18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.3 âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Ñòðàòîíîâè÷à (3.16) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0, x0 ∈ K,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ P{(t, x(t)) ∈ K} = 1 íà ïðîìåæóòêå [0, a] òîãäà
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøåíèÿ xv(t) óðàâíåíèÿ (3.20) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè x(0) = x0, (0, x0) ∈ K, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåâîçìîæíûì v ∈ V ,
íå ïîêèäàþò K íà îòðåçêå [0, a]. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.4 ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

d(t + h, x + h(f(t, x) +
d∑

i=1

λigi(t, x)), K)

h
→

h→+0
0 (3.20)

∀(t, x) ∈ K, ∀λi ∈ R. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3.3, ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ
Èòî ê óðàâíåíèþ Ñòðàòîíîâè÷à, à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì âûøå
ñîîòíîøåíèåì (3.20), ïðèäåì ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ. �

Ïðåäëîæåíèå 3.7 [202]. Ïóñòü: ìíîæåñòâî O ⊂ Rd+1 îòêðûòîå;
K âûïóêëîå îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîå â O ; ôóíêöèè f(t, x), gi(t, x), i =

= 1, . . . , d, ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì C2,δ
b , C3,δ

b äëÿ íåêî-
òîðîãî δ > 0 ; âûïîëíåíû óñëîâèÿ

〈n, (1,ψ(t, x))〉 6 0, 〈n, (1, gi(t, x))〉 = 0, i = 1, . . . , d, (3.21)

äëÿ êàæäîé îáðàòíîé íîðìàëè n ê K â êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ ∂K.
Òîãäà ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì íà ïðîìåæóòêå [0, a]
äëÿ óðàâíåíèÿ Èòî (3.18).

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé (3.21) ñëåäóåò, ÷òî

〈n, (1,Ψ(λ, t, x))〉 6 0 ∀λ ∈ Rd. (3.22)

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîãî óòâåðæäåíèÿ íàäî ïîâòîðèòü äî-
êàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.6, çàìåíèâ â íåì ññûëêó íà ïðåäëîæåíèå 3.4
ññûëêîé íà ïðåäëîæåíèå 3.5, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óñòàíîâëåííîå âûøå ñî-
îòíîøåíèå (3.22). �

3.2. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t) (3.23)

ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ìû èçó÷àåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè t → ∞ è äîêàçûâàåì àíàëîã
òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî [5] äëÿ ÑÄÓ (òåîðåìà 3.9). Ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : Rd → Rd è g : Rd → Rd×d èçìåðèìû ïî
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Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t, x) è σ(t, x) =
= g(x)g>(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ C). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå (3.23) èìååò ñëàáîå ðå-
øåíèå (Ω,F, P,Ft, x(t),W (t), e) ñ íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν. Åñ-
ëè f(0) = 0, g(0) = 0, òî óðàâíåíèå (3.23) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå x(t) = 0
∀t > 0 ï. í., êîòîðîå íàçûâàåì íóëåâûì.

Ïóñòü P � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðîÿòíîñòåé íà (Rd,β(Rd)), à d �
ìåòðèêà Ëåâè�Ïðîõîðîâà íà P. Ïóñòü x(t) � ñëàáîå ðåøåíèå áåç âçðû-
âîâ. Îòîáðàæåíèå ϕx : [0,+∞) → P, ãäå ϕx(t) = P x(t), íàçûâàåì
äâèæåíèåì óðàâíåíèÿ (3.23), ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàáîìó ðåøåíèþ x(t).
Ìíîæåñòâî ϕx([0,+∞)) = {y ∈ P : y = ϕx(t), t ∈ [0,+∞)} íàçûâàåòñÿ
òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ϕx. Òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé,
åñëè îíà îòëè÷íà îò òî÷êè δ(0) . Äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì,
åñëè åãî òðàåêòîðèÿ íåòðèâèàëüíà.

Ïóñòü C(R,Rd) (C((−∞, 0], Rd) )� ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R (íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] ) è ñî çíà÷åíè-
ÿìè â Rd. Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà C(R,Rd) (C((−∞, 0], Rd) )

ρ̂C(f1, f2) =
∞∑
n=1

2−n(1 ∧ max
−n6t6n

‖f1(t)− f2(t)‖)

(
ˆ̂ρC(f1, f2) =

∞∑
n=1

2−n(1 ∧ max
−n6t60

‖f1(t)− f2(t)‖)
)
.

Åñëè îòîáðàæåíèå X : Ω→ C(R,Rd)
(
X : Ω→ C((−∞, 0], Rd)

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ (F,β(C(R,Rd))-èçìåðèìûì ( (F,β(C((−∞, 0], Rd))-èçìåðèìûì),
òî X íàçûâàåì íåïðåðûâíûì ïðîöåññîì íà R (íà ïðîìåæóòêå
(−∞, 0]).

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîöåññîâ Xn(t) íåïðåðûâíûõ íà R (íà
ïðîìåæóòêå (−∞, 0] ) èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäëîæå-
íèÿì 1.45, 1.46 ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè. Ñôîðìóëèðóåì ëèøü àíàëîã
ïðåäëîæåíèÿ 1.45 äëÿ ïðîöåññîâ íåïðåðûâíûõ íà R.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïóñòü Xn(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-
íûõ ïðîöåññîâ íà R , îïðåäåëåííûõ íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(Ωn,Fn, Pn) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì :

lim
b→∞

sup
n

Pn{‖Xn(0)‖ > b} = 0; (3.24)

äëÿ ëþáûõ t1 > 0, ε > 0

lim
h↓0

sup
n

Pn{ max
(t,s)∈[−t1,t1],|t−s|6h

‖Xn(t)−Xn(s)‖ > ε} = 0. (3.25)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn(t)) ïëîòíà â C(R,Rd). �
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Åñëè íåïðåðûâíûé ïðîöåññ X(t), t ∈ R
( t ∈ (−∞, 0] ), çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω,F, P ), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì :

1) äëÿ êàæäîãî t0 ∈ (−∞, 0] ñóùåñòâóþò ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) ïðî-
ñòðàíñòâà (Ω,F, P ) è ïîòîê (F̃t), t ∈ [t0,+∞), íà ýòîì ðàñøèðåíèè òà-
êèå, ÷òî íà (Ω̃, F̃, P̃ ) c (F̃t) ìîæíî îïðåäåëèòü (F̃t) -áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå Wt0(t), W (t0) = 0 ï. í.;

2) ïðîöåññû f(t,X(t)), g(t,X(t)) ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî
ïðîñòðàíñòâàì L1, L2, ãäå Li � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ (F̃t) -
ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ ψ(t), t ∈ [t0,+∞), òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäûõ

t2 > t1 ( t1 < t2 6 0)
∫ t2
t1
‖ψ(s,ω)‖i ds <∞ ï. í., i ∈ {1, 2};

3) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞) (t ∈ [t0, 0]) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

X(t) = X(t0) +

t∫
t0

f(τ, X(τ)) dτ+

t∫
t0

g(τ, X(τ)) dWt0(τ),

òî X(t) íàçûâàåì ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21) íà R (íà ïðîìå-
æóòêå (−∞, 0] ).

Âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ýòîãî ïàðàãðàôà, êðîìå ëåììû 3.3, ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé, äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.23) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå L).

Óñëîâèå L). Ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ V : Rd → R+ òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ Rd

BV (x) =
∂V (x)

∂x
f(x) +

1

2
tr

(
∂2V (x)

∂x2
g(x)g>(x)

)
6 0.

Ïîëîæèì MV = {x ∈ Rd : BV (x) = 0}, mV = {x ∈ Rd : V (x) =
= 0}. Ñêàæåì, ÷òî ñëàáîå íà R (íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] ) ðåøåíèå
(x(t),W (t),Ω,F, P,Ft) áåç âçðûâîâ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MV (ìíî-
æåñòâó mV ), åñëè

∂V (x(t))

∂x
f(x(t)) +

1

2
tr(

∂2V (x(t))

∂x2
g(x(t))g>(x(t))) = 0

(mV (x(t)) = 0) äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R×Ω ( (t,ω) ∈ (−∞, 0]×
× Ω).

Òî÷êó q íàçûâàþò ω-ïðåäåëüíîé äëÿ ôóíêöèè ψ : [t0,+∞)→ P,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞ òàêàÿ, ÷òî d(ψ(tn), q) →
→ 0, n → +∞. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω(ψ) ìíîæåñòâî âñåõ ω-
ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ ôóíêöèè ψ. Äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêò-
íûì, åñëè åãî òðàåêòîðèÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà â (P, d). Íîñèòåëåì

194



ýëåìåíòà ν ∈ Ω(ψ) (îáîçíà÷àþò supp ν ) íàçûâàþò íàèìåíüøåå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî F ∈Rd òàêîå, ÷òî ν(F )=1.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ϕx � ïðåäêîìïàêòíîå äâèæåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.23), ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàáîìó ðåøåíèþ (x(t),W (t),Ω,F, P,Ft),
è ‖x(0)‖ 6K ï. í., K ∈ R+. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà :

1) ìíîæåñòâî Ω(ϕx) íåïóñòî, è äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ Ω(ϕx) ñó-
ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå X(t) íà R óðàâíåíèÿ (3.23), ïðèíàäëåæàùåå
ìíîæåñòâó MV òàêîå, ÷òî PX(0) = b ;

2) d(ϕx(t),Ω(ϕx))→ 0 ïðè t→ +∞;

3) x(t)
P→

t→∞
supp Ω(ϕx), ãäå supp Ω(ϕx) � çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà íîñèòåëåé âñåõ ýëåìåíòîâ èç Ω(ϕx).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà Ω(ψ) âûòåêàåò èç ïðåä-
êîìïàêòíîñòè äâèæåíèÿ ϕx.

Âîçüìåì òî÷êó b ∈ Ω(ϕx) : ∃tn ↑ +∞, d(ϕx(tn), b) →
n→+∞

0. Ïóñòü

yn(t) = x(t + tn), Wn(t) = W (t + tn)−W (tn), Fn,t = Ft+tn, t >−tn. Äëÿ
êàæäîãî n>1 (yn(t),Wn(t),Ω,F, P,Fn,t) � ñëàáîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóò-
êå [−tn,+∞[ óðàâíåíèÿ (3.23) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2) â òåîðåìå
3.6). Òàê êàê yn(0) = x(tn), òî d(P yn(0), b) →

n→+∞
0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü qn(t) :

qn(t) =

{
yn(t), t ∈ [−tn,+∞),

yn(−tn), t ∈ (−∞,−tn).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn(t) ïëîòíà â C(R,Rd). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.8. Ñîîòíîøå-
íèå lim

B→∞
sup
n

P{‖qn(0)‖ > B} = 0 âûòåêàåò èç ïðåäêîìïàêòíîñòè äâèæå-

íèÿ ϕx. Ñîîòíîøåíèå

lim
h↓0

sup
n

P

{
max

|t−s|6h, t,s∈[−t1,t1]
‖qn(t)− qn(s)‖ > Υ

}
= 0 (3.26)

äëÿ ëþáûõ t1 ∈ R+, Υ > 0 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàâåíñòâî (3.9) â
òåîðåìå 3.2.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.27 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü qnk

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qn òàêàÿ, ÷òî P qnk
ñë.→ θ, ãäå P qn � âåðîÿò-

íîñòíûé çàêîí äëÿ qn, à θ � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà
(C(R,Rd),β(C(R,Rd)), (â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü P qn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê θ ). Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñêî-

ðîõîäà (ïðåäëîæåíèå 1.33), íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̂, F̂, P̂ ),
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Ω̂ = [0, 1), F̂ = β([0, 1)), P̂ = µ � ìåðà Ëåáåãà, ïîñòðîèì ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X,Xn, n > 1, ñî çíà÷åíèÿìè â C(R,Rd) òàêèå, ÷òî Xn
ï. í.→
n→∞

X

â C(R,Rd) , PXn = P qn, PX = θ.
Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü am ↑

m→+∞
+∞ è ïðîèçâîëüíûå

t0 ∈ (−∞, 0] è m ∈ N. Ïóñòü ηmn = inf{t > t0 : ‖Xn(t)‖ > am},
ηm = inf{t > t0 : ‖X(t)‖ > am}, Xm

n (t) = Xn(t ∧ ηmn ), Xm(t) = X(t ∧ ηm).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü am ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêîé, ÷òî ηmn →

n→+∞
ηm

ï. í. Òàê êàê Xn
ï. í.→ X, òî Xm

n (t) →
n→+∞

Xm(t) ðàâíîìåðíî íà êàæäîì

êîìïàêòå èç [t0,+∞) ï. í.
Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.8, íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïî-

òîêîì F̃t âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω̂, F̂, P̂ ) ìîæíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî (F̃t)-áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W̃ (t) ñ W̃ (t0) = 0 ï. í.,
÷òî ïðîöåññû X(t), W̃ (t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 2) è 3) îïðåäåëåíèÿ
3.1. Òàêèì îáðàçîì, X(t)� ñëàáîå ðåøåíèå íà R óðàâíåíèÿ (3.23).

Îïðåäåëèì τk = inf{t : ‖x(t)‖ > k}, τmn = inf{t > t0 : ‖yn(t)‖ > am},
ymn (t) = yn(t∧τmn ). Òàê êàê ó ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè
îïðåäåëåíû íà [0,+∞), òî τk →

k→∞
∞ ï. í. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

t̄ ∈ R, t̄>t0. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n, äëÿ êîòîðîãî
tn + (t̄ ∧ τmn ) > 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(V (x(tn + (t̄ ∧ τmn )))) 6 E(V (x(0))) <∞. (3.27)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, óñëîâèå L) è ëåììó Ôàòó,
èìååì

V (x((tn + (t̄ ∧ τmn )) ∧ τk))− V (x(0)) =

=

(tn+(t̄∧τmn ))∧τk∫
0

BV (x(s))ds +

(tn+(t̄∧τmn ))∧τk∫
0

V
′

x(x(s))g(x(s))dW (s), k ∈ N,

E(V (x(tn + (t̄∧ τmn )))) 6 lim inf
k→∞

E(V (x((tn + (t̄∧ τmn ))∧ τk))) 6E(V (x(0))).

Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî tn+1 − tn > |t̄| + |t0| ∀n ∈ N. Îïÿòü, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Èòî, óñëîâèå L) è ëåììó Ôàòó, ïîëó÷àåì

V (x((tn+1 + (t̄ ∧ τmn+1)) ∧ τk)) = V (x((tn + (t̄ ∧ τmn )) ∧ τk)) +

+

(tn+1+(t̄∧τmn+1))∧τk∫
(tn+(t̄∧τmn ))∧τk

BV (x(s))ds +

(tn+1+(t̄∧τmn+1))∧τk∫
(tn+(t̄∧τmn ))∧τk

V
′

x(x(s))g(x(s))dW (s),
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E(V (x(tn+1 + (t̄ ∧ τmn+1)))|Ftn+(t̄∧τmn )) 6

6 lim inf
k→∞

E(V (x((tn+1 + (t̄ ∧ τmn+1)) ∧ τk))|Ftn+(t̄∧τmn )) 6

6 lim inf
k→∞

V (x((tn + (t̄ ∧ τmn )) ∧ τk)) = V (x(tn + (t̄ ∧ τmn ))). (3.28)

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (Ft) -ìîìåíòîâ
îñòàíîâêè τ è τ1 òàêèõ, ÷òî τ 6 τ1 < +∞ ï. í., k > 1, ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

E(V (x(τ1 ∧ τk))) 6 E(V (x(τ ∧ τk))) 6 E(V (x(0))), (3.29)

E(V (x(τ ∧ τk+1))|Fτ∧τk) 6 V (x(τ ∧ τk)). (3.30)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.27) è (3.28) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
m ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (V (x(tn+(t̄∧τmn ))),Ftn+(t̄∧τmn )), n>1, îáðàçóåò
íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë. Èç (3.29), (3.30) âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (V (x(τ∧τk)),Fτ∧τk), k >1, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì
ñóïåðìàðòèíãàëîì. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 5) ìàðòèíãàëîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

(V (x(tn + (t̄ ∧ τmn ))), n > 1), (V (x(t ∧ τk)), k > 1)

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìûìè, íî òîãäà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(V (Xm

n (t̄)), n > 1) ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
m ∈ N. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ â ñëåäóþùåì ïðåäåëå E(V (x(tn+(t̄∧τmn ))) = E(V (yn(t̄∧τmn ))) =
= E(V (ymn (t̄))) = Ẽ(V (Xm

n (t̄))) → Ẽ(V (Xm(t̄))), n → +∞, à òàêæå â
íåðàâåíñòâå (3.29) ïðè k → ∞. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R+, s 6 t,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà E(V (x(t))) 6E(V (x(s))) 6E(V (x(0))), èç êîòîðûõ
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
t→∞

E(V (x(t))) = I. (3.31)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t̂ ∈ R, t0 6 t̂ 6 t̄. Òàê êàê E(V (x(tn+1 +
+ t̄)))6E(V (x(tn + (t̂∧τmn ))))6E(V (x(tn + t0))), òî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.31)
èìååì Ẽ(V (Xm(t̂))) = I ∀m ∈ N. Èç ñîîòíîøåíèé Xm(t̂) = X(t̂ ∧ ηm),
Ẽ(V (X(t̄ ∧ ηm))) = Ẽ(V (X(t0 ∧ ηm))) +

+ Ẽ

( t̄∧ηm∫
t0∧ηm

(
∂V (X(τ))

∂x
f(X(τ)) +

1

2
tr
(∂2V (X(τ))

∂x2
g(X(τ))g>

))
dτ

)
= 0

ñëåäóåò, ÷òî ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MV .
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d(ϕx(t),Ω(ϕx)) 6→ 0 ïðè t → +∞. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → ∞ è ïîñòîÿííàÿ ε0 > 0 òàêèå, ÷òî
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d(ϕx(tn),Ω(ϕx)) > ε0. Âûáèðàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕx(tn) ñõîäÿùó-
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕx(tnk

), âèäèì, ÷òî ϕx(tnk
) → q ∈ Ω(ϕx),

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó d(ϕx(tn),Ω(ϕx)) > ε0.

3) Ïóñòü Q = supp Ω(ϕx). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3) ëåì-
ìû 3.1 íå èìååò ìåñòà, òîãäà ∃ε > 0,∃δ > 0, ∃tn → ∞, P{x(tn) ∈
∈ Rd \ [Q]ε} > δ. Âûáåðåì âåùåñòâåííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ a, îïðå-
äåëåííóþ íà Rd, òàêóþ, ÷òî 0 6 a 6 1, a = 0 íà [Q]ε/2 è a =

= 1 íà Rd \ [Q]ε. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕx(tn) → ν ∈ Ω(ϕx). Òå-
ïåðü èìååì

∫
Rd a(x)dϕx(tn) →

∫
Rd a(x)dν > δ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(Rd \ [Q]ε)
⋂

supp ν 6= ∅, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ Q. �

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî âå-
ðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ ε1 > 0, ε2 > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε1, ε2) > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî cëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñ ‖x(0)‖ 6 δ ï. í. èìååì
P{sup

t>0
‖x(t)‖ > ε1} 6 ε2.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè: à) îíî óñòîé÷èâî ïî âå-
ðîÿòíîñòè; á) äëÿ ëþáîãî K > 0, äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ

êîòîðîãî ‖x(0)‖ < K ï. í., âûïîëíÿåòñÿ x(t)
P→

t→∞
0.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ $-óñòîé÷èâûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6 δ ï. í., èìååì
E(‖x(t)‖$) 6 ε ∀t > 0.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìï-
òîòè÷åñêè ($,$1)-óñòîé÷èâûì, åñëè: à) îíî $-óñòîé÷èâî; á) äëÿ ëþ-
áîãî K > 0, äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6K
ï. í., âûïîëíÿåòñÿ lim

t→+∞
E(‖x(t)‖$1) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
($,$1)-óñòîé÷èâûì, åñëè : à) îíî $-óñòîé÷èâî; á) ñóùåñòâóåò K > 0,
äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6K ï. í., âûïîë-
íÿåòñÿ lim

t→+∞
E(‖x(t)‖$1) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.9 [60, ñ. 57�59; 153, ñ. 151�152]. Ïóñòü ôóíêöèÿ V
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ V (x) →

‖x‖→∞
∞ è îòîáðàæåíèå BV íåïðåðûâíî

íà ìíîæåñòâå MV . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ
(3.23) òàêîãî, ÷òî E(V (x(0))) <∞, èìååì x(t) →

t→∞
MV ï. í. �

198



Òåîðåìà 3.8 (î ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âå-
ðîÿòíîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ V (x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò. å.
V (0) = 0, V (x) > 0 äëÿ x 6= 0. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.23)
óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè. Åñëè, êðîìå òîãî, V (x) → ∞ ïðè ‖x‖ →
→∞ è ìíîæåñòâî MV íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé íà R ,
òî íóëåâîå ðåøåíèå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿò-
íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ε1 > 0, ε2 > 0. Ïóñòü
min
‖x‖=ε1

V (x) = m(ε1). Ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî V (x) < ε2m(ε1), åñ-

ëè ‖x‖ < δ. Äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) òàêîãî, ÷òî ‖x(0)‖ 6 δ,
äëÿ ëþáîãî a > 0 è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè 0 6 τ 6 a èìååì
E(V (x(τ))) 6 E(V (x(0))). Ýòî íåðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ëåììû 3.1, ïðè÷åì óñëîâèå ëåììû, äâèæåíèå ϕx ïðåäêîìïàêòíî, ïðè
åãî äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçîâàëîñü. Ïî ëåììå 2.1 P{ sup

06t6a
V (x(t)) >

> m(ε1)} < ε2. Òàê êàê a ïðîèçâîëüíî, òî P{sup
06t

V (x(t))>m(ε1)} 6 ε2.

Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ {sup
06t

V (x(t)) > m(ε1)} ⊃ {sup
06t
‖x(t)‖ > ε1)} ïî-

ëó÷àåì P{sup
06t
‖x(t)‖ > ε1} 6 ε2. Óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè íóëåâîãî

ðåøåíèÿ äîêàçàíà.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå K > 0 è ε1 > 0. Ïóñòü max

‖x‖6K
V (x) = M(K),

min
‖x‖=ε1

V (x) = m(ε1). Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò m(ε1) →
ε1→∞

∞. Èñ-

ïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, äëÿ ëþáîãî

ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), ‖x(0)‖6K ï. í., èìååì P{sup
06t
‖x(t)‖ > ε1}6 M(K)

m(ε1) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ëþáîãî òàêîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðåäêîìïàêòíîé. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû
ìíîæåñòâî Ω(ϕx), ãäå ϕx � äâèæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàáîìó ðåøå-
íèþ x(t), ‖x(0)‖6K ï. í., ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè δ(0), íîñèòåëü êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ x = 0. Îïÿòü, ïî ëåììå 3.1, äëÿ ëþáîãî òàêîãî ñëàáîãî ðå-

øåíèÿ x(t) èìååò ìåñòî ñòðåìëåíèå x(t)
P→

t→∞
0. Òåîðåìà 3.8 äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.2. Ïóñòü: ôóíêöèÿ V (x) â óñëîâèè L) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó k‖x‖$16V (x) ∀x, ‖x‖ > a, ãäå k, a, $1 � ïîëîæèòåëü-
íûå ïîñòîÿííûå; óðàâíåíèå (3.23) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøå-
íèé íà R , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó MV . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñëàáî-
ãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6 K ï. í., K = const, èìååì
lim

t→+∞
E(‖x(t)‖$1) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå x
óðàâíåíèÿ (3.23), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6 K < +∞ ï. í., è ñóùåñòâóþò
÷èñëî ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ↑ +∞ òàêèå, ÷òî

E(‖x(tn)‖$1) = ε. (3.32)

Åñëè yn(t) = x(t+ tn), Wn(t) = W (t+ tn)−W (tn), Fn,t = Ft+tn, t > 0, òî
äëÿ êàæäîãî n>1 (yn(t),Wn(t),Ω,F, P,Fn,t) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.23) íà ïðîìåæóòêå [−tn,+∞). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.8 ïîêà-
çàíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ϕx(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ x(t), ïðåäêîì-
ïàêòíà. Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû
3.1, ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V (yn(0)) ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóå-
ìà, è ïîñòðîèì ñëàáîå ðåøåíèå X(t) íà ïðîìåæóòêå R, ïðèíàäëåæàùåå
ìíîæåñòâó MV . Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.32), ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè V (yn(0)) è óñëîâèé ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ñëàáîå
ðåøåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû 3.2. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.9 (î ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ($,$1)-óñòîé-
÷èâîñòè). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ôóíêöèÿ V (x)
â óñëîâèè L) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k‖x‖$1 6 V (x) ∀x, ‖x‖ > a;
k1‖x‖$ 6 V (x) ∀x, ‖x‖ 6 b, ãäå $,$1, k, k1, a, b � ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå; 2) íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé íà R óðàâ-
íåíèÿ (3.23), ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó MV . Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ($,$1)-óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.8 ìû ïîêàçàëè,
÷òî òðàåêòîðèÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6
6K ï. í., K = const, ïðåäêîìïàêòíà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî E(V (x(t))) 6
6E(V (x(0))), èç êîòîðîãî è èç óñëîâèÿ 1) òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå $-óñòîé÷èâî. Åñëè ‖x(0)‖6K ï. í., K = const, òî ñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
E(‖x(t)‖$1) = 0 ñëåäóåò èç ëåììû 3.2. Òåîðåìà 3.9 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè â óðàâíåíèè (3.23) ôóíêöèÿ f : Rd → Rd

êóñî÷íî-íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ g : Rd → Rd×d íåïðåðûâíà, òî ïðîâåð-
êó íåðàâåíñòâà BV (x) 6 0 ∀x ∈ Rd â óñëîâèè L) äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè
â îáëàñòÿõ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f [143, ñ. 117].

Ïðèìåð 3.1. Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû

dx1(t) = (−x1(t) + x3
2(t)) dt,
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dx2(t) =

(
−x3

1(t)−
3

2
x2(t)

)
dt + x2(t) dW (t).

Åñëè V = x4
1 +x4

2, òî BV (x1, x2) = −4x4
160, MV (x1, x2) = {(x1, x2) : x1 =

= 0, x2 ∈ R}. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ëèøü íóëåâîå
ñëàáîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MV . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.9 íó-
ëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè (4, 4) -óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

dx1(t) = (−x3
1(t) + 2x3

2(t)) dt,

dx2(t) =

(
−x1(t)−

3

2
x3

2(t)

)
dt + x2

2(t) dW (t).

Ïóñòü V = x2
1 + x4

2, òîãäà

BV (x1, x2) = −2x4
1 6 0, MV (x1, x2) = {(x1, x2) : x1 = 0, x2 ∈ R}.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ëèøü íóëåâîå ñëàáîå ðåøå-
íèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MV . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.9 íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè (4,2)-óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1(t) = (f(x1(t)) + bx2(t))dt + kx1(t)dW (t),

dx2(t) =

(
cx1(t) + mx2(t)

)
dt + lx1(t) dW (t),

ãäå f : R → R� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, f(0) = 0,
b, c,m, k, l ∈ R.

Ïî àíàëîãèè ñ îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé, ðàññìîò-
ðåííîé â [5, c. 71], â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû âîçüìåì ôóíêöèþ

V (x1, x2) = (mx1 − bx2)
2 + 2m

x1∫
0

f(x1)dx1 − bcx2
1.

Ëåãêî íàéòè, ÷òî

BV =
(
− 2
(f(x1)

x1
+m

)(
bc−m

f(x1)

x1

)
+ (mk− bl)2 +mf

′
(x1)k

2− bck2
)
x2

1.

Åñëè

bc−m
f(x1)

x1
< 0 (3.33)
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ïðè x1 6= 0, òî ôóíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, åñëè æå

−2
(f(x1)

x1
+m

)(
bc−m

f(x1)

x1

)
+ (mk− bl)2 +mf

′
(x1)k

2− bck2 < 0 (3.34)

ïðè x1 6= 0, òî BV 6 0 è MV = {(x1, x2) : x1 = 0, x2 ∈ R}. Èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî MV íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ
ñëàáûõ ðåøåíèé. Åñëè

x1∫
0

(mf(x1)− bcx1)dx1 → +∞

ïðè |x1| → +∞, òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.8 ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé (3.33), (3.34) íóëåâîå ðåøåíèå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
ïî âåðîÿòíîñòè. Åñëè ïðè âñåõ x1 âûïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîå
ñîîòíîøåíèå

x1∫
0

(mf(x1)− bcx1)dx1 > αx
2
1, α > 0,

òî íóëåâîå ðåøåíèå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè (2,2)-óñòîé÷èâî (òåîðå-
ìà 3.9).

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ V ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Âïåðâûå çíàêîïîñòîÿííûå ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòå [10].

Íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè Ñ) è L) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
M), m è N).

Óñëîâèå M). Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå r > 1, σ > 0 è K > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
‖x(0)‖ 6 σ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(‖x(t)‖r) 6K ∀t > 0. (3.35)

Óñëîâèå m). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ r > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
σ > 0 íàéäåòñÿ K > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x(0)‖ 6 σ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(‖x(t)‖r) 6K ∀t > 0. (3.36)

Óñëîâèå N). Ñèñòåìà íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t) òà-
êèõ, ÷òî x(0) = 0 ï. í.
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Çàìå÷àíèå 3.2. Ñèñòåìà (3.23), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ L) ñ
ôóíêöèåé V òàêîé, ÷òî V (x)>β‖x‖r ∀x, ‖x‖>a, ãäå β > 0, r > 1, a > 0�
íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ m).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ñèñòåìà (3.23) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì M)
è N). Òîãäà ∀ε > 0, ∀t1 > 0, ∀s, 0 < s < r, ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t), äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6 δ, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E(‖x(t)‖s) 6 ε ∀t ∈ [0, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà
t1 > 0, ξ0 > 0, s, 0 < s < r, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåòñÿ
ñëàáîå ðåøåíèå (xn,Ωn,Fn, Pn,Fnt,Wn(t)) óðàâíåíèÿ (3.23), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì ‖xn(0)‖ 6 1

n è

En(‖xn(tn)‖s) > ξ0 (3.37)

äëÿ íåêîòîðîãî tn ∈ [0, t1]. Èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàâè-
ñèìîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (òåîðåìà 3.2), ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé xn(t), t ∈ [0, t1], ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ñî çíà÷åíèÿìè â (C([0, t1], R

d)),
çàäàííûõ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå è ñëàáîå ðåøåíèå X
íà ïðîìåæóòêå [0, t1] òàêèå, ÷òî

Xn
ï. í.→ X, PXn = P xn.

Òàê êàê E(‖Xn(0)‖) → E(‖X(0)‖), E(‖Xn(0)‖) = En(‖xn(0)‖) → 0
ïðè n→∞, òî E(‖X(0)‖) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, X(0) = 0 ï. í. Â òî æå
âðåìÿ èç íåðàâåíñòâ (3.36), (3.37), êðèòåðèÿ Âàëëå�Ïóññåíà è ïðåäëîæå-
íèÿ 1.35 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì. Ñóùåñòâîâàíèå
ýòîãî ðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ N) ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü ñèñòåìà (3.23) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì M),
N) è ïóñòü 0 < s < r. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a > 0 òà-
êàÿ, ÷òî ñèñòåìà (3.23) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t)
íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] ñî ñâîéñòâàìè: x(t) ∈ mV ∀t ∈ (−∞, 0]
ï. í.; E(‖x(t)‖s) 6 a ∀t ∈ (−∞, 0], òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.23)
s -óñòîé÷èâî.

Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ b > 0 òàêàÿ, ÷òî ñè-
ñòåìà íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t), t ∈ R, òàêèõ, ÷òî
x(t) ∈ MV , E(‖x(t)‖s) 6 b ∀t ∈ R, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷å-
ñêè (s, s) -óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
s -óñòîé÷èâûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò b0 > 0, äëÿ ëþáîãî n > 1, ñóùåñòâóåò
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ñëàáîå ðåøåíèå xn(t) òàêîå, ÷òî ‖xn(0)‖ 6 1
n , ñóùåñòâóåò t

′

n > 0, äëÿ

êîòîðîãî E(‖xn(t
′

n)‖s) > b0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ b, 0 < b <
< b0, è n ∈ N ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå xn(t), ‖xn(0)‖6 1

n , ñóùåñòâóåò
tn > 0, ÷òî E(‖xn(t)‖s) < b äëÿ âñåõ t ∈ [0, tn) è E(‖xn(tn)‖s) = b. Èç
ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî lim

n→∞
tn = +∞.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn(t) = xn(t + tn), è ïóñòü

qn(t) =

{
yn(t), t ∈ [−tn, 0],

yn(tn), t ∈ (−∞,−tn].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn(t) ïëîòíà â C((−∞, 0], Rd). Äåéñòâèòåëüíî, ñî-
îòíîøåíèå lim

B→∞
sup
n

Pn{‖qn(0)‖ > B} = 0 âûòåêàåò èç óñëîâèÿ M) è êðè-

òåðèÿ Âàëëå�Ïóññåíà. Ñîîòíîøåíèå

lim
h↓0

sup
n

Pn

{
max

|t−s|6h, t,s∈[−t1,0]
‖qn(t)− qn(s)‖ > Υ

}
= 0 (3.38)

äëÿ êàæäûõ t1 ∈ R+, Υ > 0 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàâåíñòâî (3.9)
â òåîðåìå 3.2.

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, ïîêàæåì
íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̂, F̂, P̂ ), Ω̂ = [0, 1), F̂ = β([0, 1)),

P̂ = µ � ìåðà Ëåáåãà, ìîæíî ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,Xn, n>1,
ñî çíà÷åíèÿìè â C((−∞, 0], Rd) òàêèå, ÷òî

Xn
ï. í.→ X, PXn = P qn,

è ïîêàçàòü, ÷òî X(t)� ñëàáîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] óðàâíå-

íèÿ (3.23). Òàê êàê Ê(‖Xn(0)‖r) 6 M, òî ïî êðèòåðèþ Âàëëå�Ïóññåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Xn(0)‖s ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìà. Çíà÷èò, ìîæíî
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ñîîòíîøåíèè

Ê(‖Xn(0)‖s) = b. (3.39)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Ê(‖X(0)‖s) = b , ò. å. X(t)� íåíóëå-

âîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî Ê(‖X(t)‖s) 6 b ∀t ∈ (−∞, 0].
Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t̄ ∈ (−∞, 0] äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n èìååì En(V (xn(t̄+tn)))6En(V (xn(0)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü V (Xn(t̄)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîé. Òåïåðü èìååì
lim
n→∞

Ẽ(V (Xn(t̄))) = Ẽ(V (X(t̄))) = 0, ò. å. X(t̄) ∈ mV ï. í. Ñóùåñòâîâà-

íèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ X(t) ñ óñòàíîâëåííûìè ñâîéñòâàìè ïðîòèâîðå÷èò
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óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò s -óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ (s, s) -óñòîé÷èâîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî
ëåììå 3.2. �

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïóñòü ñèñòåìà (3.23) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì m),
N) è ïóñòü 0 < s < r. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ b > 0 òàêàÿ,
÷òî ñèñòåìà (3.23) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t) íà ïðî-
ìåæóòêå (−∞, 0], îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè: x(t) ∈ mV ∀t ∈ (−∞, 0]
ï. í.; E(‖x(t)‖s) 6 b ∀t ∈ (−∞, 0], òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.23)
s -óñòîé÷èâî.

Åñëè, êðîìå òîãî, ñèñòåìà (3.23) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé
x(t), t ∈ R, òàêèõ, ÷òî x(t) ∈MV ∀t ∈ R, òî íóëåâîå ðåøåíèå ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè (s, s) -óñòîé÷èâî.

Çàìå÷àíèå 3.4. Â óñëîâèè L) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ V (x) ≡
≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå mV = Rd, MV = Rd. Òàê êàê ëþáîå ñòîõàñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå è ôóíêöèÿ V (x) ≡ 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ L), òî èç òåîðåìû
3.10 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïóñòü ñèñòåìà (3.23) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì M), N) è ïóñòü 0 < s < r. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a > 0
òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (3.23) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t) íà
ïðîìåæóòêå (−∞, 0] òàêèõ, ÷òî E(‖x(t)‖s)6a ∀t ∈ (−∞, 0], òî íóëåâîå
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè (s, s) -óñòîé÷èâî.

Ïðèâåäåì òåïåðü òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü çàäàíû îãðàíè÷åí-
íûå ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : Rd →
→ conv (Rd), G : Rd → cl (Rd×d), 0 ∈ F (0), 0 ∈ G(0). Ðàññìîòðèì
ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx(t) ∈ F (x(t))dt + G(x(t))dW (t). (3.40)

Ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x → A(x) = {bb> : b ∈
∈ G(x)}. Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A(x) ∈
∈ conv (Rd×d) ∀x ∈ Rd. Ââåäåì îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ âêëþ÷å-
íèÿ (3.40) íà R (íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] ).

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü x(t)� íåïðåðûâíûé íà ïðîìåæóòêå t ∈
∈ R (íà ïðîìåæóòêå t ∈ (−∞, 0] ) ïðîöåññ, çàäàííûé íà íåêîòîðîì âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) è ïóñòü (Ft) � ïîòîê íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííûé ïðîöåññîì x(t). Åñëè ïðîöåññ x(t) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) äëÿ êàæäîãî t0 ∈ (−∞, 0] ñóùåñòâóþò ðàñøèðåíèå (Ω̃, F̃, P̃ ) ïðî-
ñòðàíñòâà (Ω,F, P ) è ïîòîê (F̃t), t ∈ [t0,+∞), íà ýòîì ðàñøèðåíèè
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òàêèå, ÷òî íà (Ω̃, F̃, P̃ ) c (F̃t) ìîæíî îïðåäåëèòü (F̃t) -áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå Wt0(t), t ∈ [t0,+∞) ( t ∈ [t0, 0] ) ñ W (t0) = 0 ï. í.;

2) ñóùåñòâóþò ïðîöåññû v ∈ Lloc
1 è u ∈ Lloc

2 , êîòîðûå äëÿ (µ× P )-
ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞) × Ω ((t,ω) ∈ (−∞, 0] × Ω) óäîâëåòâî-
ðÿþò âêëþ÷åíèÿì

v(t,ω) ∈ F (x(t,ω)),

u(t,ω)u>(t,ω) ∈ A(x(t,ω)),

ãäå Lloc
i � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ (Ft) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåñ-

ñîâ ψ(t), t ∈ R, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäûõ t2 > t1 (äëÿ êàæäûõ t1 <

< t2 6 0)
∫ t2
t1
‖ψ(s,ω)‖i ds <∞ ï. í., i ∈ {1, 2};

3) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞) ( t ∈ [t0, 0] ) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

v(s)ds +

t∫
t0

u(s)dWt0(s),

òî x(t) íàçûâàåì ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (3.40) íà R (íà ïðîìå-
æóòêå (−∞, 0] ).

Âìåñòî óñëîâèÿ L) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âêëþ÷åíèå (3.40) óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå l). Ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ V : Rd → R+ òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ Rd

DV (x) = sup
b∈F (x)

∂V (x)

∂x
b + sup

a∈A(x)

1

2
tr

(
∂2V (x)

∂x2
a

)
6 0.

Ïîëîæèì

NV = {x ∈ Rd : DV (x) = 0}, nV = {x ∈ Rd : V (x) = 0}.

Ñêàæåì, ÷òî ñëàáîå ðåøåíèå x(t) íà R (íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0]) ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó NV (ìíîæåñòâó nV ), åñëè

∂V (x(t))

∂x
v(t) +

1

2
tr(

∂2V (x(t))

∂x2
u(t)u>(t)) = 0

äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R × Ω
(
ïðè êàæäîì t ∈ (−∞, 0]

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî nV (x(t)) = 0 ï. í.
)
.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü ñëàáîìó ðåøåíèþ (x(t), u(t), v(t),W (t), Ω̄, F̄, P̄ ,Ft)
âêëþ÷åíèÿ (3.40) ñîîòâåòñòâóåò ïðåäêîìïàêòíîå äâèæåíèå ϕx

è ‖x(0)‖ 6K ï. í., K ∈ R+. Òîãäà:
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1) ìíîæåñòâî Ω(ϕx) íåïóñòî è äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ Ω(ϕx) ñó-
ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå x̂(t) íà R âêëþ÷åíèÿ (3.40), ïðèíàäëåæàùåå
ìíîæåñòâó MV òàêîå, ÷òî P x̂(0) = b ;

2) d(ϕx(t),Ω(ϕx))→ 0 ïðè t→ +∞;

3) x(t)
P→

t→∞
supp Ω(ϕx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òî÷êó b ∈ Ω(ϕx) : ∃tn ↑ +∞,
d(ϕx(tn), b) →

n→+∞
0. Ïóñòü yn(t) = x(t + tn), Wn(t) = W (t + tn) −

−W (tn), Fn,t = Ft+tn, t > −tn. Äëÿ êàæäîãî n > 1 (yn, u(t + tn), v(t +
+ tn),Wn(t), Ω̄, F̄, P̄ ,Fn,t) � ñëàáîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [−tn,+∞)
âêëþ÷åíèÿ (3.40) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2) â òåîðåìå 3.6). Òàê
êàê yn(0) = x(tn), òî d(P yn(0), b) →

n→+∞
0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè zn(t), un(t), vn(t),

zn(t) =

{
yn(t), t ∈ [−tn,+∞),

yn(−tn), t ∈ (−∞,−tn),

un(t) =

{
u(t + tn), t ∈ [−tn,+∞),

u(−tn), t ∈ (−∞,−tn),
vn(t) =

{
v(t + tn), t ∈ [−tn,+∞),

v(−tn), t ∈ (−∞,−tn).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn(t) ïëîòíà â C(R,Rd). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòî-
ãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.8. Ñîîò-
íîøåíèå lim

B→∞
sup
n

P{‖zn(0)‖ > B} = 0 âûòåêàåò èç ïðåäêîìïàêòíîñòè

äâèæåíèÿ ϕx. Ñîîòíîøåíèå

lim
h↓0

sup
n

P

{
max

|t−s|6h, t,s∈[−t1,t1]
‖zn(t)− zn(s)‖ > Υ

}
= 0 (3.41)

äëÿ ëþáûõ t1 ∈ R+, Υ > 0 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ðàâåíñòâî (3.9) â
òåîðåìå 3.2.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.27 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü znk

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn òàêàÿ, ÷òî P znk
ñë.→ θ, ãäå P zn � âåðîÿò-

íîñòíûé çàêîí äëÿ zn, à θ � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà
(C(R,Rd),β(C(R,Rd)) (â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü P zn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê θ ).

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ T(i1, . . . , ik) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçü-

ìåì äëÿ êàæäîãî k øàðû σ
(k)
m , m = 1, 2, . . . , ðàäèóñà 6 2−(k+1), ïîêðû-

âàþùèå C((−∞,+∞), Rd) è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì P xn(∂σ
(k)
m ) = 0,

θ(∂σ
(k)
m ) = 0 (∂σ � ãðàíèöà ìíîæåñòâà σ ) äëÿ êàæäûõ n, k, m, è ïî-

ëîæèì D
(k)
1 = σ

(k)
1 , D

(k)
2 = σ

(k)
2 \ σ

(k)
1 , . . . , D

(k)
n = σ

(k)
n \ (σ

(k)
1

⋃
. . .
⋃
σ

(k)
n−1)
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è T(i1, . . . , ik) = D
(1)
i1

⋂
D

(2)
i2

⋂
. . .
⋂

D
(k)
ik
. Ïóñòü Hn(i1, . . . , ik) = {ω ∈

∈ Ω : qn(·,ω) ∈ T(i1, . . . , ik)}. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà T(i1, . . . , ik)

òàêîãî, ÷òî
◦
T (i1, . . . , ik) 6= ∅, âûáåðåì òî÷êó q(i1, . . . , ik) ∈

∈
◦
T(i1, . . . , ik) (

◦
T � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà T ), åñëè æå

◦
T(i1, . . . , ik) =

= ∅, òî â êà÷åñòâå q(i1, . . . , ik) áåðåì ëþáóþ òî÷êó èç T(i1, . . . , ik). Ïî-
ëîæèì zkn(t,ω) = q(i1, . . . , ik), åñëè t ∈ (−∞,+∞), ω ∈ Hn(i1, . . . , ik).
Òàê êàê ρ(zkn, zn)62−k, òî zkn → zn ïðè k →∞ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îò-
ðåçêå [a, b] èç (−∞,+∞) ï. í. Ïóñòü

∫
Hn(i1,...,ik) vn(t,ω)dω = Mn,i1,...,ik(t),∫

Hn(i1,...,ik) Sn(t,ω)dω = Jn,i1,...,ik(t), ãäå Sn = unu
>
n , è ïóñòü Sk

n(t,ω) =

= Jn,i1,...,ik(t)/P (Hn(i1, . . . , ik)), vkn(t,ω) = Mn,i1,...,ik(t)/P (Hn(i1, . . . , ik)),
åñëè (t,ω) ∈ (−∞,+∞) × Hn(i1, . . . , ik) è P (Hn(i1, . . . , ik)) > 0, äëÿ
îñòàëüíûõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞) × Ω vkn(t,ω) = 0, Sk

n(t,ω) = 0. Äëÿ
(µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞) × Ω èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ
vkn(t,ω) ∈ [F (zkn(t,ω))]2−k, Sk

n(t,ω) ∈ [A(zkn(t,ω))]2−k.

Âîçüìåì Ω = [0, 1), F = β([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà íà
[0, 1). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k óïîðÿäî÷èì âñå (i1, . . . , ik) ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè. Îïðåäåëèì èíòåðâàëû ∆(i1, . . . , ik), ∆n(i1, . . . , ik) âè-
äà [a, b), b > a, â [0, 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì: à) |∆(i1, . . . , ik)| =
= θ(T(i1, . . . , ik)), |∆n(i1, . . . , ik)| = P xn(T(i1, . . . , ik)) ( |∆| � äëèíà èí-
òåðâàëà); á) åñëè (i1, . . . , ik) < (j1, . . . , jk), òî èíòåðâàë ∆(i1, . . . , ik)
(∆n(i1, . . . , ik) ) ðàñïîëîæåí ëåâåå ∆(j1, . . . , jk) (ñîîòâåòñòâåííî ëåâåå
∆n(j1, . . . , jk) ). Ïîëîæèì ẑkn(·,ω) = q(i1, . . . , ik) äëÿ ω ∈ ∆n(i1, . . . , ik),
ẑk(·,ω) = q(i1, . . . , ik) äëÿ ω ∈ ∆(i1, . . . , ik). Ñóùåñòâóþò ïðåäå-
ëû ẑn(t,ω) = lim

k→∞
ẑkn(t,ω), ẑ(t,ω) = lim

n→∞
ẑn(t,ω) = lim

k→∞
ẑk(t,ω),

ðàâíîìåðíûå íà êàæäîì êîìïàêòíîì îòðåçêå èç (−∞,+∞) ï. í., êðî-
ìå òîãî, P zn = P ẑn, P ẑ = θ. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ (t,ω) → v̂kn(t,ω),

(t,ω) → Ŝk
n(t,ω) òàêèå, ÷òî v̂kn(t,ω) = Mn,i1,...,ik(t)/|∆n(i1, . . . , ik)|,

Ŝk
n(t,ω) = Jn,i1,...,ik(t)/|∆n(i1, . . . , ik)|, åñëè ω ∈ ∆n(i1, . . . , ik) è

|∆n(i1, . . . , ik)| > 0. Èç ïîñòðîåíèÿ ẑkn, v̂kn, Ŝk
n âûòåêàåò, ÷òî äëÿ (µ×P )-

ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞)×Ω v̂kn(t,ω) ∈ [F (ẑkn(t,ω))]2−k, Ŝk
n(t,ω) ∈

∈ [A(ẑkn(t,ω))]2−k.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.14 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè v̂kn, Ŝk

n, k > 1, îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíû ñîîòâåòñòâåííî â
L1([−1, 0]× Ω, Rd), L1([−1, 0]×Ω, Rd×d). Ïóñòü v̂kn[−1,0], Ŝk

n[−1,0]� èõ ñëà-

áî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è ïóñòü v̂n[−1,0], Ŝn[−1,0] � èõ ñëà-
áûå ïðåäåëû. Äàëåå ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîöåññîâ íà ïðîìåæóòêå
[0, 1], íà êîòîðîì, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂kn[−1,0], Ŝk

n[−1,0], ïîñòðî-

èì îòîáðàæåíèÿ v̂n[0,1], Ŝn[0,1] è ò. ä.
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Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû

Ŝn(t,ω) =

{
Ŝn[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

Ŝn[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω,
v̂n(t,ω) =

{
v̂n[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

v̂n[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω.

Äàëåå ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîöåññîâ íà ïðîìåæóòêå [−2,−1],

íà êîòîðîì, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂kn[0,1], Ŝk
n[0,1], ïîñòðîèì àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ v̂n[−2,−1], Ŝn[−2,−1] è ò. ä. Ïóñòü

Ŝn(t,ω) =


Ŝn[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

Ŝn[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω,

Ŝn[−2,−1), t ∈ [−2,−1)× Ω,

. . . . . . . . . . . . ,

v̂n(t,ω) =


v̂n[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

v̂n[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω,

v̂n[−2,−1), t ∈ [−2,−1)× Ω,

. . . . . . . . . . . . .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t,ω) ∈ (−∞,+∞) × Ω. Ïóñòü
t ∈ [l − 1, l). Èç âêëþ÷åíèé v̂n(t,ω) ∈

⋂∞
m=1 co

⋃∞
k=m v̂kn[l−1,l)(t,ω),

Ŝn(t,ω) ∈
⋂∞

m=1 co
⋃∞

k=m Ŝk
n[l−1,l)(t,ω) (ïðåäë. 1.77) è ïîëóíåïðåðûâíî-

ñòè ñâåðõó îòîáðàæåíèé F è A ñëåäóåò, ÷òî v̂n(t,ω) ∈ F (t, ẑn(t,ω)),

Ŝn(t,ω) ∈ A(t, ẑn(t,ω)) äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞)×Ω.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂n, Ŝn îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíû â
L1([−1, 0]× Ω, Rd), L1([−1, 0]×Ω, Rd×d). Ïóñòü v̂n[−1,0], Ŝn[−1,0]� èõ ñëà-

áî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à v̂[−1,0], Ŝ[−1,0] � èõ ñëàáûå ïðå-

äåëû. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂n[−1,0], Ŝn[−1,0] òàêæå îòíîñèòåëüíî ñëà-

áî êîìïàêòíû ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, 1] × Ω, Rd), L1([0, 1] × Ω, Rd×d).

Ïóñòü v̂kn[0,1], Ŝk
n[0,1]� èõ ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à v̂[0,1],

Ŝ[0,1] � èõ ñëàáûå ïðåäåëû è ò. ä.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû

Ŝ(t,ω) =


Ŝ[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

Ŝ[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω,

. . . . . . . . . . . . ,

v̂(t,ω) =


v̂[−1,0), t ∈ [−1, 0)× Ω,

v̂[0,1), t ∈ [0, 1)× Ω,

. . . . . . . . . . . . .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññû Ŝ(t,ω),
v̂(t,ω) � (β(R) × F) -èçìåðèìû. Èç âêëþ÷åíèé v̂(t,ω) ∈
∈

⋂∞
m=1 co

⋃∞
n=m v̂n(t,ω) ⊂

⋂∞
m=1 co

⋃∞
n=m F (t, ẑn(t,ω)), Ŝ(t,ω) ∈

∈
⋂∞

m=1 co
⋃∞

n=mA(t, ẑn(t,ω)) è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îòîáðàæåíèé
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F è A, ïîëó÷àåì v̂(t,ω) ∈ F (t, ẑ(t,ω)), Ŝ(t,ω) ∈ A(t, ẑ(t,ω)) äëÿ
(µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R× Ω.

Ïóñòü σ(ẑ(s) : s 6 t + ε) � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ẑ(s), s 6 t + ε, è ïóñòü F̂t =

=
⋂
ε>0 σ(ẑ(s) : s 6 t + ε). ×åðåç ṽ = E(v̂|F̂t), S̃ = E(Ŝ|F̂t) îáîçíà÷èì

óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äëÿ v̂, Ŝ, ïðè÷åì óñëîâíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå îæèäàíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîöåññû ṽ è S̃ èçìåðè-
ìû. Äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ (−∞,+∞)×Ω èìååì (ïðåäëîæåíèå
1.76) ṽ(t,ω) ∈ F (t, ẑ(t,ω)), S̃(t,ω) ∈ A(t, ẑ(t,ω)).

Âîçüìåì t0 ∈ (−∞,+∞) è ïðîèçâîëüíûå t, s ∈ [t0,+∞), s6t. Ïóñòü
r� íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî [s, t] ∈ [−r, r). Äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè h : Rd → R, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è îãðà-
íè÷åííîé ñî âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî, äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè % : Rd → R
èìååì

E

((
h(ẑ(t))− h(ẑ(s))−

t∫
s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

S̃(ε)(δ)(τ)
∂2h(ẑ(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
+

+
d∑
ε=1

ṽ(ε)(τ)
∂h(ẑ(τ))

∂x(ε)

)
dτ

)
%(ẑ(s))

)
=

= lim
n→∞

lim
k→∞

[
E

(
(h(ẑn(t))− h(ẑn(s)))%(ẑn(s))

)
−

−
t∫

s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∑
(i1,...,ik)

∫
∆n(i1,...,ik)

Ŝ
(ε)(δ)k
n[−r,r)(τ)

∂2h(ẑkn)

∂x(ε)∂x(δ)
%(ẑkn(s))dω+

+
d∑
ε=1

∑
(i1,...,ik)

∫
∆n(i1,...,ik)

v̂
(ε)k
n[−r,r)

∂h(ẑkn)

∂x(ε)
%(ẑkn(s))dω

)
dτ

]
=

= lim
n→∞

lim
k→∞

[
E(h(ẑn(t))− h(ẑn(s)))%(ẑn(s))−

−
t∫

s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∑
(i1,...,ik)

∂2h(q(i1, . . . , ik))

∂x(ε)∂x(δ)
%(q(i1, . . . , ik))Jn,i1,...,ik(τ)+

+
d∑
ε=1

∑
i1,...,ik

∂h(q(i1, . . . , ik))

∂x(ε)
%(q(i1, . . . , ik))Mn,i1,...,ik(τ)

)
dτ

]
=
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= lim
n→∞

Ē

((
h(zn(t))− h(zn(s))−

t∫
s

(
1

2

d∑
ε,δ=1

∂2h(zn(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
S(ε)(δ)
n (τ)+

+
d∑
ε=1

∂h(zn(τ))

∂x(ε)
v(ε)
n (τ)

)
dτ

)
%(zn(s))

)
= 0

(çäåñü S(ε)(δ), v(ε), x(ε) � êîìïîíåíòû ìàòðèöû S è âåêòîðîâ v, x ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ h(ẑ(t))− h(ẑ(t0))−

−
t∫

t0

(
1

2

d∑
ε,δ=1

S̃(ε)(δ)(τ)
∂2h(ẑ(τ))

∂x(ε)∂x(δ)
+

d∑
ε=1

ṽ(ε)(τ)
∂h(ẑ(τ))

∂x(ε)

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (F̂t)-ìàðòèíãàëîì íà ïðîìåæóòêå [t0,+∞) . Òîãäà, ïî ïðåäëîæå-

íèþ 1.53, íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) è F̃t ïðîñòðàíñòâà (Ω,F, P ) è F̂t ìîæ-
íî îïðåäåëèòü (F̃t)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) òàêîå, ÷òî (ẑ, ṽ, ũ, W̃ ) �
ñëàáîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [t0,+∞) âêëþ÷åíèÿ (3.40), ãäå ũ(t,ω) �
èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî ũ(t,ω)ũ>(t,ω) =

= S̃(t,ω) (ñëåäñòâèå 1.1). Òàê êàê t0 � ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò èç èí-
òåðâàëà (−∞,+∞), òî ẑ(t)� ñëàáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.40) íà R.

Ïðèíàäëåæíîñòü ïîñòðîåííîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ ẑ(t) ìíîæåñòâó MV

è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.1 äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê óñòàíîâëåíû
àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ â ëåììå 3.1. �

Àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 3.8�3.10 è çàìå÷àíèþ 3.3 äîêàçûâàþòñÿ ñëå-
äóþùèå òåîðåìû, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ òîëüêî âìåñòî ëåììû 3.1
íàäî èñïîëüçîâàòü ëåììó 3.4.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.40) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå l)
è ïóñòü ôóíêöèÿ V (x) â ýòîì óñëîâèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Òî-
ãäà íóëåâîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.40) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè. Åñëè,
êðîìå òîãî, V (x)→∞ ïðè ‖x‖ → ∞ è ìíîæåñòâî NV íå ñîäåðæèò
íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé íà R , òî íóëåâîå ðåøåíèå ãëîáàëüíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè.

Òåîðåìà 3.12. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.40) âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå l) è ôóíêöèÿ V (x) â ýòîì óñëîâèè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì: k‖x‖$1 6 V (x) ∀x, ‖x‖ > a; k1‖x‖$ 6 V (x) ∀x, ‖x‖ 6 b, ãäå
$,$1, k, k1, a, b � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè íå ñóùåñòâóåò
íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.40) íà R , ïðèíàäëåæàùèõ ìíî-
æåñòâó NV , òî íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
($,$1)-óñòîé÷èâûì.
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Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü âêëþ÷åíèå (3.40) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì l),
M), N) è ïóñòü 0 < s < r. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a > 0 òàêàÿ,
÷òî âêëþ÷åíèå (3.40) íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t) íà ïðî-
ìåæóòêå (−∞, 0], îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè: x(t) ∈ nV ; E(‖x(t)‖s) 6 a
∀t ∈ (−∞, 0], òî íóëåâîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.40) s -óñòîé÷èâî.

Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ b > 0 òàêàÿ, ÷òî âêëþ-
÷åíèå íå èìååò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé x(t), t ∈ R, òàêèõ, ÷òî
x(t) ∈ MV , E(‖x(t)‖s) 6 b ∀t ∈ R, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè-
÷åñêè (s, s) -óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 3.4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó è ôóíêöèþ V èç ïðèìåðà 3.2.
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2 ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ m) c ïîñòîÿí-
íîé r = 2 . Óñëîâèå N) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî, òàê
êàê ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè. Óñëîâèå
Ñ) âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Ïî çàìå÷à-
íèþ 3.3 äëÿ êàæäîãî s, 0 < s < 2, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè (s, s )-óñòîé÷èâî. Áîëåå òîãî, ïî ëåììå 3.2 äëÿ ëþáîãî
ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) , äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6K ï. í., K = const, èìååì
lim

t→+∞
E(‖x(t)‖2) = 0.

Çàìå÷àíèå 3.5. Åñëè ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(3.23) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñ), òî ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæå-
íèÿ x→ F (x) è x→ A(x), ãäå F (x) è A(x) � ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíü-
øèå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå âåêòîð f(x)) è ìàòðè-
öó a(x) = g(x)g>(x) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f(x

′
) è a(x

′
) ïðè x

′ → x.
Ñ÷èòàåì íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.23) óñòîé÷èâûì èëè àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâûì, åñëè óñòîé÷èâî èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ñòîõàñòè-
÷åñêîå âêëþ÷åíèå ñ ýòèìè ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè F (x) è A(x).

Ïðèìåð 3.5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.23) ñî ñëåäóþùèìè êîýôôèöè-
åíòàìè: f1(x1, x2) = −x3

1 + x4
1, f2(x1, x2) = −x2

1x2 − x3
2, g11(x1, x2) = x2,

g12 = 0, g21 = 0, g22 = 0 äëÿ {(x1, x2) : ‖x‖ 6 1/2}, è f(x) ≡ 0, g(x) ≡
≡ 0 äëÿ {(x1, x2) : ‖x‖ > 1/2}. Ñèñòåìà, ëåãêî âèäåòü, íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ñ). Âîçüìåì ôóíêöèþ V = x2

2 è íàéäåì, ÷òî DV (x) = −2x2
1x

2
2−

−2x4
2 60 äëÿ ‖x‖ < 1/2 è DV (x) ≡ 0 äëÿ ‖x‖>1/2. Äëÿ âêëþ÷åíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, NV = nV = {(x1, x2) : |x1| <
< 1/2, x2 = 0} äëÿ ‖x‖ < 1/2 è NV = R2, nV = {(x1, x2) : |x1|>1/2, x2 =
= 0} äëÿ ‖x‖>1/2. Íà ìíîæåñòâå nV ïåðâîå óðàâíåíèå âêëþ÷åíèÿ èìååò
âèä ẋ1 ∈ F (x1), ãäå

F (x1) =


−x3

1 + x4
1, |x1| < 1/2,

0, |x1| > 1/2,

[−1/16, 0], x1 = 1/2; [0, 3/16], x1 = −1/2.
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Êàæäîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |x1(0)| < 1/2
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ẋ1 ∈ F (x1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
|x1(t)| →

t→−∞
1/2. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò b > 0 òàêîå, ÷òî âêëþ÷åíèå íå èìå-

åò íåíóëåâûõ ñëàáûõ ðåøåíèé íà ïðîìåæóòêå (−∞, 0] , ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâó nV è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó E(‖x(t)‖s) 6 b. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.13 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (s, s) -àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
ñ ëþáûì s > 0.

3.3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
íåàâòîíîìíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ëèíåéíîìó

ïðèáëèæåíèþ3

Äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ ñòî-
õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Äîêàçàíà òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó
ïðèáëèæåíèþ.

Â ìîíîãðàôèè [219] äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé óñëîâèþ Ëèïøèöà, è ñ ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Â ñòàòüå [100] ìåòîäîì çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
äîêàçàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (3.1)
áåç çàïàçäûâàíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) ñ çàïàçäûâàíèåì ñ ïîìî-
ùüþ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà èçëàãàåòñÿ â ìîíîãðàôèè
[147]. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [14; 54; ??; 150; 151; 173; 212; 281]. Îäíàêî
ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò íå ïðèìåíèìû ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íåàâ-
òîíîìíûõ óðàâíåíèé (3.1) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ R+ × Rd ïîñòðîèì ìíîæåñòâà A(t, x),
F (t, x) � íàèìåíüøèå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñî-
îòâåòñòâåííî ìàòðèöó a(t, x) = g(t, x)g>(t, x) è âåêòîð f(t, x) è âñå ïðå-
äåëüíûå òî÷êè a(t, x′) è f(t, x′) ïðè x′ → x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t, 0) = 0 è g(t, 0) = 0 ïðè âñåõ t > 0 . Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.1) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî ôóíêöèè f : R+×Rd → Rd , g : R+×Rd → Rd×d � èçìåðèìû ïî

3Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëó÷åíû àâòîðàìè ñîâìåñòíî ñ ß. Á. Çàäâîðíûì è
È. Â. Êà÷àíîì â ñòàòüå [19].
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Áîðåëþ è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî x , ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ , x ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖f(t, x)‖ + ‖g(t, x)‖ 6 C(1 + ‖x‖). Èç òåîðåì 2.3 è 2.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé âåðîÿòíîñòè ν íà (Rd,β(Rd)) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì óðàâíåíèå
(3.1) èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå (Ω,F, P,Ft,W (t), x(t), v(t), u(t)) áåç âçðû-
âîâ ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν .

Îïðåäåëåíèå 3.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.1) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ ε1, ε2 > 0 ñóùå-
ñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâ-
íåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x(0)‖ 6 δ ï. í., âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî P{supt>0 ‖x(t)‖ > ε1} < ε2 .

Îïðåäåëåíèå 3.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè íóëåâîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè è äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t)
óðàâíåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x(0)‖6 δ ï. í., âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî P{ lim

t→+∞
x(t) = 0} > 1− ε .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ V : R+ × Rd → R+ . Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V (t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ O), åñëè îíà
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t , äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà ïî x è ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ è ëþáîãî
x ∈ Rd , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x‖ 6 δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
BV (t, x) 6 0, ãäå

BV (t, x) =
∂V (t, x)

∂t
+ sup

v∈F (t,x)

(
∂V (t, x)

∂x
v

)
+

1

2
sup

a∈A(t,x)

tr

(
∂2V (t, x)

∂x2
a

)
.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü: (Ω,F, P,Ft,W (t), x(t), v(t), u(t)) � β -ñëàáîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.1); τ1 , τ2 � ìîìåíòû îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ïî-
òîêà Ft , τ1 6 τ2 < ∞ ï. í.; ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ O);
σ = inf{t > 0 : ‖x(t)‖ > δ}. Òîãäà E(V (τ1 ∧ σ, x(τ1 ∧ σ))) > E(V (τ2 ∧
σ, x(τ2 ∧ σ))) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, ïîëó÷àåì

V (τ2 ∧ σ, x(τ2 ∧ σ)) = V (τ1 ∧ σ, x(τ1 ∧ σ)) +

τ2∧σ∫
τ1∧σ

(
∂V (s, x(s))

∂t
+
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+
∂V (s, x(s))

∂x
v(s)+

1

2
tr

(
∂2V (s, x(s))

∂x2
a(s)

))
ds+

τ2∧σ∫
τ1∧σ

∂V (s, x(s))

∂x
u(s)dW (s).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò

E(V (τ2∧σ, x(τ2∧σ))) = E(V (τ1∧σ, x(τ1∧σ))) +E

 τ2∧σ∫
τ1∧σ

BV (s, xs)ds

 .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå O), èìååì

E(V (τ2 ∧ σ, x(τ2 ∧ σ))) 6 E(V (τ1 ∧ σ, x(τ1 ∧ σ))).

Ëåììà äîêàçàíà. �
Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3.8 ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.14. Ïóñòü ôóíêöèÿ V (t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ O),
ïðè÷åì V (t, 0) = 0 ïðè âñåõ t ∈ R+ , V (t, x) > α(‖x‖) > 0 ïðè âñåõ
0 < ‖x‖ 6 δ, t ∈ R+ , ãäå α : R+ → R+ � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, δ � ÷èñëî èç óñëîâèÿ O). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
lim
x→0

sup
t>0

V (t, x) = 0 . Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) óñòîé÷èâî ïî

âåðîÿòíîñòè. �

Ëåììà 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ V : R+ × Rd → R+ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî t ∈ R+ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî:

1) BV (t, x) < β(ε) < 0 ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî ε 6 ‖x‖ 6 δ , è ïðè
âñåõ t ∈ R+ , ãäå β : R+ → R− � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ;

2) V (t, x) > 0 ïðè âñåõ x , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ‖x‖ 6 δ ,
è âñåõ t ∈ R+ .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ 0 < ε1 < ε2 < δ , äëÿ ëþáîãî t > 0 è äëÿ ëþáî-
ãî β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (3.1) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
P{τ(t, ε1, ε2) =∞} = 0 , ãäå

τ(t, ε1, ε2) =

{
t, x(t) /∈ S(0, ε1, ε2),
inf{s > t : x(s) /∈ S(0, ε1, ε2)}, x(t) ∈ S(0, ε1, ε2),

S(0, ε1, ε2) = {x ∈ Rd : ε1 6 ‖x‖ 6 ε2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t > 0 , ëþáûå 0 < ε1 <
< ε2 < δ è ëþáîå β -ñëàáîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (3.1). Äîïóñòèì, ÷òî
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P{τ(t, ε1, ε2) = ∞} > 0. Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.5,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì s > t áóäåì èìåòü

E(V (s ∧ τ(t, ε1, ε2), x(s ∧ τ(t, ε1, ε2))− EV (t, x(t))) 6

6 E

( s∧τ(t,ε1,ε2)∫
t

BV (s1, xs1)ds1

)
6 (s−t)β(ε1)P{τ(t, ε1, ε2) =∞} →

s→+∞
−∞.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà
ôóíêöèþ V . Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëî δ > 0 è ôóíêöèÿ V :
R+ × Rd → R+, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t ∈ R+ è äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) BV (t, x) < β(ε) < 0 ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî ε 6 ‖x‖ 6 δ, è ïðè
âñåõ t ∈ R+ , ãäå β : R+ → R− � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ;

2) lim
x→0

sup
t>0

V (t, x) = 0 ;

3) V (t, 0) = 0 ïðè âñåõ t ∈ R+ ;
4) V (t, x) > α(‖x‖) > 0 ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x‖ 6 δ , è âñåõ

t ∈ R+ , ãäå α : R+ → R+ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì 0 < ε1 < δ è 0 < ε2 . Â ñèëó òåîðå-
ìû 3.14 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè. Âû-
áåðåì òàêîå δ1 > 0 , ÷òî åñëè x(t) � β -ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1),
äëÿ êîòîðîãî ‖x(0)‖ 6 δ1 ï. í., òî P{supt>0 ‖x(t)‖ > ε1} < ε2 .

Ïóñòü τ = inf{t > 0 : ‖x(t)‖ > ε1} , 0 < t1 < t2 � íåêîòîðûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî, èìååì

V (t2 ∧ τ, x(t2 ∧ τ)) = V (t1 ∧ τ, x(t1 ∧ τ)) +

+

t2∧τ∫
t1∧τ

(
∂V (s, x(s))

∂t
+

∂V (s, x(s))

∂x
v(s) +

1

2
tr

(
∂2V (s, x(s))

∂x2
u(s)uò(s)

))
ds +

+

t2∧τ∫
t1∧τ

∂V (s, x(s))

∂x
u(s)dW (s).

Îòñþäà E (V (t2 ∧ τ, x(t2 ∧ τ))|Ft1∧τ) 6 V (t1 ∧ τ, x(t1 ∧ τ)).
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Ïîýòîìó ïðîöåññ V (t∧τ, x(t∧τ)) ÿâëÿåòñÿ (Ft∧τ) -ñóïåðìàðòèíãàëîì.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 [219] ñóùåñòâóåò lim

t→∞
V (t ∧ τ, x(t ∧ τ)) = ξ(ω) . Ïî-

ñêîëüêó P{τ =∞} > 1− ε2 , òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 1− ε2,
ïðåäåë lim

t→∞
V (t, x(t)) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ξ(ω) .

Ïîêàæåì, ÷òî P{lim inf
t→∞

x(t) = 0} > 1 − ε2 . Äîïóñòèì, ÷òî

P{lim inf
t→∞

x(t) = 0} < 1 − ε2 . Òîãäà P{x(t) 6 ε1 ∀t > 0 è lim inf
t→∞

x(t) 6=
6= 0} > 0 . Îáîçíà÷èì Q = {ω ∈ Ω : x(t) 6 ε1 ∀t > 0 è lim inf

t→∞
x(t) 6=

6= 0} . Åñëè ω ∈ Q , òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε(ω) > 0 è a(ω) > 0 òà-
êèå, ÷òî ‖x(t,ω)‖ > ε(ω) äëÿ âñåõ t > a(ω) . Èç ðàâåíñòâà P (Q) =
= lim

n→∞
P{ω ∈ Q : ε(ω) > 1

n} ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ε0 > 0 ,

÷òî P{ω ∈ Q : ε(ω) > ε0} > 0 . Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà P{ω ∈
∈ Q : ε(ω) > ε0} = lim

n→∞
P{ω ∈ Q : ε(ω) > ε0 è a(ω) 6 n} ñëåäóåò, ÷òî

íàéäåòñÿ òàêîå a0 > 0 , ÷òî P{ω ∈ Q : ε(ω) > ε0 è a(ω) 6 a0} > 0 .
Ïóñòü òåïåðü Q(ε0, a0) = {ω ∈ B : ε(ω) > ε0 è a(ω) 6 a0} = {ω ∈
∈ Ω : ‖x(t,ω)‖ > ε0 ∀t > a0 è ‖x(t,ω)‖ 6 ε1 ∀t > 0}. Ïî ïîñòðîåíèþ
ïîëó÷àåì P (Q(ε0, a0)) > 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 3.6.
Òåì ñàìûì P{lim inf

t→∞
x(t) = 0} > 1− ε2 . Ïî óñëîâèþ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P{lim inf
t→∞

V (t, x(t)) = 0} > 1− ε2 .

Òåïåðü èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî P{ lim
t→∞

V (t, x(t))

= 0} > 1−2ε2 . Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè V èìååì
P{ lim

t→∞
x(t) = 0} > 1− 2ε2 . Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t) = (A(t)x(t) + f(t, x(t), xt))dt + g(t, x(t), xt)dW (t), (3.42)

ãäå A : R+ → Rd×d � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, supt>0 ‖A(t)‖6 M ,
a ôóíêöèè f : R+ × Rd , g : R+ × Rd èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è èìåþò
ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî x , f(t, 0) = 0 , g(t, 0) = 0 .

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (3.42) ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ
ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t)dt. (3.43)

×åðåç X(s,x)(t) áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå (åäèíñòâåííîå) ñèñòåìû (3.43),
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó X(s,x)(s) = x , ãäå (s, x) ∈ R+ ×Rd.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.43) èìååò
ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîå íóëåâîå ðåøåíèå, åñëè ñóùå-
ñòâóþò êîíñòàíòû Λ, λ > 0 , íå çàâèñÿùèå îò s è x , òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ (s, x) ∈ R+ ×Rd, t > s, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖X(s,x)(t)‖ 6 Λ‖x‖e−λ(t−s).
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Òåîðåìà 3.16. Ïóñòü: à) íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.43) ðàâíîìåð-
íî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî; á) ∀ε > 0,∃δ > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà

‖f(t, x)‖ 6 ε‖x‖, ‖g(t, x)‖ 6 ε‖x‖,

äëÿ ëþáûõ x ∈ Rd , ‖x‖ 6 δε, t ∈ R+. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(3.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû B è B0 :

BV (s, x) =
∂V (s, x)

∂s
+ sup

v∈F (t,x)

(
∂V (s, x)

∂x
(A(s)x + v)

)
+

+
1

2
sup

a∈A(t,x)

tr

(
∂2V (s, x)

∂x2
a

)
,

B0V (s, x) =
∂V (s, x)

∂s
+

∂V (s, x)

∂x
A(s)x, s ∈ R+, x ∈ Rd.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ V (s, x) ðàâåíñòâîì

V (s, x) =

s+a∫
s

‖X(s,x)(t)‖2dt,

ãäå a � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðî-
ãî áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Êàê ïîêàçàíî â [219, ñëåäñòâèå 5.3], ôóíêöèÿ
V (s, x) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî s ∈ R+ è äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ∈ Rd , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
B0V (s, x) = ‖X(s,x)(s + a)‖2 − ‖x‖2. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.42) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîäî-
áðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå aλ > s òàêîå, ÷òî ‖X(s,x)(s + a)‖2 6

1
2‖x‖

2 ïðè
âñåõ a>aλ , è çíà÷èò, B0V (s, x)6−1

2‖x‖
2 ïðè âñåõ a>aλ. Çàôèêñèðóåì îä-

íî èç òàêèõ a è ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ V (s, x) óäîâëåòâîðÿåò
âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.15.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ:
X(s,0)(t) ≡ 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2). Îöåíèì ñâåðõó ôóíêöèþ
V (s, x) , èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ñèñòåìû (3.43):

0 6 V (s, x) 6

s+a∫
s

Λ‖x‖2e−λ(t−s)dt =
1− e−λa

λ
Λ‖x‖2 = k1‖x‖2,
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ãäå k1 = 1−e−λa
λ

Λ > 0 . Âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ñóïðå-
ìóì ïî s > 0 è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì lim

x→0
sup
s>0

V (s, x) = 0 , ÷òî è

òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 4). Òàê êàê

‖X(s,x)(s + a)‖2 = ‖x‖2 +

s+a∫
s

B0(‖X(s,x)(t)‖2)dt =

= ‖x‖2 +

s+a∫
s

2
(
X(s,x)(t)

)>
A(t)X(s,x)(t)dt,

∥∥∥∥2
(
X(s,x)(t)

)>
A(t)X(s,x)(t)

∥∥∥∥6 2‖A(t)X(s,x)(t)‖·‖X(s,x)(t)‖62M‖X(s,x)(t)‖2,

òî

−1

2
|x|2 > ‖X(s,x)(s + a)‖2 − ‖x‖2

>−2M

s+a∫
s

‖X(s,x)(t)‖2 dt = −2MV (s, x),

ñëåäîâàòåëüíî, V (s, x)> 1
4M ‖x‖

2 > 0 äëÿ x 6= 0 , è òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå
4) âûïîëíåíî.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1). Èìååì

BV (s, x) = BV0(s, x) + sup
v∈F (t,x)

(
∂V (s, x)

∂x
v

)
+

1

2
sup

a∈A(t,x)

tr

(
∂2V (s, x)

∂x2
a

)
=

= BV0(s, x) + sup
v∈F (t,x)

(
v,

(
∂V (s, x)

∂x

)>)
+

1

2
sup

a∈A(t,x,ϕ)

tr

(
∂2V (s, x)

∂x2
a

)
6

6− 1

2
‖x‖2 + sup

v∈F (t,x)

‖v‖ ·
∥∥∥∥∂V (s, x)

∂x

∥∥∥∥+

√
d

2
·
∥∥∥∥∂2V (s, x)

∂x2

∥∥∥∥ · sup
a∈A(t,x)

‖a‖6

6− 1

2
‖x‖2 + ε · ‖x‖ ·

∥∥∥∥∂V (s, x)

∂x

∥∥∥∥+

∣∣∣∣∂2V (s, x)

∂x2

∣∣∣∣ ·
√
d

2
ε2 · ‖x‖2

äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0 è ñîîòâåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè
íóëÿ ‖x‖ 6 δε .

Òàê êàê

∂X(s,x)(t)

∂x
= Ed +

t∫
s

A(u)
∂X(s,x)(u)

∂x
du,
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∂

∂x
‖X(s,x)(t)‖2 = 2

∂X(s,x)(t)

∂x
X(s,x)(t),

∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂xi

∥∥∥∥2

= |ei|2+
t∫

s

B0

(∥∥∥∥∂X(s,x)(u)

∂xi

∥∥∥∥2
)
du61+

t∫
s

c3

∥∥∥∥∂X(s,x)(u)

∂xi

∥∥∥∥2

du,

ãäå c3 = 2M, òî∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂xi

∥∥∥∥2

6 ec3(t−s),

∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂x

∥∥∥∥2

=
d∑

i=1

∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂xi

∥∥∥∥2

6 dec3(t−s),

∥∥∥∥ ∂

∂x
|X(s,x)(t)|2

∥∥∥∥ 6 2

(∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂x

∥∥∥∥2
)1/2(
‖X(s,x)(t)‖2

)1/2

6 2
√
dΛ e

c3−λ
2 (t−s)‖x‖,

∣∣∣∣∂V (s, x)

∂x

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
s+T∫
s

∂

∂x
‖X(s,x)(t)|2dt

∥∥∥∥∥∥ 6 2
√
dΛ‖x‖

s+a∫
s

e
c3−λ

2 (t−s)dt = K1‖x‖,

ãäå K1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî 2M − λ > 0 ).

Òàê êàê
∂2

∂x2
‖X(s,x)(t)‖2 = 2

(
∂X(s,x)(t)

∂x

)2

,

òî èìååò ìåñòî îöåíêà∥∥∥∥ ∂2

∂x2
‖X(s,x)(t)‖2

∥∥∥∥ 6 2

∥∥∥∥∂X(s,x)(t)

∂x

∥∥∥∥2

6 2d ec3(t−s).

Îòñþäà∥∥∥∥∂2V (s, x)

∂x2

∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥∥

s+a∫
s

∂2

∂x2
‖X(s,x)(t)‖2dt

∥∥∥∥∥∥ 6 2d

s+a∫
s

ec3(t−s)dt = K2.

Òàêèì îáðàçîì, BV (s, x) 6
(
−1

2 + εK1 +
√
d

2 ε
2 K2

)
‖x‖2. Çà ñ÷åò âû-

áîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû êîíñòàíòà ïðè ‖x‖2 áûëà
îòðèöàòåëüíîé. Òîãäà óñëîâèå 1) áóäåò âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.6. Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.43) ïðèâåäåíû â ðàáîòå [212].
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Ïðèìåð 3.6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dx(t) = ((−20− 0.1 sin t)x(t) + 0.1 cos t y(t) + sin2 x(t))dt,

dy(t) = (−0.1 cos t x(t)− (20 + 0.1 sin t)y(t))dt + sin2 y(t)sgn(x(t))dw(t),
(3.44)

ãäå x, y ∈ R, w(t) � îäíîìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, t > 0.
Íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

dx(t) = ((−20− 0.1 sin t)x(t) + 0.1 cos t y(t))dt,

dy(t) = (−0.1 cos t x(t)− (20 + 0.1 sin t)y(t))dt, t > 0,

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì [212], ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 3.16 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.44) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè.

3.4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïî íåëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ
íåðàâåíñòâ. Â ìîíîãðàôèè [113] äàíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ýòîãî
ìåòîäà è èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì. Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîëó÷åí àíàëîã ôîðìóëû Â. Ì. Àëåêñååâà, ÷òî ïîçâîëèëî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ è äëÿ ýòîãî êëàññà ñèñòåì.

Ïóñòü g : R+ × Rd → Rd×r, q : R+ × Rd → Rd � èçìåðèìûå
ïî Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå è íåïðåðûâíûå ïî x îòîáðàæåíèÿ
ñ êîìïîíåíòàìè gij(t, x), qi(t, x), i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , r, à f : R+ ×
×Rd → Rd � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïî-
íåíòàìè f i(t, x), i = 1, . . . , d; g(t, 0) = 0; f(t, 0) = 0; q(t, 0) = 0, t > 0.
Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû

dx(t) = (f(t, x(t)) + q(t, x(t)))dt + g(t, x(t))dW (t) (3.45)

íà îñíîâå ñâîéñòâ îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ẏ = f(t, y). (3.46)
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà
(Rd,β(Rd)) ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.45) òàêîå, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå x(0) ñîâïàäàåò ñ ν. Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 3.4, 3.5 $ = $1 = 2,
òî íóëåâîå ðåøåíèå íàçûâàåì ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâûì â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì, ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîì.

Íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.46), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ y(t0) = y0, îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t; t0, y0), à åãî êîìïîíåíòû
÷åðåç yi(t; t0, y0), i = 1, . . . , d. Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.46) áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ ñèñòåìû (3.46)

Ż =
∂f

∂y
(t, y(t; t0, y0))Z. (3.47)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(t; t0, y0) áàçèñíóþ ìàòðèöó äëÿ óðàâíåíèÿ (3.47), íîð-
ìèðîâàííóþ ïðè t = t0, U(t0; t0, y0) = I, çàòåì äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , d
ïîñòðîèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

V̇i =
∂f

∂y
(t, y(t; t0, y0))Vi + U>(t; t0, y0)

∂2f i

∂y2
(t, y(t; t0, y0))U(t; t0, y0). (3.48)

Ïóñòü Vi(t; t0, y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.48), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ Vi(t0; t0, y0) = 0. Îòìåòèì, ÷òî [113, c. 160]

∂y

∂y0
(t; t0, y0) = U(t; t0, y0),

∂y

∂t0
(t; t0, y0) = −U(t; t0, y0)f(t0, y0),

∂2yi
∂y2

0

(t; t0, y0) = Vi(t; t0, y0). (3.49)

Åñëè (x(t),W (t),Ω,F, P,Ft) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.45) áåç âçðû-
âîâ, òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(s) èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë
dx(s) = (f(s, x(s)) + q(s, x(s)))ds + g(s, x(s))dW (s). Ïðèìåíèì ôîðìó-
ëó Èòî ê ïðîöåññó yi(t; s, x(s)), i = 1, . . . , d, 0 6 s 6 t, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

dyi(t; s, x(s)) =

(
∂yi
∂t0

(t; s, x(s)) +
∂yi
∂y0

(t; s, x(s))(f(s, x(s)) +

+ q(s, x(s))) +
1

2
tr
(
g(s, x(s))g>(s, x(s))

∂2yi
∂y2

0

(t; s, x(s))
))

ds +
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+
∂yi
∂y0

(t; s, x(s))g(s, x(s))dW (s). (3.50)

Èç (3.49), (3.50) èìååì ñîîòíîøåíèå

yi(t; s, x(s)) = yi(t; 0, x(0)) +

s∫
0

(
Ui(t; τ, x(τ))q(τ, x(τ)) +

+
1

2
tr (g(τ, x(τ))g>(τ, x(τ))Vi(t; τ, x(τ)))

)
dτ+

+

s∫
0

Ui(t; τ, x(τ))g(τ, x(τ))dW (τ) ï. í., (3.51)

ãäå Ui � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû U.
Ïîëàãàÿ â (3.51) s = t, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ äëÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.45):

x(t) = y(t; 0, x(0)) +

t∫
0

(
U(t; τ, x(τ))q(τ, x(τ)) + Z(t; τ, x(τ))

)
dτ+

+

t∫
0

U(t; τ, x(τ))g(τ, x(τ))dW (τ) ï. í., (3.52)

ãäå
Z(t; τ, x(τ)) =

=

(
1

2
tr (V1(t; τ, x(τ))g(τ, x(τ))g>(τ, x(τ))), . . . ,

1

2
tr (Vd)gg

>
)>

.

Çàìå÷àíèå 3.7. Ïðåäñòàâëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû
(3.45) â âèäå (3.52) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Â. Ì. Àëåêñååâà [2], êî-
òîðàÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèÿõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì [113].

Çàìå÷àíèå 3.8. Åñëè â ñèñòåìå (3.46) ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíà ïî y,
ò. å. f(t, y) = f(t)y, òî ôîðìóëà (3.52) ïåðåõîäèò â ôîðìóëó Êîøè

x(t) = K(t)K−1(0)x(0) +

t∫
0

K(t)K−1(τ)q(τ, x(τ))dτ+
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+

t∫
0

K(t)K−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ) ï. í., (3.53)

ãäå K(t) � áàçèñíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ẏ = f(t)y.

Çàìå÷àíèå 3.9. Êàê ïîêàçàíî â [113, c. 187�188], åñòåñòâåííîé îöåí-
êîé äëÿ íîðìû ìàòðèöû U(t; t0, y0) ïðè ‖y0‖ 6 a, a > 0, ÿâëÿåòñÿ îöåíêà

‖U(t; t0, y0)‖ 6 L1m(t)l(t0), (3.54)

ãäå L1 = const, m, l � íåïðåðûâíûå íà [0,∞) ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 3.10. Åñëè äëÿ ìàòðèöû U(t; t0, x0) èìååò ìåñòî

îöåíêà (3.54) è ‖∂
2f i

∂y2 (t, y)‖ 6 p(t)‖y‖γ äëÿ ‖y‖ 6 a, ‖y(t; t0, y0)‖ 6
6L2m1(t)l1(t0)‖y0‖δ, p,m1, l1 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, L2 = const,
‖y0‖ 6 a, òî äëÿ ‖y0‖ 6 a

‖Vi(t, t0, y0)‖ 6 L2
1L

γ
2m(t)lγ1 (t0)l

2(t0)‖y0‖δγ
t∫

t0

l(τ)m2(τ)mγ
1(τ)p(τ)dτ.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàò-
ðèöû Vi(t; t0, y0) :

Vi(t; t0, y0) =

t∫
t0

U(t; τ, y0)U
>(τ; t0, y0)

∂2f i

∂y2
(τ, y(τ; t0, y0))U(τ; t0, y0)dτ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäëîæå-
íèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ïóñòü ôóíêöèè u(t), g(t), h(t) ïðè t>α íåïðå-
ðûâíû íåîòðèöàòåëüíû è

u(t) 6 a +

t∫
α

g(s)u(s)ds +

t∫
α

h(s)up(s)ds, t > α, a > 0, p > 0.

Òîãäà à) ïðè p = 1

u(t) 6 a exp(

t∫
α

(g(s) + h(s))ds), t > α; (3.55)
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á) ïðè 0 6 p < 1, q = 1− p,

u(t) 6

(
aq exp

(
q

t∫
α

g(s)ds
)

+ q

t∫
α

h(s) exp
(
q

t∫
s

g(τ)dτ
)
ds

)1/q

= l(t), t > α;

â) ïðè p > 1 u(t) 6 l(t), t ∈ [α,β), ãäå β � íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ

aq + q

t∫
α

h(s) exp
(
q

t∫
s

g(τ)dτ
)
ds = 0, q = 1− p. (3.56)

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p 6= 1. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Áåðíóëëè y

′
= g(t)y + h(t)yp, y(α) = a. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî

óðàâíåíèå, èìååì ( q = 1− p )

y(t) =

(
aq exp

(
q

t∫
α

g(s)ds
)

+ q

t∫
α

h(s) exp
(
q

t∫
s

g(τ)dτ
)
ds

)1/q

= l(t).

(3.57)
Ïðè 0 6 p < 1 ðåøåíèå y(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > α, ïðè p > 1 ðåøå-
íèå îïðåäåëåíî ëèøü íà ïðîìåæóòêå [α,β), ãäå β � íàèìåíüøèé êîðåíü
óðàâíåíèÿ (3.56). Òàê êàê u(t) 6 y(t), òî ïðåäëîæåíèå 3.10 âûòåêàåò èç
ðàâåíñòâà (3.57). Ïðè p = 1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ p 6= 1,
òîëüêî âìåñòî óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå y

′
= (g(t) + h(t))y. Íåðàâåíñòâî (3.55) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà. �

Ïðåäëîæåíèå 3.11 [113, ñ. 28]. Ïóñòü íåïðåðûâíûå è íåîòðèöà-
òåëüíûå ôóíêöèè u(t), f(t), vi(t), gi(t), i = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó

u(t) 6 f(t) +
n

Σ
i=1

vi(t)

t∫
α

gi(s)u(s)ds, t ∈ [α,β].

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

u(t) 6 f(t) + V (t)

t∫
α

n

Σ
i=1

gi(r)f(r) exp(

t∫
r

n

Σ
i=1

gi(s)V (s)ds)dr,

ãäå V (t) = sup
i∈[1,n]

vi(t). �

225



Óñëîâèå P). Ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè mi(t), li(t), i =
= 1, 2, 3, è íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà α,β,γ òàêèå, ÷òî

‖U(t; τ, y)q(τ, y)‖2
6m1(t)l1(τ)‖y‖α,

‖Z(t; τ, y)‖2
6m2(t)l2(τ)‖y‖β,

‖U(t; τ, y)g(τ, y)‖2
6m3(t)l3(τ)‖y‖γ

äëÿ ëþáûõ t, τ, t > τ > 0, ‖y‖ < a.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñëàáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3.45) íå èìåþò âçðûâîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà â óñëîâèè P)
a =∞, α = β = γ = 2 è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.46) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

‖y(t; 0, y0)‖2
6m(t)‖y0‖2, (3.58)

ãäå m(t) � íåïðåðûâíàÿ íà R+ ôóíêöèÿ, ‖y0‖ <∞. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ
ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) â âèäå (3.52) ïîëó÷àåì

‖x(t)‖2
6 3(‖y(t; 0, x(0))‖2 + ‖

t∫
0

(Uq + Z)dτ‖2 + ‖
t∫

0

UgdW (τ)‖2). (3.59)

Èç íåðàâåíñòâà (3.59) èìååì

E(‖x(t)‖2) 6 3E
(
m(t)‖x(0)‖2 + 2tm1(t)

t∫
0

l1(τ)‖x(τ)‖2dτ+

+ 2tm2(t)

t∫
0

l2(τ)‖x(τ‖2)dτ+ m3(t)

t∫
0

l3(τ)‖x(τ)‖2dτ
)
. (3.60)

Ïðèìåíÿÿ ê íåðàâåíñòâó (3.60) ïðåäëîæåíèå 3.11, ïîëó÷àåì E(‖x(t)‖2) 6

6 3E(‖x(0)‖2)
(
m(t) + M(t)

t∫
0

l(τ)m(τ) exp
( t∫
τ

l(s)M(s)ds
)
dτ
)
, (3.61)

ãäå M(t) = max(2tm1(t); 2tm2(t);m3(t)), l(t) = l1(t) + l2(t) + l3(t). Èç
îöåíêè (3.61) âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.17. Ïóñòü âûïîëíåíû îöåíêà (3.58) è óñëîâèå P), â êî-
òîðîì α = β = γ = 2, a =∞, è ïóñòü

D(t) = m(t) + M(t)

t∫
0

l(τ)m(τ) exp(

t∫
τ

l(s)M(s)ds)dτ.
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Åñëè ôóíêöèÿ D(t) îãðàíè÷åíà íà R+, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(3.45) óñòîé÷èâî â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Åñëè D(t)→ 0, t→ +∞, òî
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.45) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. �

Ïðèìåð 3.7. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå (d = 1) ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t) =
(
− 1

t + 1
x(t)− x3(t)

)
dt + r(t)x(t)dW (t), (3.62)

ãäå r(t) � íåïðåðûâíàÿ íà R+ ôóíêöèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.62)

y2(t; t0, y0) =
(t0 + 1)2y2

0

(1 + 2y2
0(t0 + 1))(t + 1)2 − 2(t + 1)y2

0(t0 + 1)2
6

(t0 + 1)2y2
0

(t + 1)2
,

Z2(t; τ, y) 6
(τ+ 1)2r4(τ)y2

(t + 1)2
, (U(t; τ, y)r(t)y)2

6
(τ+ 1)2r2(τ)y2

(t + 1)2
,

D(t) 6
1

(t + 1)2
+

t

(t + 1)2

t∫
0

(r4(τ) + r2(τ))×

× exp
( t∫
τ

s(r4(s) + r2(s))ds
)
dτ.

Åñëè r2(t)6 A
(t+1)2 , ãäå A = const , A < 1, òî D(t)→ 0, t→ +∞. Ïî

òåîðåìå 3.17 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.62) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Åñëè r(t) = 1

(t+1) , òî ôóíêöèÿ D(t)

îãðàíè÷åíà íà R+ è ïî òåîðåìå 3.17 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.62)
óñòîé÷èâî â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â óñëîâèè P) α > 2,β > 2,γ > 2
è a = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî

2tm1(t) + 2tm2(t) + m3(t) 6 L, ‖y(t; 0, y0)‖2
6 L‖y0‖2 (3.63)

∀t > 0, ‖y0‖ 6 1. Äëÿ ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.45) ÷åðåç σ(ω) îáîçíà÷èì
ìîìåíò îñòàíîâêè inf{t > 0 : ‖x(t,ω)‖ > 1}. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå
(3.52), ëåãêî âèäåòü, ÷òî

E(‖x(t ∧ σ‖2) 6 3(E(‖y(t ∧ σ; 0, x(0))‖2) +

+ 2E((t ∧ σ)m1(t ∧ σ)

t∧σ∫
0

l1(τ)‖x(τ)‖αdτ) +
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+2(t ∧ σ)m2(t ∧ σ)

t∧σ∫
0

l2(τ)‖x(τ)‖βdτ) + E(m3(t ∧ σ)

t∧σ∫
0

l3(τ)‖x(τ)‖γdτ))6

6 3L(E(‖x(0)‖2) +

t∫
0

(l1(τ) + l2(τ) + l3(τ))E(‖x(τ ∧ σ)‖2)dτ). (3.64)

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 3.10 ê íåðàâåíñòâó (3.64), ïîëó÷èì

E(‖x(t ∧ σ)‖2) 6 3LE(‖x(0)‖2) exp
( t∫

0

l(τ)dτ
)
, (3.65)

ãäå l(τ) = l1(τ) + l2(τ) + l3(τ). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç îöåíêè (3.65) âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü: âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.63) è óñëîâèå P),
â êîòîðîì α > 2, β > 2, γ > 2, ‖y‖ 6 1 ;

∫ +∞
0 l(τ)dτ <∞. Òîãäà íóëåâîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.45) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè. �

Ïðèìåð 3.8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1(t) = − 1

t + 1
x1(t)dt + a1(t)x2(t)dW (t),

dx2(t) =
1

t + 1
x1(t)dt + a2(t)x

2
2(t)dW (t), (3.66)

ãäå a1, a2 � íåïðåðûâíûå íà [0,+∞) ôóíêöèè. Äëÿ ñèñòåìû (3.66)
‖y(t; 0, y0)6L‖y0‖2, ‖U(t; τ, y)g(τ, y)‖26 L(a2

1(t)+a2
2(t))‖y‖2, ‖y‖61, L =

= const > 0. Åñëè èíòåãðàë
∫∞

0 (a2
1(τ) + a2

2(τ))dτ ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå
3.18 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.66) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü â óñëîâèè P) α = 2,β = γ < 2, a =∞ è âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà (3.63) äëÿ ‖y0‖ < ∞. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ
x(t) ñèñòåìû (3.45) â âèäå (3.52) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà E(‖x(t)‖β) 6

6(E(‖x(t)‖2))
β
2 ïîëó÷àåì

E(‖x(t)‖2) 6 3L(E(‖x(0)‖2) +

t∫
0

l1(τ)E(‖x(τ)‖2)dτ+

+

t∫
0

(l2(τ) + l3(τ))(E(‖x(τ)‖2))
β
2 dτ). (3.67)
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Èç íåðàâåíñòâà (3.67), èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3.10, èìååì

E(‖x(t)‖2) 6

(
((3LE(‖x(0)‖2))q exp(q

t∫
0

l1(τ)dτ) +

+ q

t∫
0

(l2(τ) + l3(τ)) exp(q

t∫
τ

l1(s)ds)dτ)

) 1
q

, q = 1− β
2
. (3.68)

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (3.45) íàçûâàþò îãðà-
íè÷åííûì â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K
òàêàÿ, ÷òî E(‖x(t)‖2) 6K ∀t > 0.

Èç îöåíêè (3.68) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèé ñèñòåìû (3.45).

Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü: âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.63) äëÿ ‖y0‖ <
< ∞ ; óñëîâèå P), â êîòîðîì α = 2, β = γ < 2, a = ∞ ; ôóíêöèè∫ t

0 l1(τ)dτ,
∫ t

0 (l2(τ)+ l3(τ)) exp(q
∫ t

τ
l1(s)ds)dτ, q = 1− β

2 , îãðàíè÷åíû íà
R+. Òîãäà êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.45), äëÿ êîòîðîãî E(‖x(0)‖2) <
<∞ , îãðàíè÷åíî â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. �

Çàìå÷àíèå 3.11. Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 3.19, ñ î÷åâèä-
íûìè èçìåíåíèÿìè ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àÿõ α = β < 2,γ = 2; α = γ <
< 2,β = 2; α = β = 2,γ < 2; α = γ = 2,β < 2; β = γ = 2,α < 2;
α = β = γ < 2.

3.5. Êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè
â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèé ëèíåéíûõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Â. Êîïïåëü [184] óñòàíîâèë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ó îáûêíî-
âåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x + b(t) ñ êàæäîé íåïðå-
ðûâíîé îãðàíè÷åííîé íà R+ ôóíêöèåé b(t), à òàêæå ñ êàæäîé ôóíê-
öèåé b ∈ L1(R+, R

d). Ð. Êîíòè [182] îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû íà ñèñòå-
ìû ñ ôóíêöèÿìè b ∈ Lp(R+, R

d), 1 6 p 6∞, è ðàññìîòðåë ñëó÷àè, êî-
ãäà âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû èëè êîãäà òîëüêî îäíî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî.
Â äàëüíåéøåì Í. À. Èçîáîâûì, Ð. À. Ïðîõîðîâîé, Ð. Êîíòè ýòè ðåçóëüòà-
òû íåîäíîêðàòíî îáîáùàëèñü, è ýòèìè æå àâòîðàìè äåòàëüíî èññëåäîâà-
íî ñâîéñòâî äèõîòîìè÷íîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùåå íàëè÷èå
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îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé [44]. Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åí êðèòåðèé îãðà-
íè÷åííîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Ïóñòü (Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî; (Ft) � ïîòîê
ïîä-σ-àëãåáð èç F, t > 0; Bp � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (d × r)-ìàòðèö
g, ýëåìåíòû êîòîðûõ gij : R+ × Ω → R � èçìåðèìûå (Ft)-ñîãëàñî-

âàííûå ïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (
∫ +∞

0 E(|gij(t,ω)|p) dt)1/p <

<∞, åñëè 1 6 p <∞, èëè óñëîâèþ (ess sup
t>0

E(|gij(t,ω)|2))1/2 <∞, åñëè

p =∞, ñ íîðìîé ‖g‖Bp
= (
∫ +∞

0 E(‖g(t,ω)‖p) dt)1/p, 1 6 p <∞; ‖g‖B∞ =

= (ess sup
t>0

E(‖g(t,ω)‖2))1/2, p = ∞, ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà ìàòðèöû.

Â ñëó÷àå êîãäà r = 1, ïðîñòðàíñòâî B∞ îáîçíà÷àåì ÷åðåç B.
Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t)dt + f(t)dW (t), (3.69)

ãäå A : R+ → Rd×d � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, f ∈ Bp, 2 6 p 6∞,
W (t) � r-ìåðíîå (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ W (0) = 0 ï. í.

Ïóñòü x0 � (F0)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â äàëüíåéøåì
â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåì ëèøü ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè x0, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ E(‖x0‖2) <∞.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà f ∈ B2p, 1 6 p 6∞, è ëþ-
áîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (3.69), êîòîðîå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (çàìå÷àíèå 3.8)

x(t) = Y (t)x0 + Y (t)

t∫
0

Y −1(τ)f(τ)dW (τ), (3.70)

ãäå Y (t) � áàçèñíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû dx(t) = A(t)x(t)dt, íîðìèðî-
âàííàÿ ïðè t = 0, ò. å. Y (0) = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òàê êàê
E
( ∫ a

0 ‖Y
−1(τ)f(τ)‖2dτ

)
< ∞ ∀a > 0, òî èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.70) ÿâ-

ëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ëåììà 3.7. Åñëè ñèñòåìà (3.69) ñ êàæäîé ôóíêöèåé g ∈ B2p,
1 6 p 6∞, èìååò õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åííîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì
ðåøåíèå, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K òàêàÿ, ÷òî

t∫
0

‖Y (t)Y −1(τ)‖2qdτ 6K ∀t > 0, åñëè 1 6 q <∞; (3.71)

sup
06τ6t

‖Y (t)Y −1(τ)‖ 6K ∀t > 0, åñëè q =∞, (3.72)
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ãäå p−1 + q−1 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé x(t) ñèñòåìû (3.69)
â âèäå (3.70) è èç òîãî, ÷òî èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.70) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèí-
ãàëîì, ñëåäóåò

E(‖x(t)‖2) = E(‖Y (t)x0‖2) + E

( t∫
0

‖Y (t)Y −1(τ)f(τ)‖2dτ

)
. (3.73)

Ïîýòîìó åñëè ñèñòåìà (3.69) ñ êàæäîé ôóíêöèåé f ∈ B2p èìååò îãðà-
íè÷åííîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèå, òî ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ
ñèñòåì ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0 ï. í. òàêæå îãðàíè÷åíî â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîì. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G : B2p → B, G(f) = z(t),
ãäå z(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.69) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) = 0 ï. í.
Îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê, ò. å. èç
óñëîâèé ‖fn − f‖B2p

→ 0, ‖G(fn) − y‖B → 0 ñëåäóåò, ÷òî G(f) = y(t).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

yn(t) = G(fn) =

t∫
0

A(τ)yn(τ) dτ+

t∫
0

fn(τ) dW (τ). (3.74)

Èç óñëîâèÿ ‖yn − y‖B → 0 èìååì yn(t)
P→ y(t) äëÿ êàæäîãî t > 0. Äàëåå

E

(∥∥∥∥
t∫

0

A(τ)(yn(τ)− y(τ))dτ

∥∥∥∥)6
6

( t∫
0

‖A(τ)‖2dτ

)1/2( t∫
0

E(‖yn(τ)− y(τ)‖2)dτ

)1/2

.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì

t∫
0

A(τ)yn(τ) dτ
P→

t∫
0

A(τ)y(τ) dτ.

Äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

P

{∥∥∥∥
t∫

0

(fn(τ)− f(τ)) dW (τ)

∥∥∥∥ > ε

}
6
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6
δ

ε2
+ P

{ t∫
0

‖fn(τ)− f(τ)‖2 dτ > δ

}
6
δ

ε2
+ δ

(ïðåäë. 1.50), ïîýòîìó

t∫
0

fn(τ) dW (τ)
P→

t∫
0

f(τ) dW (τ).

Ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ynk
è fnk

ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé yn è fn, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíèå òðè ïðåäåëà èìåþò ìåñòî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Çàìåíÿÿ yn, fn íà ynk

, fnk
â ðàâåíñòâå (3.74) è ïå-

ðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (3.74) ïðè k → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî y(t) � ðåøåíèå
ñèñòåìû (3.69) ñ y(0) = 0 ï. í. è G(f) = y(t). Èç òåîðåìû Áàíàõà î çà-
ìêíóòîì ãðàôèêå (ïðåäëîæåíèå 1.6) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé
K > 0 òàêîé, ÷òî

‖z‖B 6K‖f‖B2p
. (3.75)

Çàôèêñèðóåì a > 0, t1, 0 < t1 6 a, è îáîçíà÷èì ÷åðåç λt1(τ) ìàêñè-
ìàëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ìàòðèöû L>(t1, τ)L(t1, τ), ãäå

L(t, τ) =

{
Y (t)Y −1(τ), 0 6 τ < t,
0, 0 6 t 6 τ,

à ÷åðåç Vt1(τ) � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ λt1(τ), ñ åâêëèäîâîé íîðìîé, ðàâíîé 1. Ôóíêöèÿ λt1(·) êóñî÷íî�
íåïðåðûâíà íà [0, a] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò Lq([0, a], R) äëÿ
êàæäîãî q, 16q6∞, êðîìå òîãî, λt1(τ)>0 ∀τ ∈ [0, a]. Ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå Vt1(·) : [0, a] → comp(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ïîýòîìó ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.1 èìååò èçìåðèìûé ñåëåêòîð bt1(·), ò. å. òàêîå èçìåðèìîå
îòîáðàæåíèå bt1(·), ÷òî bt1(τ) ∈ Vt1(τ) äëÿ âñåõ τ ∈ [0, a].

Ïóñòü 1 < q < ∞ (â ñëó÷àÿõ q = 1, q = ∞ äàëüíåéøåå äîêàçà-
òåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 < q < ∞ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè).
Âîçüìåì ôóíêöèþ gt1(τ) = (λt1(τ))

q−1, p−1 + q−1 = 1, êîòîðàÿ ïðèíàäëå-
æèò Lp([0, a], R) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

a∫
0

λt1(τ)gt1(τ) dτ =

( a∫
0

(λt1(τ))
qdτ

)1/q( a∫
0

(gt1(τ))
pdτ

)1/p

. (3.76)

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ

z(t) =

t∫
0

Y (t)Y −1(τ)ft1(τ) dW (τ) =

a∫
0

L(t, τ)ft1(τ) dW (τ), (3.77)
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ãäå ft1(τ,ω) � (d× r)-ìàòðèöà, ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé

f
(1)
t1 (τ,ω) =

{ √
gt1(τ)bt1(τ), 0 6 τ < a, ∀ω ∈ Ω,

0, τ > a, ∀ω ∈ Ω,

à îñòàëüíûå ñòîëáöû íóëåâûå. Ïðîöåññ z(t), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé
(3.77), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.69) ñ z(0) = 0 ï. í. è ñ f(τ) =
= ft1(τ). Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (3.75)

E(‖z(t1)‖2)1/2
6 (sup

t>0
E(‖z(t)‖2))1/2

6K

( a∫
0

(gt1(τ))
pdτ

)1/2p

. (3.78)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.76), (3.77) èìååì

E(‖z(t1)‖2) = E

( a∫
0

‖L(t1, τ)ft1(τ)‖2dτ

)
=

a∫
0

λt1(τ)gt1(τ) dτ =

=

( a∫
0

(λt1(τ))
qdτ

)1/q( a∫
0

(gt1(τ))
pdτ

)1/p

. (3.79)

Ñðàâíèâàÿ (3.78), (3.79), âèäèì, ÷òî( a∫
0

λqt1(τ) dτ

)1/(2q)

=

( a∫
0

‖L(t1, τ)‖2q
e dτ

)1/(2q)

6K, (3.80)

ãäå K íå çàâèñèò íè îò a, íè îò t1, à ‖·‖e � íîðìà ìàòðèöû, ïîä÷èíåííàÿ
åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìå. Èç (3.80) âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî
(3.71). �

Ëåììà 3.8. Åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K è q, K > 0, 16q6∞,
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.71), åñëè 1 6 q <∞, èëè íåðà-
âåíñòâî (3.72), åñëè q =∞, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ B2p, p−1 +q−1 =
= 1, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.69) îãðàíè÷åíû â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.8 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (3.73) è ñëåäóþùåé
ëåììû. �

Ëåììà 3.9. Ïóñòü: îòîáðàæåíèå Y : [0,∞) → Rd×d íåïðåðûâíî
è ìàòðèöà Y (t) íåâûðîæäåíà ïðè êàæäîì t > 0 ; t1 > 0 ; ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ K > 0, ÷òî( t∫

0

‖Y (t)Y −1(s)‖2qds

)1/2q

6K ∀t > 0, 1 6 2q <∞.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Y (t)‖ 6M äëÿ t ∈ [0, t1],

‖Y (t)‖ 6Mt1/2p exp(−2q

K
t1/2q) äëÿ t > t1

â ñëó÷àå 2q > 1, 1
2p + 1

2q = 1;

‖Y (t)‖ 6M exp(− t

K
) äëÿ t > 0

â ñëó÷àå 2q = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ 1 < 1/2q < ∞. Ïóñòü ϕ(t) = 1
‖Y (t)‖ .

Èç òîæäåñòâà

t∫
0

ϕ(s)dsY (t) =

t∫
0

Y (t)Y −1(s)Y (s)ϕ(s)ds

ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïîëó÷àåì, ÷òî

t∫
0

ϕ(s)ds
1

ϕ(t)
6K1/2qt1/2p.

Ïîëîæèì ψ(t) =
∫ t

0 ϕ(s)ds, òîãäà

ψ
′
(t) = ϕ(t) >

ψ(t)

Kt1/2p
.

Îòñþäà äëÿ t > t1 èìååì

ψ(t) >ψ(t1) exp(
2q

K
(t1/2q − t

1/2q
1 ).

Òåïåðü

‖Y (t)‖ =
1

ϕ(t)
6
Kt1/2p

ψ(t)
6
Kt1/2p

ψ(t1)
exp(−2q

K
(t1/2q − t

1/2q
1 )), t > t1. (3.81)

Åñëè âçÿòü

M = max{ K

ψ(t1)
exp(

2q

K
t
1/2q
1 ), max

06t6t1
‖Y (t)‖},

òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (3.81). �
Èç ëåìì 3.7 è 3.8 âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
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Òåîðåìà 3.20 (êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì
ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3.69) ñ êàæäîé ôóíêöèåé g ∈ B2p, 1 6 p 6∞, áûëè îãðàíè÷åíû â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà ẋ = A(t)x
óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (3.71), åñëè 1 6 q <∞, èëè óñëîâèþ (3.72), åñëè
q =∞, ãäå p−1 + q−1 = 1. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

dx(t) = Ax(t) dt + DdW (t), (3.82)

ãäå A, D � ïîñòîÿííûå (d × d)-, (d × r)-ìàòðèöû, D 6= 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç h(λ) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ìèíîðîâ n-ïîðÿäêà ìàòðè-
öû (A− λE,D), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê A− λE ìàòðèöû
D, è ïóñòü δ(λ) = h−1(λ)det(A− λE).

Òåîðåìà 3.21. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (3.82) èìåëà õîòÿ áû îäíî
îãðàíè÷åííîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà δ(λ) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåí-
íûå ÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (3.82) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, îãðà-
íè÷åííîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

t∫
0

‖eA(t−τ)D‖2 dτ 6K, K = const, ∀t > 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

lim
y→+∞

eAyD = 0,

ò. å. lim
t→+∞

xi(t) = 0 äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r, ãäå xi(t) � ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè ẋ = Ax, x(0) = di, di � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû D. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [9] èìååò ìåñòî, åñëè è òîëü-
êî åñëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà δ(λ) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå
÷àñòè. �

Ñëåäñòâèå 3.1. Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.82) îãðàíè÷åíû â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ẋ = Ax óñòîé÷è-
âà è âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà δ(λ) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå
÷àñòè.

235



Ïðèâåäåì ïðèìåð ñèñòåìû âèäà (3.82) ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé
A(t), èìåþùåé ïîñòîÿííûå îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, âñå ðåøå-
íèÿ êîòîðîé íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì:

dx(t) =

(
1− 2 cos 4t −2 + 2 sin 4t
2 + 2 sin 4t −1 + 2 cos 4t

)
x(t) dt +

(
1
0

)
dW (t). (3.83)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà ẋ = A(t)x ñ ìàòðèöåé A(t) èç ñèñòå-
ìû (3.83) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé [137]. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò,
÷òî è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ẋ = A(t)x, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìå-
ðå îäíîãî îãðàíè÷åííîãî â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû âèäà
(3.82) ñ ïåðåìåííîé ìàòðèöåé A(t) :

dx(t) = − x(t)

t + 1
dt + dW (t), t > 0.

3.6. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì îáûêíîâåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
è âîçìóùåííîé ñòîõàñòè÷åñêîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì èçó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ
ñâîéñòâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Â ýòîì ïàðàãðàôå
óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåí-
íîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ðåøåíèå íåâîçìóùåííîãî îáûê-
íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûì íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì òàêîå, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ýòèõ ðåøåíèé ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû-
ìè, è ìû ñîõðàíèì ýòî íàçâàíèå è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t)dt + g(t, x(t))dW (t), (3.84)

ãäå A : R+ → Rd×d è g : R+ × Rd → Rd×d � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Ïî òåîðåìå 2.3 äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòè ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå (3.84)
èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν.
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Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, η : Ω → Rd � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íåïðåðûâíûé ïðîöåññ y : Ω → C(R+, R

d) íàçûâàåì
ðåøåíèåì ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt (3.85)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η, åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
y(t) = η+

∫ t

0 A(s)y(s)ds äëÿ âñåõ t > 0.

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî Rd òàêîå, ÷òî âñå òðàåêòîðèè âñåõ ðåøå-
íèé ñèñòåìû (3.85) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(0) ∈ L ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè t→ +∞, à P0 � ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ Rd íà L â êà-
íîíè÷åñêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rd, Y (t) � áàçèñíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
(3.85), Y (0) = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.22. Ïóñòü: à) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K è q, 1 <
< q 6∞, òàêèå, ÷òî ∀t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

t∫
0

‖Y (t)P0Y
−1(τ)‖2qdτ+

+∞∫
t

‖Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)‖2qdτ 6K,

êîãäà 1 < q <∞, èëè íåðàâåíñòâî

sup
06τ6t

|Y (t)P0Y
−1(τ)‖+ sup

τ>t
‖Y (t)(I − P0)Y

−1(τ)‖ 6K,

êîãäà q = ∞; á) ‖g(t, x)‖ 6 n(t) ∀(t, x) ∈ R+ × Rd, ãäå n : R+ → R+ �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî n ∈ L2p(R+, R), 1/p + 1/q = 1. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ (x(t),Ω,F, P,Ft,W (t), e) óðàâíåíèÿ (3.84)
íàéäåòñÿ ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (3.85) òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

E(‖x(t)− y(t)‖2) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 < q < ∞ (åñëè q = ∞, òî äîêàçàòåëü-
ñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 < q < ∞ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè). Ïóñòü
(x(t),Ω,F, P,Ft,W (t), e) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.84). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.10 e = +∞ ï. í. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è óñëîâèé
a), á) òåîðåìû 3.22 äëÿ ëþáûõ t, s, 0 6 t 6 s, èìååì

E(‖
s∫

0

(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)‖2) 6

6

( ∞∫
0

‖(I − P0)Y
−1(τ)‖2qdτ

)1/q( ∞∫
0

n2p(τ)dτ

)1/p

6 k1,
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E(‖
s∫

t

Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)‖2) 6 k2,

k1, k2 = const, ñëåäîâàòåëüíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå
ïðåäåëû (ñì. ñâîéñòâà ìàðòèíãàëîâ)

lim
s→∞

s∫
0

(I −P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ) =

∞∫
0

(I −P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ),

lim
s→∞

s∫
t

Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ) =

=

∞∫
t

Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)

è

E
(
‖
∞∫
t

Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)‖2

)
=

= E
( ∞∫

t

‖Y (t)(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))‖2dτ

)
.

Ïðåäñòàâèì ñëàáîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (3.84) â âèäå (çàìå÷àíèå 3.8)

x(t) = Y (t)x(0) +

t∫
0

Y (t)Y −1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ) =

= Y (t)
(
x(0) +

∞∫
0

(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)

)
+

t∫
0

Y (t)P0×

× Y −1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ)−
∞∫
t

Y (t)(I −P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ). (3.86)

Âîçüìåì ðåøåíèå y(t) ñèñòåìû (3.85) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(0) = x(0) +

∞∫
0

(I − P0)Y
−1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ).
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Èç (3.86) ñëåäóåò

E(‖y(t)− x(t)‖2) 6 2

[( a∫
0

‖Y (t)P0Y
−1(τ)‖2qdτ

)1/q( a∫
0

n2p(τ)dτ

)1/p

+

+

( t∫
a

‖Y (t)P0Y
−1(τ)‖2qdτ

)1/q( t∫
a

n2p(τ)dτ

)1/p

+

+

( ∞∫
t

‖Y (t)(I −P0)Y
−1(τ)‖2qdτ

)1/q( ∞∫
t

n2p(τ)dτ

)1/p]
, 0 6 a 6 t. (3.87)

Òàê êàê n(·) ∈ L2p(R+, R), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò a
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t > a âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.87) ìåíüøå ε. Çàôèêñè-
ðóåì îäíî èç òàêèõ a. Òàê êàê ‖Y (t)P0‖ → 0 ïðè t → +∞, òî ïåðâîå
ñëàãàåìîå â (3.87) ìåíüøå ε äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Òðåòüå ñëà-
ãàåìîå ìåíüøå ε äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t â ñèëó òîãî, ÷òî n(·) ∈
∈ L2p(R+, R). Òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà
(3.87). �

3.7. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè

ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì
Â ýòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ñòàðøèé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïîêà-

çàòåëü ñòîõàñòè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ëèíåéíîé íåâîçìóùåííîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíî-
ñòè ñòàðøåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ âîçìóùåííîé ñòîõàñòè-
÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t)dt + g(t, x(t))dW (t), (3.88)

ãäå A : R+ → Rd×d è g : R+ ×Rd → Rd×d � íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå
ôóíêöèè. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rd óðàâíåíèå (3.88) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0.

Îïðåäåëåíèå 3.12. ×èñëî %(x) = lim
t→+∞

sup(2t)−1 lnE(‖x(t)‖2) íà-

çûâàåì âåðõíèì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòå-
ëåì ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (3.88), à ÷èñëî sup

x∈A
%(x) = Λ, ãäå
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A � ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.88), � ñòàðøèì
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì óðàâíåíèÿ (3.88).

×èñëî χ íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè ñòàðøåãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû (3.88), åñëè äëÿ ëþáîãî ε >
> 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ ‖g(t, x)‖ 6 δ‖x‖ ∀(t, x) ∈ R+ × Rd, ñòàðøèé ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû (3.88) íå ïðåâîñõîäèò χ+ ε.

×èñëî χ̄ íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè
ñòàðøåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòå-
ìû (3.88), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè ñòàðøå-
ãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ è äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ > 0
íàéäåòñÿ ñèñòåìà (3.88) ñ ôóíêöèåé g, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó
‖g(t, x)‖ 6 δ‖x‖ ∀(t, x) ∈ R+ × Rd, è ñî ñòàðøèì ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêèì ïîêàçàòåëåì, íå ìåíüøèì ÷åì χ̄− ε.

Òåîðåìà 3.23. Âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü [44; 137] ñèñòåìû

dx(t) = A(t)x(t)dt (3.89)

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè ñòàðøåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû (3.88).

Âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü äèàãîíàëüíîé ñèñòåìû (3.89) ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòèæèìîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïîäâèæíîñòè ñòàðøåãî ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû (3.88).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R(t) � âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñèñòå-
ìû (3.89), ò. å. äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Dε òàêàÿ, ÷òî

‖Y (t)Y −1(τ)‖6 Dε exp(
∫ t

τ
(R(s) + (1/2)ε)ds), ãäå Y (t) � áàçèñíàÿ ìàòðè-

öà ñèñòåìû (3.89). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëàáîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ
(3.88) ñ ôóíêöèåé g, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó ‖g(t, x)‖ 6 (1/2)ε‖x‖
∀(t, x) ∈ R+ ×Rd, è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå (çàìå÷àíèå 3.8)

x(t) = Y (t)Y −1(0)x(0) +

t∫
0

Y (t)Y −1(τ)g(τ, x(τ))dW (τ).

Îòñþäà èìååì

E(‖x(t)‖2) 6 2D2
εE(‖x(0)‖2) exp

(
2

t∫
0

(R(τ) + ε)dτ
)
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t)dt + Φx(t)dW (t), (3.90)

ãäå A(t) = diag[pi(t)], pi(t), i = 1, . . . , d, t > 0, � íåïðåðûâíûå îãðà-
íè÷åííûå ôóíêöèè, Φ � (d × d)-ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, íà-
õîäÿùèåñÿ ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, ðàâíû δ > 0, ýëåìåíò, ñòîÿùèé â
ïåðâîé ñòðîêå è â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, òîæå ðàâåí δ, à îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû � íóëåâûå, W (t) � îäíîìåðíîå (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, çàäàííîå
íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft. Èñïîëüçóÿ ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [24, c. 171], d-êîìïîíåíòó xd(t) ñèëüíî-
ãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.90) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = S ∈ Rd,
Si = s > 0, i = 1, . . . , d, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xd(t) = s exp
( t∫

0

pd(τ)dτ
)

+
∞∑
r=1

δrsJr
d(t), (3.91)

ãäå

Jr
d(t) =

t∫
0

tr∫
0

tr−1∫
0

. . .

t2∫
0

exp(

t1∫
0

pd−r(τ)dτ+

t2∫
t1

pd−r+1(τ)dτ+ . . .

. . . +

t∫
tr

pd(τ)dτ)dW (t1)dW (t2) . . . dW (tr),

ãäå d− i ðàâíÿåòñÿ d−m äëÿ i = kd + m, k ∈ N, 0 6m 6 d− 1. Ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî E(Jr

dJ
m
d ) =

=


t∫

0

tr∫
0

tr−1∫
0

. . .
t2∫
0

exp

(
2
( t1∫

0

pd−rdτ+ . . . +
t∫

tr

pddτ
))

dt1 . . . dtr, m = r,

0, r 6= m.
(3.92)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.91), (3.92) ñëåäóåò E(|xd(t)|2) >

> s δr
t∫

0

tr∫
0

tr−1∫
0

. . .

t2∫
0

exp

(
2
( t1∫

0

pd−r(τ)dτ+ . . . +

t∫
tr

pd(τ)dτ
))

dt1 . . . dtr.

Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.23 íàäî ïîâòîðèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13.3.1 èç êíèãè [137]. �
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ÃËÀÂÀ 4

ÌÅÒÎÄÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ

4.1. Ýëåìåíòàðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåì òå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ñ ïî-
ìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé (àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, äèôôåðåí-
öèðîâàíèé, èíòåãðèðîâàíèé, ðàçðåøåíèé àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé).
Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçäêèå ôîðìóëû, ñîäåð-
æàùèå èíòåãðàëû Èòî èëè Ñòðàòîíîâè÷à, îíè âñå æå äàþò âîçìîæíîñòü
èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé ÑÄÓ.

Ïðîñòåéøèå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû
Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð

Ft, f : R+ × Ω → Rd, g : R+ × Ω → Rd×r � ïðîöåññû, ïðèíàäëå-
æàùèå ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâàì Lloc

1 , Lloc
2 , ãäå Lloc

i � ìíîæåñòâî
âñåõ èçìåðèìûõ (Ft)-ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Ψ òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî t1 > 0
∫ t1

0 ‖Ψ(s,ω)‖ids < ∞ ï. í., W (t) � r-ìåðíîå (Ft)-áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, x0 � d-ìåðíàÿ (F0)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïðîñòåéøåé ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÑÑÄÓ) íàçûâàþò ñèñòåìó âèäà

dx(t) = f(t)dt + g(t)dW (t), x(0) = x0. (4.1)

Ïðîöåññ

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(τ)dτ+

t∫
0

g(τ)dW (τ), t ∈ R+,

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà, à âòîðîé � èíòåãðàëîì
Èòî, � ñèëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÑÑÄÓ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè åå ðåøåíèÿ
ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé
(àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, äèôôåðåíöèðîâàíèé, èíòåãðèðîâàíèé, ðàçðå-
øåíèé àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé). Ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòåéøàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
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Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ïûòàþòñÿ
ïðåæäå âñåãî ïðåîáðàçîâàòü èõ ê áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèÿì. ×àùå âñåãî
ïðè ýòîì èñïîëüçóþò çàìåíó ïåðåìåííûõ, ò. å. äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ y = v(t, x), èìåþùóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ âèäà
x = u(t, y). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî ñèñòåìà

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t)

ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = v(t, x) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

dy(t) = F (t, y(t))dt + G(t, y(t))dW (t),

ãäå F (t, y) = (v
′

t + v
′

xf + 1
2tr(gg>v

′′

xx))
∣∣
x=u(t,y)

, G(t, y) = v
′

xg
∣∣
x=u(t,y)

.

Óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìûå ê ïðîñòåéøèì ñ ïîìîùüþ çàìåíû
ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ÑÄÓ

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t), (4.2)

f : R+×R→ R, g : R+×R→ R, g(t, x) 6= 0. Óðàâíåíèå (4.2) ïðèâîäèìî
ê ïðîñòåéøåìó, åñëè ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ y = v(t, x), èìåþùàÿ îáðàòíóþ ôóíêöèþ âèäà x = u(t, y),
òàêàÿ, ÷òî

(v
′

t + v
′

xf +
1

2
v
′′

x2g2)(t, x) = a(t), (4.3)

(v
′

xg)(t, x) = b(t). (4.4)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (4.3) ïî x, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f è g îáëàäàþò
ïðîèçâîäíûìè òðåáóåìîãî ïîðÿäêà,

v
′′

tx + (h
′

xf +
1

2
g2)

′

x = 0. (4.5)

Èç (4.4) ïîëó÷àåì

v
′

x =
b(t)

g(t, x)
. (4.6)

Îòñþäà

v
′′

tx =
gb
′ − bg

′

t

g2
, (4.7)

v
′′

x2 =
−bg′x
g2

. (4.8)
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.6)�(4.8) â (4.5), èìååì

b
′

g
− b
( g′t
g2
−
(f
g

)′
x

+
1

2
g
′′

x2

)
= 0

èëè

b
′
= bg

( g′t
g2
−
(f
g

)′
x

+
1

2
gx2
′′
)
. (4.9)

Ëåâàÿ ÷àñòü (4.9) íå çàâèñèò îò x, ïîýòîìó(
g
( g′t
g2
−
(f
g

)′
x

)
+

1

2
gx2
′′
)′
x
≡ 0. (4.10)

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî òîæäåñòâî (4.10). Òîãäà èç (4.9) ìîæåò áûòü
íàéäåíà ôóíêöèÿ b(t), à çàòåì èç (4.6) ìîæíî îïðåäåëèòü v, êîòîðàÿ
îáðàòèìà, òàê êàê v

′

x 6= 0. Èç (4.5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(t), íàéäåí-
íàÿ èç (4.3), äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñèò îò x. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 [203]. Óðàâíåíèå (4.2) ïðèâîäèìî ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ ê ïðîñòåéøåìó ÑÄÓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî òîæäåñòâî (4.10). �

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx(t) = f1(t)x(t)dt + g1(t)x(t)dW (t), x(0) = x0, (4.11)

ïðèâîäèìî ê ïðîñòåéøåìó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ

x(t) = x0 exp
(∫ t

0

(f1(s)− 1/2g2
1(s))ds +

∫ t

0

g1(s)dW (s)
)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.11).
Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx(t) = (f1(t)x(t) + f2(t))dt + (g1(t)x(t) + g2(t))dW (t), x(0) = x0, (4.12)

â îáùåì ñëó÷àå íå ïðèâîäèìî ê ïðîñòåéøåìó, íî, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäîì
âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïóñòü x0(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4.11) ñ x0 = 1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.12) áóäåì èñêàòü â âèäå
x(t) = y(t)x0(t). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî y(t) óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòåéøåìó
óðàâíåíèþ

dy(t) = x−1
0 (t)((f2(t)− g1(t)g2(t))dt + g2(t)dW (t)), y(0) = x0.
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Ïðîöåññ

x(t) = x0(t)
(
x0 +

∫ t

0

x−1
0 (s)(f2(s)− g1(s)g2(s))ds +

∫ t

0

x−1
0 g2(s)dW (s)

)
(4.13)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.12). Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìûå ê ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì ÑÄÓ
ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t), g(x) 6= 0, (4.14)

dy(t) = (α+ βy)dt + (γ+ δy)dW (t), α,β,γ, δ ∈ R, (4.15)

è àâòîíîìíîé çàìåíû y = v(x), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè f è g ñîîò-
âåòñòâåííî äâàæäû è òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Óðàâíåíèå
(4.14) ïðèâîäèìî ê (4.15) ñ δ 6= 0, åñëè äëÿ íåêîòîðîé äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè v(x) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

fv
′
+

1

2
g2v

′′
= α+ βv, gv

′
= γ+ δv. (4.16)

Ôóíêöèþ v(x) íàéäåì èç (4.16): v(x) = ceδB(x) − γ
δ
, ãäå B(x) =

∫ x

a
dy
g(y) ,

a = const, c = const . Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ôóíêöèþ v(x) â ïåðâîå èç
ñîîòíîøåíèé (4.16), ïîëó÷àåì(f

g
δ+

1

2
g2
(δ2

g2
− δg

′

g2

))
ceδB(x) = cβδB(x) − βγ

δ
+ α.

Îòñþäà ((f
g
− 1

2
g
′)
δ+

1

2
δ2 − β

)
eδB(x) =

αδ− βγ
cδ

. (4.17)

Îáîçíà÷èì A(x) = f
g −

1
2g
′
. Äèôôåðåíöèðóÿ (4.17), èìååì

(A(x)δ+ 1
2δ

2 − β
g

+ A
′
(x)
)
δeδB(x) = 0.

Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà g
δ

exp(−δB(x)) è îïÿòü ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

δA
′
(x) + (gA

′
)
′ ≡ 0. (4.18)
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Ïóñòü A
′
(x) 6= 0, òîãäà èç (4.18) âûòåêàåò, ÷òî((gA

′
)
′

A′

)′
≡ 0. (4.19)

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (4.19) è A
′
(x) 6= 0, òî çàìåíà

y = v(x) = ceδB(x), c = const, δ = − (gA
′
)
′

A′
, ñâîäèò óðàâíåíèå (4.14) ê

ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (4.15).

Ïðåäëîæåíèå 4.2 [203]. Óðàâíåíèå

dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t)

ñ g(x) 6= 0, A
′
(x) 6= 0, ïðèâîäèìî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ê ëè-

íåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (4.15) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

( (gA
′
)
′

A′
)
′ ≡ 0, ãäå A(x) = f

g −
1
2g
′
. �

Çàìå÷àíèå 4.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÑÄÓ
(4.14) ñ g(x) 6= 0 ïðèâîäèìî ê (4.15) ñ δ = 0, åñëè è òîëüêî åñëè (gA

′
)
′ ≡

≡ 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ

dx(t) = (axn(t) + bx(t))dt + kx(t)dW (t), (4.20)

n 6= 0, n 6= 1, a 6= 0, k 6= 0, òîæäåñòâî (4.19) âûïîëíÿåòñÿ. Ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.20) ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = x1−n ïðèâîäèìî ê
ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

dy(t) = (1− n)(a + (b +
1

2
k2n(n− 1))y(t))dt + k(1− n)y(t)dW (t)).

Ñâåäåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ÑÄÓ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [193]

Ðàññìîòðèì ÑÄÓ

dx(t) = (f(x(t)) +
1

2
g(x(t))g

′
(x(t)))dt + g(x(t))dW (t), x(0) = x0. (4.21)

Ïóñòü ôóíêöèÿ h(α,β) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂h(α,β)

∂β
= g(h(α,β)), h(α, 0) = α. (4.22)
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Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ϕ(α,β) = (h
′

α(α,β))−1 è óðàâíåíèå

dD

dt
= ϕ(D,W (t))f(h(D,W (t))), D(0) = x0. (4.23)

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè D(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.23), òî ïðîöåññ x(t) =
= h(D(t),W (t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.21).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî, èìååì

x(t)− x0 =

∫ t

0

∂h

∂β
(D(s),W (s))dW (s) +

∫ t

0

∂h

∂α
(D(s),W (s))D

′
(s)ds +

+
1

2

∫ t

0

∂2h

∂β2
(D(s),W (s))ds =

∫ t

0

g(h(D(s),W (s)))dW (s) +

+

∫ t

0

∂h(D(s),W (s))

∂α
(
∂h(D(s),W (s))

∂α
)−1f(h(D(s),W (s)))ds +

+
1

2

∫ t

0

g(h(D(s),W (s)))g
′
(h(D(s),W (s)))ds =

=

∫ t

0

g(x(s))dW (s) +

∫ t

0

f(x(s))ds +
1

2

∫ t

0

gg
′
(x(s))ds.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ÑÄÓ (4.21) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ
óðàâíåíèé (4.22) è (4.23).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè g(x) = kx, òî h(α,β) = αekβ, ϕ(α,β) = e−kβ

è èíòåãðèðîâàíèå ÑÄÓ

dx(t) = (f(x(t)) +
1

2
kx(t))dt + kx(t)dW (t), x(0) = x0,

ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ

dD(t)

dt
= e−kW (t)f(D(t)ekW (t)), D(0) = x0.

Ïðèìåð 4.1. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå

dx(t) = (x3(t) + 2x(t))dt + x2(t)dW (t), x(0) = x0.

Óðàâíåíèå (4.22) èìååò âèä ∂h(α,β)
∂β = h2(α,β), h(α, 0) = α. Ëåãêî íàéòè,

÷òî h(α,β) = α
1−αβ ,

dD(t)
dt = 2D(t)−D2(t)W (t), D(0) = x0. Îòñþäà

D(t) =
x0

e−2t + 2x0

∫ t

0 e
−2(t−τ)W (τ)dτ

è, ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) =
x0e

2t

1− x0e2t + 2x0

∫ t

0 e
2τW (τ)dτ

.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ÑÑÄÓ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãèðñàíîâà
[24, c. 180�186]

Ïóñòü (x(t), B(t)) , t ∈ [0, a], a > 0, � ñëàáîå ðåøåíèå ÑÑÄÓ

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))B(t) (4.24)

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft, f : [0, a] ×
× Rd → Rd, g : [0, a] × Rd → Rd×d � èçìåðèìûå ïî
Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ è ïóñòü γ(t, x) =
= (γ1(t, x), . . . ,γd(t, x)) � èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèþ E(exp(1
2

∫ t

0 ‖γ(s, x(s))‖2ds)) < ∞ äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, a].
Òîãäà ïðîöåññ

M(t) = exp
(∫ t

0

γ(s, x(s))dB(s)− 1

2

∫ t

0

‖γ(s, x(s))‖2ds
)
, t ∈ [0, a],

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì [24, c. 183]. Îïðåäåëèì ìåðó Q íà (Ω,Fa) ñî-

îòíîøåíèåì dQ = M(a)dP. Ïðîöåññ W (t) = B(t) −
∫ t

0 γ(s, x(s))ds, t ∈
∈ [0, a], ÿâëÿåòñÿ (Ft)-áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω,Fa, Q) ñ ïîòîêîì Ft è

dx(t) = (f(t, x(t)) + g(t, x(t))γ(t, x(t)))dt +

+ g(t, x(t))dW (t), t ∈ [0, a] (4.25)

(òåîðåìà Ãèðñàíîâà [24, c. 183]). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ÑÑÄÓ
(4.25) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû (4.24).

Åñëè óðàâíåíèå dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t) ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì, òî òàêèì æå áóäåò è óðàâíåíèå dx(t) = (f(t, x(t)) +
+ h(t, x(t))g(t, x(t)))dt + g(t, x(t))dW (t), ãäå h(t, x) � îãðàíè÷åííàÿ èç-
ìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå dx(t) =

= (a(t) + b(t)x(t) + (c(t)x(t) + m(t))h(t, x(t)))dt + (c(t)x(t) + m(t))dW (t)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Ïðèìåð 4.2. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ

dx(t) = sin x(t)dt + x(t)dW (t), x(0) = x0. (4.26)

Âîçüìåì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft, (Ft) -
áðîóíîâñêîå äâèæåíèå B(t) è ðàññìîòðèì ÑÄÓ dx̃(t) = x̃(t)dB(t),
x(0) = x0. Ïðîöåññ x̃(t) = x0 exp(B(t)− 1

2t) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì
ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëèì ìåðó Q íà (Ω,FT ), a > 0, ñîîòíîøå-
íèåì dQ = MadP, ãäå

Ma = exp
(∫ a

0

γ(x0e
B(s)− 1

2s)dB(s)− 1

2

∫ a

0

γ2(x0e
B(s)− 1

2s)ds
)
,
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γ(x) = −sinx

x
, x 6= 0,γ(0) = 1.

Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,Fa, Q) ñ ïîòîêîì Ft, t ∈ [0, a], ïðî-
öåññ

W (t) = B(t) +

∫ t

0

sin(x0e
B(s)− 1

2s)

x0eB(s)− 1
2s

ds

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, à ïðîöåññ (x̃(t),W (t)),
0 6 t 6 a, � ñëàáîå ðåøåíèå ÑÄÓ (4.26).

Ïðåîáðàçîâàíèå ÑÑÄÓ ñ ïîìîùüþ çàìåíû âðåìåíè
Ðàññìîòðèì ÑÑÄÓ

dx(t) = ρ(y(t), x(t))f(y(t), x(t))dt + ρ
1
2 (y(t), x(t))g(y(t), x(t))dW (t),

dy(t) = ρ(y(t), x(t))dt, y(0) = 0, x(0) = x0, (4.27)

ãäå ρ : R+ × Rd → R+, f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd →
→ Rd×d � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.
Ïóñòü (x(t), y(t),Ω,F, P,Ft,W (t), e) � ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.27).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(y(t), x(t)) > 0. Òðàåêòîðèÿìè ïðîöåññà y(t) =

=
∫ t

0 ρ(y(s), x(s)ds) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ôóíê-
öèè. Ïóñòü lim

t→e−0
y(t) = l. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ñòðîãî âîçðàñòàþùèé

ïðîöåññ σ(t), îïðåäåëåííûé íà [0, l) òàêîé, ÷òî y(σ(τ)) = τ, σ(y(t)) = t.
Ïóñòü x̃(t) = x(σ(t)). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè h ∈ C2

b (Rd) è äëÿ êàæäîãî
n = 1, 2, . . . ïðîöåññ

h(x(t ∧ σn))− h(x(0))−
t∧σn∫
0

h
′

x(x(s))ρ(y(s), x(s))f(y(s), x(s))ds−

− 1

2

t∧σn∫
0

tr
(
h
′′

x2(x(s))ρ(y(s), x(s))g(y(s), x(s))g>(y(s), x(s))
)
ds

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-ìàðòèíãàëîì, ãäå σn = inf{t :
√
‖x(t)‖2 + y2(t) > n}. Ïî

òåîðåìå î ïðåîáðàçîâàíèè ñâîáîäíîãî âûáîðà ïðîöåññ

h(x(σn ∧ σ(t)))− h(x(0))−
σ(t)∧σn∫

0

h
′

x(x(s))ρ(y(s), x(s))f(y(s), x(s))ds−

− 1

2

σn∧σ(t)∫
0

tr
(
h
′′

x2(x(s))ρ(y(s), x(s))g(y(s), x(s))g>(y(s), x(s))
)
ds
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ÿâëÿåòñÿ (F̃t)-ìàðòèíãàëîì, ãäå F̃t = Fσ(t). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî

σ(t) ∧ σn = σ(t ∧ σ̃n), ãäå σ̃n = inf{t :
√
‖x̃(t)‖2 + t2 > n}. Ñëåäîâà-

òåëüíî, x(σ(t) ∧ σn) = x̃(t ∧ σ̃n). Ïîñêîëüêó

t =

∫ t

0

dy(τ)

ρ(y(τ), x(τ))
,

òî

σ(t) =

∫ σ(t)

0

dy(τ)

ρ(y(τ), x(τ))
=

∫ t

0

ds

ρ(s, x̃(s))
,

σn∧σ(t)∫
0

(
h
′

x(x(s))ρ(y(s), x(s))f(y(s), x(s)) +

+
1

2
tr
(
h
′′

x2(x(s))ρ(y(s), x(s))g(y(s), x(s))g>(y(s), x(s))
))

ds =

=

t∧σ̃n∫
0

(
h
′

x(x(s))ρ(s, x̃(s))f(s, x̃(s)) +

+
1

2
tr
(
h
′′

x2(x̃(s))ρ(s, x̃(s))g(s, x̃(s))g>(s, x̃(s))
)) 1

ρ(s, x̃(s))
ds.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ h(x̃(t ∧ σ̃n))− h(x̃(0))−

−
t∧σ̃n∫
0

(
h
′

x(x(s))f(s, x̃(s)) +
1

2
tr
(
h
′′

x2(x̃(s))g(s, x̃(s))g>(s, x̃(s))
))

ds

ÿâëÿåòñÿ (F̃t)-ìàðòèíãàëîì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.52 x̃(t) � ñëàáîå
ðåøåíèå ñèñòåìû

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t). (4.28)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (4.28) ìîæåò áûòü ñâå-
äåíî ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé ñèñòåìû (4.27).

Åñëè óðàâíåíèå dx(t) = f1(x(t))dt + g1(x(t))dW (t) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì, òî óðàâíåíèå dx(t) = v2(x(t))f1(x(t))dt + v(x(t))g1(x(t))dW (t),
ãäå v(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, v(x) > 0, òîæå ýëåìåíòàðíîå, òàê æå
êàê è óðàâíåíèÿ

dx(t) = (v2(x(t))f1(x(t))+h(x(t))g1(x(t))v(x(t)))dt+v(x(t))g1(x(t))dW (t),

dx(t) = (f1(x(t)) + h(x(t))g1(x(t)))v2(x(t))dt + v(x(t))g1(x(t))dW (t),
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ãäå h(x) � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ýëåìåíòàðíûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

dx(t) = (ax(t)+b+h(x(t))(cx(t)+d))v2(x(t)))dt+v(x(t))(cx(t)+d)dW (t),

a, b, c, d ∈ R.

Ïðèìåð 4.3. Íàéäåì ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

dx(t) = x(t)(x2(t) + 1)2dt + (x2(t) + 1)dW (t), x(0) = x0. (4.29)

Ñèñòåìà (4.27) äëÿ óðàâíåíèÿ (4.29) èìååò âèä{
dx̃(t) = x̃(t)dt + dW (t), x(0) = x0,

dỹ(t) = dt
(x̃2(t)+1)2 , y(0) = 0. (4.30)

Ïðîöåññ {
x̃(t) = x0e

t +
∫ t

0 e
t−τdW (τ),

ỹ(t) =
∫ t

0
ds

((x0es+
∫ s

0
et−τdW (τ))2+1)2

ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.30). Ïóñòü σ(t) � ïðîöåññ îáðàò-

íûé ê y = ỹ(t), òîãäà x(t) = x0e
σ(t) +

∫ σ(t)

0 eσ(t)−τdW (τ) � ñëàáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4.29).

Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ Ñòðàòîíîâè÷à
Ðàññìîòðèì ÑÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à

dx(t) = f(t, x(t))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t)) ◦ dWi(t), x(0) = x0, (4.31)

f : R+ × Rd → Rd, gi : R+ × Rd → Rd. Â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèè f
è gi ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì C1,0 è C2,δ, δ > 0, òî (ïðåä-
ëîæåíèå 3.1) ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = x0 ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Èòî

dx(t) = (f(t, x(t) + c(t, x(t))))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t))dWi(t), (4.32)

ãäå c(t, x) = (c1(t, x)) . . . cd(t, x))>,

cj(t, x) =
1

2

d∑
i=1

d∑
k=1

∂gji
∂xk

gki(t, x(t))), j = 1, . . . , d,

ãäå gji � j-é ýëåìåíò âåêòîðà gi.

251



Îáðàòíî, ñèëüíîå ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ Èòî

dx(t) = f(t, x(t))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t))dWi(t), x(0) = x0,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à

dx(t) = (f(t, x(t))− c(t, x(t)))dt +
d∑

i=1

gi(t, x(t)) ◦ dWi(t), x(0) = x0.

Â ñëó÷àå d = r = 1 óðàâíåíèå Èòî èìååò âèä

dx(t) = (f(t, x(t)) +
1

2
g(t, x(t))g

′

x(t, x(t)))dt + g(t, x(t))dW (t).

Èíòåãðàëû Ñòðàòîíîâè÷à íå ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëàìè, êàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ èíòåãðàëû Èòî, ÷òî äàåò èíòåãðàëàì Èòî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî
ïðè èññëåäîâàíèè ðåøåíèé ÑÑÄÓ, íî èíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à áîëåå óäî-
áåí ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ óðàâíåíèé, òàê êàê âìåñòî ôîðìóëû Èòî èìååò
ìåñòî áîëåå ïðèâû÷íàÿ ôîðìóëà

dF (x(t)) = F
′
(x(t))f(t, x(t))dt + F

′
(x(t))g(t, x(t)) ◦ dW (t),

åñëè F ∈ C3(R), dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t)) ◦ dW (t).

Ïðèìåð 4.4. Äëÿ óðàâíåíèÿ Èòî

dx(t) = x3(t)dt + x2(t)dW (t), x(0) = x0,

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à èìååò âèä dx(t) = x2(t) ◦
dW (t). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x(t) = x0

1−x0W (t) , êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå ñèëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = f1(t)r(x(t))dt + g1(t)r(x(t)) ◦ dW (t), x(0) = x0. (4.33)

Åñëè dR(x)
dx = 1

r(x) , òî d(R(x(t))) = f1(t)dt+ g1(t) ◦ dW (t). Ïðîöåññ x(t) =

= R−1(R(x0)+
∫ t

0 f1(s)ds+
∫ t

0 g1(s)◦dW (s)), ãäå R−1 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ
ê R(x), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.33).

Óðàâíåíèå dx(t) = r(x(t))(a(t)R(x(t)) + b(t))dt +

+ r(x(t))(m(t)R(x(t)) + n(t)) ◦ dW (t), ãäå dR(x)
dx = 1

r(x) , ñ ïîìîùüþ

çàìåíû y = R(x) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
dy(t) = (a(t)y(t) + b(t))dt + (m(t)y(t) + n(t)) ◦ dW (t).
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Ïðèìåð 4.5.

dx(t) =
x3(t) + 1

x2(t)
dt +

2x3(t) + 3

x2(t)
◦ dW (t), x(0) = 1,

y = x3, dy(t) = 3(y + 1)dt + 3(2y + 3) ◦ dW (t),

dy(t) = (21y + 30)dt + 3(2y + 3)dW (t), y(0) = 1,

y(t) = exp(3t + 6W (t))(1− 24

∫ t

0

exp(−2s− 6W (s))ds +

+

∫ t

0

9 exp(−3s− 6W (s))dW (s).

Ïðèìåð 4.6. Óðàâíåíèå dx(t) = x(t)(θ(t) − kln(x(t)) + σ2

2 )dt +
+ σx(t)dW (t), x(0) = x0 > 0, k,σ ∈ R+, θ ∈ C(R+),

íàçûâàþò óðàâíåíèåì Áëýêà�Êàðàñèíñêîãî. Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ Ñòðà-
òîíîâè÷à

dx(t) = x(t)(θ(t)− kln(x(t)))dt + σx(t) ◦ dW (t), x(0) = x0.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû u = ln(x) ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåé-
íîìó óðàâíåíèþ

du(t) = (θ(t)− kx(t))dt + σ ◦ dW (t), u(0) = ln(x0).

Ðåøàÿ åãî è âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, èìååì

x(t) = exp

(
exp(−kt)

(
ln(x0) +

∫ t

0

e−ksθ(s)ds + σ

∫ t

0

e−ksdW (s)
))

.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ÑÄÓ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé
Ïôàôôà

Ïóñòü W (t) � (Ft)-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì Ft, L,Q,H : R+×R×R→ R � çàäàííûå
(äîñòàòî÷íî ãëàäêèå) ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à

dx(t) =
L(t, x(t),W (t))

Q(t, x(t),W (t))
dt +

H(t, x(t),W (t))

Q(t, x(t),W (t))
◦ dW (t) = 0, (4.34)

x(0) = x0, Q(0, x0, 0) 6= 0. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (4.34) ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå Ïôàôôà

L(t, x, y)dt + Q(t, x, y)dx + H(t, x, y)dy = 0. (4.35)
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Ïóñòü äëÿ (4.35) âûïîëíåíî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè(∂L
∂x
− ∂Q

∂t

)
H +

(∂Q
∂y
− ∂H

∂x

)
L +

(∂H
∂t
− ∂L

∂y

)
Q ≡ 0. (4.36)

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (4.36) èìååò ìåñòî, åñëè ∂L
∂x −

∂Q
∂t ≡ 0, ∂Q

∂y −
∂H
∂y ≡ 0,

∂H
∂t −

∂L
∂y ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(t, x, y) òàêàÿ, ÷òî

du = Ldt + Qdx + Hdy. Â êà÷åñòâå u(t, x, y) ìîæåò áûòü âçÿòà ôóíêöèÿ

u(t, x, y) =

(t,x,y)∫
(0,0,0)

L(τ,σ,β)dτ+ Q(τ,σ,β)dσ+ H(τ,σ,β)dβ.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.36), òî ñóùåñòâóåò èíòåãðè-
ðóþùèé ìíîæèòåëü, ò. å. òàêàÿ ôóíêöèÿ µ(t, x, y), ÷òî µLdt + µQdx +
+ µHdy = du äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u. Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x, y) íàé-
äåíà, òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ x = x(t, y), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
u(t, x, y) = u(0, x0, 0), ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïôàô-
ôà, à òîãäà ïðîöåññ x(t,W (t)) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå t ∈ [0, e) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x
′

t(t, y)
∣∣∣
y=W (t)

= −L(t, x(t,W (t)),W (t))

Q(t, x(t,W (t)),W (t))
,

x
′

y(t, y)
∣∣∣
y=W (t)

= −H(t, x(t,W (t)),W (t))

Q(t, x(t,W (t)),W (t))
, x(0,W (0)) = x0, ï. í.

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.34).
Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïôàôôà

(4.35), êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à
(4.34). Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

L(t, x, 0)dt + Q(t, x, 0)dx = 0.

Ïóñòü x = x(t) � ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0. Ïîëàãàåì t = τ è ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

Q(τ, x, y)dx + H(τ, x, y)dy = 0. (4.37)

Íàõîäèì èíòåãðàë l(τ, x, y) = 0 óðàâíåíèÿ (4.37), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ l(τ, x(τ), 0) = 0. Òåïåðü ôóíêöèÿ x = h(t, y), îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíî-
øåíèåì l(t, x, y) = 0, ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïôàô-
ôà, à ïðîöåññ x = h(t,W (t)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.34).
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Ïðèìåð 4.7. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå

dx(t) = −x(t)(−1 + ln(x(t)))

1 + t
dt− x(t)(−1 + ln(x(t))) ◦ dW (t),

x(0) = exp(2).

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ïôàôôà

x(−1 + ln(x))

1 + t
dt + dx + x(−1 + ln(x))dy = 0

óñëîâèÿì èíòåãðèðóåìîñòè óäîâëåòâîðÿåò. Íàõîäèì èíòåãðèðóþùèé ìíî-
æèòåëü µ = 1

x(−1+ln(x)) è ôóíêöèþ u(t, x, y) = ln(−1+ln(x))+y+ln(1+t).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

x(t) = exp
(
1 +

exp(−W (t))

1 + t

)
.

Ïðèìåð 4.8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1(t) = dW (t), x1(0) = 1,

dx2(t) = −x2(t)

t + 1
dt− 2x2(t)

x1(t)
◦ dW (t), x2(0) = 1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x1(t) = 1 + W (t). Äëÿ íàõîæäåíèÿ x2(t)
ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå Ïôàôôà

(1 + y)xdt + (1 + y)(1 + t)dx + 2x(1 + t)dy = 0.

Óðàâíåíèå xdt + (1 + t)dx = 0, x(0) = 1, èìååò ðåøåíèå x(t) = 1
1+t .

Óðàâíåíèå (4.37) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

(1 + y)(1 + τ)dx2 + 2x2(1 + τ)dy = 0,

à x2(1 + y)2 − 1
1+τ = 0 � èñêîìûé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îòñþäà

íàõîäèì

x2(t) =
1

(1 + t)(1 + W (t))2
, t ∈ [0, e), e = inf{t : W (t) = −1}.

Ïðåîáðàçîâàíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
Ïóñòü (x(t), B(t),Ω,F, P,Ft) � ñëàáîå ðåøåíèå ÑÄÓ

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dB(t), (4.38)
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f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd → Rd×d. Ïóñòü p(t, x) � èçìåðèìàÿ
ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé (d × d)-îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.
Òîãäà ïðîöåññ

W (t) =

∫ t

0

p(s, x(s))dB(s)

ÿâëÿåòñÿ (Ft)-áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì [24, c. 82�83], à (x(t),W (t)) � ñëà-
áîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ [24, c. 97�98]

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))p>(t, x(t))dW (t).

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [203]

Ðàññìîòðèì ÑÄÓ

dx(t) = (f(t) + F (t)x(t))dt +
r∑

i=1

(gi(t) + Gi(t)x(t))dWi(t), (4.39)

ãäå W (t) = (W1(t), . . . ,Wr(t)) � r-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,
F (t), Gi(t) � (d×d)-ìàòðè÷íûå, f(t), gi(t) � d-âåêòîðíûå èçìåðèìûå ïî
Áîðåëþ ôóíêöèè. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà àíàëîãè÷íà ôîðìóëå Êîøè äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì è äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
ôîðìóëà (4.13). Ïðîöåññ

x(t) = Φ(t)(x(0) +

∫ t

0

Φ−1(s)(f(s)−
r∑

i=1

Gi(s)gi(s))ds +

+

∫ t

0

Φ−1(s)
r∑

i=1

gi(s)dWi(s)),

ãäå Φ(t) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

dΦ(t) = F (t)Φ(t)dt +
r∑

i=1

Gi(t)Φ(t)dWi(t), Φ(0) = I, (4.40)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ (4.39). Â îáùåì ñëó÷àå, äàæå äëÿ ïîñòîÿííûõ
ìàòðèö F è Gi ðåøåíèå ñèñòåìû (4.40) íå ìîæåò áûòü íàéäåíî â ÿâíîì
âèäå. Îäíàêî åñëè ìàòðèöû F,Gi � ïîñòîÿííû è ïîïàðíî êîììóòèðóþò,
ò. å. FGi = GiF, GiGj = GjGi äëÿ âñåõ i, j, òî

Φ(t) = exp((F − 1

2

r∑
i=1

G2
i )t +

r∑
i=1

GiWi(t)).
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Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå
ðåøåíèÿ âèäà x(t) = ϕ(x0, t,

∫ t

0 a(s)dW (s)) [228]

Ëåììà 4.1. Ïóñòü f(x) è g(x) � âåùåñòâåííûå íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x0, t, u), a(t) óäîâëåòâî-
ðÿþò ñèñòåìå

a(t)ϕ
′

u = g(ϕ), (4.41)

ϕ
′

t +
1

2
a2(t)ϕ

′′

u2 = f(ϕ), (4.42)

ϕ(x0, 0, 0) = x0, (4.43)

òî ÑÄÓ
dx(t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t), x(0) = x0, (4.44)

èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå

x(t) = ϕ(x0, t,

∫ t

0

a(s)dW (s)). (4.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Èòî

dx(t) = (ϕ
′

t(x0, t,

∫ t

0

a(s)dW (s)) +
1

2
a2(t)ϕ

′′

u2(x0, t,

∫ t

0

a(s)dW (s)))dt +

+ a(t)ϕ
′

u(x0, t,

∫ t

0

a(s)dW (s))dW (t) = f(x(t))dt + g(x(t))dW (t).

Ïóñòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè g(x) çàäàí, òîãäà ìîæíî óñòàíîâèòü,
êàêèìè äîëæíû áûòü êîýôôèöèåíò ñíîñà f(x) è ôóíêöèè a(t),ϕ, ÷òîáû
îíè óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå (4.41)�(4.43).

Ïóñòü g(x) 6= 0, g ∈ C1(R),
∫ 0

−∞
dx
|g(x)| =

∫ +∞
0

dx
|g(x)| = ∞, G(x) =

=
∫ x

0
ds
g(s) . Óñëîâèÿ g(x) 6= 0 è (4.41) äàþò a(t) 6= 0,ϕ

′

u 6= 0. Èç óðàâíåíèÿ

(4.41) ñëåäóåò, ÷òî

a(t)G(ϕ(x0, t, u)) = u + h(x0, t), (4.46)

ãäå h � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ñ h(x0, 0) = a(0)G(x0). Îòñþäà

1

g(ϕ)
ϕ
′

t =
∂G(ϕ(x0, t, u))

∂t
=

=
h
′

t(x0, t)a(t)− a
′
(t)(u + h(x0, t))

a2(t)
=

h
′

t(x0, t)

a(t)
− a

′
(t)

a(t)
G(ϕ),
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ϕ
′

t =
(h′t(x0, t)

a(t)
− a

′
(t)

a(t)
G(ϕ)

)
g(ϕ). (4.47)

Äèôôåðåíöèðóÿ (4.41), èìååì

a(t)ϕ
′′

u2 = g(ϕ)ϕ
′

u = g
′
(ϕ)

g(ϕ)

a(t)

èëè

ϕ
′′

u2 =
g(ϕ)g

′
(ϕ)

a2(t)
. (4.48)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.47), (4.48 ) â (4.45), ïîëó÷àåì

f(ϕ) = (
h
′

t(x0, t)

a(t)
− a

′
(t)

a(t)
G(ϕ))g(ϕ) +

1

2
g(ϕ)g

′
(ϕ). (4.49)

Èç (4.49) âûòåêàåò, ÷òî f çàâèñèò ëèøü îò ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

h
′

t(x0, t)

a(t)
= α,

a
′
(t)

a(t)
= β, (4.50)

ãäå α è β � ïîñòîÿííûå. Ðàâåíñòâà (4.50) äàþò

a(t) = exp(βt), h(x0, t) = α

∫ t

0

exp(βs)ds + G(x0). (4.51)

Òåïåðü èç (4.46), (4.51) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(x0, t, u) = G−1(exp(−βt)(u + α

∫ t

0

exp(βs)ds + G(x0))),

ãäå G−1 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê G. Ôóíêöèþ f(x) íàõîäèì èç (4.49)

f(x) = (α− βG(x))g(x) +
1

2
g
′
(x)g(x).

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè

a(t) = exp(βt), f(x) = (α− βG(x))g(x) +
1

2
g
′
(x)g(x),

ãäå α,β � ïîñòîÿííûå,

ϕ(x0, t, u) = G−1
(

exp(−βt)(u + α

∫ t

0

exp(βs)ds + G(x0))
)
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óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (4.41)�(4.43). Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÄÓ

dx(t) = (α− βG(x(t)))g(x(t)) +
1

2
g
′
(x(t))g(x(t)))dt + g(x(t))dW (t)

èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå

x(t) = G−1
(

exp(−βt)
(∫ t

0

exp(βs)dW (s) + α

∫ t

0

exp(βs)ds + G(x0)
))

.

Ïóñòü òåïåðü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

g(x) 6= 0 ∀x 6= 0, g(0) = 0, g ∈ C1(R), lim
x→0

g(x)

x
= γ 6= 0,∫ −1

−∞

dx

|g(x)|
=

∫ +∞

1

dx

|g(x)|
=∞.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

Ψ(x) = x exp
(∫ x

0

ψ(z)

z
dz
)
, x ∈ R,

ãäå ψ(x) = γx−g(x)
g(x) , x 6= 0,ψ(0) = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíê-

öèè a(t) = exp(βt), ϕ = Ψ−1(sign(x0) exp(γu exp(−βt)) + h(x0, t)),

f(x) = g(x)
γ

(−βln|Ψ(x)| + α) + 1
2g
′
(x)g(x), ãäå h(x0, t) = (ln|Ψ(x0)| +

+ α
∫ t

0 exp(βs)ds) exp(−βt), α,β � ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
(4.41)�(4.43). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

dx(t) =
(g(x(t))

γ
(α− βln|Ψ(x(t))|) +

1

2
g(x(t))g

′
(x(t))

)
dt + g(x(t))dW (t)

èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå

x(t) = Ψ−1
(

sign(x0) exp
(
(γ

∫ t

0

exp(βs)dW (s) + ln|Ψ(x0)|+

+α

∫ t

0

exp(βs)ds) exp(−βt)
))

.

Ïðèìåð 4.9. Óðàâíåíèå

dx(t) = x(t)
(
α− βln|x(t)|+ 1

2

)
dt + x(t)dW (t), α,β ∈ R,

èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå
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x(t) = sign(x0) exp
(( ∫ t

0

exp(βs)dW (s) + ln|x0|+

+α

∫ t

0

exp(βs)ds
)

exp(−βt)
)
.

ßñíî, ÷òî ñíîñ f(x) = x(1
2 +α−βln|x|), x 6= 0, f(0) = 0, íå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà è íå èìååò ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ðîñòà.

4.2. Óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

Óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ñòîõàñòè÷åñêè-
ìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îíè äàþò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè ÑÄÓ òàêèå, êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèé ÑÄÓ,
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé è ò. ä.

1. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx(t) = f(t, x(t))dt + g(t, x(t))dW (t),

ãäå ôóíêöèè f : R+ ×Rd → Rd è g : R+ ×Rd → Rd×d òàêîâû, ÷òî óðàâ-
íåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Îäíîìåðíîé ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t) â ìîìåíò t íàçûâàþò
òàêóþ ôóíêöèþ p(t, x), ÷òî

P x(t)(B) =

∫
B

p(t, x)dx ∀B ∈ β(Rd),

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ìåðå Ëåáåãà â Rd.

Ïðåäëîæåíèå 4.3 [36, c. 564]. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû f è g óðàâíå-
íèÿ èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ìàòðèöà g(t, x)g>(t, x)
îáðàòèìà è ôóíêöèÿ (g(t, x)g>(t, x))−1 ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà. Åñëè ñëà-
áîå ðåøåíèå x(t) íå èìååò âçðûâîâ, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ñóùåñòâóåò
îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(t, x) ñëàáîãî ðåøåíèÿ x(t). �

Ïðåäëîæåíèå 4.4 [123, c. 590�592]. Ïóñòü äëÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ
x(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν ïðè âñåõ t > 0 ñóùåñòâóåò îäíî-
ìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(t, x). Åñëè ôóíêöèè p(t, x), f(t, x),
g(t, x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, òî p(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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∂p(t, x)

∂t
= −

[ ∂
∂x

]>[
p(t, x)f(t, x)

]
+

+
1

2
tr
{[ ∂

∂x

][ ∂
∂x

]>
[p(t, x)g(t, x)g>(t, x)]

}
(4.52)

(çäåñü [ ∂
∂x ] = ( ∂

∂x1
. . . ∂

∂xd
)>,

[
∂
∂x

][
∂
∂x

]>
� ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ∂2

∂xi∂xj
,

i, j = 1, . . . , d, ∂
∂xi

a = ∂a
∂xi

, ∂2

∂xi∂xj
a = ∂2a

∂xi∂xj
) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

p(0, x) = h(x), ãäå h(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ν. �

Óðàâíåíèå (4.52) íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì (âòîðûì) óðàâíåíèåì Êîëìîãî-
ðîâà èëè óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ (s, y) ∈ R+ ×Rd óðàâíåíèå

x(t) = y +

∫ t

s

f(τ, x(τ))dτ+

∫ t

s

g(τ, x(τ))dW (τ) (4.53)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå x = ϕs,y(t). Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà äëÿ
óðàâíåíèÿ (4.53) Ps,y(t, A) = P (ϕs,y(t) ∈ A). Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïëîòíîñòü ps,y(t, x) äëÿ âåðîÿòíîñòè Ps,y(t, A), ò. å. òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

Ps,y(t, B) =

∫
B

ps,y(t, x)dx ∀B ∈ β(Rd).

Ïðåäëîæåíèå 4.5 [123, c. 593�594]. Åñëè ôóíêöèè ps,y(t, x), f(t, x),
g(t, x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, òî ôóíêöèÿ ps,y(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà

∂ps,y(t, x)

∂t
= −

[ ∂
∂x

]>[
ps,y(t, x)f(t, x)

]
+

+
1

2
tr

{[ ∂
∂x

][ ∂
∂x

]>
[ps,y(t, x)g(t, x)g>(t, x)]

}
, t > s. �

Ïóñòü ôóíêöèè f è g â óðàâíåíèè (4.53) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è íå
çàâèñÿò îò t, òîãäà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà Pt,y(t + h,A) íå çàâèñÿò îò t,
òàê æå êàê è èõ ïëîòíîñòè, ò. å. pt,y(t + h, x) = π(y, x, h). Åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë lim

h→∞
π(y, x, h) = φ(y, x) è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò y,

ò. å. φ(y, x) = q(x), òî q(x) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòüþ âåðî-
ÿòíîñòåé óðàâíåíèÿ (4.53). Ñòàöèîíàðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ìîãóò
áûòü íàéäåíû èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà,

−
[ ∂
∂x

]>[
q(x)f(x)

]
+

1

2
tr

{[ ∂
∂x

][ ∂
∂x

]>
[q(x)g(x)g>(x)]

}
= 0.
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Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò âèä

−d(f(x)q(x))

dx
+

1

2

d2(g2(x)q(x))

dx2
= 0.

Îòñþäà

q(x) =
c

g2(x)
exp

(
2

∫ x

0

f(τ)

g2(τ)
dτ
)
.

Ïðèìåð 4.10. Ïóñòü ôóíêöèè µ(t, r),σ(t, r) ÿâëÿþòñÿ äðåéôîì è
âîëàòèëüíîñòüþ êðàòêîñðî÷íîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè r(t), òîãäà r(t) óäî-
âëåòâîðÿåò ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ [115]

dr(t) = µ(t, r(t))dt + σ(t, r(t))dW (t). (4.54)

Åñëè ôóíêöèè µ(t, r) è σ(t, r) â óðàâíåíèè (4.54) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t, r) ïðîöåññà r(t) íàõîäèòñÿ
èç óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà

f
′

t(t, r) =
1

2
(σ2(t, r)f(t, r))

′′

rr − (µ(t, r)f(t, r))
′

r. (4.55)

Â ñëó÷àå êîãäà

µ(t, r) = αr + β, σ2(t, r) = γr + δ,

óðàâíåíèå (4.55) ïðèíèìàåò âèä

f
′

t(t, r) =
1

2
((γr + δ)f(t, r))

′′

rr − ((αr + β)f(t, r))
′

r (4.56)

è ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííûì.

Ïðåäëîæåíèå 4.6 [115, c. 172�173]. Åñëè γr+δ > 0, òî ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ f(t, r) ïðîöåññà r(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ r(s) =
= b, s < t, èìååò âèä

f(t, r) =
∞∑
j=0

uj

j!
e−u

cq+j+1(r + δ/γ)q+j

Γ(q + j + 1)
e−c(r+δ/γ) =

=
∞∑
j=0

pu(j)gq+j,c(r + δ/γ),
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ãäå gq,c(x) = cq+1xq

Γ(q+1)e
−cx � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàììà ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû q è ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà c, x > 0, pu(j) =

= uj

j! e
−u � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì u > 0,

j = 0, 1, . . . , bq,θ(j) = Γ(q+j)
j!Γ(q) θ

j(1 − θ)q � îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè q > 0, θ ∈ (0, 1), j =
= 0, 1, . . . , u = c(b+δ/γ)eα(t−s), q = 2γβ−αδ

γ2
−1, c = 2α

γ
(eα(t−s)−1)−1. �

2. Ïóñòü Xs,x(t)� ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

X(t) = x +

∫ t

0

f(s + r,X(r))dr +

∫ t

0

g(s + r,X(r))dW (r) (4.57)

è ïóñòü

F (s,Xs,x) =

∫ a−s

0

a(s + t,Xs,x(t)) exp
(
−
∫ t

0

c(s + r,Xs,x(r)dr
)
dt+

+b(Xs,x(a− s)) exp
(
−
∫ a−s

0

c(s + r,Xs,x(r))dr
)
,

v(s, x) = E(F (s,Xs,x)).

Ïðåäëîæåíèå 4.7 [65, c. 164�167]. Ïóñòü äåéñòâèòåëüíûå a(t, x),
b(x), c(t, x), âåêòîðíàÿ f(t, x), ìàòðè÷íàÿ g(t, x) ôóíêöèè äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, îíè ñàìè, èõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî
x íåïðåðûâíû ïî t, x â ïîëîñå [0, a]×Rd, à áóäó÷è óìíîæåíû íà ôóíê-
öèþ (1+‖x‖)m (ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå) äàþò îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè
â ýòîé ïîëîñå. Òîãäà ôóíêöèÿ v(t, x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) |v(t, x)| 6 M(1 + ‖x‖)m ïðè âñåõ t ∈ [0, a], x ∈ Rd, ãäå M íå
çàâèñèò îò (t, x);

2) v(t, x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî t, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî x
è óïîìÿíóòûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â ïîëîñå [0, a]×Rd;

3) ïðè âñåõ (t, x) ∈ [0, a]×Rd

∂v(t, x)

∂t
+

1

2
tr
(∂2v(t, x)

∂x2
g(t, x)g>(t, x)

)
+

+
∂v(t, x)

∂x
f(t, x)− c(t, x)v(t, x) + a(t, x) = 0, v(a, x) = b(x). (4.58)
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Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ òåìè æå ñâîéñòâàìè
1)�3), ñîâïàäàåò ñ v â ïîëîñå [0, a]×Rd. �

Óðàâíåíèå (4.58) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èëè îáðàòíûì óðàâíåíèåì Êîë-
ìîãîðîâà.

4.3. Ïðèëîæåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê
ìîäåëèðîâàíèþ êðåäèòíûõ ðèñêîâ

Ñîâðåìåííûå ìîäåëè äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ êðåäèòíûõ ðèñêîâ, êàê
ïðàâèëî, ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìåòîäîâ
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ìîäåëü âûæèâàåìî-
ñòè äèñêðåòíîãî âðåìåíè (Discrete Time Survival Model) ìîäåëèðîâàíèÿ
òåêóùèõ îæèäàåìûõ êðåäèòíûõ ïîòåðü (Current Expected Credit Loss),
îïèñàííóþ â [170]. Íå âäàâàÿñü â òåõíè÷åñêèå äåòàëè, ïðèâåäåì îñíîâíóþ
èäåþ ìîäåëè DTSM íà ïðèìåðå èïîòå÷íûõ êðåäèòîâ ÑØÀ, âûäàííûõ íà
ôèêñèðîâàííûé ñðîê (êàê ïðàâèëî, äî 30 ëåò).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è êëþ÷åâûå ïåðåìåííûå. ×åðåç a, t, v áóäåì
îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñò êðåäèòà (â ìåñÿöàõ), òåêóùóþ äàòó
íàáëþäåíèÿ è äàòó îòêðûòèÿ êðåäèòà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåìåííûå a,
t, v ïðèíèìàþò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðîÿò-
íîñòè äåôîëòà (Probability of Default) è çàêðûòèÿ êðåäèòà (Probability of
Attrition) êàê ôóíêöèè îò a, t , à èìåííî:

PD(a, t) =
Ndef(a, t)

Nact(a, t− 1)
, PA(a, t) =

Nattr(a, t)

Nact(a, t− 1)
,

ãäå Nact, Ndef , Nattr � ÷èñëà àêòèâíûõ, äåôîëòíûõ è çàêðûòûõ àêêàóí-
òîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì òàêæå ñðåäíþþ âåëè÷èíó äåôîëòíîãî áàëàíñà (Exposure
at Default):

EAD(a, t) =
Bdef(a, t)

Ndef(a, t)
,

ãäå Bdef � ñóììàðíûé äåôîëòíûé áàëàíñ.
Íà ïåðâîì ýòàïå àíàëèçà äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ PD, PA, EAD

âû÷èñëÿåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ (Age-Period-Cohort):

logit(PD(a, t)) = FPD(a) + HPD(t) + GPD(v),

logit(PA(a, t)) = FPA(a) + HPA(t) + GPA(v),

log(EAD(a, t)) = FEAD(a) + HEAD(t) + GEAD(v),
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ãäå logit(p) = log
(

p
1−p
)
� îáðàòíàÿ ê ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè g(z) = 1

1+e−z ,

z ∈ R. Â äåêîìïîçèöèÿõ ïåðåìåííûõ PD, PA, EAD ôóíêöèè F (a)
ÿâëÿþòñÿ æèçíåííûìè öèêëàìè (Lifecycle), ôóíêöèè H(t) (Environment)
âûðàæàþò âëèÿíèå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ (óðîâåíü áåçðàáîòè-
öû, ÂÂÏ, äîõîä íà äóøó íàñåëåíèÿ è äð.), ôóíêöèè G(v) (Credit quality)
âêëþ÷àþò â ñåáÿ âëèÿíèå âíóòðåííèõ ôàêòîðîâ íåýêîíîìè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà.

Âòîðîé ýòàï àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé äëÿ ôóíêöèé H(t). Ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå äàí-
íûõ ïî îñíîâíûì ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì ïåðåìåííûì:

H(t) = β0 +
n∑

i=1

βifi(t) + ε(t),

ãäå fi(t) ( i = 1, . . . , n ) � íåêîòîðûé íàáîð ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòî-
ðîâ; βi � èñêîìûå êîýôôèöèåíòû; ε(t) � ïîãðåøíîñòü.

Òðåòèé ýòàï àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìûõ ñêî-
ðèíãîâûõ ìîäåëåé äëÿ ïåðåìåííûõ PD, PA, EAD . Îñíîâíàÿ èäåÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
ôóíêöèÿ H(t) çàìåíÿåòñÿ åå ýêîíîìè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì

Ĥ(t) = β0 +
n∑

i=1

βifi(t), (4.59)

à ôóíêöèÿ êðåäèòíîãî ðèñêà G(v) çàìåíÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè êðåäèòíûõ àêêàóíòîâ � ñêîðèíãîâûìè ôàêòîðàìè (ïåðñî-
íàëüíûé êðåäèòíûé ðåéòèíã � FICO Score, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïî êðåäèòó,
íàëè÷èå òåêóùåé çàäîëæåííîñòè è äð.). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà
ïðèìåðå ïåðåìåííîé PD. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ h = 1, 2, . . . ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

logit(PDi(t, v, h)) =

= FPD(t− v) + ĤPD(t) + c0(h) +
∑
j

cj(h)Xj,i(t− h) + εi(h), (4.60)

ãäå PDi(t, v, h) åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àêêàóíò ñ íîìåðîì i
(îòêðûòûé â ìîìåíò v ) ñòàíåò äåôîëòîì â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëî-
âèè, ÷òî îí áûë àêòèâíûì â ìîìåíò âðåìåíè t−1, à ñêîðèíãîâûé ôàêòîð
Xj â ìîìåíò âðåìåíè t−h ïðèíèìàë çíà÷åíèå Xj,i(t−h); êîýôôèöèåíòû
cj(h) � èñêîìûå ñêîðèíãîâûå êîýôôèöèåíòû; εi(h) � ïîãðåøíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.60) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè äåôîëòà â áóäóùåì.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ñêîðèíãîâûõ ôàêòîðîâ Xj

àêòèâíîãî àêêàóíòà ñ íîìåðîì i â íàñòîÿùèé ìîìåíò t0 . Òîãäà ñîãëàñíî
ïîñòðîåííîé ìîäåëè âåëè÷èíà

P̃Di(t, v, t− t0) = g
(
FPD(t−v) + ĤPD(t) + c0(t− t0) +

∑
j

cj(t− t0)Xj,i(t0)
)

äàåò ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî àêêàóíò ñ
íîìåðîì i ñòàíåò äåôîëòîì â ìîìåíò âðåìåíè t > t0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîðèíãîâóþ ìîäåëü è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïðîãíîç äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P̃Ai(t, v, t − t0) çàêðûòèÿ àêêà-
óíòà ñ íîìåðîì i â ìîìåíò âðåìåíè t .

Äëÿ ïåðåìåííîé EAD ñêîðèíãîâàÿ ìîäåëü è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-
ãíîç ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

log(EADi(t, v, h)) =

= FEAD(t− v) + ĤEAD(t) + c̃0(h) +
∑
j

c̃j(h)X̃j,i(t− h) + ε̃i(h),

ẼADi(t, v, t−t0) = exp
(
FEAD(t−v)+ĤEAD(t)+c̃0(t−t0)+

∑
j

c̃j(t−t0)X̃j,i(t0)
)
,

ãäå X̃j , c̃j(h) � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðèíãîâûå ôàêòîðû è ñêîðèíãîâûå êî-
ýôôèöèåíòû äëÿ ïåðåìåííîé EAD.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ, äåôîëò-
íûõ è çàêðûòûõ àêêàóíòîâ íà ìîìåíò t ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì
ôîðìóëàì:

Ñdef(t, v) =
∑
i

(
P̃Di(t, v, t− t0)

t−t0−1∏
h=1

(
1− P̃Di(t, v, h)− P̃Ai(t, v, h)

))
,

Ñattr(t, v) =
∑
i

(
P̃Ai(t, v, t− t0)

t−t0−1∏
h=1

(
1− P̃Di(t, v, h)− P̃Ai(t, v, h)

))
,

Ñact(t, v) = Ñact(t− 1, v)− Ñdef(t, v)− Ñattr(t, v).

Âåëè÷èíó îæèäàåìûõ êðåäèòíûõ ïîòåðü äëÿ àêêàóíòîâ, àêòèâíûõ íà
äàííûé ìîìåíò t0, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CECL(t0) =
∑
t>t0

∑
v

∑
i

(
ẼADi(t, v, t− t0)P̃Di(t, v, t− t0)×

×
t−t0−1∏
h=1

(
1− P̃Di(t, v, h)− P̃Ai(t, v, h)

))
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü DTSM ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îöåíêó òåêóùèõ
îæèäàåìûõ êðåäèòíûõ ïîòåðü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçâåñòíà ýêñòðàïî-
ëÿöèÿ ôóíêöèé ĤPD(t), ĤPA(t), ĤEAD(t) íà âåñü ïåðèîä ñóùåñòâîâàíèÿ
àêêàóíòîâ, àêòèâíûõ íà òåêóùóþ äàòó t0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèé ôóíêöèé Ĥ(t) îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä. Èñïîëüçóÿ åæåãîäíûé êðàòêîñðî÷íûé ïðîãíîç ïî
ìàêðîýêîíîìè÷åñêèì ïîêàçàòåëÿì, âûïóñêàåìûé Ôåäåðàëüíîé Ðåçåðâíîé
Ñèñòåìîé, îñóùåñòâëÿåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ôóíêöèè Ĥ(t) íà äâóõëåòíèé
ïåðèîä íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t0 , èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû βi,
âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (4.59). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàëüíåéøåé
ýêñòðàïîëÿöèè íà ïåðèîä ñóùåñòâîâàíèÿ àêêàóíòîâ, àêòèâíûõ íà ìîìåíò
t0 , èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ðåãðåññèè ê ñðåäíåìó íà îñíîâå ìîäåëè Âàñè÷åêà:
èñêîìàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ôóíêöèè Ĥ(t) çàäàåòñÿ íà îñíîâå îäíîìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà

dx(t) = θ(µ− x(t))dt + σdW (t), (4.61)

ãäå µ � äîëãîñðî÷íîå ñðåäíåå; θ > 0 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñêî-
ðîñòü âîçâðàòà ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ; σ > 0 � ïàðàìåòð âîëàòèëüíîñòè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.61) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(τ) = x0 çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

x(t) = x0e
−θ(t−τ) + µ(1− e−θ(t−τ)) + σ

∫ t

τ

e−θ(t−s)dW (s),

à â êà÷åñòâå ýêñòðàïîëèðóþùåé êðèâîé âûáèðàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ðåøåíèÿ E(x(t)) = x0e

−θ(t−τ) + µ(1 − e−θ(t−τ)), ãäå τ = t0 + 24 �
ìîìåíò íà÷àëà äîëãîñðî÷íîé ýêñòðàïîëÿöèè.

Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè êîìïîíåíò APC-äåêîìïîçèöèè
Ïîñêîëüêó äèñêðåòíûå ïåðåìåííûå a, v , t ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ìàòðèöà X ñêîðèíãîâûõ ôàêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðåãðåññèîííîé ìî-
äåëè APC-äåêîìïîçèöèè Y = XB + ε, Y ∈ Rm, X ∈ Rm×n, ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííîé, ò. å. det(XTX) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè íåïðèìåíèì, òàê êàê çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè arg minB ‖XB − Y ‖2

2 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.
Ñðåäè ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåãóëÿðèçàöèåé íåêîððåêòíîé çàäà÷è,

ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå: 1) ãðåáíåâóþ ðåãðåññèþ (Ridge Regression),

äàþùóþ îöåíêó B̂RR = arg minB(‖XB−Y ‖2
2 +γ‖B‖2

2) = (A+γI)−1X>Y ;

2) ðåãðåññèþ Ëàññî (Lasso Regression) ñ îöåíêîé B̂LR = arg minB(‖XB −
− Y ‖2

2 + γ‖B‖1), ãäå γ > 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.
Ñóùåñòâóþò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà âûäåëåíèè íàèáîëåå ¾âëèÿòåëü-

íûõ¿ ñêîðèíãîâûõ ôàêòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùèå:
1) ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (Principal Components Regression), îñíî-

âàííûé íà íàõîæäåíèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A = X>X,
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ò. å. A = V D2S, ãäå ìàòðèöû V, S îðòîãîíàëüíûå è ñîñòîÿò ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ vi ìàòðèöû A> è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
si ìàòðèöû A ; D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëîæèòåëü-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 > . . . > λr ìàòðèöû A. Â êà÷åñòâå îöåíêè
âûáèðàåòñÿ ñóììà p ïåðâûõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò:

B̂PCR =

p∑
i=1

b̂i =

p∑
i=1

v>i Y

λi
si,

ãäå p � ïàðàìåòð ðåãðåññèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = rank(A) ïîëó÷àåì

B̂PCR = A+X>Y,

ãäå A+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà Ìóðà�Ïåíðîóçà, äàþùóþ ðåøåíèå çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè

arg min
B
‖XB − Y ‖2

2 = A+X>Y ;

2) ìåòîä íàèìåíüøèõ ÷àñòíûõ êâàäðàòîâ (Partial Least Square
Regression), îñíîâàííûé íà íàõîæäåíèè ìàòðèöû T , ñîñòîÿùåé èç p ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ti èç ÷èñëà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ
ñêîðèíãîâûõ ôàêòîðîâ X , òàê, ÷òî âåêòîðà ti èìåþò íàèáîëüøèå âîç-
ìîæíûå ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ñ ëåâîé ÷àñòüþ Y è óæå
ïîñòðîåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû T. Íà âòîðîì ýòàïå ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåãðåññèè ñ íåâûðîæäåí-
íîé ìàòðèöåé T (ò. å. det(T>T ) 6= 0 ).

Ìåòîä íàèìåíüøèõ ÷àñòíûõ êâàäðàòîâ äàåò îöåíêó:

B̂PLSR = arg min
B∈K
‖XB − Y ‖2

2,

ãäå K � ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà, ò. å. ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
âåêòîðàìè z, Az, . . . , Ap−1z.

Èçâåñòíû òàêæå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåîäíîçíà÷íîé èäåíòè-
ôèêàöèè APC-äåêîìïîçèöèè ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿöèé Ìîíòå-Êàðëî äëÿ öå-
ïåé Ìàðêîâà [274].

Çàìå÷àíèå 4.2. Òàê êàê ïåðåìåííûå PD, PA ïîä÷èíåíû áèíîìè-
àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ äåêîìïîçèöèé äëÿ ýòèõ ïå-
ðåìåííûõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ïðèìåì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ â îòíîøåíèè ôóíêöèé H(t), G(v) :
1) ôóíêöèÿ G(v) íå ñîäåðæèò ëèíåéíîãî òðåíäà;
2) ôóíêöèÿ H(t) íå ñîäåðæèò ëèíåéíîãî òðåíäà è èìååò íóëåâîå

ñðåäíåå.
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Ïðîáëåìà íåãëàäêîé ýêñòðàïîëÿöèè ïðîöåññàìè
Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà è äâóìåðíûå ïðîöåññû Îðíøòåéíà�
Óëåíáåêà

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âìåñòî ýêñòðàïîëÿöèè ôóíêöèè Ĥ(t) íåîáõîäèìî
ñòðîèòü ýêñòðàïîëÿöèè ñàìèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ è çàòåì èñïîëü-
çîâàòü ýêñòðàïîëèðîâàííûå ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêî-
íîìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè H(t). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñïîëü-
çóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Di� (äèñêðåòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñ çàäàííûìè
ëàãàìè) âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ðàçðûâîâ (ñêà÷êîâ) ó ïðåîáðàçîâàííûõ
ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðèìåíåíèå îäíîìåðíûõ
ïðîöåññîâ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê ýêñòðàïîëÿöèè
ñ èçëîìîì â òî÷êå íà÷àëà ýêñòðàïîëÿöèè. Íàëè÷èå òàêèõ èçëîìîâ ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ïðîãíîçàì, íåñîãëàñóþùèìñÿ ñ ðåàëüíîñòüþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â [170] áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ äâóìåðíûõ ïðîöåññîâ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà. Ïåðåéäåì ê èçëîæå-
íèþ äàííîãî ðåçóëüòàòà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

dx(t) = (θ(µ− x(t)) + v(t))dt,

dv(t) = −θ1v(t)dt + σdW (t),

ãäå µ � äîëãîñðî÷íîå ñðåäíåå; σ > 0 � êîýôôèöèåíò âîëàòèëüíîñòè; θ,
θ1 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, θ 6= θ1.

Ïðîöåññ x(t), óäîâëåòâîðÿþùèé äàííîé ñèñòåìå, çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

x(t) = µ+ C1e
−θt + C2e

−θ1t +
σ

θ− θ1

t∫
0

(e−θ1(t−s) − e−θ(t−s))dW (s).

Âû÷èñëèâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïðîöåññà x(t),
èìååì

E(x(t)) = µ+ C1e
−θt + C2e

−θ1t → µ,

D(x(t)) =
σ2

2θθ1(θ+ θ1)

(
1− (θe−θ1t − θ1e

−θt)2 + θθ1(e
−θ1t − e−θt)2

(θ− θ1)2

)
→

→ σ2

2θθ1(θ+ θ1)

ïðè t→∞.
Íàèëó÷øåé îöåíêîé ïðîöåññà x(t) ÿâëÿåòñÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå
x̂(t) = µ+ C1e

−θt + C2e
−θ1t.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t) äèñêðåòíûé âðåìåííîé ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé
ôóíêöèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ýêñòðàïîëèðîâàòü. Ïóñòü t0 = n � òî÷êà
íà÷àëà ýêñòðàïîëÿöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

x̂(n) = µ+ C1e
−θn + C2e

−θ1n = y(n),

x̂(n)−x̂(n−1) = C1(e
−θn−e−θ(n−1))+C2(e

−θ1n−e−θ1(n−1)) = y(n)−y(n− 1).

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

C2 =
y(n− 1)− µ− (y(n)− µ)eθ

e−θ1n(eθ1 − eθ)
, C1 = (y(n)− µ)eθn − C2e

(θ−θ1)n.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî
t0 = n = 0 . Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû µ, σ îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî âðåìåííûì ðÿäîì y(t). Ïàðàìåòðû θ è θ1 ñâîáîäíûå. Ìåíüøèé èç
ýòèõ ïàðàìåòðîâ (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè θ < θ1 ) çàäàåò ñêîðîñòü âîç-
âðàòà ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ µ. Ïàðàìåòð θ1 ìîæåò áûòü íàéäåí ïóòåì ìè-
íèìèçàöèè âåëè÷èíû

∑
ti∈[t0−δ,t0]

‖x̂(ti)−y(ti)‖2 ïðè íåáîëüøîì çíà÷åíèè δ.

Îòìåòèì, ÷òî x̂(t) ∼ µ+ C1e
−θn, t→∞. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè áîëü-

øèõ t ïðîöåññû Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà âòîðîãî ïîðÿäêà áëèçêè ê àíàëî-
ãè÷íûì îäíîìåðíûì ïðîöåññàì, íî ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ýêñòðàïîëÿöèè áåç
èçëîìîâ.
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ÃËÀÂÀ 5

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

5.1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ
íåîãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ðàññìàòðèâàåì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, çíà÷åíèÿ-
ìè êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå, íå îáÿçàòåëüíî îãðà-
íè÷åííûå è íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàíû äâå òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé. Â ïåðâîé òåîðåìå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå èñïîëüçóþòñÿ ëîìàíûå Ýéëåðà, âî âòîðîé � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé. Âìåñòî òðàäèöèîííîãî â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëîæå-
íèÿ ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîñòè êîýôôèöèåíòîâ âêëþ÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ
áîëåå ïðèåìëåìûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ óñëîâèÿ.

Ïóñòü Y è U � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà;
(Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì Ft; T = [0, 1];
PT � (Ft) -ïðåäñêàçóåìàÿ σ -àëãåáðà íà T × Ω; Q � îãðàíè÷åííûé
ñèììåòðè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð íà U ; L0

2 �
ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà B : U0 → Y ñ íîðìîé
‖B‖= (

∑∞
i=1 ‖Bui‖2)1/2, ãäå ui � ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå U0 = Q1/2U, ñîñòîÿùåì èç ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà U, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîòîðîì çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: 〈u, v〉 = 〈Q−1/2u,Q−1/2v〉; W (t) � (Ft) -ñîãëàñîâàííûé Q -
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â U ; (X, ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü q : [0, 1]×Ω×Y → cl(Y ), g : [0, 1]×Ω×Y → cl(L0
2), f : [0, 1]×

× Ω × Y → conv(Y ) � ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (â ýòîì ïàðàãðàôå
äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ îòðåçîê [0, 1] âìåñòî [0, a] è äîêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé íà îòðåçêå [0, 1] ), η : Ω→ Y � (F0) -èçìåðèìàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx(t,ω) ∈ ((f(t,ω, x(t,ω))+q(t,ω, x(t,ω))) dt+g(t,ω, x(t,ω)) dW (t,ω)).
(5.1)
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Â îáùåì ñëó÷àå, ïåðåñå÷åíèå ïîëóíåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûì îòîáðàæåíèåì, òàê æå êàê è ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé
ìîæåò áûòü íåèçìåðèìûì. Òàê êàê â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïîëóíåïðåðûâíûõ è èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé, òî ìû âíà÷àëå
äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü Z � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : T×Ω×X → P(Z) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì
îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè, åñëè îíî α -íåïðåðûâíî ïî x ïðè êàæäûõ
(t,ω) ∈ T × Ω, (PT ) -èçìåðèìî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X.

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : T×Ω×X → P(Z) ÿâëÿåòñÿ
(Ft) -ïðåäñêàçóåìûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè, ôóíêöèÿ
y : T × Ω → X � (Ft) -ïðåäñêàçóåìà. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
(t,ω)→ f(t,ω, y(t,ω)) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè óñòà-
íîâëåíî â ëåììå 1.5 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.14. Èñïîëüçóÿ òî æå äîêàçà-
òåëüñòâî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî è ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Γ : T × Ω → cl(X) è r :
T × Ω → R+, r(t,ω) > 0, � (Ft) -ïðåäñêàçóåìû, ìíîæåñòâî
Γ(t,ω)

⋂
B(0, r(t,ω)) íåïóñòî ïðè âñåõ (t,ω). Òîãäà îòîáðàæåíèå

(t,ω)→ F (t,ω) = Γ(t,ω)
⋂

B(0, r(t,ω)) òàêæå (Ft)-ïðåäñêàçóåìî.

Äåéñòâèòåëüíî, (Ft) -ïðåäñêàçóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ Γ(t,ω)
⋂⋂

B(0, r(t,ω)) ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì x âûòåêàåò èç ëåìì 1.1, 1.7
è çàìå÷àíèÿ 1.14. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå (çàìå÷àíèå 1.9), ýòî æå ñâîéñòâî
èìååò ìåñòî è äëÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Γ(t,ω)

⋂
B(0, r(t,ω)). �

Ëåììà 5.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Γ : X → comp(Z) α -íåïðåðûâíî,
Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñëè ìíîæåñòâî Γ(x)

⋂
B(0, ‖x‖ +

+ a), a ∈ R+, íåïóñòî ïðè êàæäîì x ∈ X , òî îòîáðàæåíèå F : X →
comp(Z), â êîòîðîì F (x) = Γ(x)

⋂
B(0, ‖x‖+a) òàêæå α -íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó îòîáðàæåíèÿ x →
→ Γ(x)

⋂
B(0, ‖x‖+a) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 14.4 [121], à îòîáðàæåíèÿ

F (x) � èç ñëåäñòâèÿ 14.4 [121]. Îòîáðàæåíèå F (x) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåð-
õó ïî òåîðåìå 14.10 [121]. Òåïåðü α -íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ F (x)
âûòåêàåò èç òåîðåìû 14.5 [121]. �

Ëåììà 5.3 [188, ñ. 105�106, 115�116]. Åñëè
∫ 1

0 ‖u(s,ω)‖2ds < +∞
äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a > 0, b > 0 èìååì

P

(
sup
t∈[0,1]

‖
∫ t

0

u(s,ω)dW (s)‖ > a

)
6

b

a2
+ P

( ∫ 1

0

‖u(s,ω)‖2ds > b
)
. �
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Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîä ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (5.1) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì η(ω) ïîíèìàåì íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t,ω),
t ∈ [0, 1], îïðåäåëåííûé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ
ïîòîêîì Ft , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: à) x(t,ω) � (Ft) - ïðåä-
ñêàçóåìûé ïðîöåññ; á) ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé (Ft) -
ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ ξ(t,ω) òàêîé, ÷òî äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω
îòîáðàæåíèå ξ(t,ω) (µ) -ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìî è ξ̇(t,ω) ∈
∈ f(t,ω, x(t,ω)) äëÿ (µ) -ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1]; â) ñóùåñòâóþò (Ft) -
ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû v(t,ω), u(t,ω) òàêèå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

1∫
0

‖v(s,ω)‖ds <∞,

1∫
0

‖u(s,ω)‖2ds <∞,

è
v(t,ω) ∈ q(t,ω, x(t,ω)), u(t,ω) ∈ g(t,ω, x(t,ω))

äëÿ (µ×P ) -ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1]×Ω; ã) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî
t ∈ [0, 1]

x(t,ω) = η(ω) + ξ(t,ω) +

∫ t

0

v(s,ω)ds +

∫ t

0

u(s,ω)dW (s),

ãäå ïåðâûé èíòåãðàë ïðè êàæäîì ω ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Áîõíåðà, à
âòîðîé � ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ q : [0, 1]× Ω× Y → Y, g : [0, 1]×
×Ω× Y → L0

2 è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1]×Ω× Y → conv(Y )
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Q), åñëè îòîáðàæåíèÿ q è g ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì x ÿâëÿþòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûìè; ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå f ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè, êðîìå
òîãî:

à) ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå (Ft) -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû
β(t,ω) > 1 , b(t,ω) > 0 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

E
( 1∫

0

β2(t,ω)dt
)
<∞, E

( 1∫
0

b2(t,ω)dt
)
<∞,

è òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0, 1], x ∈ Y, ω ∈ Ω ìíîæåñòâî
f(t,ω, x)

⋂
B(0,β(t,ω)‖x‖+b(t,ω)) íåïóñòî è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖q(t,ω, x)‖ 6 β(t,ω)‖x‖+ b(t,ω),

‖g(t,ω, x)‖ 6 β(t,ω)‖x‖+ b(t,ω);
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á) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå îòîáðàæåíèå k(t,ω, a) > 0, îïðåäåëåí-
íîå íà [0, 1] × Ω × R+, êîòîðîå ïðè êàæäîì a ∈ R+ ÿâëÿåòñÿ (Ft) -
ïðåäñêàçóåìûì ïðîöåññîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

E
( 1∫

0

k2(t,ω, a)dt
)
<∞,

è òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ a ∈ R+, t ∈ [0, 1], z ∈ Y, y ∈ Y, ‖z‖6a, ‖y‖6a,ω ∈ Ω
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

‖q(t,ω, y)− q(t,ω, z)‖ 6 k(t,ω, a)‖y − z‖,

‖g(t,ω, y)− g(t,ω, z)‖ 6 k(t,ω, a)‖y − z‖,
2〈(y− z), (d1−d2)〉6k2(t,ω, a)‖y− z‖2 ∀d1 ∈ F (t,ω, y),∀d2 ∈ F (t,ω, z),

ãäå F (t,ω, x) = f(t,ω, x)
⋂

B(0,β(t,ω)‖x‖+ b(t,ω)).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ q : [0, 1] × Ω ×

× Y → cl(Y ), g : [0, 1] × Ω × Y → cl(L0
2) è f : [0, 1] × Ω ×

× Y → conv(Y ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ R), åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâ-
ëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè,
ïðîöåññû q(·, ·, x) è g(·, ·, x) ÿâëÿþòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûìè ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì x ; ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ k1 > 1 è âåùåñòâåí-
íûé (Ft) -ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ b1(t,ω) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

E
( 1∫

0

b2
1(t,ω)dt

)
<∞, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0, 1], z ∈ Y, y ∈ Y, ω ∈ Ω

ìíîæåñòâà f(t,ω, x)
⋂
B(0, k1‖x‖ + b1(t,ω)), q(t,ω, x)

⋂
B(0, k1‖x‖ +

+ b1(t,ω)), g(t,ω, x)
⋂
B(0, k1‖x‖+ b1(t,ω)) � íåïóñòûå è âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà
(α(Q(t,ω, y), Q(t,ω, z))) 6 k1‖y − z‖,
(α(G(t,ω, y), G(t,ω, z))) 6 k1‖y − z‖, (5.2)

2〈(y − z), (d1 − d2)〉 6 k2
1‖y − z‖2 ∀d1 ∈ F (t,ω, y),∀d2 ∈ F (t,ω, z),

ãäå Q(t,ω, x) = q(t,ω, x)
⋂
B(0, k1‖x‖ + b1(t,ω)), G(t,ω, x) =

= g(t,ω, x)
⋂

B(0, k1‖x‖+b1(t,ω)), F (t,ω, x) = f(t,ω, x)
⋂

B(0, k1‖x‖+
+ b(t,ω)).

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ q : [0, 1]×Ω×Y → Y, g : [0, 1]×
×Ω×Y → L0

2 è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1]×Ω×Y → conv(Y )
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Q). Òîãäà äëÿ ëþáîãî (F0) -èçìåðèìîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà η(ω) âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò ðåøåíèå x(t,ω) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì η(ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðîöåññ xn(t,ω) íà îòðåçêå [0, 1]
ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïðîìåæóòêå [t0n, t

1
n], t0n = 0, t1n = 1/n,

ïîëîæèì xn(t,ω) = η(ω) +
∫ t

0 z
0
n(s,ω)ds +

∫ t

0 q(s,ω,η(ω))ds +

+
∫ t

0 g(s,ω,η(ω))dW (τ), ãäå z0
n(t,ω) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìûé ñåëåêòîð

îòîáðàæåíèÿ F (t,ω,η(ω)) (îòîáðàæåíèå F îïðåäåëåíî â óñëîâèè Q)); íà

îòðåçêå [t1n, t
2
n], t2n = t1n+1/n, ïóñòü xn(t,ω) = xn(t1n,ω)+

∫ t

t1n
z1
n(s,ω)ds +

+
∫ t

t1n
q(s,ω, xn(t1n,ω))ds +

∫ t

t1n
g(s,ω, xn(t1n,ω))dW (s), ãäå z1

n(t,ω) �

(Ft) -ïðåäñêàçóåìûé ñåëåêòîð äëÿ F (t,ω, xn(t1n,ω)). Ïîêàæåì ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîöåññîâ z0

n(t,ω) è z1
n(t,ω) ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïî ëåì-

ìàì 5.1, 5.2 îòîáðàæåíèå F (t,ω, x) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì îòîá-
ðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1 ôóíêöèè F (t,ω,η(ω))
è F (t,ω, xn(t1n,ω)) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìû. Òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå ñåëåê-
òîðîâ z0

n(t,ω), z1
n(t,ω) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1, à èõ èíòåãðèðóåìîñòü

ïî Áîõíåðó âìåñòå ñ ïðîöåññàìè q(s,ω,η(ω)), q(s,ω, xn(t1n,ω)) ïðè
êàæäîì ω è ñòîõàñòè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïðîöåññîâ g(s,ω,η(ω)),
g(s,ω, xn(t1n,ω)) âûòåêàþò èç íåðàâåíñòâ ‖z0

n(t,ω)‖ 6 β(t,ω)‖η(ω)‖ +
+ b(t,ω), ‖z1

n(t,ω)‖ 6 β(t,ω)‖x(t1n,ω)‖ + b(t,ω) è óñëîâèé òåîðåìû.
Ïðîäîëæàÿ òàêèå ïîñòðîåíèÿ äàëüøå, â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì ïðîöåññ
xn(t,ω), îïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [0, 1], êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xn(t,ω) = η(ω) +

t∫
0

zn(s,ω)ds +

t∫
0

q(s,ω, xn(κn(s),ω)) ds +

+

t∫
0

g(s,ω, xn(κn(s),ω)) dW (s),

ãäå zn(t,ω), t ∈ [0, 1], � ïðîöåññ, êîòîðûé íà ïðîìåæóòêå [ti−1
n , tin) ðàâåí

zi−1
n (t,ω), i = 1, . . . , n, κn(t) =

[
[tn]
]

n

([
[tn]
]
� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà tn

)
.

Ïóñòü τan = inf{t > 0 : ‖xn(t,ω)‖ > a}, pn(t,ω) = xn(κn(t),ω)− xn(t,ω).
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà pn(t,ω) ñëåäóåò, ÷òî åãî ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

−pn(t,ω) =

t∫
κn(t)

(zn(s,ω) + q(s,ω, xn(κn(t),ω)) ds +

+

t∫
κn(t)

g(s,ω, xn(κn(t),ω)) dW (s,ω).
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Ïóñòü bn(t,ω) = ‖pn(t,ω)1An
(t,ω)‖ , ãäå An = {(t,ω) : 0 6 t 6 τan}. Èñ-

ïîëüçóÿ ëåììó 5.3, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì a > 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0
è äëÿ t ∈ [κn(t), κn(t) + 1/n) èìååì íåðàâåíñòâî

P
{
bn(t,ω) > 2ε

}
6 P

{ t∫
κn(t)

2((β(s,ω)a + b(t,ω))ds > ε

}
+

+ P

{ t∫
κn(t)

(2(a2β2(s,ω) + b2(s,ω)))ds > ε2

}
+

+
1

ε2
E(

t∫
κn(t)

(2(a2β2(s,ω) + b2(s,ω)))ds). (5.3)

Íåðàâåíñòâî (5.3) ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì Q) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè êàæäîì
t ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

bn(t,ω)
P→

n→∞
0. (5.4)

Ïîñêîëüêó bn(t,ω)62a, òî èç (2.14), èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè è òåîðåìó
Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ R+

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

( 1∧τan∫
0

‖pn(t,ω)‖dt
)

= lim
n→∞

1∫
0

E(bn(t,ω))dt = 0. (5.5)

Äàëåå ôèêñèðóåì íà âðåìÿ n,m, a è ïîëàãàåì

z(t) = xn(t,ω), y(t) = xm(t,ω), p(t) = pn(t,ω), q(t) = pm(t,ω),

α(t, a,ω) =

t∫
0

k2(s, a,ω)ds, ψ(t) = exp(−4α(t, a,ω)), γn,m = τan ∧ τam.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, èìååì

ψ(t ∧ γn,m)‖z(t ∧ γn,m)− y(t ∧ γn,m)‖2 =

=

t∧γn,m∫
0

ψ(s)
[
− 4k2(s, a,ω)‖z(s)− y(s)‖2 +
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+ 2〈(z(s)−y(s), zn(s)−zm(s)+(f(s,ω, z(s)+p(s))−f(s,ω, y(s)+q(s)))〉+
+‖g(s,ω, z(s) + p(s))− g(s,ω, y(s) + q(s)))‖2

)]
ds +

+

t∧γn,m∫
0

ψ(s)〈(z(s)−y(s)), (g(s,ω, z(s)+p(s))−g(s,ω, y(s)+q(s)))dW (s)〉.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Q) ïîëó÷àåì

ψ(t∧γn,m)‖z(t∧γn,m)−y(t∧γn,m)‖2
6

t∧γn,m∫
0

λ(s, a,ω)(‖p(s)‖+‖q(s)‖)ds +

+

t∧γn,m∫
0

ψ(s)〈(z(s)−y(s)), (g(s,ω, z(s)+p(s))−g(s,ω, y(s)+q(s)))dW (s)〉,

ãäå λ(t, a,ω) = 40ak2(t, a,ω) +aβ(t,ω) +β(t,ω). Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäû-
äóùèì îáîçíà÷åíèÿì, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ è
äëÿ ëþáîãî (Ft) -ìîìåíòà îñòàíîâêè τ, 0 6 τ 6 γn,m, èìååì íåðàâåíñòâî

E(exp(−4α(τ, a,ω)‖xn(τ,ω)− xm(τ,ω)))‖2
6

6E

( 1∧τan∫
0

λ(s, a,ω)‖pn(s,ω)‖ds +

1∧τam∫
0

λ(s, a,ω)‖pm(s,ω)‖ds
)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì a ∈ R+ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

( 1∧τan∫
0

‖pn(t,ω)‖λ(t, a,ω)dt

)
= 0. (5.6)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà
â (2.7) â âèäå

E

( 1∧τan∫
0

‖pn(t,ω)‖λ(t, a,ω)dt

)
= E

( 1∧τan∫
0

‖pn(t,ω)‖λ(t, a,ω)×

×1B1i
(t,ω)dt

)
+ E

( 1∧τan∫
0

‖pn(t,ω)‖λ(t, a,ω)1B2i
(t,ω)dt

)
, (5.7)
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ãäå B1i = {(t,ω) : λ(t, a,ω) > i}, B2i = {(t,ω) : λ(t, a,ω)6i}. Ïîñêîëüêó

E(
1∫

0

λ(t, a,ω)ds) < +∞, òî

lim
i→∞

(µ× P )
{

(t,ω) ∈ [0, 1]× Ω : λ(t, a,ω) > i
}

= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü i òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (5.7) îêàçàëîñü áû ìåíüøå ε

2 . Çàôèêñè-
ðóåì òàêîå i, à çàòåì, èñïîëüçóÿ (5.5), âûáåðåì íîìåð Nε òàê, ÷òî âòîðîå
ñëàãàåìîå â (2.8) áûëî áû ìåíüøå ε

2 ïðè n > Nε, îòñþäà è èç ðàâåíñòâà
(5.7) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.6).

Ïî ëåììå 2.1

sup
06t61∧γn,m

exp(−4α(t, a,ω))‖xn(t,ω)− xm(t,ω)‖2 P→
n,m→∞

0.

Ìíîæèòåëü exp(−4α(t, a,ω)) ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îí íå çàâèñèò îò
n,m. Òàêèì îáðàçîì,

sup
06t61∧γn,m

‖xn(t,ω)− xm(t,ω)‖ P→
n,m→∞

0. (5.8)

Ïîëîæèì ψ1(t,ω) = exp(−4
∫ t

0 β
2(s,ω)ds−‖η(ω)‖). Èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëó Èòî, èìååì

ψ1(t ∧ τan,ω)‖xn(t ∧ τan,ω)‖2 = exp(−‖η(ω)‖)‖η(ω)‖2 +

+

t∧τan∫
0

((−4)β2(s,ω)ψ1(s,ω)‖xn(s,ω)‖2 + 2ψ1(s,ω)(〈xn(s,ω), zn(s,ω) +

+q(s,ω, xn(κn(s),ω))〉‖+ ‖g(s,ω, xn(κn(s),ω))‖2)ds +

+

t∧τan∫
0

2ψ1(s,ω)〈xn(s,ω), g(s,ω, xn(κn(s),ω))dW (s)〉 6

6 exp(−‖η(ω)‖)‖η(ω)‖2 +

t∧τan∫
0

ψ1(s,ω)(2ab(s,ω) + 2b2(s,ω)+

+ 2aβ(s,ω)(1 + 4β(s,ω))‖pn(s,ω)‖)ds +

+

t∧τan∫
0

2ψ1(s,ω)〈xn(s,ω), g(s,ω, xn(κn(s),ω))dW (s)〉.
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Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè τ, 06τ61∧τal , èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî

E(ψ1(τ,ω)‖xn(τ,ω)‖2) 6M1 + E(

1∧τan∫
0

λ1(s,ω, a)‖pn(s,ω)‖ds), (5.9)

ãäå M1 = E(exp(−‖η(ω)‖)‖η(ω)‖2) + E(
∫ 1

0 2ψ1(s,ω)(2ab(s,ω) +
+ 2b2(s,ω)ds), λ1(t,ω, a) = ψ1(t,ω)2aβ(s,ω)(1 + 4β(s,ω)). Ñîîòíîøå-
íèå (2.7) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè λ(s,ω, a) çàìåíèòü íà λ1(s,ω, a),
ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ν(a) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

l>ν(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E(
1∧τan∫

0

λ1(t,ω, a)‖pn(t,ω)‖dt)61. Îòñþ-

äà, èç íåðàâåíñòâà (5.9) è èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > ν(a),
d > 0

P

{
sup

t61∧τal
ψ1(t,ω)‖xn(t,ω)‖2

> d

}
6
M1 + 1

d
,

ïîýòîìó

sup
n>ν(a)

P

{
sup

t61∧τan
ψ1(t,ω)‖xn(t,ω)‖2

> a

}
6

2(M1 + 1)

a
.

Cëåäîâàòåëüíî,

lim
a→+∞

sup
n>ν(a)

P

{
sup

t61∧τan
ψ1(t,ω)‖xn(t,ω)‖2

> a

}
= 0. (5.10)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.10) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
a→∞

sup
n>ν(a)

P{τan < 1} = 0. (5.11)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàâåíñòâî (5.11) íå èìååò ìåñòà,
òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî r0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
mi → +∞, ni >ν(mi) òàêèå, ÷òî P{τmi

ni
< 1}> r0 ïðè âñåõ i ∈ N. Îòñþäà

è èç ñîîòíîøåíèÿ (5.10) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå ñîîòíîøåíèå

0 = lim
a→+∞

sup
n>ν(a)

P

{
sup

t61∧τan
ψ1(t,ω)‖xn(t,ω)‖2

> a

}
>

> lim sup
i→+∞

P
{

sup
t61∧τmi

ni

ψ1(t,ω)‖xni
(t,ω)‖2

>mi

}
>

> lim sup
i→+∞

P
{
ψ1(τ

mi
ni
,ω)‖xni

(τmi
ni
,ω)‖2

>mi, τ
mi
ni

< 1
}
>
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> lim sup
i→+∞

P
{
ψ1(1,ω)mi > 1, τmi

ni
< 1} > 0.

Èç ñîîòíîøåíèé (5.8) è (5.11) èìååì

sup
06t61

‖xn(t,ω)− xm(t,ω)‖ P→
n,m→∞

0. (5.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xn : Ω →
→ C([0, 1], Y ), ãäå C([0, 1], Y ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé y : [0, 1] → Y ñ íîðìîé sup

t∈[0,1]

‖y(t)‖, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ïî âåðîÿòíîñòè. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ïðîöåññ x : [0, 1]×Ω→ Y
òàêîé, ÷òî

sup
t∈[0,1]

(‖xn(t,ω)− x(t,ω)‖) P→
n→∞

0.

Ïðîöåññ x(t,ω) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì, òàê êàê òàêèìè ÿâëÿþòñÿ
ïðîöåññû xn(t,ω) .

ßñíî òàêæå, ÷òî

sup
t∈[0,1]

(‖xn(κn(t),ω)− x(t,ω)‖) P→
n→∞

0. (5.13)

Ïóñòü b ∈ R+, τb(ω) = inf{t > 0 : ‖x(t,ω)‖ > b}. Ñóùåñòâóþò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xni

(κni
(s),ω) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn(κn(s),ω),

è ìíîæåñòâî Ω1, P (Ω1) = 1, òàêèå, ÷òî xni
(κni

(s),ω) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïî s ∈ [0, 1] ïðè êàæäîì ω ∈ Ω1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëåáåãà î
ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè è óñëîâèå Q), äëÿ âñÿêîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè
τ, 0 6 τ 6 1, èìååì

lim
i→∞

E

( τ∧τb∧τb+1
ni∫

0

‖g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))− g(s,ω, x(s,ω))‖2ds

)
6

6 lim
i→∞

E

( τ∧τb∧τb+1
ni∫

0

k2(s,ω, b+ 1)‖xni
(κni

(s),ω)−x(s,ω)‖2ds

)
= 0. (5.14)

Ñîãëàñíî ëåììå 5.3 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a > 0, b > 0

P

(
sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥
t∧τb∧τb+1

ni∫
0

(g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))− g(s,ω, x(s,ω)))dW (s)

∥∥∥∥ > a

)
6
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6
b

a2
+ P

( 1∧τb∧τb+1
ni∫

0

‖g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))− g(s,ω, x(s,ω))‖2ds > b

)
.

(5.15)
Ïî ëåììå 2.1

P

( 1∧τb∧τb+1
ni∫

0

‖g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))− g(s,ω, x(s,ω))‖2ds > b

)
6

6
1

b
E

( 1∧τb∧τb+1
ni∫

0

k2(s,ω, b + 1)‖xni
(κni

(s),ω)− x(s,ω)‖2ds

)
. (5.16)

ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ > 0

P

(
sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥
t∧τb∫
0

(g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))− g(s,ω, x(s,ω)))dW (s)

∥∥∥∥ > λ

)
6

6 P

(
sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥
t∧τb∧τb+1

ni∫
0

(g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))−g(s,ω, x(s,ω)))dW (s)

∥∥∥∥ > λ

)
+

+ P (τb > τb+1
ni

). (5.17)

Èç íåðàâåíñòâ (5.14)�(5.17) âûòåêàåò

P

(
sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥
t∧τb∫
0

(g(s,ω, xni
(κni

(s),ω))−g(s,ω, x(s,ω)))dW (s)

∥∥∥∥ > λ

)
→

i→+∞
0.

Äëÿ íåêîòîðûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnim
(κnim

(t),ω) è ìíîæåñòâà
Ω2 ⊂ Ω1, P (Ω2) = 1, ïðè êàæäîì ω ∈ Ω2 âûïîëíÿåòñÿ

lim
m→∞

t∧τb∫
0

g(s,ω, xnim
(κnim

(s),ω))dW (s) =

=

t∧τb∫
0

g(s,ω, x(s,ω))dW (s) (5.18)
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ïîòî÷å÷íî ïî t ∈ [0, 1]. Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Q) äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω2

èìååì

lim
m→∞

sup
t∈[0,1]

t∫
0

‖q(s,ω, xnim
(κnim

(s),ω))− q(s,ω, x(s,ω))‖ds 6 (5.19)

6 lim
m→∞

sup
t∈[0,1]

t∫
0

k(s,ω, L(ω) + 1)‖xnim
(κnim

(s),ω)− x(s,ω)‖ds 6

6 lim
m→∞

( 1∫
0

k2(s,ω, L(ω)+1)ds
)1/2( 1∫

0

‖xnim
(κnim

(s),ω)−x(s,ω)‖2ds
)1/2

=

=0, ãäå L(ω) = sup
t∈[0,1]

‖x(t,ω)‖.

Îáîçíà÷èì

ξnim
(t ∧ τb,ω) := xnim

(t ∧ τb,ω)− η(ω)−

−
t∧τb∫
0

q(s,ω, xnim
(κnim

,ω)) ds−
t∧τb∫
0

g(s,ω, xnim
(κnim

(s),ω)) dW (s),

ξb(t ∧ τb,ω) := x(t ∧ τb,ω)− η(ω)−

−
t∧τb∫
0

q(s,ω, x(s,ω)) ds−
t∧τb∫
0

g(s,ω, x(s,ω)) dW (s).

Èç ñîîòíîøåíèé (5.13), (5.18), (5.19) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì ω ∈
∈ Ω2 èìååì ξnim

(t ∧ τb,ω) →
m→∞

ξb(t ∧ τb,ω) ïîòî÷å÷íî ïî t ∈ [0, 1 ∧ τb].

Òàê êàê ξnim
(t ∧ τb,ω) =

t∧τb∫
0

znim
(s,ω)ds , òî äëÿ âñÿêîãî ω ∈ Ω2 ïðè

(µ) -ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1∧ τb] èìååì ξ̇nim
(t,ω) = znim

(t,ω). Çàôèêñèðóåì

ω ∈ Ω2. Ìíîæåñòâî D := {xnim
(t,ω) : m ∈ N} ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1∧τb]

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â Y. Îòñþäà è èç α -íåïðåðûâíîñòè ïî x îòîáðàæå-
íèÿ F ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, 1 ∧ τb] ìíîæåñòâî
coF (t,ω, D) êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {znim

(t,ω) : m ∈ N}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ Ω2 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ξnim

(·,ω) íà îòðåçêå [0, 1 ∧ τb] óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-
âèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.19. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ξb(·,ω) ÿâëÿåòñÿ àáñî-
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ëþòíî íåïðåðûâíûì, (µ) -ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìûì è ξ̇b(t,ω) ∈
∈
⋂∞

k=1 co
⋃∞

m=k znim
(t,ω) ∈ F (t,ω, x(t,ω)) äëÿ (µ) -ïî÷òè âñåõ t ∈

∈ [0, 1 ∧ τb].
Âîçüìåì ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bl →

l→+∞
+∞. Ïîñòðîèì

îòîáðàæåíèå ξ(t,ω), (t,ω) ∈ [0, 1] × Ω. Ïîëîæèì åãî íà ìíîæåñòâå
[0, τb1) × Ω ðàâíûì ξb1(t ∧ τb1,ω), ãäå ξb1(t ∧ τb1,ω), ïîñòðîåííîå âû-
øå îòîáðàæåíèå ξb(t ∧ τb,ω) ïðè b ðàâíîì b1. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xnim

(κnim
(t),ω), ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ξb2(t∧ τb2,ω), òàê æå

êàê áûëî ïîñòðîåíî ξb1(t ∧ τb1,ω). Íà ìíîæåñòâå [τb1, τb2)× Ω ïîëîæèì
ξ(t,ω) ðàâíûì ξb2(t∧τb2,ω) è ò. ä. Èç (5.11), (5.13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ (P ) -
ïî÷òè âñåõ ω äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim

l→∞
(τbl∧ t) =

= t. Ïîýòîìó ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ξ(t,ω) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå
[0, 1]× Ω (ñ÷èòàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ(t,ω) ðàâíî íóëþ â òåõ òî÷êàõ, â
êîòîðûõ îíî íå îïðåäåëåíî). Äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω äëÿ êàæäûõ l ∈ N
è t ∈ [0, 1] èìååì

x(t ∧ τbl,ω) = η(ω) + ξ(t ∧ τbl,ω) +

t∧τbl∫
0

q(s,ω, x(s,ω))ds +

+

t∧τbl∫
0

g(s,ω, x(s,ω))dW (s). (5.20)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.20) ïðè l → +∞, óáåæäàåìñÿ, ÷òî x(t,ω) �
ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (5.1). �

Çàìå÷àíèå 5.2. Åñëè â óñëîâèè Q) çàìåíèòü ñëåäóþùåå ïðåä-
ïîëîæåíèå: ïðè âñåõ t ∈ [0, 1], x ∈ Y, ω ∈ Ω ìíîæåñòâî
f(t,ω, x)

⋂
B(0,β(t,ω)‖x‖ + b(t,ω)) íåïóñòî, íà óñëîâèå f(t,ω, x) ⊂

⊂ B(0,β(t,ω)‖x‖ + b(t,ω)), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 5.1
âêëþ÷åíèå (5.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η(ω) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå, ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé x(t,ω), y(t,ω) òàêèõ, ÷òî x(0,ω) =
= y(0,ω) = η(ω) äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω, èìååì P{ sup

t∈[0,1]

‖x(t,ω) −

− y(t,ω)‖ > 0} = 0. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, êàê è â [68], ïîñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t,ω), êîòîðàÿ ïðè ÷åòíûõ n ðàâíà îäíîìó ðåøå-
íèþ x(t,ω) ïðè íå÷åòíûõ n � äðóãîìó y(t,ω) , à pn(t,ω) ≡ 0. Ðàñ-
ñóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (5.12), èç êîòîðîãî è âû-
òåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ q : [0, 1] × Ω ×
× Y → cl(Y ), g : [0, 1] × Ω × Y → cl(Y ), f : [0, 1] × Ω × Y → conv(Y )
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî (F0) -èçìåðèìîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà η(ω), E(‖η(ω)‖2) < +∞, âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò ðå-
øåíèå X(t,ω) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5.1 âûòåêàåò (Ft) -ïðåäñêàçóåìîñòü
îòîáðàæåíèé q(t,ω, x)

⋂
B(0, k1‖x‖+ b1(t,ω)), g(t,ω, x)

⋂
B(0, k1‖x‖+

+ b1(t,ω)) ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Y . Îòñþäà è èç óñëî-
âèÿ R) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Q(t,ω, x) è G(t,ω, x) ÿâëÿþòñÿ (Ft) -
ïðåäñêàçóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè Êàðàòåîäîðè. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1
ôóíêöèè Q(t,ω, 0), G(t,ω, 0) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìû. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 1.1 ñóùåñòâóþò (Ft) -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû v(t,ω), u(t,ω), óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: v(t,ω) ∈ q(t,ω, 0))

⋂
B(0, b(t,ω)), u(t,ω) ∈

∈ g(t,ω, 0))
⋂

B(0, b(t,ω)) ∀(t,ω) ∈ [0, 1] × Ω, E(
∫ 1

0 ‖v(t,ω)‖2dt)6

6L < +∞, E(
∫ 1

0 ‖u(t,ω)‖2dt) 6 L. Ïî òåîðåìå 5.1 âêëþ÷åíèå (5.1) ñ
q(t,ω, x(t,ω)) = v(t,ω) è g(t,ω, x(t,ω)) = u(t,ω) èìååò ðåøåíèå
x(t,ω) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η(ω) :

x(t,ω) = η(ω) + ξ(t,ω) +

∫ t

0

v(s,ω)ds +

∫ t

0

u(s,ω)dW (s), (5.21)

ãäå îòîáðàæåíèå ξ(t,ω) äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω (µ) -ïî÷òè âñþäó
äèôôåðåíöèðóåìî è ξ̇(t,ω) ∈ F (t,ω, x(t,ω)) äëÿ (µ) -ïî÷òè âñåõ t ∈
∈ [0, 1]. Ïîëîæèì X1(t,ω) = x(t,ω), y1(t,ω) = ξ(t,ω), u1(t,ω) =
= u(t,ω), v1(t,ω) = v(t,ω), X0(t,ω) = 0. Íàéäåì îöåíêó äëÿ
E(‖X1(t,ω)‖2) è äëÿ E(ψ(τ)‖X1(τ,ω)‖2), ãäå ψ2(t) = exp(−9k2

1t), τ �
(Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè òàêîé, ÷òî τ6 1∧τa1, τa1 = inf{t : ‖X1(t,ω)‖ > a}.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, èìååì

‖X1(t,ω)‖2
6‖η(ω)‖2+

t∫
0

(2〈X1(s,ω), ẏ1(s,ω)+v1(s,ω)〉+‖u1(s,ω)‖2)ds+

+

t∫
0

2〈X1(s,ω), u1(s,ω)dW (s)〉 6 ‖η(ω)‖2+

+

t∫
0

(‖v1(s,ω)‖2 +‖u1(s,ω)‖2 + 2b2
1(s,ω))ds+ 2(k2

1 + 1)

t∫
0

‖X1(s,ω)‖2ds+
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+

t∫
0

2〈X1(s,ω), u1(s,ω)dW (s)〉.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

E(‖X1(t ∧ τa1,ω)‖2) 6M(t) + 2(k2
1 + 1)

t∫
0

E(‖X1(s ∧ τa1,ω)‖2))ds,

ãäå

M(t) = E(‖η(ω)‖2 +

t∫
0

(‖v1(s,ω)‖2 + ‖u1(s,ω)‖2 + 2b2
1(s,ω))ds).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà äëÿ ëþáîãî t ∈
∈ [0, 1] èìååì

E(‖X1(t,ω)‖2) 6M(1) exp
(
2(k2

1 + 1)
)

:= M1 < +∞. (5.22)

Äàëåå
ψ2(t)‖X1(t,ω)‖2

6 ‖η(ω)‖2 +

+

t∫
0

ψ2(s)(‖v1(s,ω)‖2 + ‖u1(s,ω)‖2 + 2b2
1(s,ω))ds +

+

t∫
0

(−5)ψ2(s)k
2
1‖X1(s,ω)‖2ds +

t∫
0

2ψ2(s)〈X1(s,ω), u1(s,ω)dW (s)〉.

Èç íåðàâåíñòâà (5.22) è èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèé èíòå-
ãðàë â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, ïîýòîìó

E(ψ2(τ)‖X1(τ,ω)‖2) + 5E(

τ∫
0

ψ2(s)k
2
1‖X1(s,ω)‖2ds) 6K1,

ãäå

K1 = E(‖η(ω)‖2 +

1∫
0

ψ2(s)(‖v1(s,ω)‖2 + ‖u1(s,ω)‖2 + 2b2
1(s,ω))ds).

Îòñþäà âûòåêàåò

E(ψ2(τ)‖X1(τ,ω)−X0(τ,ω)‖2) +
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+ 5E

τ∫
0

ψ2(s)k
2
1‖X1(s,ω)−X0(s,ω)‖2ds 6K1. (5.23)

Âîçüìåì (Ft) -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû u2, v2 òàêèå, ÷òî

v2(t,ω) ∈ Q(t,ω, X1(t,ω)),

u2(t,ω) ∈ G(t,ω, X1(t,ω)),

‖v2(t,ω)− v1(t,ω)‖ 6 ρ(v1(t,ω), Q(t,ω, X1(t,ω))) +
√

1/2!,

‖u2(t,ω)− u1(t,ω)‖ 6 ρ(u1(t,ω), G(t,ω, X1(t,ω))) +
√

1/2!

∀(t,ω) ∈ [0, 1] × Ω. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîöåññîâ v2, u2 ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 1.2, à èõ ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðèðóåìîñòü ïî Áîõíåðó è ñòîõàñòè-
÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìîñòü èç íåðàâåíñòâ (5.22), ‖v2(t,ω)‖ 6 k1‖X1(t,ω)‖+
+b1(t,ω) è ‖u2(t,ω)‖6k1‖X1(t,ω)‖+b1(t,ω). Ôóíêöèè Q(t,ω, X1(t,ω)),
G(t,ω, X1(t,ω)) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìû ïî ëåììå 5.1.

Ïî òåîðåìå 5.1 âêëþ÷åíèå

dX(t,ω) ∈ (F (t,ω, X(t,ω)) + v2(t,ω))dt + u2(t,ω)dW (t,ω) (5.24)

èìååò ðåøåíèå X2(t,ω) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì η(ω). Èñïîëüçóÿ äëÿ
X2(t,ω) òå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è äëÿ X1(t,ω), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
E(‖X2(t,ω)‖2) 6M2 <∞, t ∈ [0, 1].

Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn(t,ω),
vn(t,ω), un(t,ω), n > 3, ãäå vn(t,ω), un(t,ω) � (Ft) -ïðåäñêàçóåìûå
ïðîöåññû òàêèå, ÷òî

vn(t,ω) ∈ Q(t,ω, Xn−1(t,ω)), un(t,ω) ∈ G(t,ω, Xn−1(t,ω)), (5.25)

‖vn(t,ω)−vn−1(t,ω)‖6ρ(vn−1(t,ω), Q(t,ω, Xn−1(t,ω)))+
√

1/n!, (5.26)

‖un(t,ω)−un−1(t,ω)‖6ρ(un−1(t,ω), G(t,ω, Xn−1(t,ω)))+
√

1/n! (5.27)

∀(t,ω) ∈ [0, 1] × Ω, a â êà÷åñòâå Xn áåðåì ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèé
dX(t,ω) ∈ F (t,ω, X(t,ω))dt+ vn(t,ω)dt+un(t,ω)dW (t,ω), X(0,ω) =
= η(ω). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé Xn(t,ω) óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê
äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ X2(t,ω) âêëþ÷åíèÿ (5.24): ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1]

Xn(t,ω) = η(ω) + yn(t,ω) +

t∫
0

vn(s,ω)ds +

t∫
0

un(s,ω)dW (s,ω)
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è ẏn(t,ω) ∈ F (t,ω, Xn(t,ω)) äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1]× Ω.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî è óñëîâèÿ òåîðåìû, äëÿ n > 2 èìååì

ψ2(t)‖Xn(t,ω)−Xn−1(t,ω)‖2 =

=

t∫
0

(−9k2
1ψ2(s)‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2 +

+ 2ψ2(s)〈(Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)), ((vn(s,ω)− vn−1(s,ω)) +

+ (ẏn(s,ω)− ẏn−1(s,ω))〉+ψ2(s)‖un(s,ω)− un−1(s,ω)‖2)ds +

+ 2

t∫
0

ψ2(s)〈(Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)), (un(s,ω)− un−1(s,ω)dW (s)〉 6

6

t∫
0

(k2
1ψ2(s)(−5‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2 +

+ 4‖Xn−1(s,ω)−Xn−2(s,ω)‖2 + 4/n!)ds +

+ 2

t∫
0

ψ2(s)〈(Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)), (un(s,ω)− un−1(s,ω)dW (s)〉.

Îòñþäà
ψ2(t)‖Xn(t,ω)−Xn−1(t,ω)‖2 +

+ 5

t∫
0

k2
1ψ2(s)‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2ds 6

6 4

t∫
0

k2
1ψ2(s)(‖Xn−1(s,ω)−Xn−2(s,ω)‖2 + 4/n!)ds +

+ 2

t∫
0

ψ2(s)〈(Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)), (un(s,ω)−un−1(s,ω)dW (s)〉. (5.28)

Èç íåðàâåíñòâà (5.28) äëÿ ëþáîãî (Ft) -ìîìåíòà îñòàíîâêè τ61 ïîëó÷àåì

E(ψ2(τ)‖Xn(τ,ω)−Xn−1(τ,ω)‖2) +

+ 5E(

τ∫
0

k2
1ψ2(s)‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2ds) 6
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6 4E(

τ∫
0

k2
1ψ2(s)(‖Xn−1(s,ω)−Xn−2(s,ω)‖2 + 4/n!)ds).

Îòñþäà
E(ψ2(τ)‖Xn(τ,ω)−Xn−1(τ,ω)‖2) 6

6 4E(

1∫
0

k2
1ψ2(s)(‖Xn−1(s,ω)−Xn−2(s,ω)‖2 + 4/n!)ds), (5.29)

E(

τ∫
0

k2
1ψ2(s)‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2ds) 6

6 4/5E(

1∫
0

k2
1ψ2(s,ω)(‖Xn−1(s,ω)−Xn−2(s,ω)‖2 + 4/n!)ds). (5.30)

Èç íåðàâåíñòâ (5.29), (5.30), (5.23) âûòåêàåò

E(ψ2(τ)‖Xn(τ,ω)−Xn−1(τ,ω)‖2) 6 (K1 + 5e5)(4/5)n−1, (5.31)

E(

τ∫
0

k2
1ψ2(s)‖Xn(s,ω)−Xn−1(s,ω)‖2ds) 6 (K1/4 + e5)(4/5)n. (5.32)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1, èç íåðàâåíñòâà (5.31) èìååì

sup
06t61

‖Xn(t,ω)−Xm(t,ω)‖ P→
n,m→∞

0. (5.33)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn : Ω →
→ C([0, 1], Y ) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî âåðîÿòíîñòè. Ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíûé ïðîöåññ X : [0, 1]× Ω→ Y òàêîé, ÷òî

sup
t∈[0,1]

(‖Xn(t,ω)−X(t,ω)‖) P→
n→∞

0.

Ïðîöåññ X(t,ω) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ïðåäñêàçóåìûì, òàê êàê òàêèìè ÿâëÿþòñÿ
ïðîöåññû Xn(t,ω) .

Èç íåðàâåíñòâ (5.26), (5.27), (5.31), èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, èìååì

sup
t∈[0,1]

E
(
‖vn(t)− vn−1(t)‖2 + ‖un(t)− un−1(t)‖2

)
6

6 4
(
k1 exp(9k2

1)(K1/2 + 2e5)(4/5)n−2 +
1

n!

)
.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
vn(t,ω), un(t,ω) ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî â
H2([0, 1] × Ω, Y ), H2([0, 1] × Ω, L0

2), ãäå H2([0, 1] × Ω, Y ), H2([0, 1] ×
× Ω, L0

2) � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà (Ft) -ïðåäñêàçóåìûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðîöåññîâ y : [0, 1] × Ω → Y, y : [0, 1] × Ω → L0

2 òàêèõ, ÷òî(
sup
t∈[0,1]

E
(
‖y(t,ω)‖2

))1/2

< +∞ (òî÷íåå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óêà-

çàííûõ ïðîöåññîâ) ñ íîðìîé ‖y‖ =

(
sup
t∈[0,1]

E
(
‖y(t,ω)‖2

))1/2

[191, c.189].

Ñóùåñòâóþò (Ft) -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû v : [0, 1]× Ω→ Y, u : [0, 1]×
× Ω → L0

2, ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, un â óêàçàííûõ
âûøå ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàê æå, êàê è íåðàâåí-
ñòâî (5.31):

E(ψ2(τ)‖Xn(τ,ω)‖2) 6K1 + 5K2,

ãäå K2 = E(‖η(ω‖2 + 6
1∫

0

ψ2(s)b
2
1(s,ω)ds), n ∈ N. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî

n ∈ N
E(‖Xn(τ,ω)‖2) 6 (K1 + 5K2) exp(9k2

1).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò

lim
b→+∞

sup
n∈N

P ( sup
t∈[0,1]

‖Xn(t,ω)‖ > b) = 0,

ïîýòîìó
lim

b→+∞
sup
n∈N

P{τbn < 1} = 0, (5.34)

ãäå τbn = inf{t > 0 : ‖Xn(t,ω)‖ > b}.
Äëÿ íåêîòîðûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé vni

, uni
, Xni

èìååì

vni
(t,ω) →

i→+∞
v(t,ω), uni

(t,ω) →
i→+∞

u(t,ω)

äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1]× Ω,

Xni
(t,ω) →

i→+∞
X(t,ω)

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1] äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω, è

t∫
0

uni
(s,ω)dW (s)→

t∫
0

u(s,ω)dW (s),

t∫
0

vni
(s,ω)ds→

t∫
0

v(s,ω)ds
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c âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Èç ñîîòíîøåíèé (5.25) è óñëîâèé
òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1]× Ω

ρ(vni
(t,ω), Q(t,ω, X(t,ω))) + ρ(uni

(t,ω), G(t,ω, X(t,ω))) 6

6 2k1‖Xni−1(t,ω)−X(t,ω)‖.
Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè i → +∞, ïîëó÷àåì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ v(t,ω) ∈ Q(t,ω, X(t,ω)), u(t,ω) ∈
∈ G(t,ω, X(t,ω)) äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1]× Ω.

Ïóñòü ζb(t ∧ τb,ω) := −η(ω) + X(t ∧ τb,ω) −
∫ t∧τb

0 v(s,ω)ds −
−
∫ t∧τb

0 u(s,ω)dW (s), ζni
(t ∧ τb,ω) := −η(ω) + Xni

(t ∧ τb,ω) −
−
∫ t∧τb

0 vni
(s,ω)ds−

∫ t∧τb
0 uni

(s,ω)dW (s), ãäå τb = inf{t > 0 : ‖X(t,ω)‖ >
> b}. Òîãäà äëÿ (P ) -ïî÷òè âñåõ ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζni

(t,ω) =

=
∫ t

0 ẏni
(s,ω)ds ñòðåìèòñÿ ê ζb(t,ω) ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1 ∧ τb]. Äëÿ

çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíåé ÷àñòüþ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1, èñïîëüçóÿ òîëüêî íåðàâåíñòâî (5.34) âìåñòî
íåðàâåíñòâà (5.11).

5.2. Ñóùåñòâîâàíèå β-ìàðòèíãàëüíûõ
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = AX(t)dt + f(X(t))dt + g(X(t))dW (t), (5.35)

ãäå A � ãåíåðàòîð êîìïàêòíîé C0 -ïîëóãðóïïû S(t) íà ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ; W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíè-
ÿìè â H è êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q (îïåðàòîð Q ñèììåòðè÷åñêèé
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé); f : H → H, g : H → L0

2(H) � èçìåðè-
ìûå ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ.

Ôóíêöèÿ h(X), X ∈ H, ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
K íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cn , òàêàÿ, ÷òî ‖h(X)‖K 6 Cn äëÿ ëþáûõ X ∈
∈ H, ‖X‖H 6 n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(X), X ∈ H, ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K èìååò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî ‖h(X)‖K 6 C(1 + ‖X‖H) äëÿ ëþáûõ
X ∈ H.

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
β -ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.35) ïðè ñëåäóþùèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ: A � ãåíåðàòîð êîìïàêòíîé C0 -ïîëóãðóïïû, ôóíêöèè f,
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g èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû. Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ðîñòà îòîáðàæåíèé f, g îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå
β -ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé áåç âçðûâîâ.

Îáîçíà÷èì a(X) = (g(X)Q1/2)(g(X)Q1/2)∗ ∈ L1(H). Â êàæäîé òî÷êå
X ∈ H ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

Γ(X)) =
⋂

ε>0,δ>0

co [a([X]ε)]δ, F (X)) =
⋂

ε>0,δ>0

co [f([X]ε)]δ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.78 ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : K →
→ Pcc (H), Γ : K → Pcc (L1(H)) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è ñèëüíî-ñëàáî
ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, êðîìå òîãî, F (X)) = co {z : ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (Xn) ∈ H, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü f(Xn) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê z}, Γ(X)) = co {z : ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn) ∈ H, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X, òàêàÿ, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü a(Xn) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê z}.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïîä β -ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(5.35) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíûé H -çíà÷íûé ïðîöåññ X(t) , çàäàí-
íûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð Ft, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì è èìååò íåïðåðûâíûå
òðàåêòîðèè äî ìîìåíòà τ, ãäå τ � (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè ñî çíà÷å-
íèÿìè â [0, a], êðîìå òîãî, lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖ =∞ ïðè τ < a;

2) ñóùåñòâóåò H -çíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W (t) ñ êîâàðèàöè-
îííûì îïåðàòîðîì Q;

3) ñóùåñòâóþò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûå ïðîöåññû v(t), u(t) ñî çíà-
÷åíèÿìè â H, L0

2(H) ñîîòâåòñòâåííî è òàêèå, ÷òî äëÿ (µ×P ) -ïî÷òè
âñåõ (t,ω) ∈ [0, a]× Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

1[0,τ)(t)v(t) ∈ 1[0,τ)(t)F (X(t)),

1[0,τ)(t)(u(t)Q1/2)(u(t)Q1/2)∗ ∈ 1[0,τ)(t)Γ(X(t)),

è åñëè τn(ω) = inf{t : ‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .∫ τn
0 (‖v(s)‖+ ‖(u(s)Q1/2)(u(s)Q1/2)∗‖)ds <∞ ï. í.

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t < τ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = S(t)X(0) +

t∫
0

S(t− s)v(s)ds +

t∫
0

S(t− s)u(s)dW (s).

Çàìå÷àíèå 5.3. Â ñëó÷àå êîãäà îòîáðàæåíèÿ f(X), g(X) íåïðå-
ðûâíû è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà, îïðåäåëåíèå β -ìàðòèíãàëüíîãî
ðåøåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ìàðòèíãàëüíîãî ðåøåíèÿ èç [191].
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Â îïðåäåëåíèè 5.2 ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë∫ t

0

S(t− s)u(s)dW (s),

t ∈ [0, τ), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
n îïðåäåëåí èíòåãðàë

t∫
0

S(t− s)u(s)1[0,τn)(s)dW (s) =

t∧τn∫
0

S(t− s)u(s)dW (s), t ∈ [0, a],

ãäå τn = inf{t ∈ [0, a] : ‖X(t)‖ > n}. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå t ∈
∈ [0, τn) →

∫ t

0 S(t − s)u(s)dW (s) îïðåäåëåíî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, ..., è
ïîýòîìó îíî îïðåäåëåíî íà [0, e(ω)), òàê êàê e(ω) = lim

n↑∞
τn(ω).

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f(X) è g(X) èçìåðèìû ïî Áî-
ðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ïðè êàæäîì t ∈ (0, a] îïåðàòîð S(t) êîì-
ïàêòåí. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû λ íà (H,β(H))
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì óðàâíåíèå (5.35) èìååò β -ìàðòèíãàëüíîå
ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Ω,F, P ) � ñòàíäàðòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ãäå Ω = [0, 1), F = β([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà.

Ïîñòðîèì íà (Ω,F, P ) áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), t ∈ [0, a],
W (0) = 0 ï. í., ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q, âûáåðåì íà÷àëüíîå
óñëîâèå ψ0, ãäå ψ0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ íà (Ω,F, P ) ,
èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå λ . Ïîñòðîèì ïîòîê σ -àëãåáð (Ft), t ∈ [0, a] ,
ïîðîæäåííûé ïðîöåññîì W (t) è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ψ0. Äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ïðîöåññ Xn(t) , t ∈ [0, a], ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Xn(t) =



ψ0, t ∈ [0, a/n],

S(t− a/n)ψ0 +
t−a/n∫

0

S(t− s)vn(s) ds+

+
t−a/n∫

0

S(t− s)un(s)dW (s), t ∈ [a/n, a],

(5.36)

ãäå vn(t) = fn(Xn(t)), un(t) = gn(Xn(t)), t ∈ [0, a], fn(X) = f(X),
gn(X) = g(X) ëÿ ëþáûõ X ∈ H òàêèõ, ÷òî ‖X‖6n, fn(X) = 0, gn(X) =
= 0 ïðè ‖X‖ > n.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ, çàäàííàÿ ñîîò-
íîøåíèåì (5.36), êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì íàòóðàëüíîì n ðàçîáüåì îòðåçîê [0, a] òî÷êàìè âèäà ak/n, ãäå k =
= 0, 1, . . . , n. Îïðåäåëèâ ïðîöåññ Xn(t) ïðè t 6 ak/n , ìû ìîæåì îïðåäå-
ëèòü ýòîò ïðîöåññ è íà îòðåçêå [ak/n, a(k+1)/n] ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
(5.36). Òåì ñàìûì ïðîöåññ Xn(t) îïðåäåëåí ïðè âñåõ t ∈ [0, a].

Ïóñòü τmn = inf{t ∈ [0, a] : ‖Xn(t)‖>am}, ãäå am>0, am ↑
m→∞

+∞. Ìû

ïîëàãàåì inf ∅ = a. Îïðåäåëèì ïðîöåññû Xm
n (t) = Xn(t∧ τmn ) , t ∈ [0, a] ,

vmn (t) = vn(t ∧ τmn ), t ∈ [0, a], umn (t) = un(t ∧ τmn ), t ∈ [0, a].
Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâå

ëåììû.

Ëåììà 5.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm
n , n > 1, ïëîòíà â C([0, a], H)

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå m . Ïðîâåðèì ïëîò-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xm

n , n > 1, â C([0, a], H). Äëÿ ïðîöåññîâ Xm
n

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Xm
n (t) = S((t ∧ τmn − a/n) ∨ 0)ψ0 +

+

(t∧τmn −a/n)∨0∫
0

S((t ∧ τmn ) ∨ 0− s)vmn (s)ds +

+

(t∧τmn −a/n)∨0∫
0

S((t ∧ τmn ) ∨ 0− s)umn (s)dW (s), t ∈ [0, a]

Ïîñòðîèì ïðîöåññû

X̄m
n (t) = S(t ∧ τmn )ψ0 +

∫ t∧τmn

0

S(t ∧ τmn − s)vmn (s)ds+

+

∫ t∧τmn

0

S(t ∧ τmn − s)umn (s)dW (s), t ∈ [0, a] (5.37)

è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X̄m
n , n > 1, ïëîòíà â C([0, a], H).

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X̄m
n (0), n>1, ïëîòíà â H , òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò Λε ⊂ H, òàêîé, ÷òî P{ω ∈ Ω : X̄m
n (0) ∈

∈ Λε} > 1− ε äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Äëÿ êàæäûõ p > 1, α ∈ (0, 1], ε > 0 îïðåäåëèì îïåðàòîðû Gα,p :

Lp([0, a], H) → C([0, a], H) , G̃α,p : Lp([0, a], H) × [0, a] → C([0, a], H),
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S̃ : H × [0, a] → C([0, a], H), S̃ε : Λε × [0, a] → C([0, a], H) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Gα,pz(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1S(t− s)z(s)ds, z ∈ Lp([0, a], H), t ∈ [0, a],

G̃α,p(z, τ)(t) = Gα,pz(t ∧ τ), z ∈ Lp([0, a], H), τ ∈ [0, a], t ∈ [0, a],

S̃(h, τ)(t) = S(t ∧ τ)h, h ∈ H, τ ∈ [0, a], t ∈ [0, a],

S̃ε(h, τ)(t) = S(t ∧ τ)h, h ∈ Λε, τ ∈ [0, a], t ∈ [0, a].

Ïî ëåììå 1 [12] ïðè êàæäûõ p > 1, α ∈ (0, 1] îïåðàòîð Gα,p êîìïàê-

òåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð G̃α,p òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðè òåõ
æå çíà÷åíèÿõ p, α.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè êàæäîì ε > 0 îïåðàòîð S̃ε êîìïàêòíûé. Ïðîâåðèì
óñëîâèÿ òåîðåìû Àðöåëà�Àñêîëè:

1) ∀t0 ∈ [0, a] ìíîæåñòâî D = {S̃ε(h, τ)(t0) : h ∈ Λε, τ ∈ [0, a]}
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â H. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}∞n=1 ⊂ D, xn = S̃ε(hn, τn)(t0) = S(t0 ∧ τn)hn, hn ∈ Λε,
τn ∈ [0, a]. Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(hnr

, τnr
)}∞r=1 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {(hn, τn)}∞n=1 òàêàÿ, ÷òî (hnr
, τnr

) →
r→∞

(h, τ) ∈ Λε × [0, a], à
ñëåäîâàòåëüíî, è

xnr
→

r→∞
S̃ε(h, τ)(t0) ∈ D;

2) ∀ε1 > 0 ∃δ = δ(ε1) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ [0, a], | t −
− s | 6δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖S̃ε(h, τ)(t) − S̃ε(h, τ)(s)‖ 6 ε1 äëÿ
ëþáûõ h ∈ Λε, τ ∈ [0, a]. Òðåáóåìîå âûòåêàåò èç C0 -íåïðåðûâíîñòè
ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ S(t), t ∈ [0, a], è êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Λε.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ÷èñëà p, α, òàêèå, ÷òî p > 2, α ∈ (1/p, 1/2).
Äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

X̄m
n (t) = S̃(Xm

n (0), τmn )(t) + G̃1,p(v
m
n (·), τmn )(t) +

sinπα

π
G̃α,p(Y

m
n (·), τmn )(t),

ãäå Y m
n (t) =

t∧τmn∫
0

(t ∧ τmn − s)−αS(t ∧ τmn − s)umn (s)dW (s).

Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 , òàêàÿ, ÷òî supnE

(
a∫
0

‖Y m
n (t)‖pdt

)
6C

[188, ïðåäë. 7.8].
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ñóùåñòâóåò r(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n

P

{
ω ∈ Ω : Xm

n (0) ∈ Λε/2,

(∫ a

0

‖Y m
n (t)‖pdt

)1/p

6 r(ε),
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(∫ a

0

‖vmn (t)‖pdt
)1/p

6 r(ε)

}
> 1− ε.

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî

Kε =

{
S̃(h, τ)(·) + G̃1,p(z, τ)(·)+

+
sinπα

π
G̃α,p(q, τ)(·) : h ∈ Λε/2, τ ∈ [0, a], ‖z‖p 6 r(ε), ‖q‖p 6 r(ε)

}
êîìïàêòíî â C([0, a], H), ãäå ‖·‖p � íîðìà â Lp([0, a], H). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X̄m

n , n > 1, ïëîòíà â C([0, a], H).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî lim
n→∞

E

(
supt∈[0,a] ‖X̄m

n (t) − Xm
n (t)‖2

)
= 0 äëÿ ëþ-

áîãî íàòóðàëüíîãî m , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ
X̄m

n (t)−Xm
n (t), t ∈ [0, a], n > 1 , ïëîòíà â C([0, a], H). Äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóþò êîìïàêòû M1, M2 èç C([0, a], H), òàêèå, ÷òî

P{X̄m
n ∈M1} > 1− ε, P{X̄m

n −Xm
n ∈M2} > 1− ε

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ìíîæåñòâî M = M1 − M2 = {ϕ ∈
∈ C([0, a], H) : ϕ = ϕ1 − ϕ2,ϕ1 ∈ M1,ϕ2 ∈ M2} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, è
P{Xm

n ∈M} > 1− ε äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ëåììà äîêàçàíà. �
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn =

{
(Xm

n , τmn )
}∞
m=1

, n > 1, ýëå-

ìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó SN = S × S × . . . , ãäå S =
= C([0, a], H)× [0, a]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1 ìåòðèêó â S , òîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî SN ñ ìåòðèêîé

ρ2

(
(x1, x2, . . . , xm, . . .), (y1, y2, . . . , ym, . . .)

)
=

∞∑
m=1

1

2m
(1 ∧ ρ1(xm, ym))

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ñåïàðàáåëüíûì.

Ëåììà 5.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn, n > 1, ïëîòíà â (SN , ρ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Xm

n , τmn , n > 1, ïëîòíû ñîîòâåòñòâåííî â C([0, a]), H) ,
[0, a], òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xm

n , τmn ) ,
n>1, ïëîòíà â (S, ρ1) . Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 2.6, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè PΨn, n > 1, ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñíîâà áóäåì îáîçíà-
÷àòü PΨn. Èç òåîðåìû Ñêîðîõîäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü nk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n (êîòîðóþ ñíîâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç n ), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Ψ̂n =
{

(X̂m
n , τ̂mn )

}∞
m=1

, Ψ̂ =
{

(X̂m, τ̂m)
}∞
m=1
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ñî çíà÷åíèÿìè â SN , îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω̂, F̂, P̂ ) , òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) PΨn = P Ψ̂n ∀n ∈ N ;

2) ïðîöåññû X̂m
n (t), X̂m(t) íåïðåðûâíû, X̂m

n →
n→∞

X̂m â C([0, a], H),

τ̂mn →
n→∞

τ̂m ∀m ∈ N ï. í.;

3) τ̂mn = inf{t > 0 : ‖X̂m′
n (t)‖ > am} ∀m′ ∈ m; X̂m

n ((t + τ̂mn ) ∧ a) =

= X̂m
n (τ̂mn ∧ a) ∀t > 0 ∀m,n ∈ N ;

4) X̂m(t) = X̂m+1(t) ïðè t ∈ [0, τ̂m) ∀m ∈ N ; τ̂m 6 τ̂m+1 ∀m ∈ N ;

‖X̂m(τ̂m)‖ = am, åñëè 0 < τ̂m < a .

Îïðåäåëèì ïðîöåññ X̂(t) = X̂m(t) ïðè t ∈ [0, τ̂m), m ∈ N, è
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó e = lim

m→∞
τ̂m ( e > 0 ï. í.). Òàêèì îáðàçîì, ïðî-

öåññ X̂(t) îïðåäåëåí ïðè âñåõ t ∈ [0, e) è èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòî-

ðèè ïðè t ∈ [0, e) ï. í. Êðîìå òîãî, lim sup
t↑e

‖X̂(t)‖ = ∞ ïðè e < a.

Îïðåäåëèì ïðîöåññû v̂mn (t) = fn(X̂m
n (t)), ûmn (t) = gn(X̂m

n (t)), ŵm
n (t) =

= (ûmn (t)Q1/2)(ûmn (t)Q1/2)∗, t ∈ [0, a], m, n ∈ N.
×åðåç σ̂t îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ σ -àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X̂m(s), 0 6 s 6 t, m ∈ N. Ïóñòü F̂t =

=
⋂
ε>0
σ̂t+ε, t ∈ [0, a], òîãäà ïðîöåññ X̂ ÿâëÿåòñÿ (F̂t) -ñîãëàñîâàííûì.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.14 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäûõ m ∈ N, ϑ ∈ [0, a],
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂mn (t,ω), ŵm

n (t,ω), n>1, îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîì-
ïàêòíû ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, ϑ]×Ω,Π,µ×P,H) è L1([0, ϑ]×Ω,Π,µ×
P,L0

2(H)) (óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.14 âûïîëíåíû, ÷òî ñëåäóåò èç ëîêàëü-
íîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé f è g, êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ ìåðû λ è ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîöåññîâ X̂m

n ). Ïóñòü α1
n(t,ω) = v̂1

n(t,ω), β1
n(t,ω) = ŵ1

n(t,ω)
äëÿ t ∈ [0, 1 ∧ a]. Ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1

nk
(t,ω)),

(β1
nk

(t,ω)), ñõîäÿùèåñÿ ñëàáî ñîîòâåòñòâåííî ê v̂(1)(t,ω), b̂(1)(t,ω) â ïðî-
ñòðàíñòâàõ L1([0, 1 ∧ a] × Ω, H) è L1([0, 1 ∧ a] × Ω, L0

2(H)) (äëÿ óïðî-
ùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1

nk
(t,ω)), (β1

nk
(t,ω)) ñíî-

âà îáîçíà÷àåì (α1
n(t,ω)), (β1

n(t,ω))) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.77 äëÿ
(µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1 ∧ a]× Ω èìååì

v̂1(t,ω) ∈
∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

α1
k(t,ω) =

∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

f(X̂1
k(t,ω)),

b̂1(t,ω) ∈
∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

β1
k(t,ω) =

∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

a(X̂1
k(t,ω)).
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Èç ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé F (X), Γ(X) âûòåêàåò, ÷òî v̂1(t,ω) ∈
∈ F (X̂1(t,ω)), b̂1(t,ω) ∈ Γ(X̂1(t,ω)) äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈
∈ [0, 1∧a]×Ω. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.15 ñóùåñòâóþò (β[0, 1∧a]×F) -

èçìåðèìûå ïðîöåññû v1(t,ω), b
1
(t,ω) òàêèå, ÷òî v1(t,ω) = v̂1(t,ω),

b
1
(t,ω) = b̂1(t,ω) äëÿ (µ×P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1∧a]×Ω, ñëåäîâà-

òåëüíî, v1(t,ω) ∈ F (X̂1(t,ω)), b
1
(t,ω) ∈ Γ(X̂1(t,ω)) äëÿ (µ×P )-ïî÷òè

âñåõ (t,ω) ∈ [0, 1 ∧ a]× Ω.

Ïóñòü v1(t), b1(t) óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

E(v1(t)|Ft), E(b1(t)|Ft) ñîîòâåòñòâåííî ïðîöåññîâ v1(t,ω), b
1
(t,ω),

ïðè÷åì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ v1(t), b1(t) ñ÷èòàåì
âûáðàííûìè òàê, ÷òî ïðîöåññû v1(t), b1(t) ïðîãðåññèâíî èçìåðèìû
(çàìå÷àíèå 1.15). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.76 äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ

(t,ω) ∈ [0, 1 ∧ a] × Ω èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ v1(t,ω) ∈ F (X̂1(t,ω)),

b1(t,ω) ∈ Γ(X̂1(t,ω)).

Äàëåå, êàê è íà ïåðâîì ýòàïå, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α2
n(t,ω) =

= v̂2
n(t,ω), β2

n(t,ω) = ŵ2
n(t,ω) äëÿ (t,ω) ∈ [0, 2 ∧ a] × Ω,

âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α1
nl

(t,ω)), β1
nl

(t,ω)) (êîòîðûå ñíî-
âà îáîçíà÷àåì αn(t,ω), βn(t,ω) ), ñõîäÿùèåñÿ ñëàáî ñîîòâåòñòâåííî

ê v̂2(t,ω), b̂2(t,ω) â ïðîñòðàíñòâàõ L1([0, 2∧ a]×Ω, H) è L1([0, 2∧ a]×
×Ω, L0

2(H)) è ïóñòü v2(t,ω), b2(t,ω) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ E(v1(t,ω)|F̂t), E(b
1
(t,ω)|F̂t) èçìåðèìûõ ïðîöåññîâ v1(t,ω), b

1
(t,ω)

òàêèõ, ÷òî v1(t,ω) = v̂1(t,ω), b
1
(t,ω) = b̂1(t,ω) äëÿ (µ×P ) -ïî÷òè âñåõ

(t,ω) ∈ [0, 2 ∧ a]× Ω. Ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
âûáðàíû òàê, ÷òî ïðîöåññû v2(t,ω), b2(t,ω) ÿâëÿþòñÿ ïðîãðåññèâíî èç-
ìåðèìûìè. Äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, 2 ∧ a] × Ω èìåþò ìåñòî

âêëþ÷åíèÿ v2(t,ω) ∈ F (X̂2(t,ω)), b2(t,ω) ∈ Γ(X̂2(t,ω)) è ò. ä.

Ïîñòðîèì ïðîöåññû v(t,ω), b(t,ω) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: v(t,ω) =
vm(t,ω), b(t,ω) = bm(t,ω) äëÿ (t,ω) ∈ [τ̂m−1∧(a∧(m−1)), τ̂m∧(a∧m)×
×Ω, m = 1, 2, . . . (ñ÷èòàåì, ÷òî τ̂0 = 0 ). Ïîëîæèì v(t,ω) = 0 b(t,ω) = 0
äëÿ (t,ω) ∈ [e, a]×Ω. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.16 ïðîöåññû v(t,ω), b(t,ω)
ïðîãðåññèâíî èçìåðèìû. Äëÿ (µ×P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a]×Ω âûïîë-

íÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ 1[0,e)(t)v(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)F (X̂(t,ω)), 1[0,e)(t)b(t,ω) ∈
∈ 1[0,e)(t)Γ(X̂(t,ω)). Êðîìå òîãî, ïðîöåññ b(t,ω) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî
ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ íà H. Ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 1.84 ñóùåñòâóåò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ïðîöåññ u(t,ω) òàêîé,
÷òî (u(t,ω)Q1/2)(u(t,ω)Q1/2)∗ = b(t,ω).
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Óðàâíåíèå (5.37) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

〈X̄m
n (t), ζ〉 = 〈ψ0, ζ〉+

t∧τmn∫
0

(〈X̄m
n (s), A∗ζ〉+ 〈vmn (s), ζ〉)ds +

+

t∧τmn∫
0

〈ζ, umn (s)dW (s)〉, t ∈ [0, a], ζ ∈ D(A∗). (5.38)

Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ m, n è ζ ∈ D(A∗) îïðåäåëèì ïðîöåññ

L̄m
n (t; ζ) = 〈X̄m

n (t), ζ〉−〈ψ0, ζ〉−
t∧τmn∫
0

(〈X̄m
n (s), A∗ζ〉+〈vmn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈L̄m
n (t; ζ)〉〉 =

t∧τmn∫
0

‖(umn (s)Q1/2)∗ζ‖2ds, t ∈ [0, a],

êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ m ∈ N, ζ ∈ D(A∗) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ =
= γ(m, a, ζ) òàêàÿ, ÷òî supn supt∈[0,a] ‖L̄m

n (t; ζ)‖2 6 γ.
Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m, n è ζ ∈ D(A∗) îïðåäåëèì ïðîöåññû

Lm
n (t; ζ) = 〈Xm

n (t), ζ〉−〈ψ0, ζ〉−
t∧τmn∫
0

(〈Xm
n (s), A∗ζ〉+〈vmn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

L̂m
n (t; ζ) = 〈X̂m

n (t), ζ〉−〈X̂m
n (0), ζ〉−

t∧τ̂mn∫
0

(〈X̂m
n (s), A∗ζ〉+〈v̂mn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

L̂m(t; ζ) = 〈X̂m(t), ζ〉−〈X̂m(0), ζ〉−
t∧τ̂m∫
0

(〈X̂m(s), A∗ζ〉+〈v(s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a].

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî: m, M ∈ N ; ζ ∈ D(A∗); s, t ∈ [0, a], s 6 t;
íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ ϕ : H → R. Äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

E((L̄m
n (t; ζ)− L̄m

n (s; ζ))ϕ(XM
n (s))) = 0,
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E

((
|L̄m

n (t; ζ)|2 − |L̄m
n (s; ζ)|2 −

t∧τmn∫
s∧τmn

‖(umn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ(XM

n (s))

)
= 0.

Îòñþäà èìååì

E((L̂m(t; ζ)−L̂m(s; ζ))ϕ(X̂M(s))) = lim
n→∞

E((L̂m
n (t; ζ)−L̂m

n (s; ζ))ϕ(X̂M
n (s))) =

= lim
n→∞

E((Lm
n (t; ζ)− Lm

n (s; ζ))ϕ(XM
n (s))) =

= lim
n→∞

E((L̄m
n (t; ζ)− L̄m

n (s; ζ))ϕ(XM
n (s))) = 0,

E

((
|L̂m(t; ζ)|2 − |L̂m(s; ζ)|2 −

t∧τ̂m∫
s∧τ̂m

‖(u(τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ(X̂M(s))

)
=

= lim
n→∞

E

((
|L̂m

n (t; ζ)|2−|L̂m
n (s; ζ)|2−

t∧τ̂mn∫
s∧τ̂mn

‖(ûmn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ(X̂M

n (s))

)
=

= lim
n→∞

E

((
|L̄m

n (t; ζ)|2 − |L̄m
n (s; ζ)|2−

−
t∧τ̂mn∫

s∧τ̂mn

‖(ûmn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ(X̂M

n (s))

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m è ζ ∈ D(A∗) ïðîöåññ

L̂m(t; ζ) , t ∈ [0, a], ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì (F̂t) -
ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈L̂m(t; ζ)〉〉 =

∫ t∧τ̂m

0

‖(u(s)Q1/2)∗ζ‖2ds, t ∈ [0, a].

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.68 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W̃m(t)

H -çíà÷íûõ (F̂t) -âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì
Q (îïðåäåëåííûõ íà ðàñøèðåííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå
ìû äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé îòîæäåñòâëÿåì ñ èñõîäíûì) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáûõ ζ ∈ D(A∗), m > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

L̂m(t; ζ) =

∫ t∧τ̂m

0

〈ζ, u(s)dW̃m(s)〉, t ∈ [0, a], (5.39)

299



è, êðîìå òîãî, W̃m+1(t) = W̃m(t) ïðè t < τ̂m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ

W̃ (t) = lim
m→∞

W̃m(t), t ∈ [0, a],

ÿâëÿåòñÿ òàêæå (F̂)t -âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòî-
ðîì Q.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.39) âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ
m ∈ N, ζ ∈ D(A∗) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈X̂m(t), ζ〉 = 〈X̂m(0), ζ〉+

∫ t∧τ̂m

0

(〈X̂m(s), A∗ζ〉+ 〈v(s), ζ〉)ds +

+

∫ t∧τ̂m

0

〈ζ, u(s)dW̃ (s)〉, t ∈ [0, a]. (5.40)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.40) è òåîðåìû 3.2 [205] ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ m ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X̂m(t) = S(t)X̂m(0)+

t∧τ̂m∫
0

S(t−s)v(s)ds+

t∧τ̂m∫
0

S(t−s)u(s)dW̃ (s), t ∈ [0, a].

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

X̂(t) = S(t)X̂(0) +

∫ t

0

S(t− s)v(s)ds +

∫ t

0

S(t− s)u(s)dW̃ (s).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ β -ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (5.35) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü: îòîáðàæåíèÿ f(X) è g(X) èìåþò ëèíåéíûé
ïîðÿäîê ðîñòà; ôóíêöèÿ f(X) èçìåðèìà ïî Áîðåëþ, à ôóíêöèÿ g(X)
íåïðåðûâíà; ïðè êàæäîì t ∈ (0, a] îïåðàòîð S(t) êîìïàêòåí. Òîãäà äëÿ
ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû λ íà (H,β(H)) ñ êîíå÷íûì ìîìåíòîì ïî-
ðÿäêà p > 2 óðàâíåíèå (5.35) èìååò β -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå, íå èìå-
þùåå âçðûâîâ, ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω,F, P ) , ïîñòðîèì áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), W (0) = 0 ï. í.,
ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q, âûáåðåì íà÷àëüíîå óñëîâèå ψ0,
Pψ0 = λ. Îïðåäåëèì ïðîöåññû Xn(t) ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.36), ãäå
vn(t) = f(Xn(t)), un(t) = g(Xn(t)).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn , n > 1, ïëîòíà â C([0, a], H) .
Ïîñòðîèì ïðîöåññû

X̄n(t) = S(t)ψ0 +

t∫
0

S(t− s)vn(s)ds +

t∫
0

S(t− s)un(s)dW (s), t ∈ [0, a].

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

E
(
supt∈[0,a] ‖X̄n(t)−Xn(t)‖p

)
= 0, òî äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn , n > 1, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X̄n , n > 1, â C([0, a], H) .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ (1/p, 1/2) è ïîëîæèì E
(
‖ψ0‖p

)
= δ .

Äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

X̄n(t) = S(t)ψ(0) + G1,p(vn(·))(t) +
sinπα

π
Gα,p(Yn(·))(t),

ãäå Yn(t) =
t∫

0

(t− s)−αS(t− s)un(s)dW (s).

Äîêàæåì, ÷òî supnE
(
‖Xn(·)‖pC([0,a],H)

)
< ∞. Âîçüìåì a0, êîòîðîå

òî÷íî îïðåäåëèì íèæå.
Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Lp, òàêàÿ, ÷òî [187]

E

(
sup

t∈[0,a0]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t−s)g(Xn(s))dW (s)

∥∥∥∥p) 6 LpM
pE

( a0∫
0

‖g(Xn(s))‖2
L0
2
ds

)p/2

.

Òîãäà
sup
n

E
(

sup
t∈[0,a0]

‖Xn(t)‖p
)
6

6 3p−1Mp

(
δ+ E

( a0∫
0

‖f(Xn(s))‖pds
)

+ LpE

( a0∫
0

‖g(Xn(s))‖2
L0
2
ds

)p/2)
6

63p−1MpCp
gr

(
δ+ sup

n
E

( a0∫
0

(1 + ‖Xn(s)‖)pds
)

+

+ LpT0 sup
n

E

( a0∫
0

(1 + ‖Xn(s)‖)pds
))

6

6 3p−1MpCp
gr

(
δ+ 3p−1(1 + Lpa0)T0

(
1 + δ+
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+ sup
n

E

(
sup

t∈[0,a0]

‖Xn(t)‖p
)))

= 3p−1MpCp
gr(δ+ 3p−1(1 + Lpa0)a0(1 + δ)) +

+ 9p−1MpCp
gr(1 + Lpa0)a0 sup

n
E( sup

t∈[0,a0]

‖Xn(t)‖p).

Âûáåðåì a0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 9p−1MpCp
gr(1 + Lpa0)a0 <

< 1 è a/a0 = q ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, supnE(supt∈[0,a0] ‖Xn(t)‖p)6
6β1 < ∞. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
supnE(supt∈[a0,2a0] ‖Xn(t)‖p)6β2 <∞, ..., supnE(supt∈[(q−1)a0,a] ‖Xn(t)‖p)6
6βq <∞. Òàêèì îáðàçîì,

sup
n

E( sup
t∈[0,a]

‖Xn(t)‖p) 6
q∑

i=1

βi = β <∞. (5.41)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.8 [188] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïî-
ñòîÿííîé αp òàêîé, ÷òî

E

( a∫
0

‖Yn(t)‖pdt
)
6αpE

( a∫
0

( t∫
0

‖(t−s)−αS(t−s)g(s,Xn(s))‖2
L0
2
ds

)p/2

dt

)
.

(5.42)
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.41) è (5.42), çàêëþ÷àåì, ÷òî

E

( a∫
0

‖Yn(t)‖pdt
)
6 2p−1αpM

p(1 + β)

(
1

1− 2α

)p/2
ap/2−αp+1

p/2− αp + 1
<∞.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X̄n(0), n > 1, ïëîòíà â H , òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò Λε ⊂ H òàêîé, ÷òî P{ω ∈ Ω : X̄n(0) ∈
∈ Λε} > 1− ε äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 .
Ñóùåñòâóåò r(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

P

{
ω ∈ Ω : X̄n(0) ∈ Λε/2,

(∫ a

0

‖Yn(t)‖pdt
)1/p

6 r(ε),

(∫ a

0

‖vn(t)‖pdt
)1/p

6 r(ε)

}
> 1− ε.

Òàê êàê ìíîæåñòâî Kε =

=

{
S(h)(·)+G1,p(z)(·)+

sinπα

π
Gα,p(q)(·) : h ∈ Λε/2, ‖z‖p6r(ε), ‖q‖p6r(ε)

}
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êîìïàêòíî â C([0, a], H), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X̄n, n > 1, ïëîòíà â
C([0, a], H).

Ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω̂, F̂, P̂ ) , ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü nk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n, ïðîöåññû X̂nk
(t), X̂(t) , t ∈ [0, a],

îïðåäåëåííûå íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, òàêèå, ÷òî P X̂nk =
= PXnk , X̂nk

→
k→∞

X̂ â C([0, a], H) ï. í., ïðîöåññû X̂nk
(t), X̂(t) íåïðåðûâ-

íû. Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé âìåñòî nk áóäåì ñíîâà ïè-
ñàòü n. ×åðåç σ̂t îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ σ -àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðîé èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X̂(s), 06s6t. Ïóñòü F̂t =

⋂
ε>0
σ̂t+ε,

t ∈ [0, a], òîãäà ïðîöåññ X̂ ÿâëÿåòñÿ (F̂t) -ñîãëàñîâàííûì. Ïóñòü v̂n(t) =

= f(X̂n(t)), ûn(t) = g(X̂n(t)), ŵn(t) = (ûn(t)Q1/2)(ûn(t)Q1/2)∗, t ∈ [0, a],
n ∈ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂n(·), ŵn(·), n > 1, îòíîñèòåëüíî ñëàáî êîì-

ïàêòíû ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, a] × Ω̂, H), L1([0, a] × Ω̂, L0
2(H)). Ñó-

ùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè v̂nk
(t, ω̂), ŵnk

(t, ω̂), ñõîäÿùèåñÿ ñëàáî

ñîîòâåòñòâåííî ê v̂(t, ω̂), ŵ(t, ω̂) íà [0, a] × Ω̂ (äàëåå áóäåì ïèñàòü n
âìåñòî nk ). ×åðåç v(t), w(t) îáîçíà÷èì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí v(t), w(t) îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû F̂t, t ∈
∈ [0, a], ãäå v(t,ω), w(t,ω) èçìåðèìûå ïðîöåññû òàêèå, ÷òî v(t,ω) =
= v̂(t,ω), w(t,ω) = ŵ(t,ω) äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a] × Ω.
Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ìîæåì âûáðàòü òàê, ÷òî ïðîöåññû
v(t), w(t) � ïðîãðåññèâíî èçìåðèìû.

Äëÿ (µ× P̂ ) -ïî÷òè âñåõ (t, ω̂) ∈ [0, a]× Ω̂ âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

v̂(t, ω̂) ∈
∞⋂
n=1

co

∞⋃
k=n

v̂k(t, ω̂) ⊂ F (X̂(t, ω̂)),

ŵ(t, ω̂) ∈
∞⋂
n=1

co
∞⋃
k=n

ŵk(t, ω̂) ⊂ Γ(X̂(t, ω̂)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (µ× P̂ ) -ïî÷òè âñåõ (t, ω̂) ∈ [0, a]× Ω̂ âûïîëíÿ-

þòñÿ âêëþ÷åíèÿ v(t, ω̂) ∈ F (X̂(t, ω̂)), w(t, ω̂) ∈ Γ(X̂(t, ω̂)).
Êðîìå òîãî, ïðîöåññ w(t, ω̂) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ íà H. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.84 ñó-
ùåñòâóåò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé (F̂t) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ u(t, ω̂)
òàêîé, ÷òî

(u(t, ω̂)Q1/2)(u(t, ω̂)Q1/2)∗ = w(t, ω̂).
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Äëÿ êàæäîãî ζ ∈ D(A∗) ïðîöåññ

L̂(t; ζ) = 〈X̂(t), ζ〉 − 〈X̂(0), ζ〉 −
∫ t

0

(〈X̂(s), A∗ζ〉+ 〈v(s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì (F̂t) -ìàðòèíãàëîì ñ
êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈L̂(t; ζ)〉〉 =

∫ t

0

‖(u(s)Q1/2)∗ζ‖2ds, t ∈ [0, a].

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.68 ñóùåñòâóåò H -çíà÷íûé (F̂t) -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
W̃ (t) ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

L̂(t; ζ) =

∫ t

0

〈ζ, u(s)dW̃ (s)〉, t ∈ [0, a].

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî ζ ∈ D(A∗) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

〈X̂(t), ζ〉 = 〈X̂(0), ζ〉+

∫ t

0

(〈X̂(s), A∗ζ〉+ 〈v(s), ζ〉)ds+

+

t∫
0

〈ζ, u(s)dW̃ (s)〉, t ∈ [0, a]. (5.43)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.43) è òåîðåìû 3.2 [205] ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X̂(t) = S(t)X̂(0) +

t∫
0

S(t− s)v(s)ds +

t∫
0

S(t− s)u(s)dW̃ (s), t ∈ [0, a].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ β -ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (5.35) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 5.4. Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå
ñîâïàäåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
β -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå X(t) óðàâíåíèÿ (5.35) è âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
W (t), íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ X(t) ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ W (t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå U.
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Ïóñòü V è E � íåêîòîðûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà,
ïðè÷åì E âëîæåíî â V. Ïóñòü {vi}∞i=1 � ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ â V, {ej}dim(E)
j=1 � ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E. Ïîñòðîèì

îïåðàòîð ΦE,V : E → V ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x =

=
∑dim(E)

j=1 xjej ïîëîæèì ΦE,V (x) =
∑dim(E)

j=1 xjvj. Î÷åâèäíî, ÷òî ΦE,V

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, ò. å. 〈x, y〉E = 〈ΦE,V (x),ΦE,V (y)〉V . Åñëè ïðîñòðàíñòâà E,
V èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, òî ΦE,V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîð-
ôèçìîì.

Âûáåðåì ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî V òàê, ÷òîáû ïðî-
ñòðàíñòâà H è U îêàçàëèñü âëîæåííûìè â V.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ Ã : D(Ã) → V, f̃ : V → V, g̃ : V → L0
2(V )

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ã(ΦH,V (x)) = ΦH,V (Ax), x ∈ D(A),

f̃(ΦH,V (x)) = ΦH,V (f(x)), x ∈ H,

(g̃(ΦH,V (x)))(ΦU,V (u)) = ΦH,V (g(X)u), x ∈ H, u ∈ U.

Òåïåðü óðàâíåíèå (5.35) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dX̃(t) = ÃX̃(t)dt + f̃(X̃(t))dt + g̃(X̃(t))dW̃ (t),

ãäå X̃ = ΦH,V (X) � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà V, à W̃ � âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ ñî çíà÷åíèÿìè â V è êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q̃ òàêèì, ÷òî
Q̃(ΦU,V (u)) = ΦU,V (Qu), u ∈ U. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåññ W̃ ìîæåò áûòü

âûáðàí òàê, ÷òî îïåðàòîð Q̃ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì è ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííûì. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð Ã ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0 -
ïîëóãðóïïû íà V, à îòîáðàæåíèÿ f̃ , g̃ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ
è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f è g.

Çàìå÷àíèå 5.5. Â îïðåäåëåíèè 5.2 β -ìàðòèíãàëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5.35) èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F è Γ ,
ïîýòîìó òàêîå β -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå òî÷íåå íàçûâàòü βF,Γ -
ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåîðåìû 5.3, 5.4 îñòà-
þòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè âìåñòî îòîáðàæåíèé F,Γ èñïîëüçîâàòü ëþáûå
äðóãèå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F1,Γ1 , îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâà F1(X), Γ1(X) âûïóêëûå è çàìêíóòûå;
2) F1(X) ⊂ F (X), Γ1(X) ⊂ Γ(X) ∀X ∈ H;
3) îòîáðàæåíèÿ X → F1(X), X → Γ1(X) α -ïîëóíåïðåðûâíû ñâåð-

õó.
Äëÿ íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé F,Γ ìîæåò áûòü F (X) ⊃ F1(X),

Γ(X) ⊃ Γ1(X), ïðè÷åì âêëþ÷åíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñòðîãèìè. ßñíî, ÷òî
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ëþáîå βF1,Γ1
-ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ è βF,Γ - ìàðòèíãàëüíûì

ðåøåíèåì.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü H = L2([0, 1], R), f : H → H, f(Y )(x) =
= sign(Y (x)), x ∈ [0, 1], Y ∈ H. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F (X) = {Y ∈
∈ H : Y (x) ∈ [−1, 1]} ∀x ∈ [0, 1]}. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ F1, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî ïåðå÷åñëåííûì âûøå ñâîéñòâàì 1) - 3), ìîæåò áûòü âçÿòî
îòîáðàæåíèå êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïî êàæäîé
ôóíêöèè X(x) ∈ H ïîñòðîèì ôóíêöèþ Z(x). Â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, 1],
ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux , ãäå ôóíêöèÿ X(x) ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ îäíîãî çíàêà, èñêëþ÷àÿ ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ux ñ
ìåðîé Ëåáåãà ðàâíîé íóëþ, ïîëàãàåì Z(x) = 1 èëè Z(x) = −1 â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà ôóíêöèè X(x) â îêðåñòíîñòè Ux . Â òî÷êå x, ó êîòîðîé
â ëþáîé îêðåñòíîñòè Ux èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû
Ëåáåãà, ãäå ôóíêöèÿ X(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ïîëàãàåì
Z(x) = 0. Äëÿ òî÷êè x, ó êîòîðîé â ëþáîé îêðåñòíîñòè Ux ñóùåñòâóþò
ìíîæåñòâî Mx, ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ X(x)
ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ïîëàãàåì Z(x) = 0. Òåïåðü â êà÷åñòâå ìíî-
æåñòâà F1(X) âîçüìåì ìíîæåñòâî {Y ∈ H : Y (x) = sign(Z(x)), åñëè
Z(x) 6= 0; Y (x) ∈ [−1, 1], åñëè Z(x) = 0}. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
X → F1(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) - 3) è F (X) ⊃ F1(X).

Èç òåîðåì 5.3, 5.4 è çàìå÷àíèé 5.3, 5.5 âûòåêàåò ñëåäñòâèå 5.1.

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè ôóíêöèè f(X), g(X) íåïðåðûâíû è ëîêàëüíî
îãðàíè÷åíû, ïðè êàæäîì t ∈ (0, a] îïåðàòîð S(t) êîìïàêòåí, òî äëÿ
ëþáîé âåðîÿòíîñòè λ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà (H,β(H)) óðàâíå-
íèå (5.35) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ èìååò ìàðòèíãàëüíîå ðåøå-
íèå. Åñëè ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ f(X), g(X) èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê ðîñòà, òî óðàâíåíèå (5.35) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ èìååò
ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå, íå èìåþùåå âçðûâîâ.

Â çàâåðøåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèÿ äîêà-
çàííûõ òåîðåì ê íåêîòîðûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì.

1. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè.

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) + sign(u(t, x)) +

+ u(t, x)Ẇ (t, x), t > 0, x ∈ (0, 1), (5.44)

u(t, 0) = 0, u(t, 1) = 0, t ∈ [0, a], (5.45)
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u(0, x) = sin(πx), x ∈ [0, 1]. (5.46)

Ïóñòü X(t) = u(t, ·) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = L2([0, 1], R), X0(x) = sin(πx), x ∈ [0, 1],
W1(t) = W (t, ·) � Q -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â H , A = ∆ �
îïåðàòîð Ëàïëàñà, D(A) = {z(·) ∈ W 2,2([0, 1], R) : z(0) = z(1) = 0},
ãäå W k,p([0, 1], R) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà êëàññîâ ôóíêöèé
èç Lp([0, 1], R), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ-
÷èòåëüíî, êîòîðûå òàêæå ïðèíàäëåæàò Lp([0, 1], R). Ïîñòðîèì ôóíêöèè
f : H → H, g : H → L0

2(H) ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(Y )(x) = sign(Y (x)),
x ∈ [0, 1], Y ∈ H, (g(Y )v)(x) = Y (x)v(x), Y ∈ H, v ∈ H, x ∈ [0, 1].

Òåïåðü çàäà÷ó (5.44)�(5.46) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ýâîëþöèîííîãî
óðàâíåíèÿ

dX(t) = AX(t)dt + f(X(t))dt + g(X(t))dW1(t), t ∈ [0, a], (5.47)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X(0) = X0. (5.48)

Ïóñòü X → F1(X), X ∈ H, � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîñòðî-
åííîå â ïðèìåðå 5.1. Ïî òåîðåìå 5.4 è çàìå÷àíèþ 5.5 óðàâíåíèå (5.47) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.48) èìååò βF1,g -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå X(t) áåç
âçðûâîâ.

2. Ìîäåëü Õîäæêèíà�Õàêñëè äëÿ ïîòåíöèàëà íåðâíîãî âî-
ëîêíà [188].

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x)− u(t, x) +

(∣∣u(t, x)
∣∣1/2

+ 1
)
Ẇ (t, x), t > 0, x ∈ [0, 1],

(5.49)

u(0, x) = 0, x ∈ [0, 1]. (5.50)

Â äàííîì ñëó÷àå X(t) = u(t, ·) ∈ H = L2([0, 1], R), X0(x) = 0, x ∈
∈ [0, 1], W1(t) = W (t, ·) � Q -âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â H,
A = ∆, D(A) = W 2,2([0, 1], R), f(Y )(x) = −Y (x), Y ∈ H, x ∈ [0, 1],

(g(Y )v)(x) =
(∣∣Y (x)

∣∣1/2
+ 1
)
v(x), v ∈ H, Y ∈ H, x ∈ [0, 1], ìíîæåñòâà

F1(X) è Γ1(X) ñîñòîÿò èç îäíîé òî÷êè f(X) è g(X), X ∈ H, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 çàäà÷à (5.49), (5.50) èìååò ìàðòèíãàëüíîå
ðåøåíèå áåç âçðûâîâ.

Ïðèâåäåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé èç êíè-
ãè Ã. Äà Ïðàòî è Æ. Çàá÷èêà [188], ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Òåîðåìà [191, ñ. 221]. Ïóñòü îïåðàòîð S(t), t > 0, ïîðîæäåííûé îïå-
ðàòîðîì A â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , êîìïàêòåí è,
áîëåå òîãî, F è B íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç H â H è L0

2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñëè F è B óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó ïîðÿäêó ðîñòà ‖F (x)‖+
+ ‖B(x)‖ 6 C(1 + ‖x‖), x ∈ H, òî ñóùåñòâóåò ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

dX = (AX + F (X))dt + B(X)dW (t), X(0) = x.

5.3. Ñóùåñòâîâàíèå β-ìàðòèíãàëüíûõ
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ãåíåðàòîðîì

C0 -ïîëóãðóïïû

Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

dX(t) = AX(t)dt + f̌(X(t))dt + ǧ(X(t))dW(t), X ∈ H, (5.51)

ãäå t ∈ [0, a], H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, âñþäó ïëîò-
íî è êîìïàêòíî âëîæåííîå â ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K,
A � ãåíåðàòîð C0 -ïîëóãðóïïû P (t) íà H, W(t) � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
ñî çíà÷åíèÿìè â H è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì êîâàðèàöèîííûì îïå-
ðàòîðîì Q, ôóíêöèè f̌ : H → H, ǧ : H → L0

2(H) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ
è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, L0

2(H) � ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà èç H0 â H.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ζ ∈ D(A∗) ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ cζ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ H âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|〈ζ, z〉|+ |〈A∗ζ, z〉| 6 cζ‖z‖K . (5.52)

Ïóñòü A(X) = (ǧ(X)Q1/2)(ǧ(X)Q1/2)∗, X ∈ H. Â êàæäîé òî÷êå X ∈
∈ H ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

Γ(X)) =
⋂

ε>0,δ>0

co [A([X]ε)]δ, F (X)) =
⋂

ε>0,δ>0

co [f̌([X]ε)]δ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.78 ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : K →
→ Pcc (H), Γ : K → Pcc (L1(H)) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è ñèëüíî-ñëàáî
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ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, êðîìå òîãî, F (X)) = co {z : ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (Xn) ∈ H, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü f̌(Xn) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê z}, Γ(X)) = co {z : ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn) ∈ H, ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê X, òàêàÿ, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü A(Xn) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê z}.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïîä β -ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(5.51) áóäåì ïîíèìàòü H -çíà÷íûé ïðîöåññ X(t) , çàäàííûé íà íåêî-
òîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð Ft,
òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ñîãëàñîâàííûì è èìååò íåïðåðûâíûå
â E òðàåêòîðèè äî ìîìåíòà τ, ãäå τ � (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè ñî
çíà÷åíèÿìè â [0, a], êðîìå òîãî, lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖H =∞ ïðè τ < a;

2) ñóùåñòâóåò H -çíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W(t) ñ êîâàðèàöè-
îííûì îïåðàòîðîì Q;

3) ñóùåñòâóþò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûå (Ft) -ñîãëàñîâàííûå ïðîöåñ-
ñû v(t), u(t) ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî â H , L0

2(H) , òàêèå ÷òî
äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, a]× Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

1[0,τ)(t)v(t) ∈ 1[0,τ)(t)F (X(t)),

1[0,τ)(t)(u(t)Q1/2)(u(t)Q1/2)∗ ∈ 1[0,τ)(t)Γ(X(t)),

è åñëè τn(ω) = inf{t : ‖X(t,ω)‖ > n}, òî äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . .∫ τn
0 (‖v(s)‖+ ‖(u(s)Q1/2)(u(s)Q1/2)∗‖)ds <∞ ï. í.

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t < τ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = P (t)X(0) +

t∫
0

P (t− s)v(s)ds +

t∫
0

P (t− s)u(s)dW(s). (5.53)

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ôóíêöèè f̌(X) è ǧ(X) èçìåðèìû ïî Áîðå-
ëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòè
λ íà (H,β(H)) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì óðàâíåíèå (5.51) èìååò
β -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Ω,F, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
ãäå Ω = [0, 1), F = β([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà. Îïðåäåëèì íà (Ω,F, P )
öèëèíäðè÷åñêîå E -çíà÷íîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), t ∈ [0, a],
W (0) = 0 ï. í., ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q . Âûáåðåì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó Φ ñ ðàñïðåäåëåíèåì λ. Ïîñòðîèì ïîòîê σ -àëãåáð (Ft), ïîðîæ-
äåííûé ïðîöåññîì W (t) è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Φ.
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Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ïðîöåññ Xn(t) , t ∈ [0, a],
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xn(t) =



Φ, t ∈ [0, a/n],

P (t− a/n)Φ +
t−a/n∫

0

P (t− s)vn(s)ds +

+
t−a/n∫

0

P (t− s)un(s)dW (s), t ∈ [a/n, a],

(5.54)

ãäå vn(t) = f̌n(Xn(t)), un(t) = ǧn(Xn(t)), t ∈ [0, a], ãäå f̌n(X) = f̌(X),
ǧn(X) = ǧ(X) äëÿ ëþáûõ X ∈ H òàêèõ, ÷òî ‖X‖ 6 n, f̌n(X) = 0,
ǧn(X) = 0 ïðè ‖X‖ > n.

Ïóñòü τmn = inf{t>a/n : ‖Xn(t)‖H >am}, ãäå am>0, am ↑
m→∞

+∞. Ìû

ïîëàãàåì inf ∅ = a. Îïðåäåëèì ïðîöåññû Xm
n (t) = Xn(t ∧ τmn ) , vmn (t) =

= vn(t ∧ τmn ), umn (t) = un(t ∧ τmn ), t ∈ [0, a].
Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.54) âûòåêàåò, ÷òî

Xm
n (t) =



Φ, t ∈ [0, a/n],

P (t ∧ τmn − a/n)Φ +
t∧τmn −a/n∫

0

P (t ∧ τmn − s)vmn (s)ds +

+
t∧τmn −a/n∫

0

P (t ∧ τmn − s)umn (s)dW (s), t ∈ [a/n, a].

Äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 5.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm
n , n > 1, ïëîòíà â C([0, a], K)

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì m ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå m . Ïî òåîðåìå
Àðöåëà�Àñêîëè ïîäìíîæåñòâî V ∈ C([0, a], K) îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ìíîæåñòâî V ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, ò. å.
lim
h↓0

sup
z∈V,t,s∈[0,a],|t−s|6h

‖z(t)−z(s)‖1 = 0, ãäå ‖·‖1 � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå K;

2) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t0 ∈ [0, a] ìíîæåñòâî Vt0 = {z(t0) : z ∈
∈ V } îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â K.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî b > 0 òàêîå, ÷òî
P (‖Xm

n ‖C([0,a],K) 6 b) > 1− ε/2 äëÿ âñåõ n. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò ÷èñëî hk > 0 òàêîå, ÷òî hk ↓ 0 è

P

(
max

t,s∈[0,a],|t−s|6hk

‖Xm
n (t)−Xm

n (s)‖1 > 1/k

)
6 ε/2k+1
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äëÿ âñåõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, P (Xm
n ∈ J) > 1 − ε/2 äëÿ âñåõ n, ãäå J =

=
∞⋂
k=1

{z ∈ C([0, a], K) : max
t,s∈[0,a],|t−s|6hk

‖z(t) − z(s)‖1 6 1/k}. Ïóñòü K(ε) =

= {z ∈ C([0, a], H)
⋂
J : ‖z‖C([0,a],K) 6 b}. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H êîì-

ïàêòíî âëîæåíî â K, òî ìíîæåñòâî K(ε) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â C([0, a], K). Òàê
êàê P (Xm

n ∈ K(ε))>1−ε äëÿ âñåõ n, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm
n , n>1,

ïëîòíà â C([0, a], K). Ëåììà äîêàçàíà. �
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn =

{
(Xm

n , τmn )
}∞
m=1

, n > 1, ýëå-

ìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó SN = S × S × . . . , ãäå
S = C([0, a], K)× [0, a]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1 ìåòðèêó â S , òîãäà ïðî-
ñòðàíñòâî SN ñ ìåòðèêîé

ρ2

(
(x1, x2, . . . , xm, . . .), (y1, y2, . . . , ym, . . .)

)
=

∞∑
m=1

1

2m
(1 ∧ ρ1(xm, ym))

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ñåïàðàáåëüíûì.

Ëåììà 5.7 [14]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn, n > 1, ïëîòíà â
(SN , ρ2) . �

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨn, n > 1, ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñíîâà áó-
äåì îáîçíà÷àòü PΨn. Èç òåîðåìû Ñêîðîõîäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n (êîòîðóþ ñíîâà áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç n ), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Ψ̂n =
{

(X̂m
n , τ̂mn )

}∞
m=1

, Ψ̂ =

=
{

(X̂m, τ̂m)
}∞
m=1

ñî çíà÷åíèÿìè â SN , îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̂, F̂, P̂ ) , òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) PΨn = P Ψ̂n ∀n ∈ N ;

2) ïðîöåññû X̂m
n (t), X̂m(t) íåïðåðûâíû â K è ñëàáî íåïðåðûâíû â

H , X̂m
n →

n→∞
X̂m â K, τ̂mn →

n→∞
τ̂m ∀m ∈ N ï. í.;

3) τ̂mn = inf{t > 0 : ‖X̂m′
n (t)‖H > am} ∀m′ > m; X̂m

n ((t + τ̂mn ) ∧ a) =

= X̂m
n (τ̂mn ∧ a) ∀t > 0 ∀m,n ∈ N ;

4) X̂m(t) = X̂m+1(t) ïðè t ∈ [0, τ̂m) ∀m ∈ N ; τ̂m 6 τ̂m+1 ∀m ∈ N ;

‖X̂m(τ̂m)‖H = am, åñëè 0 < τ̂m < a .

Îïðåäåëèì ïðîöåññ X̂(t) = X̂m(t) ïðè t ∈ [0, τ̂m), m ∈ N, è ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó e = lim
m→∞

τ̂m ( e > 0 ï. í.). Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ X̂(t)
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îïðåäåëåí ïðè âñåõ t ∈ [0, e) è èìååò ñëàáî íåïðåðûâíûå â H è íåïðåðûâ-

íûå â E òðàåêòîðèè ïðè t ∈ [0, e) ï. í. Êðîìå òîãî, lim sup
t↑e

‖X̂(t)‖H =∞

ïðè e < a. Îïðåäåëèì ïðîöåññû v̂mn (t) = f̌n(X̂m
n (t)), ûmn (t) = ǧn(X̂m

n (t)),
ŵm

n (t) = (ûmn (t)Q1/2)ûmn (t)Q1/2)∗ , t ∈ [0, a], m, n ∈ N.
×åðåç σ̂t îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ σ -àëãåáðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

èçìåðèìû âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X̂m(s), 0 6 s 6 t, m ∈ N. Ïóñòü F̂t =

=
⋂
ε>0
σ̂t+ε, t ∈ [0, a], òîãäà ïðîöåññ X̂ ÿâëÿåòñÿ (F̂t) -ñîãëàñîâàííûì.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.3, ïîñòðîèì ïðîãðåññèâíî
èçìåðèìûå ïðîöåññû v(t,ω), b(t,ω) òàêèå, ÷òî äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè
âñåõ (t,ω) ∈ [0, a] × Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ 1[0,e)(t)v(t,ω) ∈
∈ 1[0,e)(t)F (X̂(t,ω)), 1[0,e)(t)b(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)Γ(X̂(ω)). Êðîìå òîãî, ïðî-
öåññ b(t,ω) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ÿäåðíûõ
îïåðàòîðîâ íà H. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.84 ñóùåñòâóåò ïðîãðåññèâ-
íî èçìåðèìûé ïðîöåññ u(t,ω) òàêîé, ÷òî (u(t,ω)Q1/2)(u(t,ω)Q1/2)∗ =
= b(t,ω).

Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ m, n è ζ ∈ D(A∗) îïðåäåëèì ïðîöåññ

N̄m
n (t; ζ) = 〈X̄m

n (t), ζ〉−〈Φ, ζ〉−
t∧τmn∫
0

(〈X̄m
n (s),A∗ζ〉+〈vmn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ (Ft) -ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈N̄m
n (t; ζ)〉〉 =

t∧τmn∫
0

‖(umn (s)Q1/2)∗ζ‖2ds, t ∈ [0, a],

ãäå

X̄m
n (t) = S(t∧τmn )Φ+

t∧τmn∫
0

S(t∧τmn −s)vmn (s)ds+

t∧τmn∫
0

S(t∧τmn −s)umn (s)dW (s),

êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ m ∈ N, ζ ∈ D(A∗) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ =
= γ(m, a, ζ), òàêàÿ, ÷òî supn supt∈[0,a] ‖N̄m

n (t; ζ)‖2 6 γ.
Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m, n è ζ ∈ D(A∗) îïðåäåëèì ïðîöåññû

Nm
n (t; ζ) = 〈Xm

n (t), ζ〉−〈Φ, ζ〉−
t∧τmn∫
0

(〈Xm
n (s),A∗ζ〉+ 〈vmn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],
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N̂m
n (t; ζ) = 〈X̂m

n (t), ζ〉−〈X̂m
n (0), ζ〉−

t∧τ̂mn∫
0

(〈X̂m
n (s),A∗ζ〉+〈v̂mn (s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a],

N̂m(t; ζ) = 〈X̂m(t), ζ〉−〈X̂m(0), ζ〉−
t∧τ̂m∫
0

(〈X̂m(s),A∗ζ〉+〈v(s), ζ〉)ds, t ∈ [0, a].

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî: m, M ∈ N ; ζ ∈ D(A∗); s, t ∈ [0, a], s 6 t;
îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ϕ̂ : K → R. Äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

E((N̄m
n (t; ζ)− N̄m

n (s; ζ))ϕ̂(XM
n (s))) = 0,

E

((
|N̄m

n (t; ζ)|2 − |N̄m
n (s; ζ)|2 −

t∧τmn∫
s∧τmn

‖(umn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ̂(XM

n (s))

)
= 0.

Èç íåðàâåíñòâà (5.52), ñõîäèìîñòè X̂m
n → X̂m â C([0, a], K) , ñëà-

áîé ñõîäèìîñòè v̂mn ⇀ v̂m, ŵm
n ⇀ b̂m ñîîòâåòñòâåííî â L1([0, a] × Ω̂, H),

L1([0, a]× Ω̂, L0
2(H)) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

E((N̂m(t; ζ)−N̂m(s; ζ))ϕ̂(X̂M(s))) = lim
n→∞

E((N̂m
n (t; ζ)−N̂m

n (s; ζ))ϕ̂(X̂M
n (s))) =

= lim
n→∞

E((Nm
n (t; ζ)− Nm

n (s; ζ))ϕ̂(XM
n (s))) =

= lim
n→∞

E((N̄m
n (t; ζ)− N̄m

n (s; ζ))ϕ̂(XM
n (s))) = 0,

E

((
|N̂m(t; ζ)|2 − |N̂m(s; ζ)|2 −

t∧τ̂m∫
s∧τ̂m

‖(u(τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ̂(X̂M(s))

)
=

= lim
n→∞

E

((
|N̂m

n (t; ζ)|2−|N̂m
n (s; ζ)|2−

t∧τ̂mn∫
s∧τ̂mn

‖(ûmn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ̂(X̂M

n (s))

)
=

= lim
n→∞

E

((
|N̄m

n (t; ζ)|2 − |N̄m
n (s; ζ)|2−

−
t∧τ̂mn∫

s∧τ̂mn

‖(ûmn (τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ

)
ϕ̂(X̂M

n (s))

)
= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m è ζ ∈ D(A∗) ïðîöåññ

N̂m(t; ζ) , t ∈ [0, a], ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì (F̂t) -
ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈N̂m(t; ζ)〉〉 =

t∧τ̂m∫
0

‖(u(τ)Q1/2)∗ζ‖2dτ, t ∈ [0, a].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m è ζ ∈ D(A∗) ïðîöåññ

N̂m(t; ζ) , t ∈ [0, a], ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì (F̂t) -
ìàðòèíãàëîì ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈〈N̂m(t; ζ)〉〉 =

t∧τ̂m∫
0

‖(u(s)Q1/2)∗ζ‖2ds, t ∈ [0, a].

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.68 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W̃m(t)

H -çíà÷íûõ (F̂t) -âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì
Q (îïðåäåëåííûõ íà ðàñøèðåííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå
ìû äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé îòîæäåñòâëÿåì ñ èñõîäíûì) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáûõ ζ ∈ D(A∗), m > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N̂m(t; ζ) =

t∧τ̂m∫
0

〈ζ, u(s)dW̃m(s)〉, t ∈ [0, a], (5.55)

è, êðîìå òîãî, W̃m+1(t) = W̃m(t) ïðè t < τ̂m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ

W̃ (t) = lim
m→∞

W̃m(t), t ∈ [0, a],

ÿâëÿåòñÿ òàêæå (F̂t) -âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòî-
ðîì Q.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.55) âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ
m ∈ N, ζ ∈ D(A∗) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈X̂m(t), ζ〉 = 〈X̂m(0), ζ〉+

t∧τ̂m∫
0

(〈X̂m(s), A∗ζ〉+ 〈v(s), ζ〉)ds+

+

t∧τ̂m∫
0

〈ζ, u(s)dW̃ (s)〉, t ∈ [0, a]. (5.56)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.56) è òåîðåìû 3.2 [205] ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ m ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X̂m(t) = S(t)X̂m(0)+

t∧τ̂m∫
0

S(t−s)v(s)ds+

t∧τ̂m∫
0

S(t−s)u(s)dW̃ (s), t ∈ [0, a].

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, e) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

X̂(t) = S(t)X̂(0) +

t∫
0

S(t− s)v(s)ds +

t∫
0

S(t− s)u(s)dW̃ (s).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ β -ìàðòèíãàëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (5.51). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Â çàâåðøåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîïàäàåò â êëàññ óðàâíåíèé (5.51),
ïîä÷èíåííûõ îãðàíè÷åíèþ (5.52).

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2u(t, x)

∂t2
= ∆u(t, x) + f(x, u(x)) + g(x, u(x))Ẇ (t, x), t ∈ [0, a], x ∈ O,

(5.57)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0, x) = u0(x), x ∈ O, (5.58)

∂u

∂t
(0, x) = u1(x), x ∈ O, (5.59)

è íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, ãäå O � îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü â Rd ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé; ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd; ôóíêöèè
f : O × R → R, g : O × R → R èçìåðèìû ïî Áîðåëþ; u0 : O → R,
u1 : O→ R � çàäàííûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî u0(x) = 0, x ∈ ∂O.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (5.57)�(5.59) ñ ëèïøèöåâû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè äîêàçàíà â ðàáîòå [263]. Â ñòàòüå [216] äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñ ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùè-
ìè îñëàáëåííîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà. Äëÿ çàäà÷è Êîøè (5.57)�(5.59) ñ
êîýôôèöèåíòàìè f, g, íåïðåðûâíûìè ïî ïåðåìåííîé u è óäîâëåòâîðÿ-
þùèìè ëèíåéíîìó ïîðÿäêó ðîñòà ïî u, â ðàáîòå [259] ïîëó÷åíà òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé.

Çàïèøåì çàäà÷ó (5.57)�(5.59) â âèäå óðàâíåíèÿ (5.51).
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà L2

v̌ = L2(O, R), H2
v̌ = W 2,2(O, R) H1

v̌ =
= {z(·) ∈ W 1,2(O, R) : z(x) = 0, x ∈ ∂O} , ãäå W k,p(O,R) � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Ñîáîëåâà êëàññîâ ôóíêöèé èç Lp(O,R), èìåþùèõ îáîáùåííûå

315



ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, êîòîðûå òàêæå ïðèíàäëåæàò
Lp(O,R). Ïóñòü H = H1

v̌ × L2
v̌ , K = L2

v̌ ×H−1
v̌ , ãäå H−1

v̌ � ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó H1

v̌ .
Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t, x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öèëèíäðè-

÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W(t) ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2

v̌.
Ïóñòü y(t) = u(t, ·) ∈ H1

v̌ , z(t) = ∂u
∂t (t, ·) ∈ L2

v̌, t ∈ [0, a]; X(t) =

=

(
y(t)
z(t)

)
∈ K.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f̌ : H1
v̌ → H, ǧ : H1

v̌ → L2(L
2
v̌, H) ñëåäóþùèì

îáðàçîì: f̌ =

(
0
f̌1

)
, ǧ =

(
0
ǧ1

)
, ãäå ôóíêöèè f̌1 : H1

v̌ → L2
v̌, ǧ1 : H1

v̌ →

→ L2(L
2
v̌, L

2
v̌) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:

(f̌1(ϕ))(x) = f(x,ϕ(x)),ϕ ∈ H1
v̌ , x ∈ Rd,

(ǧ1(ϕ)v)(x) = g(x,ϕ(x))v(x),ϕ ∈ H1
v̌ , v ∈ L2

v̌, x ∈ Rd.

Îáîçíà÷èì A = ∆ è îïðåäåëèì îïåðàòîð A =

(
0 I
A 0

)
, D(A) =

= H2
v̌ × H1

v̌ , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0 -ïîëóãðóïïû P (t) =

=

(
S(t) C(t)
AC(t) S(t)

)
, t ∈ [0, a], íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Òîãäà çàäà÷ó (5.57)�(5.59) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dX(t) = AX(t) + f̌(X(t))dt + ǧ(X(t))dW(t), t ∈ [0, a], X ∈ H, (5.60)

X(0) = Φ, (5.61)

ãäå Φ =

(
ψ0

ψ1

)
=

(
u0(·)
u1(·)

)
∈ H.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî W(t) � âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â K è êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Q,
ãäå Q � ñèììåòðè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð íà K.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ζ ∈ D(A∗) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cζ òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî z ∈ H âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî [259]

|〈ζ, z〉|+ |〈A∗ζ, z〉| 6 cζ‖z‖K ,

òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà çàäà÷à (5.57)�(5.59) èìååò
β -ìàðòèíãàëüíîå ðåøåíèå.
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Çàìå÷àíèå 5.6. Åñëè îòîáðàæåíèÿ f(x,ϕ), g(x,ϕ) íå çàâèñÿò îò
ϕ, òî ñîîòíîøåíèå (5.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y(t) = S(t)ψ0 + C(t)ψ1 +
t∫

0

C(t− s)f̌1(s)ds +

+
t∫

0

C(t− s)ǧ1(s)dW1(s), t ∈ [0, τ),

z(t) = AC(t)ψ0 + S(t)ψ1 +
t∫

0

S(t− s)f̌1(s)ds +

+
t∫

0

S(t− s)ǧ1(s)dW1(s), t ∈ [0, τ),

ãäå W1 � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïðîöåññà W íà ïîäïðîñòðàíñòâî L2
v̌. Â

äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå (g(x) = 0 ) ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó Äþàìåëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

5.4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé è êîððåêòíîñòü
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ

ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

Ïóñòü çàäàíû ñëåäóþùèå îáúåêòû: âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð (Ft), t>−h, Ft = F0 ∀t ∈ [−h, 0]; äâà ñåïà-
ðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà H è U ; ÿäåðíûé íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûé îïåðàòîð Q íà ïðîñòðàíñòâå U ; (Ft) -ñîãëàñîâàííîå áðî-
óíîâñêîå äâèæåíèå W (t,ω) ñî çíà÷åíèÿìè â U è êîâàðèàöèîííûì îïå-
ðàòîðîì Q; ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ïîðîæäàþùèé C0 -ïîëóãðóïïó S(t)
íà H; ôóíêöèè f : R+ × Ω × Ch → H, g : R+ × Ω × Ch → L2(U,H),
ãäå R+ = [0,∞), Ch = C([−h, 0], H) ïðè h > 0, L2(U,H) � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, äåéñòâóþùèõ èç U â H;
íåïðåðûâíûé (F0) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ ξ : [−h, 0]× Ω→ H.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå ýâîëþöèîííîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå

dX(t,ω) = AX(t,ω)dt + f(t,ω, Xt(ω))dt + g(t,ω, Xt(ω))dW (t,ω),
(5.62)

t ∈ R+, X ∈ H, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

X(t,ω) = ξ(t,ω), t ∈ [−h, 0], ω ∈ Ω, (5.63)

317



ãäå Xt(ω) = {X(t+τ,ω) : −h6τ6 0} ∈ Ch, h> 0 � âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ.
Â äàëüíåéøåì ÷àñòî äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé àðãóìåíò ω áóäåì

îïóñêàòü.
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì â

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ðÿäà åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ÿâëåíèé, âêëþ÷àÿ íåéðîôèçèîëîãè÷åñêèå ïðî-
öåññû, ãåíåòèêó ïîïóëÿöèé, ïðîöåññû ðåàêöèè-äèôôóçèè è ïð. [188, ãë. 1].

Ïóñòü p äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøåå äâóõ, K � ñåïàðàáåëüíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Ch(K) = C([−h, 0], K) . Îïðåäåëèì êëàññ
Φp(K) îòîáðàæåíèé (t,ω,ϕ) → z(t,ω,ϕ), t ∈ R+, ω ∈ Ω, ϕ ∈ Ch,
ñî çíà÷åíèÿìè â K òàêèõ, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ϕ ∈ Ch ïðî-
öåññ z(t,ω,ϕ) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì è (Ft) -ñîãëàñîâàííûì, à ïðè êàæ-
äûõ ôèêñèðîâàííûõ (t,ω) ∈ R+ × Ω ôóíêöèÿ z(t,ω, ·) íåïðåðûâíà ïî
ϕ ∈ Ch è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(10 ) äëÿ ëþáîãî b ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ qb òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t ∈ [0, b], è ϕ, ψ ∈ Ch, ‖ϕ‖6b, ‖ψ‖6b, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(‖z(t,ω,ϕ)− z(t,ω,ψ)‖p) 6 qb(‖ϕ−ψ‖p);

(20 ) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ k : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t ∈ R+, è η ∈ Ch, òàêèõ, ÷òî ‖η‖ <∞, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(‖z(t,ω,η)‖p) 6 k(t)(1 + (‖η‖p)).

×åðåç A îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : D(A) →
→ H, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ C0 -ïîëóãðóïïó S(t) íà
H è îïðåäåëåí íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D(A), ÿâëÿþùèìñÿ âñþäó ïëîò-
íûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà H. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ C0 -ïîëóãðóïïû
S(t) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M, β ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈
∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖S(t)‖ 6M exp(βt) [262], ãäå ‖S(t)‖ =
= suph∈H,‖h‖=1 ‖S(t)h‖.

×åðåç Jp, Jq îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ (F0) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ ζ : [−h, 0] × Ω → H òàêèõ,
÷òî E(supt∈[−h,0] ‖ζ(t)‖p) < ∞, è ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ (Ft) -
ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ Y : [−h,∞) × Ω → H òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ R+ âåëè÷èíà E(supt∈[−h,a] ‖Y (t)‖q) êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì (5.63) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ
X(t), t > −h, òàêîé, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t > −h âûïîë-
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íÿåòñÿ ðàâåíñòâî X(t) =

=


ξ(t), t ∈ [−h, 0],

S(t)ξ(0) +
t∫

0

S(t− s)f(s,Xs)ds +
t∫

0

S(t− s)g(s,Xs)dW (s), t ∈ R+.

(5.64)

Îïðåäåëåíèå 5.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå X(t) óðàâíåíèÿ
(5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.63) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ Y (t) óðàâíåíèÿ (5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
(5.63) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

P (X(t) = Y (t) ∀t >−h) = 1.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé Êîøè (5.62), (5.63) ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ çàäà-
÷ó Êîøè

dX(t) = ÃX(t)dt + f̃(t,Xt)dt + g̃(t,Xt)dW (t), t ∈ R+, X ∈ H,

X(t) = ξ̃(t), t ∈ [−h, 0].

Îïðåäåëåíèå 5.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè (5.62), (5.63)
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî p > 2 è äëÿ ëþáûõ (f, g, ξ) ∈
∈ Φp(H) × Φp(L2(U,H)) × Jp è îïåðàòîðà A ∈ A çàäà÷à Êîøè èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X(t) è äëÿ ëþáûõ ε > 0, a ∈ R+, p > 2, ñóùå-
ñòâóåò δ = δ(ε, a, p), äëÿ ëþáûõ (f̃ , g̃, ξ̃) ∈ Φp(H) × Φp(L2(U,H)) × Jp
è îïåðàòîðà Ã ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

E(‖f̃(t,ω,ϕ)− f(t,ω,ϕ)‖p + ‖g̃(t,ω,ϕ)− g(t,ω,ϕ)‖p) + ‖S̃(t)−S(t)‖p+

+E

(
sup

s∈[−h,0]

‖ξ̃(s,ω)− ξ(s,ω)‖p
)
6 δ ∀(t,ϕ) ∈ [0, a]× Ch,

âîçìóùåííàÿ çàäà÷à Êîøè ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f̃ , g̃ è íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì X̃(t) = ξ̃(t), t ∈ [−h, 0], èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X̃(t) è äëÿ
ëþáîãî q, 2 6 q < p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖X̃(t,ω)−X(t,ω)‖q
)
6 ε.

Äîêàæåì òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (5.62),
(5.63).
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Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü (A, f, g, ξ) ∈ A × Φp(H) × Φp(L2(U,H)) × Jp,
ãäå p > 2. Òîãäà óðàâíåíèå (5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.63) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X(t), êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî q, 26 q < p, âûïîë-
íÿåòñÿ âêëþ÷åíèå X(·) ∈ Jq .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ïðîöåññ
Xn(t) , t >−h, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xn(t) =



ξ(t), t ∈ [−h, 0],
ξ(0), t ∈ [0, 1/n],

S(t− 1
n)ξ(0) +

t−1/n∫
0

S(t− s)vn(s)ds +

+
t−1/n∫

0

S(t− s)un(s)dW (s), t > 1
n ,

(5.65)

ãäå vn(t) = f(t,Xn,t), un(t) = g(t,Xn,t), t ∈ R+, Xn,t = {Xn(t + τ) :
−h 6 τ 6 0} ∈ Ch.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ, çàäàííàÿ ñîîò-
íîøåíèåì (5.65), êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ôèêñèðî-
âàííîì íàòóðàëüíîì n ðàçîáüåì îñü R+ òî÷êàìè âèäà k/n, ãäå k =
= 0, 1, . . . . Îïðåäåëèâ ïðîöåññ Xn(t) ïðè t6 k/n , ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ýòîò ïðîöåññ è íà îòðåçêå [k/n, (k+1)/n] ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (5.65).
Òåì ñàìûì ïðîöåññ Xn(t) îïðåäåëåí ïðè âñåõ t >−h.

Äëÿ ëþáîãî n ∈ N îïðåäåëèì ïðîöåññ Yn(t), t > −h, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Yn(t) =


ξ(t), t ∈ [−h, 0],

S(t)ξ(0) +
t∫

0

S(t− s)vn(s)ds +
t∫

0

S(t− s)un(s)dW (s), t > 0.

(5.66)
Äëÿ êàæäûõ n ∈ N, b ∈ R+ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ωb =

{
ω ∈ Ω : sup

t∈[−h,0]

‖Xn(t,ω)‖ 6 b
}

è ìîìåíòû îñòàíîâêè

τbn = inf{t > 0 : ‖Xn(t)‖ > b}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.6 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ âîñüìè ëåìì
5.8�5.15.
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Ëåììà 5.8. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Ca òà-
êàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
n∈N

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)‖p
)
6 Ca.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Èç ïîñòðîåíèÿ
ïðîöåññîâ Xn(t) è óñëîâèÿ (20) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n è ëþáîãî t ∈ R+ âåëè÷èíà

E(‖Xn,t‖p + ‖f(t,Xn,t)‖p + ‖g(t,Xn,t)‖p)

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Ïóñòü Ma = supt∈[0,a] ‖S(t)‖, Qa = supt∈[0,a] k(t). Êàê
ïîêàçàíî â [187], äëÿ ëþáîãî (Ft) -ñîãëàñîâàííîãî ïðîöåññà Φ : [0, a]×Ω→
→ L2(U,H) òàêîãî, ÷òî E(

∫ a

0 ‖Φ(s)‖2ds) <∞, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup
τ∈[0,t]

∥∥∥∥
τ∫

0

S(τ− s)Φ(s)dW (s)

∥∥∥∥p) 6 cp,aE

( t∫
0

‖Φ(s)‖pds
)
, t ∈ [0, a],

(5.67)
ãäå cp,a = ((p2 − p)/2)p/2Mp

aa
p/2−1.

Ïîëîæèì Mp
aE(supt∈[−h,0] ‖ξ(t)‖p) = bp,a. Âûáåðåì íåêîòîðîå a0 >

> 0, çíà÷åíèå êîòîðîãî óòî÷íèì íèæå. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà,
îöåíêó (5.67), óñëîâèå (20) è òåîðåìó Ôóáèíè, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖p
)
6

6 3p−1(1+cp,a)

(
bp,a+ap−1E

( a0∫
0

‖f(s,Xn,s)‖pds
)

+E

( a0∫
0

‖g(s,Xn,s)‖pds
))

6

6 3p−1(1 + cp,a)(1 + ap−1)

(
bp,a +

a0∫
0

k(t)(1 + E(‖Xn,t‖p))dt
)
6

6 3p−1(1 + cp,a)(1 + ap−1)

(
bp,a +

a0∫
0

k(t)

(
1 + E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖p
))

dt

)
6

6 3p−1(1 + cp,a)(1 + ap−1)

(
bp,a + a0QaE

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖p
))

.
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Ïîëàãàÿ a0 = (2 · 3p−1Qa(1 + cp,a)(1 + ap−1))−1, ïîëó÷àåì îöåíêó

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖p
)
6 2 · 3p−1bp,a(1 + cp,a)(1 + ap−1) = b̃p,a.

Ïóñòü a1 = min{2a0, a}. Èñïîëüçóÿ òå æå àðãóìåíòû, ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèÿ

E

(
sup

t∈[−h,a1]

‖Xn(t)‖p
)
6

6 3p−1(1+cp,a)

(
bp,a+ap−1E

( a1∫
0

‖f(s,Xn,s)‖pds
)

+E

( a1∫
0

‖g(s,Xn,s)‖pds
))

6

6 3p−1(1 + cp,a)(1 + ap−1)

(
bp,a + Qaa(1 + b̃p,a)+

+E

( a1∫
a0

‖f(s,Xn,s)‖pds
)

+ E

( a1∫
a0

‖g(s,Xn,s)‖pds
))

6

6 3p−1(1 + cp,a)(1 +ap−1)

(
bp,a +Qaa(1 + b̃p,a) +a0QaE

(
sup

t∈[−h,a1]

‖Xn(t)‖p
))

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

E

(
sup

t∈[−h,a1]

‖Xn(t)‖p
)
6 2 · 3p−1(bp,a +Qaa(1 + b̃p,a))(1 + cp,a)(1 +ap−1) = ˜̃bp,a.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, óáåæäàåìñÿ â ñóùåñòâîâàíèè óíèâåð-
ñàëüíîé ïîñòîÿííîé Ca òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)‖p
)
6 Ca,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �

Ëåììà 5.9. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)− Yn(t)‖p
)
→

n→∞
0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì E(supt∈[0,1/n] ‖S(t)ξ(0) − ξ(0)‖p) =
= dn,p. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà dn,p → 0 ïðè n→∞. Èñïîëüçóÿ ëåììó
5.8, íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è óñëîâèå (20), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)− Yn(t)‖p
)
6 E

(
sup

t∈[0,1/n]

‖Xn(t)− Yn(t)‖p
)

+

+E

(
sup

t∈[1/n,a]

‖Xn(t)− Yn(t)‖p
)
6

6 dn,p + 3p−1

(
E

(
sup

t∈[1/n,a]

‖S(t)ξ(0)− S(t− 1/n)ξ(0)‖p
)

+

+ E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

S(t− s)vn(s)ds

∥∥∥∥p)+

+ E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

S(t− s)un(s)dW (s)

∥∥∥∥p)) 6
6 dn,p + 3p−1

(
Mp

adn,p +
Mp

aa
p−1

n
Qa(1 + Ca) +

+ E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

S(t− s)un(s)dW (s)

∥∥∥∥p)). (5.68)

Òåïåðü îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

S(t− s)un(s)dW (s)

∥∥∥∥p) →n→∞ 0. (5.69)

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå β ∈ (1/p, 1/2). Äëÿ ëþáûõ t ∈
∈ [0, a], n ∈ N ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå [187]:

t∫
0

S(t− s)un(s)dW (s) =
sin(πβ)

π

t∫
0

(t− ρ)β−1S(t− ρ)Zn(ρ)dρ, (5.70)

ãäå

Zn(ρ) =

ρ∫
0

(ρ− τ)−βS(ρ− τ)un(τ)dW (τ), ρ ∈ [0, a].
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Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Ã¼ëüäåðà, Áóðêõîëüäåðà, òåîðåìû Ôóáèíè è
ëåììû 5.8 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

E

( a∫
0

‖Zn(ρ)‖pdρ
)

=

a∫
0

E

(∥∥∥∥
ρ∫

0

(ρ− τ)−βS(ρ− τ)un(τ)dW (τ)

∥∥∥∥p)dρ 6
6Mp

a

a∫
0

E

(∣∣∣∣
ρ∫

0

(ρ− τ)−2β‖un(τ)‖2dτ

∣∣∣∣p/2)
dρ 6

6
Mp

a

(1− 2β)p/2−1

a∫
0

ρ(1−2β)(p/2−1)E

( ρ∫
0

(ρ− τ)−2β‖un(τ)‖pdτ
)
dρ 6

6
Mp

aQa(1 + Ca)a
(1−2β)p/2+1

(1− 2β)p/2((1− 2β)p/2 + 1)
= λa. (5.71)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.70), îöåíêó (5.71) è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäå-
ðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

S(t− s)un(s)dW (s)

∥∥∥∥p) =

=
sinp(πβ)

πp
E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

0

(t− ρ)β−1S(t− ρ)Zn(ρ)dρ−

− S(1/n)

t−1/n∫
0

(t− 1/n− ρ)β−1S(t− 1/n− ρ)Zn(ρ)dρ

∥∥∥∥p) 6
6

2p−1 sinp(πβ)

πp

(
E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t∫

t−1/n

(t− ρ)β−1S(t− ρ)Zn(ρ)dρ

∥∥∥∥p)+

+ E

(
sup

t∈[1/n,a]

∥∥∥∥
t−1/n∫
0

((t− ρ)β−1 − (t− 1/n− ρ)β−1)S(t− ρ)Zn(ρ)dρ

∥∥∥∥p)) 6
6

2p−1Mp
a sinp(πβ)

πp

(
E

(
sup

t∈[1/n,a]

( t∫
t−1/n

(t−ρ)(β−1)p/(p−1)dρ

)p−1
a∫

0

‖Zn(ρ)‖pdρ
)

+
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+ E

(
sup

t∈[1/n,a]

( t−1/n∫
0

|(t−ρ)β−1−(t−1/n−ρ)β−1|p/(p−1)dρ

)p−1
a∫

0

‖Zn(ρ)‖pdρ
))

6

6
2p−1Mp

aλa sinp(πβ)

πp

(
n1−pβ(p− 1)p−1

(βp− 1)βp−1
+

+

( a−1/n∫
0

|τβ−1 − (τ+ 1/n)β−1|p/(p−1)dτ

)p−1)
. (5.72)

Òàê êàê hn(τ) = |τβ−1−(τ+1/n)β−1|p/(p−1) → 0 ïðè n→∞ â êàæäîé
òî÷êå τ ∈ (0, a] è hn(τ)6τ(β−1)p/(p−1) = µ(τ), ôóíêöèÿ µ(τ) èíòåãðèðóåìà
íà îòðåçêå [0, a], òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà èíòåãðàë

a−1/n∫
0

|τβ−1 − (τ+ 1/n)β−1|p/(p−1)dτ

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Îòñþäà è èç îöåíêè (5.72) âûòåêàåò ñõî-
äèìîñòü (5.69). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 5.10. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E

(
sup

t∈[−h,a∧τbn∧τbm]

‖Xn(t)−Xm(t)‖p
)
→

n,m→∞
0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå a, b ∈ R+, à òàêæå
âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå n, m. Èç ëåììû 5.9 âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn,
n ∈ N, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a∧τbn∧τbm]

‖Xn(t)−Xm(t)‖p
)
6

6E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

‖Yn(t)− Ym(t)‖p
)

+ δn + δm. (5.73)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Yn(t) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

‖Yn(t)− Ym(t)‖p
)
6
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6 2p−1

(
E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(vn(s)− vm(s))ds

∥∥∥∥p)+

+ E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(un(s)− um(s))dW (s)

∥∥∥∥p)). (5.74)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è óñëîâèå (10) ,
ïîëó÷àåì îöåíêè

E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(vn(s)− vm(s))ds

∥∥∥∥p)6
6Mp

aa
p−1E

( a∧τbn∧τbm∫
0

‖vn(s)− vm(s)‖pds
)
6

6Mp
aa

p−1qbE

( a∧τbn∧τbm∫
0

‖Xn,s −Xm,s‖pds
)
6

6Mp
aa

p−1qb

a∫
0

E

(
sup

τ∈[−h,s∧τbn∧τbm]

‖Xn(τ)−Xm(τ)‖p
)
ds. (5.75)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.67), òåîðåìó Ôóáèíè è óñëîâèå (10), ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà

E

(
sup

t∈[0,a∧τbn∧τbm]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(un(s)− um(s))dW (s)

∥∥∥∥p)6
6 cp,aE

( a∧τbn∧τbm∫
0

‖un(s)− um(s)‖pds
)
6

6 cp,aqbE

( a∧τbn∧τbm∫
0

‖Xn,s −Xm,s‖pds
)
6

6 cp,aqb

a∫
0

E

(
sup

τ∈[−h,s∧τbn∧τbm]

‖Xn(τ)−Xm(τ)‖p
)
ds. (5.76)
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Èç ñîîòíîøåíèé (5.73)�(5.76) è íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà
âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ëåììà 5.11. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âå-
ðîÿòíîñòè

sup
t∈[−h,a]

‖Xn(t)−Xm(t)‖p P→
n,m→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+.
Èç ëåììû 5.8 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ b ∈ R+,
n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)‖ > b

)
6
Ca

bp
. (5.77)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.77), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n, m ∈ N,
b ∈ R+ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

P (ζb = 0) + P (τbn < a) + P (τbm < a) 6
4Ca

bp
, (5.78)

ãäå ζb = 1Ωb(ω). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ε1, ε2 > 0 è ïîëîæèì b =
= (8Ca/ε2)

1/p. Èç ëåììû 5.10 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ÷èñëà n0 ∈ N òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ n, m > n0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

P

(
sup

t∈[−h,a∧τbn∧τbm]

(‖Xn(t)−Xm(t)‖pζb) > ε1

)
6
ε2

2
. (5.79)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (5.78) è (5.79), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,
m > n0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)−Xm(t)‖p > ε1

)
6

6P

((
sup

t∈[−h,a∧τbn∧τbm]

(‖Xn(t)−Xm(t)‖pζb) > ε1

))
+
ε2

2
6 ε2,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �
Èç ëåììû 5.11 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå (Ft) -ñîãëàñîâàííîãî ïðîöåññà

X(t), t>−h, ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈
∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

sup
t∈[−h,a]

‖Xn(t)−X(t)‖p P→
n→∞

0. (5.80)
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Ëåììà 5.12. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ âåëè÷èíà E(supt∈[−h,a] ‖X(t)‖q)
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Âûáåðåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ Xnk

(t), êîòîðàÿ ï. í. ñõîäèòñÿ ê ïðîöåññó
X(t) ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [−h, a] ïðè nk → ∞, â äàëüíåéøåì âìåñòî
nk áóäåì ñíîâà ïèñàòü n. Ñëåäîâàòåëüíî, ηn = ‖Xn‖qC([−h,a],H) →n→∞η =

= ‖X‖qC([−h,a],H) ï. í. Ïî ëåììå 5.8 è êðèòåðèþ Âàëëå�Ïóññåíà

(ïðåäë. 1.38) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn, n > 1, ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîé. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.35 èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü E(ηn)→ E(η) <∞ ïðè n→∞. Ëåììà äîêàçàíà. �

Èç ëåìì 5.8, 5.12, ñîîòíîøåíèÿ (5.80) è òåîðåìû Ëåáåãà âûòåêàåò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)−X(t)‖q
)
→

n→∞
0. �

Ïîëîæèì v(t) = f(t,Xt), u(t) = g(t,Xt), t ∈ R+.

Ëåììà 5.13. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(vn(s)− v(s))ds

∥∥∥∥q) →n→∞ 0, (5.81)

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(un(s)− u(s))dW (s)

∥∥∥∥q) →n→∞ 0. (5.82)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Èñïîëüçóÿ íåðà-
âåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêó

E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t−s)(vn(s)−v(s))ds

∥∥∥∥q)6M q
aa

q−1E

( a∫
0

‖vn(s)−v(s)‖qds
)
.

(5.83)
Èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.67), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t−s)(un(s)−u(s))dW (s)

∥∥∥∥q)6cq,aE(
a∫

0

‖un(s)−u(s)‖qds
)
.

(5.84)
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Èç íåðàâåíñòâ (5.83) è (5.84), òåîðåìû Ëåáåãà, ëåìì 5.8 è 5.12, óñëî-
âèÿ 20) è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f è g ïî ïåðåìåííîé ϕ âûòåêàþò
ñîîòíîøåíèÿ (5.81) è (5.82). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 5.14. Ïðîöåññ X(t), t >−h, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.63).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥X(t)− S(t)ξ(0)−
t∫

0

S(t− s)v(s)ds−
t∫

0

S(t− s)u(s)dW (s)

∥∥∥∥q)6
6 3q−1

(
E

(
sup
t∈[0,a]

‖X(t)−Yn(t)‖q
)

+E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t−s)(vn(s)−v(s))ds

∥∥∥∥q)+

+ E

(
sup
t∈[0,a]

∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(un(s)− u(s))dW (s)

∥∥∥∥q)). (5.85)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.85), ëåììû 5.9 è 5.13, à òàêæå ñëåäñòâèå 5.2,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = S(t)ξ(0) +

t∫
0

S(t− s)v(s)ds +

t∫
0

S(t− s)u(s)dW (s).

Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Xn(t) è ñëåäñòâèÿ 5.2 âûòåêàåò,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [−h, 0] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî X(t) =
= ξ(t). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 5.15. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ Y (t) óðàâíåíèÿ (5.62) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì (5.63) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P (X(t) = Y (t) ∀t >−h) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y (t), t>−h, � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.63). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå b ∈
∈ R+ , îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ωb =

{
ω ∈ Ω : sup

t∈[−h,0]

‖X(t,ω)‖ 6 b, sup
t∈[−h,0]

‖Y (t,ω)‖ 6 b
}

è ìîìåíò îñòàíîâêè

τb = inf{t > 0 : ‖X(t)‖ ∨ ‖Y (t)‖ > b}.
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Çàìåíÿÿ ïðîöåññû Xn(t), Xm(t) â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.10 íà ïðî-
öåññû X(t), Y (t), äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

E

(
sup

t∈[−h,a∧τb]
‖X(t)− Y (t)‖p

)
= 0. (5.86)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü P (Ωb) ↑ 1 , τb → ∞ ïðè b →
→∞. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (5.86) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R+

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (X(t) = Y (t) ∀t ∈ [−h, a]) = 1. Èç ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî. �
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå îä-

íîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè (5.62), (5.63), ãàðàíòèðóþò òàêæå
êîððåêòíîñòü ýòîé çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü (A, f, g, ξ) ∈ A×Φp,q(H)×Φp,q(L2(U,H))× J0.
Òîãäà çàäà÷à Êîøè (5.62), (5.63) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âûïîëíÿ-
åòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε0 > 0, a0 ∈ R+ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî n íàéäóòñÿ (fn, gn, ξn) ∈ Φp,q(H) × Φp,q(L2(U,H)) × J0 è îïåðàòîð
An, ïîðîæäàþùèé C0 -ïîëóãðóïïó Sn(t) íà H, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

E(‖fn(t,ϕ)− f(t,ϕ)‖p + ‖gn(t,ϕ)− g(t,ϕ)‖p) + ‖Sn(t)− S(t)‖p +

+ E

(
sup

s∈[−h,0]

‖ξn(s)− ξ(s)‖p
)
6 1/np ∀(t,ϕ) ∈ [0, a0]× Ch, (5.87)

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)−X(t)‖q
)
> ε0, (5.88)

ãäå X(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.62), (5.63); Xn(t) � ðåøåíèå âîçìó-
ùåííîé çàäà÷è Êîøè ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè fn, gn è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
Xn(t) = ξn(t), t ∈ [−h, 0].

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå,
íå çàâèñÿùèå îò n è t. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 5.16. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ D òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖q
)
6D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.6 âåëè÷èíà
E(supt∈[−h,a0] ‖Xn(t)‖q) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (20), òåîðåìó Ôóáèíè, íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ñîîòíî-
øåíèÿ (5.67) è (5.87), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)‖q
)
6 C

(
1 +

a0∫
0

E

(
sup

τ∈[−h,s]
‖Xn(τ)‖qds

))
. (5.89)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.89) è íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Äëÿ ëþáûõ n ∈ N, b ∈ R+ îïðåäåëèì ìîìåíò îñòàíîâêè

τbn = inf{t > 0 : ‖Xn(t)‖ ∨ ‖X(t)‖ > b}.

Ëåììà 5.17. Äëÿ ëþáîãî b ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cb òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(Sn(t− s)− S(t− s))gn(s,Xn,s)dW (s)

∥∥∥∥q) 6 Cb

nq
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå b ∈ R+, à
òàêæå íåêîòîðîå β ∈ (1/q, 1/2). Äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, a0 ∧ τbn] ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

t∫
0

(Sn(t− s)− S(t− s))gn(s,Xn,s)dW (s) =

=
sin(πβ)

π

t∫
0

(t− ρ)β−1(Sn(t− ρ)Yn(ρ)− S(t− ρ)Ψn(ρ))dρ =

=
sin(πβ)

π

( t∫
0

(t− ρ)β−1(Sn(t− ρ)− S(t− ρ))Yn(ρ)dρ+

+

t∫
0

(t− ρ)β−1S(t− ρ)(Yn(ρ)−Ψn(ρ))dρ

)
, (5.90)

ãäå

Yn(ρ) =

ρ∫
0

(ρ− τ)−βSn(ρ− τ)gn(s,Xn,s)dW (τ), ρ ∈ [0, a0 ∧ τbn],
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Ψn(ρ) =

ρ∫
0

(ρ− τ)−βS(ρ− τ)gn(s,Xn,s)dW (τ), ρ ∈ [0, a0 ∧ τbn].

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëî ïîëó÷åíî íåðà-
âåíñòâî (5.71), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cb òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E

( a0∧τbn∫
0

‖Yn(ρ)‖qdρ
)
6 Cb, E

( a0∧τbn∫
0

‖Yn(ρ)−Ψn(ρ)‖qdρ
)
6
Cb

nq
. (5.91)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.87), (5.90) è (5.91), à òàêæå íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêè

E

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(Sn(t− s)− S(t− s))gn(s,Xn,s)dW (s)

∥∥∥∥q) 6
6CE

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(t− ρ)β−1(Sn(t− ρ)− S(t− ρ))Yn(ρ)dρ

∥∥∥∥q)+

+ CE

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(t− ρ)β−1S(t− ρ)(Yn(ρ)−Ψn(ρ))dρ

∥∥∥∥q) 6
6
C

nq
E

( a0∧τbn∫
0

‖Yn(ρ)‖qdρ
)

+ CE

( a0∧τbn∫
0

‖Yn(ρ)−Ψn(ρ)‖qdρ
)
6
CCb

nq
.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Òåïåðü âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-

íîå b ∈ R+. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (5.67) è (5.87), ëåììó 5.17, íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà, òåîðåìó Ôóáèíè è óñëîâèå (10), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

E

(
sup

t∈[−h,a0∧τbn]

(‖Xn(t)−X(t)‖q)
)
6

6C

(
E

(
sup

t∈[−h,0]

‖ξn(t)−ξ(t)‖q
)

+E

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

(‖Sn(t)ξn(0)−S(t)ξ(0)‖q)
)

+

+ E

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(Sn(t− s)fn(s,Xn,s)− S(t− s)f(s,Xs))ds

∥∥∥∥q)+
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+ E

(
sup

t∈[0,a0∧τbn]

∥∥∥∥
t∫

0

(Sn(t− s)gn(s,Xn,s)− S(t− s)g(s,Xs))dW (s)

∥∥∥∥q))6

6C

(
1

nq
+E

( a0∧τbn∫
0

(‖fn(s,Xn,s)−f(s,Xs)‖q+‖gn(s,Xn,s)−g(s,Xs)‖q)ds
))

6

6C

(
1

nq
+E

( a0∧τbn∫
0

(‖f(s,Xn,s)−f(s,Xs)‖q +‖g(s,Xn,s)−g(s,Xs)‖q)ds
))

6

6C

(
1

nq
+

a0∫
0

E

(
sup

τ∈[−h,s∧τbn]

(‖Xn(τ)−X(τ)‖q)
)
ds

)
. (5.92)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.92) è íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà âûòåêàåò,
÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E

(
sup

t∈[−h,a0∧τbn]

(‖Xn(t)−X(t)‖qθbn)

)
→

n→∞
0. (5.93)

Èç òåîðåìû 5.6, ëåììû 5.16 è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé L òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ b ∈ R+, n ∈ N âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

P (τbn < a0) 6
L

bq
. (5.94)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.93) è (5.94), çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

sup
t∈[−h,a0]

‖Xn(t)−X(t)‖q P→
n→∞

0. (5.95)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.95), òåîðåìû 5.6, ëåììû 5.16 è òåîðåìû Ëåáåãà
âûòåêàåò

E

(
sup

t∈[−h,a0]

‖Xn(t)−X(t)‖q
)
→

n→∞
0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (5.88). Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.6 ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àï-

ïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5.62),
(5.63). Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ Xn(t) , çàäàííûõ
ñîîòíîøåíèåì (5.64), ê ðåøåíèþ X(t) èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.
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Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü (A, f, g, ξ) ∈ A×Φp,q(H)×Φp,q(L2(U,H))× J0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Ca òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ ε > 0 è íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)−X(t)‖q
)
6 Ca

(
1

nνε
+ dn,q

)
,

ãäå X(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.62) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.63), ïðî-
öåññû Xn(t) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (5.65), νε = min{0.5q − 1− ε, 1},
dn,q = E(supt∈[0,1/n] ‖S(t)ξ(0)− ξ(0)‖q) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Â äàëüíåé-
øåì ÷åðåç Ca áóäåì îáîçíà÷àòü óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå
ëèøü îò a. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå β ∈ (1/q, 1/2). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N
îïðåäåëèì ôóíêöèþ

hn(τ) = |τβ−1 − (τ+ 1/n)β−1|q/(q−1), τ > 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âñåõ τ > 0, n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

hn(τ) 6min{τ(β−1)q/(q−1), nq/(1−q)τ(β−2)q/(q−1)}. (5.96)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.96), ïîëó÷èì îöåíêè

a∫
0

hn(τ)dτ 6

n−δ∫
0

τ(β−1)q/(q−1)dτ+

a∫
n−δ

nq/(1−q)τ(β−2)q/(q−1)dτ 6
Ca

nγ
, (5.97)

ãäå δ = q
q−2 , γ = q(βq−1)

(q−1)(q−2) .

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (5.68), (5.72), (5.97), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò β ∈ (1/q, 1/2) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)− Yn(t)‖q
)
6 Ca

(
1

nνε
+ dn,q

)
, (5.98)

ãäå ïðîöåññû Yn(t) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (5.66).
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå b ∈ R+. Èç ñîîòíîøåíèé (5.73)�(5.76),

(5.98) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m, n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a∧τbn∧τbm]

(‖Xn(t)−Xm(t)‖q)
)
6Ca

(
1

nνε
+

1

mνε
+dm,q +dn,q

)
. (5.99)
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (5.99) ê ïðåäåëó ñíà÷àëà ïðè b→∞, à çàòåì
ïðè m→∞, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

E

(
sup

t∈[−h,a]

‖Xn(t)−X(t)‖q
)
6 CT

(
1

nνε
+ dn,q

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü çàäàíî ñòàíäàðòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω,F, P ), ãäå Ω = [0, 1), F � áîðåëåâñêàÿ σ -àëãåáðà íà Ω, P � ìåðà
Ëåáåãà íà Ω. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è ñ óïðàâëåíèåì

utt(t, x) = a2uxx(t, x)+F

(
u(t, x),

0∫
−c

u(t+τ, x)dτ,η(t, x)

)
, t > 0, x ∈ (0, l),

(5.100)
u(t, x) = ξ0(t, x), t ∈ [−c, 0], x ∈ (0, l), (5.101)

ut(t, x) = ξ1(t, x), t ∈ [−c, 0], x ∈ (0, l), (5.102)

u(t, 0) = u(t, l) = 0, t >−c, (5.103)

ãäå a > 0, l > 0, c > 0, F : R × R × R → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ,
÷òî |F (v1, z1, w)−F (v2, z2, w)|6L(|v1−v2|+|z1−z2|) äëÿ ëþáûõ (v1, z1, w),
(v2, z2, w) ∈ R×R×R, è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
(v, z, w) ∈ R×R×R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |F (v, z, w)|6M(1+|v|+|z|),
ïðîöåññû ξ0(t, x), ξ1(t, x) èçìåðèìûå, èìåþò òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâåííî
èç ïðîñòðàíñòâ C1([−c, 0], H1

0([0, l], R)), C([−c, 0], L2([0, l], R)) è âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå

E

(
sup

t∈[−c,0]

( l∫
0

(
ξ2

0(t, x) +

(
∂ξ0(t, x)

∂x

)2

+ ξ2
1(t, x)

)
dx

)p)
<∞,

ãäå C1([−c, 0], H1
0([0, l], R)) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî-

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Z(t), t ∈ [−c, 0], ñî çíà÷åíèÿìè â ïðî-
ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H1

0([0, l], R) ôóíêöèé ϕ(x), x ∈ [0, l], ϕ(0) = ϕ(l),
èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âìåñòå ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà, p > 1, ïðîöåññ η(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

dη(t, x) =

(
α2 ∂2

∂x2
η(t, x) + B(η(t− h, x))

)
dt+
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+ G(η(t− h, x))dW (t, x), t > 0, x ∈ (0, l), (5.104)

η(t, x) = ζ(t, x), t ∈ [−h, 0], x ∈ (0, l), (5.105)

η(t, 0) = η(t, l) = 0, t >−h, (5.106)

ãäå α > 0, h>0, W (t, x) � ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå ñ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì ÿäåðíûì êîâàðèàöèîííûì îïåðà-
òîðîì Q : L2([0, l], R) → L2([0, l], R) , ôóíêöèè B : R → R, G : R → R
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùå-
ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Kn òàêàÿ, ÷òî |B(v1)−B(v2)|+|G(v1)−G(v2)|6Kn|v1−
−v2| äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ [−n, n], è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ D òàêàÿ, ÷òî
|B(v)|+ |G(v)|6D(1 + |v|) äëÿ ëþáûõ v ∈ R, ïðîöåññ ζ(t, x) èçìåðèìûé,
èìååò òðàåêòîðèè èç ïðîñòðàíñòâà C([−h, 0], L2([0, l], R)) è âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

E

(
sup

t∈[−h,0]

( l∫
0

ζ2(t, x)dx

)p)
<∞.

Çàäàäèì ïîòîê σ -àëãåáð Ft, t >−1, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü σ -
àëãåáðà Ft, t > 0, ïîðîæäåíà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ0(s, x), ξ1(s, x),
s ∈ [−c, 0], ζ(s, x), s ∈ [−h, 0], W (τ, x), τ ∈ [0, t], x ∈ (0, l). Ïîëîæèì
Ft = F0 ïðè t < 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.6 çàäà÷à (5.104)�(5.106) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå η(t, x), òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-
ñòâó C([−h,∞), L2[0, l]). Ðåøåíèå η(t, x) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðî-
âàíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîöåññîâ ηn(t, x), çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì
(5.65). Ïî òåîðåìå 5.6 çàäà÷à (5.100)�(5.103) òàêæå èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå u(t, x), òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
C1([−c,∞), H1

0([0, l], R)).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé un(t, x) òàêæå ìîæåò áûòü ïî-

ñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (5.65), ïðè ýòîì òåîðåìà 5.7 îáåñ-
ïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ηn(t, x)
çàäà÷è (5.104)�(5.106) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(5.100)�(5.103).

5.5. Ïðèòÿæåíèå ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâûìè êîýôôèöèåíòàìè
Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîäå-

ëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèåì [188; 198]. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Èòî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Ïóñòü çàäàíû ñëåäóþùèå îáúåêòû: âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð Ft , t > 0 ; äâà ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòî-
âûõ ïðîñòðàíñòâà H è U ; ÿäåðíûé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé îïå-
ðàòîð Qw íà ïðîñòðàíñòâå U ; (Ft) -ñîãëàñîâàííîå áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå W (t,ω) ñî çíà÷åíèÿìè â U è êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì Qw ; ëè-
íåéíûé îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé íà âñþäó ïëîòíîì â H ìíîæåñòâå
D(A) è ïîðîæäàþùèé C0 -ïîëóãðóïïó S(t) íà H; ôóíêöèè f : R+ ×
× H → H, g : R+ × H → L2(U,H), ãäå R+ = [0,∞); L2(U,H) � ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, äåéñòâóþùèõ èç
U â H ; (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ : Ω → D(A) òàêàÿ, ÷òî
E
(
‖ξ‖q

)
< ∞ äëÿ íåêîòîðîãî q > 2 . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-

öèè f(t,X) è g(t,X) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
X ∈ H , íåïðåðûâíû ïî X ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ R+ , è óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1. Ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà. Äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ qa òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] è ëþáûõ ϕ,ψ ∈ H òàêèõ, ÷òî
‖ϕ‖ 6 a, ‖ψ‖ 6 a, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(t,ϕ)− f(t,ψ)‖+ ‖g(t,ϕ)− g(t,ψ)‖ 6 qa‖ϕ−ψ‖.

2. Óñëîâèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ðîñòà. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ k : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R+ è η ∈ H âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖f(t,η)‖+ ‖g(t,η)‖ 6 k(t)(1 + ‖η‖).

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = (AX(t) + f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t), (5.107)

t > 0, X ∈ H, c íà÷àëüíûì óñëîâèåì

X(0) = ξ. (5.108)

Â ñòàòüÿõ [211; 241] ìåòîäîì ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äîêàçàíû òåî-
ðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.107) ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè
ãëîáàëüíî ëèïøèöåâûìè êîýôôèöèåíòàìè f , g . Â ðàáîòå [281] äîêàçàíà
òåîðåìà î ïðèòÿæåíèè ê íóëþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.107) ñ ãåíåðàòîðîì A
àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû è äåòåðìèíèðîâàííûìè ãëîáàëüíî ëèïøèöå-
âûìè êîýôôèöèåíòàìè f , g . Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
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ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó î ïðèòÿæåíèè ê íóëþ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.107) ñ ãåíåðàòîðîì A ïîëóãðóïïû êëàññà C0 è
ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè êîýôôèöèåíòàìè f , g.

Âñå èíòåãðàëû â ïðèâåäåííûõ äàëåå îïðåäåëåíèÿõ çàïèñàíû â ïðåä-
ïîëîæåíèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Íåïðåðûâíûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ X(t), t > 0 íàçûâàþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.107) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì (5.108), åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

X(t) = S(t)ξ+

t∫
0

S(t− s)f(s,X(s))ds +

t∫
0

S(t− s)g(s,X(s))dW (s).

Îïðåäåëåíèå 5.8. Íåïðåðûâíûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ X(t), t > 0 ñî çíà÷åíèÿìè â D(A) äëÿ ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈
∈ [0,∞) × Ω íàçûâàþò ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.107) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì (5.108), åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = ξ+

t∫
0

AX(t) dt +

t∫
0

f(s,X(s))ds +

t∫
0

g(s,X(s))dW (s).

Îïðåäåëåíèå 5.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå (ñîîòâåòñòâåííî
ñèëüíîå ðåøåíèå) X(t) óðàâíåíèÿ (5.107) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.108)
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, åñëè ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå (ñîîòâåòñòâåííî
ñèëüíîå ðåøåíèå) Y (t) óðàâíåíèÿ (5.107) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.108)
ï. í. ñîâïàäàåò ñ X(t) , ò. å.

P (X(t) = Y (t) ∀t > 0) = 1.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Ïóñòü a > 0 è ôóíêöèÿ λ : [a,∞) → R+ óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) lim
t→∞

λ(t) =∞;

2) ôóíêöèÿ ln λ(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî t > a;
3) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ τ > 0 òàêàÿ, ÷òî lim supt→∞

ln ln t
ln λ(t) 6 τ .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå X(t) çàäà÷è (5.107), (5.108) ïðèòÿãè-
âàåòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ λ(t) , åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî lim supt→∞
ln ‖X(t)‖

ln λ(t) 6−γ ï. í.
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Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà V (t,X) , íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî t è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî
X , îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

LV (t,X) = V ′t (t,X) + 〈V ′X(t,X), AX + f(t,X)〉+

+
1

2
tr[V ′′XX(t,X)(g(t,X)Q1/2

w )(g(t,X)Q1/2
w )∗], t ∈ R+, X ∈ D(A);

QV (t,X) = tr[V ′X(t,X)⊗ V ′X(t,X)(g(t,X)Q1/2
w )(g(t,X)Q1/2

w )∗], t ∈ R+,

X ∈ H.

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå r > 0 , m > 0 ,
µ,ν, θ ∈ R, íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ λ(t), óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì 1)�3) îïðåäåëåíèÿ 5.10, íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè ψ1(t) , ψ2(t) , íåâîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ζ(t),
ôóíêöèîíàë V (t,X) ∈ C1,2(R+×H;R+) òàêèå, ÷òî:

1) ‖X‖r(λ(t))m 6 V (t,X) äëÿ âñåõ (t,X) ∈ R+×H;
2) LV (t,X)+ζ(t)QV (t,X)6ψ1(t)+ψ2(t)V (t,X) äëÿ âñåõ X ∈ D(A),

t ∈ R+;

3) lim supt→+∞
ln(
∫ t

0
ψ1(s) ds)

ln λ(t) 6 ν , lim supt→+∞

∫ t

0
ψ2(s) ds

ln λ(t) 6 θ ,

lim inft→+∞
ln ζ(t)
ln λ(t) >−µ;

4) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m− (max{ν,µ+ τ}+ θ) > 0.
Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim sup
t→+∞

ln ‖X(t)‖
ln λ(t)

6−m− (max{ν,µ+ τ}+ θ)

r
,

ò. å. ðåøåíèå X(t) çàäà÷è (5.107), (5.108) ïðèòÿãèâàåòñÿ ê íóëþ ñî
ñêîðîñòüþ λ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäà÷è (5.107), (5.108) ðàññìîòðèì àïïðîêñè-
ìèðóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

dX(l)(t) = AX(l)(t) + R(l)f(t,X(l)(t))dt + R(l)g(t,X(l)(t))dW (t), t ∈ R+,
(5.109)

X(l)(0) = ξ,

ãäå l ∈ ρ(A) � ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé l , äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà ðå-
çîëüâåíòà R(l, A) = (lI − A)−1 îïåðàòîðà A (ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåì
ëèøü äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ l ), R(l) := lR(l, A) .

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå äâå ëåììû.
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Ëåììà 5.18 [211]. Åñëè äëÿ ëþáîãî a > 0 ï. í. âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

à) ξ ∈ D(A) , S(t − r)f(r,X) ∈ D(A), S(t − r)g(r,X)z ∈ D(A) äëÿ
ëþáûõ t, r, T > t > r > 0, X ∈ H, z ∈ H;

á)
∫ a

0

∫ t

0 ‖AS(t− r)f(r,X)‖drdt <∞ ∀X ∈ H;

â)
∫ a

0

∫ t

0 ‖AS(t− r)g(r,X)‖2drdt <∞ ∀X ∈ H,
òî ðåøåíèå X(t) çàäà÷è (5.107), (5.108) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíè-

åì. �

Ëåììà 5.19. 1) Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî l ∈ ρ(A) çàäà÷à
Êîøè (5.109) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå X(l)(t).

2) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X(ln) ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ
íà ëþáîì îòðåçêå [0, a] èç R+ ï. í. ê ðåøåíèþ X(t) çàäà÷è (5.107),
(5.108) ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 [262] èìååò ìåñòî èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçîëüâåíòû

R(l, A)X =

∫ +∞

0

e−l tS(t)Xdt, X ∈ H,

äëÿ âñåõ l ∈ ρ(A) , äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è êîíå-
÷åí. Èç òåîðåìû 2.2 [262] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííûõ M è β> 0
òàêèõ, ÷òî ‖S(t)‖ 6Meβt äëÿ âñåõ t > 0 . Èìååì

‖R(l, A)‖ = sup
‖X‖=1

‖R(l, A)X‖ 6
+∞∫
0

e−lt sup
‖X‖=1

‖S(t)X‖ dt 6

6M

+∞∫
0

e−(l−β)tdt =
M

l − β
, l > β,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (β,+∞] ⊂ ρ(A) è, êðîìå òîãî, ‖R(l)‖6 M l
l−β 62M äëÿ

l > 2β . Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî l > 2M , ãîâîðÿ î íèõ êàê î
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l .

Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (5.109) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøå-
íèå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì l . Òàê êàê ôóíêöèè f , g èìåþò ëèíåéíûé
ïîðÿäîê ðîñòà è óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

‖R(l)f(t,ϕ)−R(l)f(t,ψ)‖ 6 2M‖f(t,ϕ)− f(t,ψ)‖ 6 2Mqa‖ϕ−ψ‖,

‖R(l)g(t,ϕ)−R(l)g(t,ψ)‖ 6 2M‖g(t,ϕ)− g(t,ψ)‖ 6 2Mqa‖ϕ−ψ‖
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äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], ϕ,ψ ∈ H , ‖ϕ‖ 6 a , ‖ψ‖ 6 a , è âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

‖R(l)f(t,η)‖ 6 2Mk(t)(1 + ‖η‖),
‖R(l)g(t,η)‖ 6 2Mk(t)(1 + ‖η‖)

äëÿ ëþáûõ η ∈ H , t ∈ R+ . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Êîøè (5.109) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.6 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå X(l)(t), t > 0 .

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå X(l)(t), t>0, áóäåò òàêæå ÿâëÿòüñÿ è ñèëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (5.109). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ
ëåììû 5.18, ïðåäâàðèòåëüíî çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè t ∈ [0, a] . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 [262] îïåðàòîðû A è S(t) (a òàêæå
(lI − A) è S(t) ) ïåðåñòàíîâî÷íû. Äëÿ ëþáûõ r ∈ [0, t) , X ∈ H , u ∈ U
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(lI − A)
(
S(t− r)R(l)f(r,X)

)
=

= S(t− r)(lI − A)l(lI − A)−1f(r,X) = lS(t− r)f(r,X) ∈ H,

(lI − A)
(
S(t− r)R(l)g(r,X)u

)
=

= S(t− r)(lI − A)l(lI − A)−1g(r,X)u = lS(t− r)g(r,X)u ∈ H,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S(t−r)R(l)f(r,X), S(t−r)R(l)g(r,X)u ∈ D(lI−A) =
= D(A) . Êðîìå òîãî, ξ ∈ D(A) , ò. å. óñëîâèå a) ëåììû 5.18 âûïîëíåíî.
Äàëåå îöåíèì èíòåãðàë èç óñëîâèÿ á) ëåììû 5.18:

a∫
0

t∫
0

‖AS(t− r)R(l)f(r,X(l)(r))‖drdt 6

6

a∫
0

t∫
0

‖(A− lI)S(t− r)l(lI − A)−1f(r,X(l)(r))‖drdt +

+

a∫
0

t∫
0

‖lS(t− r)l(lI − A)−1f(r,X(l)(r))‖drdt = I1 + I2,

I1 =

a∫
0

t∫
0

‖(A− lI)S(t− r)l(lI − A)−1f(r,X(l)(r))‖drdt =

=

a∫
0

t∫
0

‖S(t− r)(A− lI)l(lI − A)−1f(r,X(l)(r))‖drdt =
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= l

a∫
0

t∫
0

‖S(t− r)f(r,X(l)(r))‖drdt.

Èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàòîðîâ (lI − A) , S(t) ñëåäóåò ïåðåñòàíîâî÷-
íîñòü îïåðàòîðîâ R(l) , S(t) . Ñëåäîâàòåëüíî,

I2 =

a∫
0

t∫
0

‖lS(t− r)R(l)f(r,X(l)(r))‖drdt =

=

a∫
0

t∫
0

‖lR(l)S(t− r)f(r,X(l)(r))‖drdt 6

6 l

a∫
0

t∫
0

‖R(l)‖ · ‖S(t− r)f(r,X(l)(r))‖drdt6

62Ml

a∫
0

t∫
0

‖S(t− r)f(r,X(l)(r))‖drdt,

a∫
0

t∫
0

‖AS(t− r)R(l)f(r,X(l)(r))‖ dr dt 6

6 (2M + 1)l

a∫
0

t∫
0

‖S(t− r)‖ · ‖f(r,X(l)(r))‖drdt6

6(2M + 1)l

a∫
0

t∫
0

Meβ(t−r) · k(r)(1 + ‖X(l)(r)‖)drdt =

= M(2M + 1)l

a∫
0

eβtdt

t∫
0

e−βrk(r)(1 + ‖X(l)(r)‖)dr = I3.

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ X(l)(r) ï. í. íåïðåðûâåí, òî

Ma = sup
06r6a

‖X(l)(r)‖ <∞,
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ãäå r 6 t 6 a . À ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ k(r) íåïðåðûâíà íà [0, a] , òî èíòå-
ãðàë I3 , î÷åâèäíî, ï. í. êîíå÷åí, ò. å. óñëîâèå á) âûïîëíåíî. Óñëîâèå â)
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî:

a∫
0

t∫
0

‖AS(t− r)R(l)g(r,X(l)(r))‖2drdt 6 2(I1 + I2),

I1 =

a∫
0

t∫
0

‖(A− lI)S(t− r)l(l I − A)−1g(r,X(l)(r))‖2drdt 6

6 l2
a∫

0

t∫
0

‖S(t− r)g(r,X(l)(r))‖2drdt,

I2 =

a∫
0

t∫
0

‖lS(t− r)R(l)g(r,X(l)(r))‖2drdt 6

6 4M 2l2
a∫

0

t∫
0

‖S(t− r)g(r,X(l)(r))‖2drdt,

a∫
0

t∫
0

‖AS(t− r)R(l)g(r,X(l)(r))‖2drdt 6

6 2l2(4M 2 + 1)

a∫
0

t∫
0

‖S(t− r)‖2 · ‖g(r,X(l)(r))‖2drdt 6

6 4l2(4M 2 + 1)M 2

a∫
0

e2βtdt

t∫
0

e−2βr(k(r))2(1 + ‖X(l)(r)‖2)dr < +∞.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 5.18 âûïîëíåíû, à çíà÷èò, çàäà÷à
Êîøè (5.109) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå áóäåò òàêæå è åäèí-
ñòâåííûì, ââèäó òîãî ÷òî âñÿêîå ñèëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (ñì.
ïðåäë. 2.1 [211]), à ðåøåíèå çàäà÷è (5.109) åäèíñòâåííî.

Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X(ln) .
Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.6 äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(a) >
> 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.107),(5.108) âûïîëíÿåòñÿ

E

(
sup

06s6a
‖X(s)‖p

)
6 C(a),
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ãäå p ∈ (2, q). Ïîñêîëüêó ‖R(l)‖ 6 2M ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l , òî
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ X(l)(t) çàäà÷è (5.109)

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K(a) òàêàÿ, ÷òî E

(
sup

06s6a
‖X(l)(s)‖p

)
6K(a) . Îáî-

çíà÷èì Ca = max(C(a), K(a)) .
Ïîñêîëüêó

X(t)−X(l)(t) =

t∫
0

S(t− s)(I −R(l))f(s,X(s))ds +

+

t∫
0

S(t− s)(I −R(l))g(s,X(s))dW (s)+

+

∫ t

0

S(t− s)R(l)(f(s,X(s))− f(s,X(l)(s)))ds +

+

∫ t

0

S(t− s)R(l)(g(s,X(s))− g(s,X(l)(s)))dW (s), t > 0,

òî áóäåì èìåòü

E

(
sup

06t6a
‖X(t)−X(l)(t)‖p

)
6

6 3p−1E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)R(l)
(
f(s,X(s))− f(s,X(l)(s))

)
ds

∥∥∥∥∥∥
p)

+

+ 3p−1E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)R(l)
(
g(s,X(s))− g(s,X(l)(s))

)
dW (s)

∥∥∥∥∥∥
p)

+

+ 3p−1E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)(I −R(l))f(s,X(s))ds +

+

∫ t

0

S(t− s)(I −R(l))g(s,X(s))dW (s)

∥∥∥∥p
)
.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ïî îòäåëüíîñòè. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷èì:

3p−1E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)R(l)
(
f(s,X(s))− f(s,X(l)(s))

)
ds

∥∥∥∥p
)
6
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6 3p−1E

(
sup

06t6a

 t∫
0

∥∥∥S(t− s)R(l)
(
f(s,X(s))− f(s,X(l)(s))

)∥∥∥ ds
p)

6

6 C̃3(a)E

(
sup

06t6a

(∫ t

0

sup
06τ6a

‖S(τ− s)‖p‖f(s,X(s))−

−f(s,X(l)(s))‖pds
))
6

6C3(a, b)

∫ a

0

E

(
sup

06r6s
‖X(r)−X(l)(r)‖p

)
ds.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áóðêõîëüäåðà, íåòðóäíî ïîëó-
÷èòü

3p−1E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)R(l)
(
g(s,X(s))− g(s,X(l)(s))

)
dW (s)

∥∥∥∥∥∥
p)
6

6 C̃4(a)E

(
sup

06t6a

 t∫
0

‖R(l)‖p
∥∥∥g(s,X(s))− g(s,X(l)(s))

∥∥∥p ds
)6

6C4(a, b)

a∫
0

E

(
sup

06r6s
‖X(r)−X(l)(r)‖p

)
ds.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò

32p−2E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(I −R(l))f(s,X(s))ds

∥∥∥∥∥∥
p)

+

+ 32p−2E

(
sup

06t6a

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

S(t− s)(I −R(l))g(s,X(s))dW (s)

∥∥∥∥∥∥
p)

=

= 32p−2(I1 + I2).

Îñòàëîñü îöåíèòü ñëàãàåìûå I1 , I2 . Ñîãëàñíî ëåììå 3.2 [262] äëÿ ëþáîãî
X ∈ H âûïîëíÿåòñÿ ‖X −R(l)X‖ →

l→∞
0 . Â òî æå âðåìÿ

‖(I −R(l))f(s,X(s))‖p 6 ‖I −R(l)‖p‖f(s,X(s))‖p 6
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6 (1 + 2M)p
(
2p−1 max

06s6a
(k(s))p(1 + sup

06s6a
‖X(s)‖p)

)
= η,

Eη 6 2p−1(1 + 2M)p max
06s6a

(k(s))p(1 + C(a)) <∞.

Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè çà-
êëþ÷àåì:

E
(

sup
06t6a

‖S(t)‖p‖(I−R(l))f(s,X(s))‖p
)
6C5(a)E‖(I−R(l))f(s,X(s))‖p →

l→∞
0.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì E‖(I − R(l))g(s,X(s))‖p →
l→∞

0 . Òåïåðü, èñïîëüçóÿ

íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà (äëÿ I1 ) è íåðàâåíñòâî Áóðêõîëüäåðà (äëÿ I2 ), ïå-
ðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà, ïîëó÷èì

I1 6 E

(
sup

06t6a

( t∫
0

‖S(t− s)(I −R(l))f(s,X(s))‖ds
)p
)
6 C̃6(a)×

×E

(
sup

06t6a

 t∫
0

sup
06τ6a

‖S(τ− s)‖p ‖(I −R(l))f(s,X(s))‖p ds

)6
6C6(a)

a∫
0

E ‖(I −R(l))f(s,X(s))‖p ds →
l→∞

0,

I2 6 C7(a)E

(
sup

06t6a

( t∫
0

‖S(t− s)‖p‖(I −R(l))g(s,X(s))‖pds
))

6

6C8(a)

a∫
0

E‖(I −R(l))g(s,X(s))‖pds →
l→∞

0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C̃(a) è ε(l) > 0 òàêèå, ÷òî

E
(

sup
06t6a

‖X(t)−X(l)(t)‖p
)
6

6C̃(a)

a∫
0

E
(

sup
06r6s

‖X(r)−X(l)(r)‖p
)
ds + ε(l),

ãäå ε(l) →
l→∞

0 . Èñïîëüçóÿ ëåììó Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà, ïîëó÷èì

E
(

sup
06t6a

‖X(t)−X(l)(t)‖p
)
6 ε(l)eaC̃(a) →

l→∞
0
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äëÿ ëþáîãî a > 0 è ëþáîãî b ∈ R+ .
Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü sup

06t6a
‖X(t)−X(l)(t)‖p →

l→∞
0 ïî âåðîÿòíî-

ñòè äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ .
À ïîñêîëüêó èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõî-

äÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè, ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-
ùóþñÿ ï. í., òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü X(ln)(t) òàêàÿ, ÷òî ï. í.

sup
06t6a

‖X(t)−X(ln)(t)‖p →
n→∞

0,

ò. å. X(ln) →
n→∞

X(t) ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, a] ï. í. Ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ëåììà äîêàçàíà. �
Òåïåðü ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ôóíêöèîíàëó V (t,X) è ðåøåíèþ (ñèëüíî-

ìó) X l(t) çàäà÷è (5.109), èìååì

V (t,X(l)(t)) = V (0, ξ) +

t∫
0

LlV (s,X(l)(s)) ds +

+

t∫
0

〈V ′X(s,X(l)(s)), R(l)g(s,X(l)(s))dW (s)〉 =

= V (0, ξ) +

 t∫
0

LlV (s,X(l)(s)) ds−
t∫

0

LV (s,X(l)(s))ds

+

+

t∫
0

LV (s,X(l)(s))ds +

( t∫
0

〈V ′X(s,X(l)(s)), R(l)g(s,X(l)(s))dW (s)〉−

−
t∫

0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉

)
+

+

t∫
0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉 =

= V (0, ξ) + I1(t, l) +

t∫
0

LV (s,X(l)(s)) ds + I2(t, l)+
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+

t∫
0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉, (5.110)

ãäå

I1(t, l) =

t∫
0

LlV (s,X(l)(s)) ds−
t∫

0

LV (s,X(l)(s))ds,

I2(t, l) =

t∫
0

〈V ′X(s,X(l)(s)), R(l)g(s,X(l)(s))dW (s)〉−

−
t∫

0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉;

LlV (t,X) = V ′t (t,X) + 〈V ′X(t,X), AX + R(l)f(t,X)〉+

+
1

2
tr [V ′′XX(t,X)(R(l)g(t,X)) ◦Qw ◦ (R(l)g(t,X))∗] .

Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ln λ(t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà N = N(ε) è k1 = k1(ε) òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ k > k1(ε) èìååò ìåñòî∣∣∣∣ln λ( k

2N

)
− ln λ(t)

∣∣∣∣ 6 ε, t ∈
[
k − 1

2N
;
k

2N

]
.

C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó äëÿ ìàðòèí-
ãàëîâ ïîëó÷àåì, ÷òî

P

(
ω : sup

06t6w

( t∫
0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉 −

−
t∫

0

u

2
QV (s,X(s)) ds

)
> v

)
6 e−uv

äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ u , v è w . Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ

u = 2ζ

(
k

2N

)
, v =

ln k−1
2N

ζ
(

k
2N

) , w =
k

2N
, k = 2, 3, . . . ,
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è ïðèìåíÿÿ çàòåì ëåììó Áîðåëÿ�Êàíòåëëè, ïîëó÷èì, ÷òî âíå ìíîæåñòâà
íóëåâîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Ω̃ (P (Ω̃) = 0 ), ò. å. äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω \ Ω̃
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k0(ε,ω) òàêîå, ÷òî

t∫
0

〈V ′X(s,X(s)), g(s,X(s))dW (s)〉 6
ln k−1

2N

ζ
(

k
2N

) + ζ

(
k

2N

) t∫
0

QV (s,X(s)) ds

äëÿ âñåõ t ∈
[
0; k

2N

]
, k = k(ω) > k0(ε,ω) . Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæå-

íèå â (5.110) è èñïîëüçóÿ âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû, çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ

ω ∈ Ω \ Ω̃ , P (Ω̃) = 0 , áóäåì èìåòü

V (t,X(l)(t)) 6
ln k−1

2N

ζ
(

k
2N

) + V (0, ξ) + I1(t, l) +

t∫
0

LV (s,X(l)(s))ds + I2(t, l) +

+

t∫
0

ζ

(
k

2N

)
QV (s,X(s))ds−

t∫
0

ζ

(
k

2N

)
QV (s,X(l)(s))ds +

+

t∫
0

ζ

(
k

2N

)
QV (s,X(l)(s))ds 6

6
ln k−1

2N

ζ
(

k
2N

) + V (0, ξ) +

t∫
0

LV (s,X(l)(s))ds +

+

t∫
0

ζ(s)QV (s,X(l)(s))ds + I1(t, l) + I2(t, l) + I3(t, l) 6

6
ln k−1

2N

ζ
(

k
2N

) + V (0, ξ) +

t∫
0

(
ψ1(s) +ψ2(s)V (s,X(l)(s))

)
ds+

+I1(t, l) + I2(t, l) + I3(t, l),

äëÿ âñåõ t ∈ [0, k
2N ] , k >max{k0(ε,ω), k1(ε)} . Çäåñü

I3(t, l) = ζ

(
k

2N

) t∫
0

(
QV (s,X(s))−QV (s,X(l)(s))

)
ds.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà ï. í. âûïîëíåíî

V (t,X(l)(t)) 6 exp

(∫ t

0

ψ2(s) ds

)(
V (0, ξ) +

ln k−1
2N

ζ
(

k
2N

)+

+ sup
t∈[0, k

2N
]

(
|I1(t, l)|+ |I2(t, l)|+ |I3(t, l)|) +

∫ t

0

ψ1(s) ds

))
äëÿ âñåõ t ∈

[
0, k

2N

]
, k >max{k0(ε,ω), k1(ε)} .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåâîâàòåëüíîñòü (ln)∞n=1 ⊂
⊂ R+ òàêàÿ, ÷òî I1(t, ln) , I2(t, ln) è I3(t, ln) →

n→∞
0 ï. í. ðàâíîìåðíî ïî

t ∈
[
0, k

2N

]
. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèþ ëåììû 5.19: X(ln)(t) →
n→∞

X(t) ï. í. ðàâíîìåðíî ïî t ∈
∈
[
0, k

2N

]
. Ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà Ωk ⊂ Ω ñ P (Ωk) = 0 òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ω ∈ Ω \ Ωk : X(ln)(t) →
n→∞

X(t) ï. í. ðàâíîìåðíî ïî t ∈
[
0, k

2N

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ ω ∈ Ω \
(
∪k>2Ωk

⋃
Ω̃
)
áóäåì èìåòü

sup
t∈[0, k

2N
]
|I1(t, l)| 6

k/2N∫
0

∣∣∣LlnV (s,X(ln)(s))− LV (s,X(ln)(s))
∣∣∣ ds 6

6

k/2N∫
0

∣∣∣〈V ′X(s,X(ln)(s)), (I −R(ln))f(s,X(ln)(s))〉
∣∣∣ ds +

+
1

2

k/2N∫
0

∣∣tr[V ′′XX(s,X(ln)(s))
{

(R(ln)g(s,X(ln)(s))◦Qw◦(R(ln)g(s,X(ln)(s)))∗−

−g(s,X(ln)(s)) ◦Qw ◦ g(s,X(ln)(s)))∗
}]∣∣ds →

n→∞
0

äëÿ âñåõ k > max{k0(ε,ω), k1(ε)} . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
supt∈[0, k

2N
] |I2(t, l)| è supt∈[0, k

2N
] |I3(t, l)| →

n→∞
0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòðåìëÿÿ n→∞ , ïîëó÷èì, ÷òî ï. í.

V (t,X(t)) 6

(
V (0, ξ) +

ln k
2N

ζ
(

k
2N

) +
ln k−1

k

ζ
(

k
2N

) +

k/2N∫
0

ψ1(s)ds

)
exp

( t∫
0

ψ2(s)ds

)

äëÿ âñåõ t ∈
[
0, k

2N

]
, k >max{k0(ε,ω), k1(ε)} .
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ òðåòüå óñëîâèå òåîðåìû è ðàâíîìåðíóþ
íåïðåðûâíîñòü ln λ(t) , äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå
k2(ε,ω) òàêîå, ÷òî

lnV (t,X(t)) 6

6 ln

(
V (0, ξ) + λ

(
k

2N

)(µ+τ+2ε)

+ λ

(
k

2N

)(µ+ε)

ln
k − 1

k
+ λ

(
k

2N

)(ν+ε)
)

+

+(θ+ ε) ln λ(t) 6 ln
(
V (0, ξ) + eε(µ+τ+2ε)λ(t)(µ+τ+2ε)+

+eε(µ+ε)λ(t) ln
k − 1

k
+ eε(ν+ε)λ(t)(ν+ε)

)
+ (θ+ ε) ln λ(t)

äëÿ âñåõ t ∈
[
k−1
2N , k

2N

]
, k >max{k0(ε,ω), k1(ε), k2(ε,ω)} , îòêóäà ñëåäóåò

lim sup
t→+∞

lnV (t,X(t))

ln λ(t)
6max{ν+ ε,µ+ τ+ 2ε}+ θ+ ε.

Óñòðåìëÿÿ ε→ 0 , ïîëó÷èì

lim sup
t→+∞

lnV (t,X(t))

ln λ(t)
6max{ν,µ+ τ}+ θ.

Îêîí÷àòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû, èìååì

lim sup
t→+∞

ln ‖X(t)‖
ln λ(t)

6 lim sup
t→+∞

1

r

ln (λ(t)−mV (t,X(t)))

ln λ(t)
6

6− m− (max{ν,µ+ τ}+ θ)

r
ï. í., ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó
(çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ α,m > 0 áóäåò óòî÷íåíî íèæå)

dXt(x) =

(
d2

dx2
Xt(x) + α sin

(
Xt(x) + e−

mt
2 cosX1

t

))
dt + αe−

mt
2 Xt(x)dWt,

dX1
t =

αX1
t sinX1

t +

 π∫
0

Xt(x)2dx

1/2
 dt+

+αe−
mt
2

 π∫
0

Xt(x)2dx

1/2

dWt,
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t > 0, x ∈ (0,π), êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî X̄t = (Xt(·), X1
t )>

â ïðîñòðàíñòâå H × R ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X̄0 = (X0(x), X1
0)> =

= (x0(x), x1
0), 0 < x < π . Çäåñü H = L2[0,π] , U = R . Â êîìïàêòíîé

ôîðìå ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

dX̄t = (ĀX̄t + f(t, X̄t))dt + g(t, X̄t)dWt, (5.111)

f(t, X̄t) = α
(

sin(Xt(x) + e−
mt
2 cosX1

t ), X1
t sinX1

t + ‖Xt(x)‖H
)>

,

g(t, X̄t) = αe−
mt
2

Xt(x),

 π∫
0

Xt(x)2dx

1/2

>

, Ā =

(
A 0
0 0

)

A = d2

dx2 , D(A) = {u ∈ C2[0,π] : u(0) = u(π) = 0} .
Óðàâíåíèå (5.111), çàïèñàííîå â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ïðèìåò âèä

X̄t =

π∫
0

G(t, x, s)X̄0(s)ds +

t∫
0

π∫
0

G(t− τ, x, s)f(s, x1
τ)ds dτ+

+

t∫
0

π∫
0

G(t− τ, x, s)g(s, x1
τ)ds dW (τ),

ãäå G(t, x, y) = 2
π

∑∞
n=1 e

−n2t sinnx sinny . Ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîð S(t) :
H ×R→ H ×R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S(t)ū(·) =

 π∫
0

G(t, ·, s)u(s)ds, u1

 .

Ïîëîæèì V (t, ū) = V (t, u) = emt‖u‖2, u ∈ H . Î÷åâèäíî, V ′t (t, ū) =
= mV (t, u) . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå V ′u â òî÷êå u ∈
∈ H åñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë òàêîé, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ‖h‖ , h ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

V (t, u + h)− V (t, u)− V ′u(t, u)h = o(‖h‖),

emt

π∫
0

(u(s) + h(s))2 ds− emt

π∫
0

(u(s))2 ds = V ′u(t, u)h + o(‖h‖).
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À ïîñêîëüêó (u(s) + h(s))2 − (u(s))2 = 2u(s)h(s) + h2(s) , òî èìå-
åì 2emt〈u, h〉 + emt‖h‖2 = V ′u(t, u)h + o(‖h‖) , îòêóäà V ′u(t, u)h =
= 2emt〈u, h〉 ∀h ∈ H . Àíàëîãè÷íî V ′′uuh = 2emt〈h, ·〉, ∀h ∈ H . Çàìåòèì,
÷òî

〈V ′u(t, u), Au〉 = V ′uAu = 2emt

π∫
0

u(s)u′′(s) ds =

= 2emt u(s)u′(s)|πs=0 − 2emt

π∫
0

(u′(s))2ds = −2emt‖u′‖2 = −2
‖u′‖2

‖u‖2
V (u),

〈V ′u(t, u), f(t, ū)〉 6 |〈V ′u(t, u), f(t, ū)〉| 6

6 2αemt

π∫
0

|u(s) sin
(
u(s) + e−

mt
2 cosu1

)
|ds 6

6 2αemt

π∫
0

|u(s)||u(s) + e−
mt
2 cosu1|ds 6

6 2αemt

π∫
0

|u(s)|2ds + 2αemt

π∫
0

|u(s)| · |e−
mt
2 cosu1|ds 6

6 2αemt‖u‖2 + αemt

π∫
0

|u(s)|2ds+

+αemt

π∫
0

e−mt| cosu1|2ds 6 3αV (t, u) + απ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖V ′u(t, u)‖ = sup
‖h‖=1

2emt|〈u, h〉| 6 2emt sup
‖h‖=1

‖u‖ · ‖h‖ = 2emt‖u‖

è àíàëîãè÷íî ‖V ′′uu(t, u)‖ = 2emt sup‖h‖=1 sup‖u‖=1 |〈h, u〉|6 2emt . Êðîìå òî-
ãî, äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B ñëåä tr(BQw) =
=
∑
〈BQwuk, uk〉 ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò |tr(BQw)| 6 ‖B‖trQw (äîñòà-

òî÷íî â êà÷åñòâå (uk) âçÿòü áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Qw ). Â íàøåì
ñëó÷àå U = R , à çíà÷èò, Qw = I è trQw = 1 . Òàêèì îáðàçîì,

1

2
tr[V ′′uu(t, ū)(g(t, ū)Q1/2

w )(g(t, ū)Q1/2
w )∗] 6
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6
1

2
‖V ′′uu‖ · ‖g(t, ū)‖2

6 2emtα2e−mt‖u‖2
6 2α2V (t, ū),

|QV (t, ū)| = |tr[V ′′uu(t, ū)⊗ V ′′uu(t, ū)(g(t, ū)Q1/2
w )(g(t, ū)Q1/2

w )∗]| 6
6 ‖V ′′uu‖2‖g(t, ū)‖2

6 8emtα2‖u‖2 = 8α2V (t, ū).

Èòàê, âûáåðåì â êà÷åñòâå íåâîçðàñòàþùåé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè

ζ(t) ≡ 1 , ïîëîæèì λ0 = infu∈D(A)
‖u′‖2
‖u‖2 è îöåíèì

LV (t, ū) + ζ(t)QV (t, ū) 6 V ′t (t, ū) + 〈V ′u(t, ū), Au〉+ 〈V ′u(t, ū), f(t, ū)〉+

+

∣∣∣∣12tr[V ′′uu(t, ū)(g(t, ū)Q1/2
w )(g(t, ū)Q1/2

w )∗]

∣∣∣∣+ |QV (t, ū)| 6

6mV (t, u)− 2λ0V (t, u) + απ+ 3αV (t, u) + 2α2V (t, u) + 8α2V (t, u) =

= απ+ (−2λ0 + m + 3α+ 10α2)V (t, u).

Ïîñêîëüêó u(x) = u(0) +
∫ x

0 u′(s)ds =
∫ x

0 u′(s) ds , òî (u(x))2 =

=
(∫ x

0 u′(s) ds
)2
6
∫ x

0 ds ·
∫ x

0 (u′(s))2ds = x
∫ x

0 (u′(s))2ds 6 π
∫ π

0 (u′(s))2ds .

Èíòåãðèðóÿ ïî x ∈ [0,π] , ïîëó÷èì: ‖u‖2 =
∫ π

0 (u(x))2dx6

6
∫ π

0

(
π
∫ π

0 (u′(s))2ds
)
dx = π2

∫ π
0 (u′(s))2ds = π2‖u′‖2 . Èòàê, äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ D(A) \ {0} ïîëó÷èëè, ÷òî ‖u′‖2
‖u‖2 >

1
π2
, à çíà÷èò, λ0 >

1
π2

> 0 .

Ïîýòîìó çà ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî α > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
m > 0 äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòîÿííàÿ β = −2λ0 + m + 3α+ 10α2 > 0 ,
íî −2λ0 + 3α+ 10α2 < 0 .

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ òåîðåìû. Èñõîäÿ èç ïåðâîãî óñëîâèÿ, ïîëàãàåì
r = 2 , èç âòîðîãî óñëîâèÿ: ψ1(t) ≡ απ , ψ2(t) ≡ β . Â êà÷åñòâå λ

âûáåðåì λ(t) = et . Ïîñêîëüêó ln ln t
ln λ(t) = ln ln t

t →
t→∞

0 , òî τ = 0 . Äàëåå ln ζ(t)
ln λ(t) =

= 0 , ò. å. µ = 0 ;
ln(
∫ t

0
ψ1(s)ds)

ln λ(t) = lnαπt
t →

t→∞
0 , ò. å. ν = 0, è ñëåäîâàòåëüíî,

max{ν,µ+ τ} = 0 . È íàêîíåö,
∫ t

0
ψ2(s) ds

ln λ(t) = βt
t = β , ò. å. θ = β .

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.9

lim sup
t→+∞

ln ‖X(t)‖
t

6−m− (max{ν,µ+ τ}+ θ)

r
= −2λ0 − 3α− 10α2

2
< 0.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèï-
øèöà, à f óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó, íî íå óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ g :

‖g(t, x̄)− g(t, ȳ)‖2 = e−mtα2

∫ π

0

|x(s)− y(s)|2ds + e−mtα2(‖x‖ − ‖y‖)2
6

6 2e−mtα2‖x−y‖2
62α2‖x−y‖2

62α2‖x−y‖2 +2α2|x1−y1|2 = 2α2‖x̄− ȳ‖2.
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Äëÿ f èìååì

‖f(t, x̄)− f(t, ȳ)‖2 =

∫ π

0

∣∣∣ sin(x(s) + e−
mt
2 cosx1

)
−

− sin
(
y(s) + e−

mt
2 cos y1

) ∣∣∣2 ds +
∣∣x1 sinx1 − y1 sin y1 + ‖x‖ − ‖y‖

∣∣2 .
Ïîñêîëüêó | sinx − sin y| = | cos θ1| · |x − y| 6 |x − y| , | cosx − cos y| =
= | − sin θ2| · |x− y| 6|x− y| äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R , òî

‖f(t, x̄)− f(t, ȳ)‖2
6

∫ π

0

∣∣∣x(s)− y(s) + e−
mt
2 cosx1 − e−

mt
2 cos y1

∣∣∣2 ds +

+
∣∣x1 sinx1 − y1 sin y1 + ‖x‖ − ‖y‖

∣∣2 6
6 2

∫ π

0

|x(s)− y(s)|2ds + 2e−mt

∫ π

0

∣∣cosx1 − cos y1
∣∣2 ds +

+ 2
∣∣x1 sinx1 − y1 sin y1

∣∣2 + 2|‖x‖ − ‖y‖|2 6

6 4‖x− y‖2 + 2π
∣∣x1 − y1

∣∣2 + 2
∣∣x1 sinx1 − y1 sin y1

∣∣2 .
Ôóíêöèÿ h(x) = x sinx , x ∈ R óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèï-
øèöà (è íå óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó), ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî b > 0 íàé-
äåòñÿ ïîñòîÿííàÿ qb > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ |x1|, |y1| < b âûïîëíÿåòñÿ∣∣x1 sinx1 − y1 sin y1

∣∣ 6 qb|x1− y1| . Íî åñëè ‖x̄‖2 =
∫ π

0 (x(s))2ds+ (x1)2 6 b2 ,

‖ȳ‖2 6 b2, òî è
∣∣x1
∣∣ 6 b , |y1| 6 b . Ïîýòîìó ïðè ëþáîì b > 0 ïðè óñëîâèè

‖x̄‖, ‖ȳ‖ 6 b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(x̄)−f(ȳ)‖2
64‖x−y‖2 +2(π+q2

a)
∣∣x1 − y1

∣∣26max{4, 2(π+q2
a)}·‖x̄− ȳ‖2,

ò. å. ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà âûïîëíåíî.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.6 óðàâíåíèå (5.111) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 =

= ξ ∈ D(A) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèòÿãèâàåòñÿ ê íóëþ
ñî ñêîðîñòüþ et ïî òåîðåìå 5.9.
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ÃËÀÂÀ 6

ÒÅÎÐÅÌÛ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß
ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
È ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ ÑÎ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÌ

È ÄÐÎÁÍÛÌ ÁÐÎÓÍÎÂÑÊÈÌÈ ÄÂÈÆÅÍÈßÌÈ

6.1. Ñóùåñòâîâàíèå β-ñëàáûõ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì

áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè è ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè
äâèæåíèÿìè è ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîä β -ñëàáûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ ïîíèìàåì ñëàáîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî óðàâíåíèþ. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, îáåñïå-
÷èâàþùèå îòñóòñòâèå âçðûâîâ ó ñëàáûõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t) + b(t,X(t))dBH(t), (6.1)

ãäå X ∈ Rd, t ∈ R+, W (t) � d -ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå, BH(t) � r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì
Õàðñòà H ∈ (1/2, 1), f : R+×Rd → Rd, g : R+×Rd → Rd×d, b : R+×
×Rd → Rd×r � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ôóíêöèè.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (6.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè f(t,X), g(t,X)
èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, à ôóíêöèÿ σ(t,X) óäî-
âëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî t è ïî X ñ ïîêàçàòåëÿìè
δ > 1 − H è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1)
ïîíèìàåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ

dX(t) ∈ F (t,X(t))dt + G(t,X(t))dW (t) + b(t,X(t))dBH(t),

ãäå G(t,X) = {u(t,X) : uu>(t,X) ∈ A(t,X)}, F (t,X) è A(t,X) � íàè-
ìåíüøèå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî
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òî÷êè f(t,X), gg>(t,X) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f(t,X ′), gg>(t,X ′) ïðè
X ′ → X. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) íå èìååò
âçðûâîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèè f, g èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è èìåþò
ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X, à ôóíêöèÿ σ óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ óêàçàííûì â òåîðåìå ïîêàçàòåëåì.

Óñëîâèå S ). 1) Ôóíêöèè f(t,X) è g(t,X) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ
è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ò. å. äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ Cl òàêàÿ, ÷òî ‖f(t,X)‖ + ‖g(t,X)‖2 6 Cl äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈
∈ [0, l] × B(0, l); 2) ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà ïî t è ïî X ñ ïîêàçàòåëÿìè δ > 1−H è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ò. å.
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Ln òàêàÿ, ÷òî

‖b(t,X)− b(s, Y )‖ 6 Ln(‖X − Y ‖+ |t− s|δ)

äëÿ ëþáûõ (t,X), (s, Y ) ∈ [0, n]×B(0, n).
Óñëîâèå T ). 1) Ôóíêöèè f(t,X) è g(t,X) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ

è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C
òàêàÿ, ÷òî ‖f(t,X)‖+‖g(t,X)‖6C(1+‖X‖) äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈ R+×Rd;
2) ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî t è
ïî X ñ ïîêàçàòåëÿìè δ > 1 − H è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî

‖b(t,X)− b(s, Y )‖ 6 L(‖X − Y ‖+ |t− s|δ)

äëÿ ëþáûõ (t,X), (s, Y ) ∈ R+ ×Rd.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν íà
(Rd,β(Rd)) è ÷èñëî η ∈ (0, 1/2). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ X(t), çà-
äàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòî-
êîì σ -àëãåáð (Ft), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè τ (ìîìåíò âçðûâà) ñî çíà-
÷åíèÿìè â (0,+∞] ï. í. òàêîé, ÷òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì
(Ft) -ñîãëàñîâàííûì, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèè ïðîöåññà X(t)
íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ), à
òàêæå lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖ =∞ ïðè τ <∞;

2) ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå (Ft) -áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) è
(F0) -èçìåðèìîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t) ;

3) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå (Ft) -ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v(t), u(t)
òàêèå, ÷òî v(t,ω) ∈ F (t,X(t,ω)), uu>(t,ω) ∈ A(t,X(t,ω)) äëÿ (µ ×
× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, τ) × Ω è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè
σ, 0 6 σ < τ, è ëþáîãî a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
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a∧σ∫
0

(‖v(s)‖+ ‖u(s)‖2)ds + sup
t∈[0,a∧σ]

‖b(t,X(t))‖η <∞ ï. í.;

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(s)ds +

t∫
0

u(s)dW (s) +

t∫
0

b(s,X(s))dBH(s);

5) P (X(0) ∈ A) = ν(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ β(Rd),
òî íàáîð (Ω,F, P,Ft, X, v, u,W,BH , τ) (èëè X(t) ) íàçûâàåòñÿ

β -ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν,
èìåþùèì íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèè (äî ìîìåíòà
âçðûâà τ ).

Åñëè τ =∞ ï. í., òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî β -ñëàáîå ðåøåíèå X(t) íå
èìååò âçðûâîâ.

Â îïðåäåëåíèè β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàë ïî ñòàíäàðòíîìó áðî-
óíîâñêîìó äâèæåíèþ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Èòî, èíòåãðàë ïî äðîáíîìó
áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë ßíãà (ñì. ïàðàã-
ðàô 1.2).

Òåîðåìà 6.1 (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÓ ñ
äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S) , òî
äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì è ëþáîãî η ∈ (0, 1/2) óðàâíåíèå (6.1) èìååò β -ñëàáîå
ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëü-
äåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñòàíäàðòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî (Ω,F, P ), ãäå Ω = [0, 1), F � σ -àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, P � ìåðà Ëåáåãà íà Ω. Îïðåäåëèì íà ýòîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ν,
áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) è äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t) ñ
èíäåêñîì Õàðñòà H òàê, ÷òî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) íå çàâèñèò îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ BH(t). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ft ïîòîê σ -àëãåáð, ïîðîæäåííûé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
ξ, W (s), BH(s), s ∈ [0, t] . Ïóñòü Gt � ïîòîê σ -àëãåáð, ïîðîæäåííûé
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ, W (s), s ∈ [0, t], è BH(s), s ∈ [0,+∞).
×åðåç E0(ζ) áóäåì îáîçíà÷àòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû G0.
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Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ôóíêöèè fn(t,X) = (f̄n ∗
Jn)(t,X), gn(t,X) = (ḡn ∗ Jn)(t,X), bn(t,X) = (b̄n ∗ Jn)(t,X), ãäå f̄n =
= (f̄ i

n) , ḡn = (ḡijn ) , b̄n = (b̄ijn ), f̄ i
n(t,X) = (f i(t,X)∨ (−n))∧n, ḡijn (t,X) =

= (gij(t,X) ∨ (−n)) ∧ n, b̄ijn (t,X) = (bij(t,X) ∨ (−n)) ∧ n.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.62 äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâó-

åò (Gt) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ Xn(t), t ∈ R+, èìåþùèé íåïðåðûâíûå ïî
Ã¼ëüäåðó òðàåêòîðèè ëþáîãî ïîðÿäêà β ∈ (0, 1/2) ï. í. è óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ï. í. ðàâåíñòâó

Xn(t) = ξ+

t∫
0

fn(s,Xn(s))ds +

+

t∫
0

gn(s,Xn(s))dW (s) +

t∫
0

bn(s,Xn(s))dBH(s).

Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ n è l îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

τln = inf{t ∈ R+ : ‖Xn(t)‖ > l}

è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
X l

n(t) = Xn(t ∧ τln).

Åñëè ‖Xn(t)‖ < l äëÿ âñåõ t ∈ R+, òî ìû ïîëàãàåì τln = +∞.
Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-

ùèå ÷åòûðå ëåììû.

Ëåììà 6.1. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m, l è ëþáûõ α ∈ (1 −
− H,min{1/2, δ}), a ∈ R+ ñóùåñòâóåò (G0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ψα,m,l,a : Ω→ R òàêàÿ, ÷òî

sup
t∈[0,a], n∈N

E0(‖X l
n(t)‖2m

α ) 6ψα,m,l,a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
m, l è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α ∈ (1 −H, 1/2), a ∈ R+. Â äàëüíåéøåì
÷åðåç ψ è C áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî (G0) -èçìåðèìûå ñêàëÿð-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò n è t ∈ [0, a].
Äëÿ ëþáûõ n ∈ N è t ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖X l
n(t)‖2m

α ) 6 C

(
‖ξ‖2m + E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

vln(s)ds

∥∥∥∥∥
2m

α

+
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+E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

qln(s)dW (s)

∥∥∥∥∥
2m

α

+ E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

rln(s)dBH(s)

∥∥∥∥∥
2m

α

)
, (6.2)

ãäå vln(s) = fn(s,X l
n(s)), qln(s) = gn(s,X l

n(s)), rln(s) = bn(s,X l
n(s)). Ïî-

ëîæèì

I1 = E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

vln(s)ds

∥∥∥∥∥
2m

α

, I2 = E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

qln(s)dW (s)

∥∥∥∥∥
2m

α

,

I3 = E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

rln(s)dBH(s)

∥∥∥∥∥
2m

α

.

Èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f, ïîëó÷àåì

I1 6 CE0


∥∥∥∥∥

t∧τln∫
0

vln(s)ds

∥∥∥∥∥
2m

+

 t∧τln∫
0

∫ t∧τln
s ‖vln(τ)‖dτ

(t ∧ τln − s)α+1
ds


2m
 6 C. (6.3)

Èç ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè g ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ
Ã¼ëüäåðà è Áóðêõîëüäåðà ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ I2 :

I2 6 CE0


∥∥∥∥∥

t∧τln∫
0

qln(s)dW (s)

∥∥∥∥∥
2m

+

( t∧τln∫
0

∥∥∥ t∧τln∫
s

qln(τ)dW (τ)
∥∥∥

(t ∧ τln − s)α+1
ds

)2m

 6

6CE0


t∧τln∫
0

‖qln(s)‖2mds +

( t∧τln∫
0

∥∥∥ t∧τln∫
s

qln(τ)dW (τ)
∥∥∥2m

(t ∧ τln − s)m+α+1/2
ds

) 6

6C + CE0

 t∧τln∫
0

(t ∧ τln − s)−α−3/2

 t∧τln∫
s

‖qln(τ)‖2mdτ

 ds

 6 C. (6.4)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ b(t,X) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî ïåðåìåííîé t ñ ïîêàçàòåëåì δ è ïî ïåðåìåííîé X ñ
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ïîêàçàòåëåì 1, òî, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.61, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ I3 :

I3 6ψ

(
1 +

t∫
0

((t− s)−2α + s−α) sup
u∈[0,s]

E0(‖X l
n(u)‖2m

α )

)
. (6.5)

Èç îöåíîê (6.2)�(6.5) è ïðåäëîæåíèÿ 1.59 âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðà-
âåíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.�

Ëåììà 6.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m, l è ëþáîãî a ∈ R+ ñóùå-
ñòâóåò (G0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζm,l,a : Ω→ R òàêàÿ, ÷òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t, s ∈ [0, a], n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
E0(‖X l

n(t)−X l
n(s)‖2m) 6 ζm,l,a|t− s|m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (1−H,min{1/2, δ}),
a ∈ R+, m, l, n ∈ N, s, t ∈ [0, a], s 6 t. ×åðåç ζ è C áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñîîòâåòñòâåííî (G0) -èçìåðèìûå ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è
ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò n è t, s.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E0

(
‖X l

n(t)−X l
n(s)‖2m

)
6

6C

(
E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫

s∧τln

vln(τ)dτ

∥∥∥∥∥
2m

+ E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫

s∧τln

qln(τ)dW (τ)

∥∥∥∥∥
2m

+

+ E0

∥∥∥∥∥
t∧τln∫

s∧τln

rln(τ)dBH(τ)

∥∥∥∥∥
2m)

= J1 + J2 + J3. (6.6)

Èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f, ëåììó 6.1 è íåðàâåí-
ñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêó

J1 6 C(t− s)2m−1E0

 t∧τln∫
s∧τln

‖vln(τ)‖2mdτ

 6 ζ(t− s)2m. (6.7)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà, òî èç ëåììû 6.1, íåðàâåíñòâ
Ã¼ëüäåðà è Áóðêõîëüäåðà âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

J2 6 C(t− s)m−1E0

 t∧τln∫
s∧τln

‖qln(τ)‖2mdτ

 6 ζ(t− s)m. (6.8)

361



Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ b ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà, èñïîëüçóÿ ëåììó 6.1,
ïðåäëîæåíèå 1.57 è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì

J3 6 ζE0

 t∧τln∫
s∧τln

‖rln(τ)‖α
(τ− s ∧ τln)α

dτ


2m

6

6 ζ(t− s)2m(1−α)+2α−1E0

 t∧τln∫
s∧τln

‖rln(τ)‖2m
α

(τ− s ∧ τln)2α
dτ

 6 ζ(t− s)2m(1−α). (6.9)

Èç íåðàâåíñòâ (6.6)�(6.9) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ëåììà 6.3. Äëÿ ëþáûõ η ∈ (0, 1/2), a > 0, l ∈ N ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü X l

n, n > 1, ïëîòíà â Cη0,a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå η ∈ (0, 1/2), ε > 0 è
íàòóðàëüíîå l. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòà Kε ⊂ Cη0
òàêîãî, ÷òî P (X l

n ∈ Kε)>1−ε äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Âûáåðåì íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî η < 1/2−1/(2m). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
M > 0 òàêàÿ, ÷òî P (ζm > M) 6 ε/2, ãäå ζm � (G0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà èç óñëîâèÿ ëåììû 6.2. Îïðåäåëèì íîâóþ âåðîÿòíîñòü Q íà
(Ω,F) ðàâåíñòâîì

Q(B) =
P (B

⋂
{ζm 6M})

P (ζm 6M)
, B ∈ F.

Èç óñëîâèÿ EQ(‖X l
n(t)−X l

n(s)‖2m) =

=
EP (‖X l

n(t)−X l
n(s)‖2m1{ζm6M})

P (ζm 6M)
6

M

P (ζm 6M)
|t− s|m,

è êðèòåðèÿ ïëîòíîñòè â Cη0,a èç [12] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòíîãî

ìíîæåñòâà K ∈ Cη0 òàêîãî, ÷òî Q(X l
n ∈ K) > 1 − ε/(2P (ζm 6M)) äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èìååì

P (X l
n /∈ K) 6 P (X l

n /∈ K, ζm 6M) + P (ζm > M) 6 ε.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî l è ëþáîãî η ∈ (0, 1/2) îïðåäåëèì ïðî-

ñòðàíñòâî Slη = Cη0 × Cη0 ×R+ ñ ìåòðèêîé

dSlη((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = dCη(x1, y1) + dCη(x2, y2) + dR+
(x3, y3).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî η ∈ (0, 1/2) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Sη =
=
⊗∞

l=1 S
l
η ñ ìåòðèêîé dSη((z

l
1)
∞
l=1, (z

l
2)
∞
l=1) =

∑∞
l=1 2−l(dSlη(z

l
1, z

l
2) ∧ 1).

Ïðîñòðàíñòâà Slη, Sη ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñåïàðàáåëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè.

Ïóñòü wl
n = qln(qln)>.

Ëåììà 6.4. Äëÿ êàæäîãî η ∈ (0, 1/2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn =
= (X l

n, B
H , τln)∞l=1, n > 1, ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå Sη .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå η ∈ (0, 1/2) . Ïóñòü
l ∈ N. Ïî ëåììå 6.3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X l

n, n > 1, ïëîòíà â Cη0 . Êðî-
ìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τln, n>1, ïëîòíà â R+. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì l ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (X l

n, B
H , τln),

n > 1, ïëîòíà â Slη . Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.6, âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Ψn, n > 1, ïëîòíà â Sη . Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðîäîëæèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Ïî òåîðåìå Ïðîõî-
ðîâà (ïðåäëîæåíèå 1.27) äëÿ ëþáîãî η ∈ (0, 1/2) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
PΨn, n ∈ N, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü PΨnk , ñëàáî ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå Θ ïðè k → ∞ (çäåñü è äàëåå
äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé âìåñòî nk áóäåì ñíîâà ïèñàòü n ). Èç äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû Ñêîðîõîäà (ïðåäëîæåíèå 1.33) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Ψ̄nk

= (X̄ l
nk
, B̄H

nk
, τ̄lnk

)∞l=1,

k ∈ N, è ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Ψ̄ = (X̄ l, B̄H , τ̄l)∞l=1 íà íåêîòîðîì âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̄, F̄, P̄ ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Sη (çäåñü
nk � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, â äàëüíåéøåì âìåñòî nk áóäåì îïÿòü ïèñàòü n ) òàêèå, ÷òî âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) PΨn = P Ψ̄n äëÿ ëþáîãî n ∈ N ; P Ψ̄ = Θ; Ψ̄n →
n→∞

Ψ̄ â Sη ï. í.;

2) τ̄ln = inf{t ∈ R+ : ‖X l′
n‖ > l} äëÿ ëþáûõ l′ > l; X̄ l

n(t + τ̄ln) = X̄ l
n(τ̄ln)

äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, åñëè τ̄
l
n <∞;

3) X̄ l(t) = X̄ l+1(t), ïðè t6τ̄l; ‖X̄ l(τ̄l)‖ = l, åñëè 0 < τ̄l <∞; τ̄l6τ̄l+1

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ l;
4) ïðîöåññû B̄H

n è B̄H ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíè-
ÿìè, èçìåðèìûìè îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáð F̄n,0 è F̄0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
F̄n,t =

⋂
ε>0
σ((X̄ l

n(s), B̄H
n (s))∞l=1 : s 6 t + ε) è F̄t =

⋂
ε>0
σ((X̄ l(s), B̄H(s))∞l=1 :

s 6 t + ε) .
Ïóñòü τ̄ = lim

l→∞
τ̄l, X̄(t) = X̄ l(t), ïðè t < τ̄l; äëÿ t > τ̄ ïîëî-

æèì X̄(t) = 0. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ̄ ÿâëÿåòñÿ (F̄t) -ìîìåíòîì îñòà-
íîâêè, ïðîöåññ X̄(t) ÿâëÿåòñÿ (F̄t) -ñîãëàñîâàííûì è èìååò íåïðåðûâ-
íûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèè äî ìîìåíòà τ̄. Êðîìå òîãî,
lim sup
t→τ̄−0

‖X̄(t)‖ =∞ ïðè óñëîâèè τ̄ <∞.
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Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3,
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì

αn(t,ω) = fn(t, X̄n(t), βn(t,ω) = gn(t, X̄n(t)g>n (t, X̄n(t),

ïîñòðîèì èçìåðèìûå è (Ft)-ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v(t,ω), d(t,ω)
òàêèå, ÷òî äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω âûïîëíÿþò-
ñÿ âêëþ÷åíèÿ 1[0,e)(t)v(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)F (t, X̄(t,ω)), 1[0,e)(t)d(t,ω) ∈
∈ 1[0,e)(t)A(t, X̄(t,ω)).

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Îáîçíà÷èì r̄ln(t) = b(t, X̄ l

n(t)), r̄l(t) = b(t, X̄ l(t)). Çàôèêñèðóåì ïðî-
èçâîëüíûå íàòóðàëüíîå l è a ∈ R+.

Ëåììà 6.5. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, a] èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

t∧τ̄ln∫
0

r̄ln(s)dB̄H
n (s) →

n→∞

t∧τ̄l∫
0

r̄l(s)dB̄H(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ [0, a] è âûáåðåì
β > 1−H, η1 ∈ (0, 1/2) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî β <
< min{δ,η1} . Îáîçíà÷èì

S1(n, t) =

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τ̄ln∫
0

r̄ln(s)d(B̄H
n (s)− B̄H(s))

∥∥∥∥∥∥∥ ,

S2(n, t) =

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τ̄l∫
0

(r̄ln(s)− r̄l(s))dB̄H(s)

∥∥∥∥∥∥∥ ,
S3(n, t) =

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τ̄ln∫
0

r̄ln(s)dB̄H(s)−
t∧τ̄l∫
0

r̄ln(s)dB̄H(s)

∥∥∥∥∥∥∥ .
Äîêàæåì, ÷òî S1(n, t) →

n→∞
0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, a] ï. í.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.57 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
ε > 0 è ïîñòîÿííîé C òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà n0(ω), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

S1(n, t) 6C sup
0<s<τ<t

‖(B̄H
n (τ)− B̄H(τ))− (B̄H

n (s)− B̄H(s))‖ε‖r̄ln‖Wtβ (6.10)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, a].
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Òàê êàê ôóíêöèÿ b ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
X̄ l

n(·,ω), n > 1, îãðàíè÷åíà â Cη ïðè η < 1/2, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
B̄H

n (·,ω) →
n→∞

B̄H(·,ω) â CH−γ ï. í. ïðè γ ∈ (0, H), òî ïðàâàÿ ÷àñòü

íåðàâåíñòâà (6.10) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, a] ï. í.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.57, îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé bn, ñõîäèìîñòè X̄ l

n ê X̄ l

â Cη0 ïðè n → ∞ âûòåêàåò, ÷òî S2(n, t) →
n→∞

0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, a]
ï. í.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.57, ñõîäèìîñòè τ̄ln →
n→∞

τ̄l ï. í. è àáñîëþòíîé íåïðå-

ðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà âûòåêàåò, ÷òî S3(n, t) →
n→∞

0 ðàâíîìåðíî ïî

t ∈ [0, a] ï. í. Ëåììà äîêàçàíà. �
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî:

l, L ∈ N, s, t ∈ R+, s 6 t ; äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ
ôóíêöèþ h : Rd → R , îãðàíè÷åííóþ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî; íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ
q : Rd ×Rd → R.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ X l
n(t) è ñîîòíîøåíèÿ P Ψ̄n = PΨn ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû Èòî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E

((
h(X̄ l

n(t))− h(X̄ l
n(s))−

r∑
j=1

d∑
i=1

t∧τ̄ln∫
s∧τ̄ln

r̄l,ijn (τ, X̄ l
n(τ))

∂h(X̄ l
n(τ))

∂xi
dB̄H,j

n −

−
t∧τ̄ln∫

s∧τ̄ln

(
1

2

d∑
i,j=1

(
g(τ, X̄ l

n(kn(τ))g>(τ, X̄ l
n(kn(τ))

)ij ∂2h(X̄ l
n(τ))

∂xi∂xj
+

+
d∑

i=1

v̄l,in
∂h(X̄ l

n(τ))

∂xi

)
dτ

)
q(X̄L

n (s), B̄H
n (s))

)
= 0. (6.11)

Èç ëåììû 6.5, ñõîäèìîñòè Ψ̄n →
n→∞

Ψ̄ â Sη ï. í. è ñîîòíîøåíèÿ (6.11)
âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E

((
h(X̄ l(t))− h(X̄ l(s))−

r∑
j=1

d∑
i=1

t∧τ̄l∫
s∧τ̄l

r̄l,ij(τ, X̄ l(τ))
∂h(X̄ l(τ))

∂xi
dB̄H,j−

−
t∧τ̄l∫

s∧τ̄l

(
1

2

d∑
i,j=1

d̂l,ij
∂2h(X̄ l(τ))

∂xi∂xj
+
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+
d∑

i=1

v̂l,i
∂h(X̄ l(τ))

∂xi

)
dτ

)
q(X̄L(s), B̄H(s))

)
= 0. (6.12)

Èç ðàâåíñòâà (6.12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l ïðîöåññ

h(X̄ l(t))− h(X̄ l(s))−
r∑

j=1

d∑
i=1

t∧τ̄l∫
s∧τ̄l

r̄l,ij(τ, X̄ l(τ))
∂h(X̄ l(τ))

∂xi
dB̄H,j−

−
t∧τ̄l∫

s∧τ̄l

(
1

2

d∑
i,j=1

d̂l,ij
∂2h(X̄ l(τ))

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

v̂l,i
∂h(X̄ l(τ))

∂xi

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (F̄t) -ìàðòèíãàëîì.
Ìàòðèöà d(t,ω) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé. Èñ-

ïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1.1, ìîæíî ïîñòðîèòü èçìåðèìûé (Ft) -ñîãëàñîâàííûé
ïðîöåññ u(t,ω) òàêîé, ÷òî u(t,ω)u>(t,ω) = d(t,ω), (t,ω) ∈ R+ × Ω.
Ïðîöåññ u(t,ω) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

1[0,e)(t)u(t,ω)u>(t,ω) ∈ 1[0,e)(t)A(t, z(t,ω))

äëÿ (µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.53 âûòåêàåò, ÷òî íà ðàñøèðåíèè (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ F̃t

âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω̄, F̄, P̄ ) ñ ïîòîêîì F̄t ìîæíî îïðåäåëèòü
(F̃t) -áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W̃ (t) òàêîå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ
t ∈ [0, τ̃) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X̄(t) = X̄(0) +

t∫
0

v(s)ds +

t∫
0

u(s)dW̃ (s) +

t∫
0

b(s, X̄(s))dB̄H(s).

Èç óñëîâèÿ S) è îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ X̄, v, u âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè σ, 0 6 σ < τ̄, è ëþáîãî a ∈ R+ ï. í. âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå

a∧σ∫
0

(‖v(s)‖+ ‖u(s)‖2)ds + sup
t∈[0,a∧σ]

‖b(t,X(t))‖η <∞.

Òàêèì îáðàçîì, X̄(t) � β -ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η
òðàåêòîðèÿìè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ò) è η > 1 − H . Òîãäà
ëþáîå β -ñëàáîå ðåøåíèå X(t) óðàâíåíèÿ (6.1), èìåþùåå íåïðåðûâíûå ïî
Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèè, íå èìååò âçðûâîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Ω,F, P,Ft, X, v, u,W,BH , τ) � ïðîèçâîëü-
íîå β -ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ
ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè, è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî η > 1−
−H . Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, τ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(s)ds +

t∫
0

u(s)dW (s) +

t∫
0

b(s,X(s))dBH(s).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî l îïðåäåëèì ìîìåíòû îñòàíîâêè τl =
= inf{t ∈ R+ : ‖X(t)‖ > l}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
l→∞

P (τl 6 a) = 0. (6.13)

Ïóñòü Gt � ïîòîê σ -àëãåáð, ïîðîæäåííûé ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè ξ, W (s), s ∈ [0, t], è BH(s), s ∈ [0,+∞). ×åðåç E0(ζ) áó-
äåì îáîçíà÷àòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû G0.

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ
ëåììó.

Ëåììà 6.6. Äëÿ ëþáûõ a ∈ R+, α ∈ (1 − H,min{1/2, δ}), m ∈
∈ N ñóùåñòâóåò (G0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ψα,m,a : Ω → R
òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0(|X(t)|2mα ) 6ψα,m,a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå m ∈ N, α ∈ (1 −
− H, 1/2), a ∈ R+. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç ψ è C áóäåì îáîçíà÷àòü ñî-
îòâåòñòâåííî (G0) -èçìåðèìûå ñêàëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïîñòî-
ÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò t. Äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a] è ω ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

E0(|X(t)|2mα ) 6 C
(
‖X(0)‖2m + E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

v(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2m

α

+

+ E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

u(s)dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2m

α

+ E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

b(s,X(s))dBH(s)

∥∥∥∥∥∥
2m

α

)
. (6.14)
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Îáîçíà÷èì U1 = E0

∣∣∣∣ t∫
0

v(s)ds

∣∣∣∣2m
α

, U2 = E0

∥∥∥∥ t∫
0

u(s)dW (s)

∥∥∥∥2m

α

, U3 =

= E0

∥∥∥∥ t∫
0

b(s,X(s))dBH(s)

∥∥∥∥2m

α

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè
f, ïîëó÷àåì

U1 6 CE0


∥∥∥∥∥∥

t∫
0

v(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2m

+


t∫

0

t∫
s

‖v(τ)‖dτ

(t− s)α+1
ds


2m
 6

6CE0

1 +

t∫
0

‖X(s)‖2mds +

 t∫
0

ds

(t− s)α

2m

+


t∫

0

t∫
s

‖X(τ)‖dτ

(t− s)α+1
ds


2m
 6

6CE0

1 +

t∫
0

‖X(s)‖2mds

 . (6.15)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Ã¼ëüäåðà, Áóðêõîëüäåðà, òåîðåìû Ôóáèíè è
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ðîñòà ôóíêöèè g ïîëó÷àåì îöåíêó

U2 6 CE0


∥∥∥∥∥∥

t∫
0

u(s)dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2m

+


t∫

0

∥∥∥∥ t∫
s

u(τ)dW (τ)

∥∥∥∥
(t− s)α+1

ds


2m
 6

6CE0

1 +

t∫
0

‖X(s)‖2mds +

 t∫
0

∥∥∥∫ t

s u(τ)dW (τ)
∥∥∥2m

(t− s)m+α+1/2
ds


 6

6CE0

1 +

t∫
0

‖X(s)‖2mds

+ C

t∫
0

(t− s)−α−3/2E0

 t∫
s

‖u(τ)‖2mdτ

 6
6C

t∫
0

(t− s)−α−3/2
(
1 + E0(‖X(s)‖2m)

)
ds. (6.16)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäå-
ðà, òî, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.61, ïîëó÷àåì îöåíêó

U3 6ψα,m,a

t∫
0

(
(t− s)−2α + s−α

) (
1 + E0(‖X(s)‖2m

α )
)
ds. (6.17)

Èç ñîîòíîøåíèé (6.14)�(6.17) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

E0(‖X(t)‖2m
α )6C‖X(0)‖2m+ψα,m,a

t∫
0

((t−s)−α−1/2+s−α)(1+E0(‖X(s)‖2m
α ))ds.

(6.18)
Èç íåðàâåíñòâà (6.18) è ïðåäëîæåíèÿ 1.59 ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåí-

ñòâî
sup
t∈[0,a]

E0(‖X(t)‖2m
α ) 6ψα,m,a.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.2. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå m,

α, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ëåììû 6.6, è âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå a ∈
∈ R+. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó Qε
íà (Ω,F) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì ïîñòîÿííóþ M > 0 òàê, ÷òîáû
P (ψα,m,T > M) 6 ε, è ïîëîæèì

Qε(B) =
P (B

⋂
{ψα,m,a 6M})

P (ψα,m,a 6M)
, B ∈ F,

ãäå ψα,m,a � (G0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èç óñëîâèÿ ëåììû 6.6.
Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé ìîìåíò îñòàíîâêè. Ïîñêîëü-

êó íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Lσ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìîìåí-
òà îñòàíîâêè ζ 6 σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî EQε(‖X(ζ)‖2m

α ) 6 Lσ, òî ïî
ëåììå 2.1 äëÿ ëþáîãî r > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Qε( sup
06t6σ

‖X(t)‖2m > r) 6 Lσ/r. (6.19)

Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

{ω ∈ Ω : τl 6 a} ⊆ {ω ∈ Ω : sup
06t6τl∧a

‖X(t)‖2m
> l2m},

òî èç íåðàâåíñòâà (6.19) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Qε(τ
l
6 a) 6 La/l

2m. (6.20)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (6.20), ïîëó÷àåì

P (τl 6 a) 6 P (τl 6 a,ψα,m,a 6M) + P (ψα,m,a > M) 6 La/l
2m + ε. (6.21)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.21) âûòåêàåò, ÷òî lim sup
l→∞

P (τl6a)6ε. Ïîñêîëüêó ÷èñëî

ε > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî lim sup
l→∞

P (τl 6a) = 0. Ñîîòíîøåíèå (6.13),

à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìà äîêàçàíû. �

Ïðèìåð 6.1. Ïî òåîðåìå 6.1 óðàâíåíèå

dx(t) = sign x(t)dt + |x(t)|αdW (t) + |x(t)|dBH(t), (6.22)

ãäå x ∈ R, t ∈ R+, H ∈ (1/2, 1), α > 0, sign x = 1 ïðè x > 0, sign x =
= −1 ïðè x < 0, èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå ñ ëþáûì çàäàííûì íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Åñëè α ∈ (0, 1], η > 1−H, òî
ïî òåîðåìå 6.2 ëþáîå β -ñëàáîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (6.22), êîòîðîå
èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèè, íå èìååò
âçðûâîâ.

Ïðèìåð 6.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1(t) = dW1(t), dx2(t) = q(x1(t))dt + dW2(t) + dBH(t), (6.23)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x1(0) = x2(0) = 0, (6.24)

ãäå x1, x2 ∈ R, t ∈ R+, q(x) = 1/x ïðè x > 0, q(x) = 0 ïðè x 6 0,
W1(t), W2(t) � íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå ñòàíäàðòíûå áðîóíîâñêèå äâè-
æåíèÿ, BH(t) � îäíîìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ èíäåêñîì
Õàðñòà H ∈ (1/2, 1). Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (6.23) íå èìååò β -ñëàáûõ
ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (6.24). Ïðåäïîëîæèì,
β -ñëàáîå ðåøåíèå X(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ [0, τ), ñóùåñòâóåò, ãäå τ >
> 0 � ìîìåíò âçðûâà β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ X(t). Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî x1(t) = W1(t). Òîãäà

x2(t) =

t∫
0

q(W1(s))ds + W2(t) + BH(t), t ∈ [0, τ).

Ïóñòü ψ(t, x,ω) � ëîêàëüíîå âðåìÿ äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
W1(t), ò. å.

ψ(t, x,ω) = lim
ε→+0

1

2ε

t∫
0

1(x−ε,x+ε)(W1(s))ds.
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Êàê ïîêàçàíî â [24, ñ. 120] äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ôóíêöèÿ (t, x)→ ψ(t, x,ω)
íåïðåðûâíà è ψ(t, 0,ω) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω äëÿ ëþ-
áîãî t > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

t∫
0

q(W1(s))ds =

+∞∫
−∞

q(x)ψ(t, x,ω)dx > inf
|x|6ε

ψ(t, x,ω)

ε∫
−ε

q(x)dx = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω äëÿ ëþáîãî t > 0 èìååì x2(t) = ∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, τ = 0 ï. í. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ â íàñòîÿùåì ïàðà-
ãðàôå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøåíèé íåïðèìåíèìà ê ñèñòåìå
(6.23), òàê êàê ôóíêöèÿ q(x) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé.

6.2. Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì

áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííûì

îïåðàòîðîì äèôôóçèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (6.1) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè f è g. Ïîëó÷åíû îöåí-
êè ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè. Äîêàçàíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ
ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì
äèôôóçèè.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.1) óñòà-
íîâëåíà â ñòàòüå Ä. Íóàëàðòà èÆ. Ãóýððû [208] ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:
ôóíêöèè f(t,X), g(t,X), b(t,X) íåïðåðûâíû, èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê
ðîñòà ïî X, óäîâëåòâîðÿþò ïî ïåðåìåííîé X ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèï-
øèöà, à ôóíêöèè b(t,X), bX(t,X) óäîâëåòâîðÿþò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà, ìàòðèöà bX(t,X) îãðàíè÷åíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {α1, . . . ,αl} ⊆ Nd, α1 <
< . . . < αl, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G(α1, . . . ,αl) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû-
áåðåì ñòðîêè ìàòðèöû g ñ íîìåðàìè α1, . . . ,αl , ïóñòü αl+1 < . . . < αd

� íîìåðà îñòàâøèõñÿ ñòðîê. Ïîñòðîèì ìàòðèöó σα1,...,αl
= (gαi

g>αj
)li,j=1,
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ãäå gαi
� ñòðîêà ñ íîìåðîì αi ìàòðèöû g, à òàêæå ïîñòðîèì ìíîæå-

ñòâî G1(α1, . . . ,αl), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê (t, xα1
, . . . , xαl

), òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,xα1 ,...,xαl)

òî÷êè (t, xα1
, . . . , xαl

) ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òàêîå, ÷òî èíòåãðàë∫

U(t,xα1 ,...,xαl )

sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Da
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1dtdxα1
. . . dxαl

ëèáî íå îïðåäåëåí, ëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ãäå Da
2 = {(xαl+1

, . . . , xαd
) :

(x2
αl+1

+ . . . + x2
αd

)1/2 6 a}, è ìíîæåñòâî G2(α1, . . . ,αl), ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òî÷åê (t, xα1

, . . . , xαl
), ïðèíàäëåæàùèõ äîïîëíåíèþ Gc

1(α1, . . . ,αl)
ìíîæåñòâà G1(α1, . . . ,αl), òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíî-
ñòè U(t,xα1 ,...,xαl)

òî÷êè (t, xα1
, . . . , xαl

) ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0, òàêîå,

÷òî ôóíêöèÿ sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Da
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1 : U(t,xα1 ,...,xαl)
→

→ [0,∞] íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ (ïîä äîïîëíåíèåì ìíî-
æåñòâà G1(α1, . . . ,αl) ïîíèìàåì äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí-
íûõ (t, xα1

, . . . , xαl
), à ïîä îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ � îêðåñòíîñòü, îò-

êðûòóþ â ïðîñòðàíñòâå òåõ æå ïåðåìåííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) ). Ïîëîæèì
G(α1, . . . ,αl) = G1(α1, . . . ,αl)

⋃
G2(α1, . . . ,αl).

Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè {α1, . . . ,αl} = ∅, òî ïîëàãàåì
G1(α1, . . . ,αl) = G2(α1, . . . ,αl) = ∅. Åñëè {α1, . . . ,αl} = Nd, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî

sup
(xαl+1

,...,xαd)∈Da
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1 = (detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd))

−1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ h(t, x1, . . . , xd) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ U), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {α1, . . . ,αl} ⊆ Nd,
α1 < . . . < αl, òàêîå, ÷òî:

1) ôóíêöèÿ h ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) íåïðå-
ðûâíà ïî îñòàâøèìñÿ êîìïîíåíòàì (xαl+1

, . . . , xαd
) âåêòîðà X;

2) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî F, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî G(α1, . . . ,αl), òàêîå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî

{(t, x1, . . . , xd) : (t, xα1
, . . . , xαl

) ∈ F}
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó òî÷åê íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ h. �

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h : R+ × Rd → Rk óäîâëåòâîðÿåò
(δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñó-
ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Ln, òàêàÿ, ÷òî ‖h(t,X)− h(s, Y )‖ 6 Ln(‖X − Y ‖+
+ |t− s|δ) äëÿ ëþáûõ (t,X), (s, Y ) ∈ [0, n]×B(0, n).
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Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν íà
(Rd,β(Rd)) è ÷èñëî η ∈ (0, 1

2). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ X(t), çàäàí-
íûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð (Ft), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè τ ñî çíà÷åíèÿìè â
(0,+∞] ï. í., òàêîé, ÷òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì (Ft) -
ñîãëàñîâàííûì, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèè ïðîöåññà X(t)
íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ),
à òàêæå lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖ =∞ ïðè τ <∞;

2) ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå (Ft) -áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) è
(F0) -èçìåðèìîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t);

3) äëÿ ëþáîãî (Ft) -ìîìåíòà îñòàíîâêè σ, 0 6 σ < τ, è ëþáîãî a ∈
∈ R+ ïî÷òè íàâåðíîå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a∧σ∫
0

(‖f(s,X(s))‖+ ‖g(s,X(s))‖2)ds + sup
t∈[0,a∧σ]

‖b(t,X(t))‖η <∞;

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X(t) = X(0)+

t∫
0

f(s,X(s))ds+

t∫
0

g(s,X(s))dW (s)+

t∫
0

b(s,X(s))dBH(s);

5) äëÿ ëþáîãî A ∈ β(Rd) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (X(0) ∈ A) =
= ν(A),

òî íàáîð (Ω,F, P,Ft, X,W,BH , τ) (èëè êîðî÷å X(t) ) íàçûâàåòñÿ
ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν, èìåþ-
ùèì íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèè (äî ìîìåíòà âçðû-
âà τ ).

Â îïðåäåëåíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàë ïî ñòàíäàðòíîìó áðîóíîâ-
ñêîìó äâèæåíèþ � èíòåãðàë Èòî, èíòåãðàë ïî äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó
äâèæåíèþ � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë ßíãà.

Ïóñòü g(1), b(1) � (l × d) - è (l × r) -ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ïåð-
âûõ l ñòðîê ìàòðèö g è b ñîîòâåòñòâåííî; g(2), b(2) � ((d − l) × d) - è
((d − l) × r) -ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç îñòàâøèõñÿ ñòðîê ìàòðèö g è b
ñîîòâåòñòâåííî; f (1) � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ l êîìïîíåíò âåêòîðà
f ; f (2) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò âåêòîðà f ; X =
= (x, y) , x ∈ Rl , y ∈ Rd−l , σ(1) = g(1)g(1)>, G1 � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
(t, x) ∈ R+ ×Rl, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé â R+ ×Rl îêðåñòíîñòè
U(t,x) òî÷êè (t, x) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a > 0, ÷òî èíòåãðàë
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∫
U(t,x)

sup
y∈Ba

d−l

(detσ(1)(τ, z, y))−1dτdz

ëèáî íå îïðåäåëåí, ëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè; G2 � ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê (t, x) ∈ Gc

1, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé â R+ × Rl îêðåñòíîñòè
U(t,x) òî÷êè (t, x) ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0, òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ (τ, z) →
→ supy∈Ba

d−l
(detσ(1)(τ, z, y))−1, (τ, z) ∈ U(t,x), íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî

Áîðåëþ; G = G1

⋃
G2, Ba

d−l = {y : ‖y‖ 6 a}, Ba
l = {x : ‖x‖ 6 a}. Åñëè

F ⊆ R+×Rl, òî F c = (R+×Rl)\F, (F )γ = {(t, x) ∈ R+×Rl : inf(s,y)∈F (|t−
− s|+ ‖x− y‖) 6 γ}, (F )cγ = (R+ ×Rl) \ (F )γ, (F )γ = ∅, åñëè F = ∅.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç W 2
p,loc(R × Rl) (p > 0 ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé u : R × Rl → R òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî øàðà
B ⊂ R × Rl îòîáðàæåíèå u(t, x), (t, x) ∈ B, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Ñîáîëåâà W 2

p (B) ôóíêöèé, èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, èíòåãðèðóåìûå ñî ñòåïåíüþ p.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [63].

Ëåììà 6.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ q : R+ × Rl → R+ ôèíèòíàÿ è áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, q(t, x) = 0 äëÿ t < 0 . Ñóùåñòâóåò íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(t, x), òàêàÿ, ÷òî u ∈ W 2

p,loc(R × Rl) äëÿ ëþáîãî
p > 0, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)
l∑

i,j=1

V ij ∂
2un(t,x)
∂xi∂xj

− λ(trV + 1)un(t, x) + ∂un(t,x)
∂t 6−(detV )1/(l+1)qn(t, x)

äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ (l × l) -
ìàòðèö V, ëþáûõ (t, x) ∈ R×Rl è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n, ãäå λ � ïî-
ëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, qn(t, x), un(t, x) � ñâ¼ðòêè ôóíêöèé q(t, x),
Jn(t, x) è u(t, x), Jn(t, x) ñîîòâåòñòâåííî, Jn(t, x) = nl+1I1(nt)I2(nx),
I1(t) = α1 exp(− 1

1−t2 )1(−1,1)(t), I2(x) = α2 exp(− 1
1−|x|2 )1B1

l
(x), ïîñòîÿí-

íûå α1, α2 âûáðàíû òàê, ÷òî
∫
R I1(t)dt =

∫
Rl I2(x)dx = 1;

2) ‖grad un(t, x)‖ 6
√
λun(t, x) äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ R+ × Rl è ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ n;
3) äëÿ ëþáûõ t1, a ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c1 òàêàÿ, ÷òî

| un(t, x) | 6c1

( ∫
[0,t1]×Ba

l

ql+1(s, x)dsdx
)1/(l+1)

äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ [0, t1]×Ba
l è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n.
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Óòâåðæäåíèÿ 1), 2) ëåììû 6.7 äîêàçàíû â ðàáîòå Í. Â. Êðûëîâà
[63, ñ. 245] (ñîîòíîøåíèå (29) èç ýòîé ðàáîòû è ñëåäóþùåå çà íèì íåðàâåí-
ñòâî). Óòâåðæäåíèå 3) âûòåêàåò èç îöåíêè u(t, x)6 1

λ(d+1)‖f‖, ïðèâåäåííîé
â [63, ñ. 243]. Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè u êëàññó W 2

p,loc(R×Rl) ïîêàçàíà
â [63, ñ. 243]. �

Çàïèøåì óðàâíåíèå (6.1) â ñëåäóþùåì âèäå:
dx(t) = f (1)(t, x(t), y(t))dt + g(1)(t, x(t), y(t))dW (t) +
+ b(1)(t, x(t), y(t))dBH(t),
dy(t) = f (2)(t, x(t), y(t))dt + g(2)(t, x(t), y(t))dW (t) +
+ b(2)(t, x(t), y(t))dBH(t).

(6.25)

Ëåììà 6.8. Ïóñòü: ôóíêöèè f (1), f (2), g(1), g(2) èçìåðèìû ïî Áî-
ðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû; ôóíêöèè b(1), b(2) óäîâëåòâîðÿþò (δ, 1) -
ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, δ > 1 − H; X(t) = (x(t), y(t)) � ñëàáîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (6.25), èìåþùåå íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈
∈ (1 − H, 1

2) òðàåêòîðèè; ψ(t, x, y) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî
Áîðåëþ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî q > 0 îòîáðàæåíèå (t, x) →
→ supy∈Bq

d−l
ψ(t, x, y) èçìåðèìî ïî Áîðåëþ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a > 0, b > 0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(s,X(s)))1/(l+1)ψ(s,X(s))ds

)
6

6 c1

( ∫
[0,a]×Bb

l

sup
y∈Bb

d−l

ψl+1(s, x, y)dsdx

)c2

,

ãäå τb = inf{t ∈ R+ : ‖X(t)‖ > b} ; c1 è c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-
íûå, çàâèñÿùèå ëèøü îò a, b, l, d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå a > 0, b > 0 . ×åðåç ci áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå ëèøü îò a, b, l, d. Ïóñòü ôóíê-
öèÿ q : R+ × Rl → R+ ôèíèòíàÿ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ. Ïî-
ëàãàåì q(t, x) = 0 äëÿ t < 0 . Èç ëåììû 6.7 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u(t, x) òàêîé, ÷òî u ∈ W 2

p,loc(R × Rl) äëÿ ëþ-
áîãî p > 0, è âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ 1), 2), 3) ýòîé ëåììû.

Îáîçíà÷èì

I(qn) =

a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t)))1/(l+1)qn(t, x(t))dt.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî è ñîîòíîøåíèå 1) ëåììû 6.7 äëÿ V = 1
2σ

(1)(t, x) ,
èìååì

E(I(qn)) 6 c2E

( a∧τb∫
0

(
−∂un(t, x(t))

∂t
−

−1

2

l∑
i,j=1

σ(1)ij(t, x(t), y(t))
∂2un(t, x(t))

∂xi∂xj
+ c3un(t, x(t))

)
dt

)
=

= c2E

( a∧τb∫
0

(
−un(a ∧ τb, x(a ∧ τb)) + un(0, x(0))−

−
l∑

i=1

∂un(t, x(t))

∂xi
f (1)i(t, x(t), y(t)) + c3un(t, x(t))

)
dt−

−
l∑

i=1

r2∑
j=1

a∧τb∫
0

∂un(t, x(t))

∂xi
b(1)ij(t, x(t), y(t))dBH,j(t))dt

)
. (6.26)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå j ∈ Nr2 è îöåíèì èíòåãðàë

Aj = E

∣∣∣∣∣
a∧τb∫
0

l∑
i=1

∂un(t, x(t))

∂xi
b(1)ij(t, x(t), y(t))dBH,j(t)

∣∣∣∣∣.
Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.57, äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1

2), çíà÷åíèå êîòî-
ðîãî óòî÷íèì íèæå, èìååì

Aj 6 E

(
Λα,BH,j

( a∧τb∫
0

t−α
∣∣∣∣ l∑
i=1

∂un(t, x(t))

∂xi
b(1)ij(t, x(t), y(t))

∣∣∣∣dt+

+

a∧τb∫
0

s∫
0

|s− τ|−α−1

∣∣∣∣ l∑
i=1

(
∂un(s, x(s))

∂xi
b(1)ij(s, x(s), y(s))−

−∂un(τ, x(τ))

∂xi
b(1)ij(τ, x(τ), y(τ))

)∣∣∣∣dτds
))

= E(Λα,BH,j(J1 + J2)). (6.27)
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå p > 1, ïóñòü q = p
p−1 . Òàê êàê äëÿ ëþáî-

ãî p > 1 âåëè÷èíà E(Λp
α,BH,j) êîíå÷íà [257], òî ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

Ã¼ëüäåðà ïîëó÷àåì

E(Λα,BH,j(J1 + J2)) 6 cα,p,j(EJq
1 + EJq

2 )1/q. (6.28)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, óñëîâèå 2) è ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü
ôóíêöèè b(1) , ïðè q ∈ (1, 1

α
), ïîëó÷èì

EJq
1 6 c1,qE

( a∧τb∫
0

t−αq
∣∣∣∣ l∑
i=1

∂un(t, x(t))

∂xi
b(1)ij(t, x(t), y(t))

∣∣∣∣qdt
)
6

6 c2,qE

( a∧τb∫
0

t−αq|un(t, x(t))|qdt

)
6 c3,q sup

(t,x)∈[0,a]×Bb
l

|un(t, x)|q. (6.29)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì

EJq
2 6 c4,qE

( a∧τb∫
0

s∫
0

|s− τ|(−α−1)q

∣∣∣∣ l∑
i=1

(
∂un(s, x(s))

∂xi
b(1)ij(s, x(s), y(s))−

−∂un(τ, x(τ))

∂xi
b(1)ij(τ, x(τ), y(τ))

)∣∣∣∣qdτds
)
. (6.30)

Ïîñêîëüêó u ∈ W 2
p,loc(R×Rl) äëÿ ëþáîãî p > 0, òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ (0, 1)

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Lγ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∂un∂xi
(τ1, z1)−

∂un
∂xi

(τ2, z2)

∣∣∣∣ 6 Lγ(|τ1 − τ2|γ + |z1 − z2|γ) (6.31)

äëÿ ëþáûõ τ1, τ2 ∈ [0, a], z1, z2 ∈ Bb
l è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n.

Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6.31), ôóíêöèÿ b(1)(t,X) óäîâëå-
òâîðÿåò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ñëàáîå ðåøåíèå (x(t), y(t))
èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (1 − H, 1

2) òðàåêòîðèè, òî
èç íåðàâåíñòâà (6.30) âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: EJq

2 6

6 c5,q,εE

( a∧τb∫
0

s∫
0

|s−τ|(−α−1)q+(1−H)(q−ε)
∣∣∣∣ l∑
i=1

(
∂un(s, x(s))

∂xi
b(1)ij(s, x(s), y(s))−

−∂un(τ, x(τ))

∂xi
b(1)ij(τ, x(τ), y(τ))

)∣∣∣∣εdτds
)

(6.32)
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äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ∈ (0, q). Âûáåðåì ïàðàìåòðû q > 1, α ∈
∈ (0, 1

2), ε ∈ (0, q) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (1 − H)(q − ε) >
> q(1 + α) − 1. Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ (6.32), óñëîâèÿ 2) è ëîêàëüíîé
îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè b(1) ïîëó÷àåì, ÷òî

EJq
2 6 c6,q,ε sup

(t,x)∈[0,a]×Bb
l

|un(t, x)|ε. (6.33)

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (6.27)�(6.29) è (6.33) âûòåêàåò ñóùåñòâî-
âàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ c4, c5, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ Nr2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Aj 6 c4 sup
(t,x)∈[0,a]×Bb

l

|un(t, x)|c5. (6.34)

Èç íåðàâåíñòâ (6.26), (6.34), ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f (1) è
óñëîâèé 2), 3) âûòåêàåò, ÷òî

E(I(qn)) 6 c6 sup
(t,x)∈[0,a]×Bb

l

|un(t, x)|c5 6 c7

( ∫
[0,a]×Bb

l

ql+1(s, x)dsdx

)c8

. (6.35)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (6.35) è ëåììó Ôàòó, ïîëó÷èì

c7

( ∫
[0,a]×Bb

l

ql+1(s, x)dsdx

)c8

>

>E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t))1/(l+1) lim inf
n→∞

qn(t, x(t))dt

)
=

= E

( a∧τb∫
0

(detσ(1)(t, x(t), y(t))1/(l+1)q(t, x(t))dt

)
. (6.36)

Â ñèëó òåîðåìû î ìîíîòîííûõ êëàññàõ (ïðåäëîæåíèå 1.18) íåðàâåí-
ñòâî (6.36) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðå-
ëåâñêîé ôóíêöèè q(t, x). Ïðèáëèæàÿ ôóíêöèþ q(t, x) ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ôóíêöèé q ∧ n, n > 1, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (6.36) âåðíî äëÿ
ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè q(t, x). Ïóñòü ψ(t, x, y) �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû, òîãäà, ïðèìå-
íÿÿ óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê ôóíêöèè q(t, x) = supy∈Ba

d−l
ψ(t, x, y),

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �
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Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîñòðîèì âåêòîð fn(t,X) è ìàò-
ðèöû gn(t,X), bn(t,X). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.82 ñóùåñòâó-
þò èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ(t,X) =
= diag ((λ1(t,X))1/2, . . . , (λd(t,X))1/2), λ1 > . . . > λd > 0, è îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû T (t,X) è P (t,X) òàêèå, ÷òî g = TΛP, ãäå λi, i = 1, . . . , d, �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû gg>, T � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé �
ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû gg>. Â êà÷åñòâå fn âîçüìåì

fn = col(f 1
n, . . . , f

d
n), f i

n(t,X) = (f i(t,X) ∨ (−n)) ∧ n,

i = 1, . . . , d, à â êà÷åñòâå gn, bn âîçüìåì ìàòðèöû

gn = T diag(((λ1 + 1/n) ∧ n)1/2, . . . , ((λd + 1/n) ∧ n)1/2)P,

bn = (bijn ), i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , r2, bijn (t,X) = (bij(t,X) ∨ (−n)) ∧ n.

Ìàòðèöû fn, gn , bn ðàçîáüåì íà ïîäìàòðèöû f
(1)
n , f

(2)
n , g

(1)
n , g

(2)
n ,

b
(1)
n , b

(2)
n òàê æå, êàê ìàòðèöû f , g, b áûëè ðàçáèòû íà ïîäìàòðèöû

f (1) , f (2) , g(1) , g(2) , b(1) , b(2) . Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ αn > 0 , òàêàÿ, ÷òî det gng
>
n = detσn > αn, det g

(1)
n g

(1)>
n =

= detσ
(1)
n > αn äëÿ âñåõ (t,X) ∈ R+ × Rd , êðîìå òîãî, lim

n→∞
fn(t,X) =

= f(t,X) , lim
n→∞

gn(t,X) = g(t,X), lim
n→∞

bn(t,X) = b(t,X) â êàæäîé òî÷êå

(t,X) ∈ R+ ×Rd .

Ëåììà 6.9. Ïóñòü: ôóíêöèè f, g èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî
îãðàíè÷åíû; ôóíêöèè b(1), b(2) óäîâëåòâîðÿþò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëî-
âèþ Ã¼ëüäåðà, δ > 1 − H; Xn(t) = (xn(t), yn(t)) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëàáûõ ðåøåíèé ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (1 − H, 1

2)
òðàåêòîðèÿìè ñèñòåì

dx(t) = f
(1)
n (t, x(t), y(t))dt + g

(1)
n (t, x(t), y(t))dW (t) +

+ b
(1)
n (t, x(t), y(t))dBH(t),

dy(t) = f
(2)
n (t, x(t), y(t))dt + g

(2)
n (t, x(t), y(t))dW (t) +

+ b
(2)
n (t, x(t), y(t))dBH(t);

am, m ∈ N, � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü; τmn = inf{t ∈ R+ : ‖Xn(t)‖ > am}; Xm

n (t) = Xn(t ∧ τmn ); X̄m
n (t),

n,m ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (F̄t) -ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèÿìè, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̄, F̄, P̄ ) ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð F̄t , òàêèõ,
÷òî P (X̄m

n ,τ̄mn ) = P (Xm
n ,τmn ) ∀m, n ∈ N ; X̄m

n (s) →
n→∞

X̄m(s) ðàâíîìåðíî íà
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êàæäîì îòðåçêå èç R+ è τ̄mn →
n→∞

τ̄m ï. í. ∀ m ∈ N , ãäå τ̄mn = inf{t ∈
∈ R+ : ‖X̄m

n (t)‖ > am}, τ̄m = inf{t ∈ R+ : ‖X̄m(t)‖ > am}; êîìïîíåíòû
ôóíêöèè h : R+×Rd → Rd èçìåðèìû ïî Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U); ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ
ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé hn(t,X) ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåð-
íî íà R+ × Rd ê ôóíêöèè h(t,X). Òîãäà äëÿ ëþáûõ m ∈ N, t ∈ R+,
p > 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

‖hn(s, X̄m
n (s))− h(s, X̄m(s))‖pds

)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì êîìïîíåíòó hi âåêòîðà h . Èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå U), âûáåðåì ñòðîêè ìàòðèöû g ñ íîìåðàìè {α1, . . . ,αl}
è ìíîæåñòâî F òàê, ÷òî ôóíêöèÿ hi(t,X) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì
(xαl+1

, . . . , xαd
) := y ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, xα1

, . . . , xαl
) := (t, x),

ìíîæåñòâî {(t,X) : (t, x) ∈ F} ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå òî÷åê íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè hi(t,X) (íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
α1 = 1, . . . ,αl = l ). Êàæäûé èç ïðîöåññîâ X̄m

n , X̄m ðàçäåëèòñÿ íà äâà
ïðîöåññà: X̄m

n = (x̄mn , ȳ
m
n ), X̄m = (x̄m, ȳm) . Îáîçíà÷èì (σn)1,...,l(t,X) =

= an(t, x, y),σ1,...,l(t,X) = a(t, x, y).
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå t ∈ R+, m ∈ N è p>1. Âîçüìåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü εk → +0 ïðè k →∞ . Äîêàæåì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
k ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄mn (s))hi

n(s, X̄m
n (s))−

−1(F )cεk
(s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0. (6.37)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî (6.37) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ñîîòíî-
øåíèþ

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄mn (s))hi(s, X̄m

n (s))−

−1(F )cεk
(s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0. (6.38)

380



Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé h̄i
r(t, x, y) = hi(t, x, y) ∗

Jr(t, x), r > 1. Òîãäà èç ëåììû 6.8, äîêàçàòåëüñòâ ñëåäñòâèÿ 2.1 è ëåì-
ìû 2.4 âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

lim sup
n→∞

E

( t∧τ̄mn∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄mn (s))(hi(s, X̄m

n (s))− h̄i
r(s, X̄

m
n (s))|pds

)
6

6C1 lim
r→∞

(∫
A

sup
|y|6m

(det a(s, x, y))−1 sup
|y|6m

|hi(s, x, y)−

−h̄i
r(s, x, y)|p(l+1)dsdx

)C2

= 0, (6.39)

ãäå A = ([0, t] × Bm
l )
⋂

(F )cεk; C1, C2 � óíèâåðñàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.39) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà
(6.38) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄mn (s))h̄i

r(s, X̄
m
n (s))−

−1(F )cεk
(s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0. (6.40)

Òàê êàê èç ëåììû 6.8, äîêàçàòåëüñòâ ñëåäñòâèÿ 2.2 è ëåììû 2.4 âû-
òåêàåò ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄m(s))(h̄i

r(s, X̄
m(s))− hi(s, X̄m(s)))|pds

)
6

6C1 lim
r→∞

(∫
B

sup
|y|6m

(det a(s, x, y))−1 sup
|y|6m

|hi(s, x, y)−

−h̄i
r(s, x, y)|p(l+1)dsdx

)C2

= 0,

ãäå B = ([0, t] × Bm
l )
⋂

(F )cεk/2, òî ðàâåíñòâî (6.40) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíî-
øåíèþ

lim
r→∞

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεk
(s, x̄mn (s))h̄i

r(s, X̄
m
n (s))−
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−1(F )cεk
(s, x̄m(s))h̄i

r(s, X̄
m(s))|pds

)
= 0. (6.41)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ϕj : R+ × Rl → [0, 1], êîòîðàÿ, âîçðàñòàÿ, ñõîäèòñÿ ê
ôóíêöèè 1(F )cεk

ïðè j → ∞. Èñïîëüçóÿ ëåììó 6.8 è ñëåäñòâèÿ 2.1, 2.2,
ïîëó÷àåì

lim
j→∞

lim
r→∞

lim sup
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|(1(F )cεk
(s, x̄mn (s))−ϕj(s, x̄

m
n (s)))h̄i

r(s, X̄
m
n (s))|pds

)
6

6C1 lim
j→∞

lim sup
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

1(F )cεk
(s, x̄mn (s))(1(F )cεk

(s, x̄mn (s))−ϕj(s, x̄
m
n (s)))pds

)
6

6C1 lim
j→∞

(∫
A

sup
|y|6m

(det a(s, x, y))−1(1(F )cεk
(s, x)−ϕj(s, x))p(l+1)dsdx

)C2

= 0,

(6.42)

lim
j→∞

lim
r→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|(1(F )cεk
(s, x̄m(s))−ϕj(s, x̄

m(s)))h̄i
r(s, X̄

m(s))|ds

)
6

6C1 lim
j→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

1(F )cεk
(s, x̄m(s))(1(F )cεk

(s, x̄m(s))−ϕj(s, x̄
m(s)))pds

)
6

6C1 lim
j→∞

(∫
A

sup
|y|6m

(det a(s, x, y))−1(1(F )cεk
(s, x)−ϕj(s, x))p(l+1)dsdx

)C2

= 0.

(6.43)
Ïîñêîëüêó X̄m

n →
n→∞

X̄m â C(R+, R
d) ï. í., òî

lim
j→∞

lim
r→∞

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|ϕj(s, x̄
m
n (s))h̄i

r(s, X̄
m
n (s))−

−ϕj(s, x̄
m(s))h̄i

r(s, X̄
m(s))|pds

)
= 0. (6.44)

Èç ñîîòíîøåíèé (6.42)�(6.44) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (6.41). Òàêèì îáðà-
çîì, ñîîòíîøåíèå (6.37) äîêàçàíî.
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Â êàæäîé òî÷êå (t, x) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
1(F )cεk

(t, x) →
k→∞

1F c(t, x), ïîýòîìó

lim
k→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|(1(F )cεk
(s, x̄m(s))− 1F c(s, x̄m(s)))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0.

(6.45)
Èç ñîîòíîøåíèé (6.37) è (6.45) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè kn →
n→∞
∞, òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )cεkn
(s, x̄mn (s))hi

n(s, X̄m
n (s))−

−1F c(s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0. (6.46)

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )εkn
(s, x̄mn (s))hi

n(s, X̄m
n (s))−

−1F (s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s))|pds

)
= 0. (6.47)

Èç ðàâåíñòâà (6.46) ïðè h ≡ 1 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

E

( t∧τ̄m∫
0

|1(F )εkn
(s, x̄mn (s))− 1F (s, x̄m(s))|pds

)
= 0. (6.48)

Èç ðàâåíñòâà (6.48)âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà Ω̄0 ⊆ Ω̄,
P̄ (Ω̄ \ Ω̄0) = 0, òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω̄0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî
G ⊆ [0, t∧ τ̄m], µ([0, t∧ τ̄m] \G) = 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ G èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü 1(F )εknu

(s, x̄mn (s)) →
u→∞

1F (s, x̄m(s)) äëÿ íåêîòîðîé ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè knu
, êîòîðóþ áóäåì ñíîâà îáîçíà÷àòü ÷åðåç kn. Îòñþ-

äà, à òàêæå èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè hi íà ìíîæåñòâå {(t,X) : (t, x) ∈
∈ F} è ñâîéñòâ hi

n ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω̄0 è ëþáîãî s ∈ G
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

1(F )εkn
(s, x̄mn (s))hi

n(s, X̄m
n (s)) →

n→∞
1F (s, x̄m(s))hi(s, X̄m(s)). (6.49)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.49) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåáåãà ïîëó÷àåì òðåáóå-
ìîå ðàâåíñòâî (6.47). Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 6.2. Óòâåðæäåíèå ëåììû 6.9 îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè l =
= d, fn(t,X) = f(t,X)∗Jn(t,X), gn(t,X) = g(t,X)∗Jn(t,X), bn(t,X) =
= b(t,X), ãäå f(t,X) = 0, g(t,X) = 0 ïðè t < 0, ôóíêöèè Jn(t,X) îïðå-
äåëåíû â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6.8, ôóíêöèè f, g èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è
ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, δ > 1 −H, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ β > 0 òàêàÿ, ÷òî
det gg>(t,X) > β äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈ R+ ×Rd.

Ëåììà 6.10. Ïóñòü: ôóíêöèè f(t,X), g(t,X) èçìåðèìû ïî Áî-
ðåëþ è îãðàíè÷åíû; ôóíêöèÿ b îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -
ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, δ > 1−H; ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ λ > 0
òàêàÿ, ÷òî det(σ(t,X)) > λ äëÿ âñåõ t ∈ R+, X ∈ Rd. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2)
óðàâíåíèå (6.1) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν ,
íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè è áåñêîíå÷-
íûì ìîìåíòîì âçðûâà ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå η ∈ (1−H, 1
2). Ïóñòü

fk(t,X) = f(t,X) ∗ Jk(t,X), gk(t,X) = g(t,X) ∗ Jk(t,X). Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî k ôóíêöèè fk(t,X) è gk(t,X) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-
íî ïî k îãðàíè÷åííûìè è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, êðîìå òîãî,
lim
k→∞

fk = f, lim
k→∞

gk = g â Lp
loc(R+ × Rd, Rd) è Lp

loc(R+ × Rd, Rd×d) ñîîò-

âåòñòâåííî äëÿ ëþáîãî p > 0 [65, c. 70]. Èç òåîðåì 6.1, 6.2 ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k óðàâíåíèå

dX(t) = fk(t,X(t))dt + gk(t,X(t))dW (t) + b(t,X(t))dBH(t)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (Ωk,Fk, Pk,Fk,t, Xk,Wk, B
H
k ,∞) ñ íà÷àëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η1 òðàåê-
òîðèÿìè. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ÷åðåç Gk,t îáîçíà÷èì ïîòîê σ -
àëãåáð, ïîðîæäåííûé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Xk(0), Wk(s), BH

k (·), s ∈
∈ [0, t]. ×åðåç E0,k(ζ), Ek(ζ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî óñëîâ-
íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ îòíîñèòåëüíî σ -
àëãåáðû Gk,0 è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ îòíî-
ñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Pk . Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 6.11. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m, k è ëþáûõ
α ∈ (1−H,min{1

2 , δ}), a ∈ R+ ñóùåñòâóåò G0,k -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ
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âåëè÷èíà ψk = ψk(α,m, a) : Ωk → R+ òàêàÿ, ÷òî supk Ek(ψ
p
k) <∞ äëÿ

ëþáîãî p > 0 è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0,k(|Xk(t)−Xk(s)|2m) 6ψk|t− s|m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå m è ïðîèç-
âîëüíûå α ∈ (1 − H,min{1

2 , δ}), a ∈ R+. ×åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü
óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò m, a,α, à ÷åðåç ψk áóäåì îáî-
çíà÷àòü êîíå÷íûå (G0,k) -èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò
ïîñòîÿííûõ m, a,α. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâà-
íèå ïîñòîÿííîé C òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0,k(‖Xk(t)‖2m
α ) 6 C(1 + Λ2m

α,BH
k

), (6.50)

ãäå

Λα,BH
k

=
1

Γ(1− α)
sup

0<s<t<a
|D1−α

t− BH
k,t−(s)|,

D1−α
t− (·)� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 1− α [249].
Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.17.1 [249] è íåðàâåíñòâà (6.50) âûòåêàåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0,k(|Xk(t)|2mα ) 6ψk, (6.51)

ãäå supk Ek(ψ
p
k) <∞ äëÿ ëþáîãî p > 0.

Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (6.51) è äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.2 âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå ëåììû 6.11. �

Ëåììà 6.12. Äëÿ ëþáîãî a > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xk, k > 1,
ïëîòíà â Cη0,a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå η1 ∈ (0,η). Äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêò Kε ⊂ Cη0 , òàêîé, ÷òî P (Xk ∈
∈ Kε) > 1 − ε äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî
m, òàêîå, ÷òî η < 1

2 −
1

2m . Ïóñòü ψk � (G0,k) -èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 6.11. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψk,
k > 1, ïëîòíà â R, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0, òàêàÿ, ÷òî Pk(ψk >
> M)6ε/2 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k . Îïðåäåëèì íîâûå âåðîÿòíîñòíûå
ìåðû Qk íà (Ωk,Fk) ïî ôîðìóëå

Qk(B) =
Pk(B

⋂
{ψk 6M})

Pk(ψk 6M)
, B ∈ Fk.
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Èç óñëîâèÿ EQk
(
|Xk(t)−Xk(s)|2m

)
=

=
Ek

(
|Xk(t)−Xk(s)|2m1{ψk6M}

)
Pk(ψk 6M)

6
M

Pk(ψk 6M)
|t− s|m,

è êðèòåðèÿ ïëîòíîñòè â Cη0,a [17] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà K ∈ Cη0 , òàêîãî, ÷òî Qk(Xk ∈ K) > 1 − ε

2Pk(ψk6M) äëÿ ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ k.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k èìååì

Pk(Xk /∈ K) 6 Pk(Xk /∈ K,ψk 6M) + Pk(ψk > M) 6 ε.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.10. Èç ëåììû 6.12 âûòåêàåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, H) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xk,Wk, B
H
k ), k > 1, ïëîòíà â

Cη0×CH−ε
0 ×Cη0 . Èç òåîðåì Ïðîõîðîâà è Ñêîðîõîäà (ïðåäë. 1.27, 1.33) âûòå-

êàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ (X̄kl, W̄kl, B̄
H
kl

), ãäå kl
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è ïðî-
öåññîâ X̄, W̄ , B̄H , îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå Ω,F, P, òàêèõ, ÷òî P (Xkl
,Wkl

,BH
kl

) = P (X̄kl
,W̄kl

,B̄H
kl

) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî l è (X̄kl, W̄kl, B̄

H
kl

) →
l→∞

(X̄, W̄ , B̄H) â Cη0×CH−ε
0 ×Cη0 ï. í. (äëÿ ïðîñòî-

òû îáîçíà÷åíèé kl îáîçíà÷àåì ÷åðåç k ). Ïðîöåññû W̄k è W̄ ÿâëÿþòñÿ
ñòàíäàðòíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, ñîãëàñîâàííûìè ñ ïîòîêàìè
F̄k,t = Ft(X̄k, W̄k, B̄

H
k ) è F̄t = Ft(X̄, W̄ , B̄H) ñîîòâåòñòâåííî; ïðîöåññû

B̄H
k è B̄H ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, èçìåðèìûìè

îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáð F̄k,0 è F̄0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íî áîëüøàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü am, m>1, äëÿ êîòîðîé
P τ

m
k = P τ̄

m
k ∀m, k ∈ N, lim

k→∞
τ̄mk = τ̄m ï. í., lim

m→∞
τ̄m =∞ ï. í., ãäå τ̄mk =

= inf{t ∈ R+ : ‖X̄k(t)‖>am}, τ̄m = inf{t ∈ R+ : ‖X̄(t)‖>am} (íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî am = m ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Xk(t) è ñîîòíîøåíèÿ P (Xk,Wk,B
H
k ) =

= P (X̄k,W̄k,B̄
H
k ) âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], k ∈ N

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

X̄k(t) = X̄k(0) +

t∫
0

fk(s, X̄k(s))ds +

+

t∫
0

gk(s, X̄k(s))dW̄k(s) +

t∫
0

b(s, X̄k(s))dB̄
H
k (s). (6.52)
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ R+. Èç çàìå÷àíèÿ 6.2 âûòåêàþò ñîîòíî-
øåíèÿ

lim
k→∞

E

( t∫
0

‖fk(s, X̄k(s))− f(s, X̄(s))‖ds

)
= 0, (6.53)

lim
k→∞

E

( t∫
0

‖gk(s, X̄k(s))− g(s, X̄(s))‖2ds

)
= 0. (6.54)

Èç ðàâåíñòâà (6.54) è ïðåäëîæåíèÿ 1.54 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

E

∥∥∥∥∥
t∫

0

gk(s, X̄k(s))dW̄k(s)−
t∫

0

g(s, X̄(s))dW̄ (s)

∥∥∥∥∥
2

= 0. (6.55)

Êðîìå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.5 ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

t∫
0

b(s, X̄k(s))dB̄
H
k (s) →

k→∞

t∫
0

b̄(s, X̄(s))dB̄H(s). (6.56)

Èç ñîîòíîøåíèé (6.52)�(6.53), (6.55)�(6.56) è ñõîäèìîñòè X̄k →
k→∞

X̄ â

C(R+, R
d) ï. í. âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X̄(t) = X̄(0)+

t∫
0

f(s, X̄(s))ds+

t∫
0

g(s, X̄(s))dW̄ (s)+

t∫
0

b(s, X̄(s))dB̄H(s).

Òàêèì îáðàçîì, X̄(t) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ν, íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðè-
ÿìè è áåñêîíå÷íûì ìîìåíòîì âçðûâà ï. í. Ëåììà 6.10 äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.3 (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ÑÄÓ ñ äðîá-
íûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì). Ïóñòü ôóíêöèè f, g èçìåðèìû ïî Áîðå-
ëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, êîìïîíåíòû ôóíêöèé f, σ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ U), ôóíêöèÿ b óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1)-ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëü-
äåðà, δ > 1−H. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðû ν è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.1) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå
X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïî-
êàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå η ∈ (1 − H, 1
2) è âû-

áåðåì ïðîèçâîëüíîå η1 ∈ (η, 1
2). Ïî ëåììå 6.10 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

n óðàâíåíèå

dX(t) = fn(t,X(t))dt + gn(t,X(t))dW (t) + bn(t,X(t))dBH(t)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå (Ωn,Fn, Pn,Fn,t, Xn,Wn, B
H
n ,∞) ñ íà÷àëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η1 òðàåêòî-
ðèÿìè, ãäå ôóíêöèè fn, gn, bn îïðåäåëåíû ïåðåä ëåììîé 6.9. Äëÿ êàæ-
äûõ íàòóðàëüíûõ n è m îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τmn = inf{t ∈
∈ R+ : ‖Xn(t)‖ > m} è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû Xm

n (t) = Xn(t ∧ τmn ).
Åñëè ‖Xn(t)‖ 6m äëÿ âñåõ t ∈ R+, òî ìû ïîëàãàåì τmn = +∞.
Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûìè áûëà äîêàçàíà ëåììà 6.12, ïîëó-

÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a > 0, m ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm
n (t), t ∈ [0, a],

n > 1, ïëîòíà â Cη0,a.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Q = Cη0 ×
× Cη0 × R+ ñ ìåòðèêîé dQ((x1, x2, x3), ((y1, y2, y3))) = dCη(x1, y1) +
+ dCη(x2, y2) + dR+

(x3, y3).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî S =
∞⊗
l=1

Q ñ ìåòðèêîé

dS((z
m
1 )∞m=1, (z

m
2 )∞m=1) =

∞∑
m=1

2−m(dQ(zm1 , zm2 ) ∧ 1).

Ïðîñòðàíñòâà Q, S ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñåïàðàáåëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè.
Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.11, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψn =
= (Xm

n , BH
n , τmn )∞m=1, n > 1, ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå S .

Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PΨn, n ∈ N, ìîæ-
íî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü PΨnk , ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðå Θ ïðè k → ∞ (çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ îáî-
çíà÷åíèé âìåñòî nk áóäåì ñíîâà ïèñàòü n ). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ñêîðîõîäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí Ψ̄nk

= (X̄m
nk
, B̄H

nk
, τ̄mnk

)∞m=1, k ∈ N, è ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Ψ̄ =

= (X̄m, B̄H , τ̄m)∞m=1 íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω̄, F̄, P̄ )
ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå S (çäåñü nk � íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â äàëüíåéøåì âìåñòî
nk áóäåì îïÿòü ïèñàòü n ), òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) PΨn = P Ψ̄n äëÿ ëþáîãî n ∈ N ; P Ψ̄ = Θ; Ψ̄n →
n→∞

Ψ̄ â S ï. í.;

2) τ̄mn = inf{t ∈ R+ : ‖Xm′
n ‖ >m} äëÿ ëþáûõ m′ >m; X̄m

n (t + τ̄mn ) =
= X̄m

n (τ̄mn ) äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, åñëè τ̄
m
n <∞;
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3) X̄m(t) = X̄m+1(t) ïðè t 6 τ̄m; ‖X̄m(τ̄m)‖ = m, åñëè 0 < τ̄m <∞;
τ̄m 6 τ̄m+1 äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m;

4) ïðîöåññû B̄H
n è B̄H ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíè-

ÿìè, èçìåðèìûìè îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáð F̄n,0 è F̄0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
F̄n,t = Ft((X̄

m
n , B̄H

n )∞m=1) è F̄t = Ft((X̄
m, B̄H)∞m=1) .

Ïóñòü τ̄ = lim
m→∞

τ̄m, X̄(t) = X̄m(t) ïðè t < τ̄m; äëÿ t > τ̄ ïîëîæèì

X̄(t) = 0. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ̄ ÿâëÿåòñÿ (F̄t) -ìîìåíòîì îñòàíîâêè,
ïðîöåññ X̄(t) ÿâëÿåòñÿ F̄t -ñîãëàñîâàííûì è èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëü-
äåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèè íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ̄) ï. í., êðîìå
òîãî, lim sup

t→τ̄−0
‖X̄(t)‖ =∞ ïðè óñëîâèè τ̄ <∞.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî: m,M ∈ N, s, t ∈ R+, s 6 t ; äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ h : Rd → R , îãðàíè÷åííóþ âìåñòå
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî; íåïðåðûâ-
íóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ q : Rd ×Rd → R .

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ Xm
n (t) è ñîîòíîøåíèÿ P Ψ̄n = PΨn ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû Èòî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E

((
h(X̄m

n (t))− h(X̄m
n (s))−

r∑
j=1

d∑
i=1

t∧τ̄mn∫
s∧τ̄mn

bijn (τ, X̄m
n (τ))

∂h(X̄m
n (τ))

∂xi
dB̄H,j

n −

−
t∧τ̄mn∫

s∧τ̄mn

(
1

2

d∑
i,j=1

σijn (τ, X̄m
n (τ))

∂2h(X̄m
n (τ))

∂xi∂xj
+

+
d∑

i=1

f i
n(τ, X̄m

n (τ))
∂h(X̄m

n (τ))

∂xi

)
dτ

)
q(X̄M

n (s), B̄H
n (s))

)
= 0. (6.57)

Èç ëåììû 6.9, äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.12 è ñîîòíîøåíèÿ (6.57) âû-
òåêàåò ñîîòíîøåíèå

E

((
h(X̄m(t))− h(X̄m(s))−

r∑
j=1

d∑
i=1

t∧τ̄m∫
s∧τ̄mn

bij(τ, X̄m(τ))
∂h(X̄m(τ))

∂xi
dB̄H,j−

−
t∧τ̄m∫

s∧τ̄m

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, X̄m(τ))
∂2h(X̄m(τ))

∂xi∂xj
+

+
d∑

i=1

f i(τ, X̄m(τ))
∂h(X̄m(τ))

∂xi

)
dτ

)
q(X̄M(s), B̄H(s))

)
= 0. (6.58)
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Èç ðàâåíñòâà (6.58) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ïðîöåññ

h(X̄m(t))− h(X̄m(0))−
r∑

j=1

d∑
i=1

t∧τ̄m∫
0

bij(τ, X̄m(τ))
∂h(X̄m(τ))

∂xi
dB̄H,j−

−
t∧τ̄m∫
0

(
1

2

d∑
i,j=1

σij(τ, X̄m(τ))
∂2h(X̄m(τ))

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

f i(τ, X̄m(τ))
∂h(X̄m(τ))

∂xi

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ (F̄t) -ìàðòèíãàëîì.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.53 íà ðàñøèðåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (Ω̃, F̃, P̃ ) ñ ïîòîêîì F̃t âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(Ω̄, F̄, P̄ ) ñ ïîòîêîì F̄t ìîæíî îïðåäåëèòü (F̃t) -áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå W̃ (t), (F̃0) -èçìåðèìîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå B̃(t), (F̃t) -
ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ X̃(t), (F̃t) -ìîìåíò îñòàíîâêè τ̃, òàêèå, ÷òî ïðî-
öåññ X̃(t) èìååò íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèè
íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ̃) ï. í., lim sup

t→τ̃−0
|X̃(t)| = ∞ ïðè τ̃ < ∞ è ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ̃) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X̃(t) = X̃(0)+

t∫
0

f(s, X̃(s))ds+

t∫
0

g(s, X̃(s))dW̃ (s)+

t∫
0

b(s, X̃(s))dB̃H(s).

Èç ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé f, g è ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ
Ã¼ëüäåðà äëÿ ôóíêöèè b, à òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà X̃ âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè σ, 0 6 σ < τ̃, è ëþáîãî a ∈ R+ ï. í.
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a∧σ∫
0

(‖f(s, X̃(s))‖+ ‖g(s, X̃(s))‖2)ds + sup
t∈[0,a∧σ]

‖b(t, X̃(t))‖η <∞.

Òàêèì îáðàçîì, X̃(t) � ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåê-
òîðèÿìè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 6.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dx1(t) = (h(x1(t)) + tx2
2(t))dt + h(x2(t))dW1(t) + x2

1dB
H
1 (t),

dx2(t) = h(x2(t) + 1)dt + x2(t)dW1(t), (6.59)
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ãäå h(x) = 1 ïðè x > 0, h(x) = −1 ïðè x < 0.
Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà f 1(t, x1, x2) = h(x1)+tx2

2 ôóíêöèè f íåïðåðûâíà
ïî ïåðåìåííîé x2 ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x1). Âîçüìåì ïåðâóþ
ñòðîêó ìàòðèöû g, âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî G(1) ïóñòî. Âòîðàÿ êîìïî-
íåíòà f 2(t, x1, x2) = h(x2 +1) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé x1 ïðè êàæäûõ
ôèêñèðîâàííûõ (t, x2). Âîçüì¼ì âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû g, íàõîäèì, ÷òî
G(2) = {(t, x2) : x2 = 0}. Ìíîæåñòâî {(t, x1, 0)} ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæå-
ñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f 2. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû
ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U). Ôóíêöèÿ b íåïðåðûâíà, ïîýòîìó
â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6.2, êîìïîíåíòû ôóíêöèè b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U).
Ïî òåîðåìå 6.3 äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (R2,β(R2)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
ν ñèñòåìà (6.59) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Ïðèìåð 6.4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dx1(t) = sign x1(t) + dW1(t) + dBH
1 (t),

dx2(t) = (1− 2sign x2(t))dt. (6.60)

Ôóíêöèÿ f 2(t, x1, x2) = 1 − 2sign x2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ U),
òàê êàê G(2) = R+ × R, G(1, 2) = R+ × R2, à ôóíêöèÿ f 2(t, x1, x2)
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà R+ × R2. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 6.3 íå
ïðèìåíèìà ê ñèñòåìå (6.60). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (6.60) íå èìååò
ñëàáûõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν, ãäå ν(A) = 1, åñëè
A = {(0, 0)}.

6.3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî

ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè
äâèæåíèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ è ñèëü-
íûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñî ñòàíäàðò-
íûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ëî-
êàëüíî îãðàíè÷åííûìè ìíîãîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dX(t) ∈ F (t,X(t))dt + GW (t,X(t))dW (t) + GB(t,X(t))dBH(t), (6.61)

ãäå X ∈ Rd, t ∈ R+, W (t) � d -ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå, BH(t) � r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì
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Õàðñòà H ∈ (1
2 , 1), F : R+ × Rd → P(Rd), GW : R+ × Rd → P(Rd×d),

GB : R+ ×Rd → P(Rd×r) � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèÿ.
Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+×Rd → P(Rd×l) íàçûâàåì ëîêàëü-

íî îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ Cn òàêàÿ, ÷òî α(L(t,X), 0) 6Cn äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈ [0, n]×B(0, n)],
ãäå α(Y1, Y2) � îòêëîíåíèå Õàóñäîðôà ìíîæåñòâ Y1, Y2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+ × Rd →
→ P(Rd×l) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ V), åñëè îòîáðàæåíèå L(t,X) èçìå-
ðèìî ïî Áîðåëþ, ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

A1) ïðè êàæäîì t0 ∈ R+ îòîáðàæåíèå X → L(t0, X) ïîëóíåïðåðûâ-
íî ñâåðõó è ïðèíèìàåò íåïóñòûå êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ;

A2) ïðè êàæäîì t0 ∈ R+ îòîáðàæåíèå X → L(t0, X) ïîëóíåïðåðûâ-
íî ñíèçó è ïðèíèìàåò íåïóñòûå çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+ × Rd →
→ P(Rd×l) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ W), åñëè îíî ïðèíèìàåò íåïóñòûå
êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ è ñóùåñòâóþò δ > 1−H òàêèå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå L(t,X) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî t è ïî
X ñ ïîêàçàòåëÿìè δ è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cn, ïðè êîòîðîé

α(L(t,X), L(s, Y )) 6 Cn(‖X − Y ‖+ |t− s|δ)

äëÿ ëþáûõ (t,X), (s, Y ) ∈ [0, n]×B(0, n).

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå L : R+×Rd → conv(Rd×l),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ W). Òîãäà îòîáðàæåíèå L èìååò ñåëåêòîð,
óäîâëåòâîðÿþùèé ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî X è t ñ ïîêàçàòå-
ëÿìè 1 è δ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.4.3 [159]. Â êà-
÷åñòâå èñêîìîãî ñåëåêòîðà ìîæíî âçÿòü ñåëåêòîð Øòåéíåðà [159].

Óñëîâèå X). Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
V (X), îïðåäåëåííàÿ íà Rd è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè VXiXj

, i, j = 1, ..., d, V (0) = 0 è V (X) 6= 0 äëÿ ëþáîãî X 6= 0,
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ m, t ∈ R+, z, y ∈ B(0,m) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
a∈F (t,y),b∈F (t,z)

(VX(y − z)(a− b)) +

+
1

2
sup

α∈GW (t,y),β∈GW (t,z)

tr(VX2(y − z)(α− β)(α− β)>) 6 k(t,m)V (y − z)

ñ îòîáðàæåíèåì k : R+ × R+ → R+, èíòåãðèðóåìûì ïî t ∈ [0, a] ïðè
êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ a,m ∈ R+.
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Çàìå÷àíèå 6.3. Åñëè îòîáðàæåíèÿ F (t,X), GW (t,X) îäíîçíà÷íû,
à V (X) = ‖X‖2, òî óñëîâèå X) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ìîíîòîííîñòè [5. c. 72]

2(y−z)(F (t, y)−F (t, z))+tr((GW (t, y)−GW (t, z))(GW (t, y)−GW (t, z))>) 6

6 k(t,m)‖y − z‖2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+ × Rd →
→ P(Rd×l) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y), åñëè îíî èçìåðèìî ïî Áîðåëþ,
ïðèíèìàåò íåïóñòûå êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ëî-
êàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî X, ò. å. äëÿ ëþáûõ a, b > 0 ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ La,b, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], X, Y ∈ Rd, ‖X‖ 6 b,
‖Y ‖ 6 b, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α(L(t,X), L(t, Y )) 6 La,b‖X − Y ‖, è
èìååò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X, ò. å. äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ Ma, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a], X ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî α(L(t,X), 0) 6Ma(1 + ‖X‖).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L : R+ × Rd →
→ P(Rd×l) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Z), åñëè îíî ïðèíèìàåò íåïóñòûå
êîìïàêòíûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ
Ã¼ëüäåðà ïî t ñ ïîêàçàòåëåì δ > 1 − H è ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî X, ò. å. äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Ka, ïðè
êîòîðîé äëÿ ëþáûõ t, s ∈ [0, a], X, Y ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
α(L(t,X), L(s, Y )) 6Ka(|t− s|δ + ‖X − Y ‖).

Ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t,X)→ AW (t,X) = {bb> : b ∈
∈ GW (t,X)}. Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà AW (t,X) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëü-
íûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν íà
(Rd,β(Rd)) è ÷èñëî η ∈ (0, 1

2). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ X(t), çàäàí-
íûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð (Ft), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè τ (ìîìåíò âçðûâà) ñî çíà-
÷åíèÿìè â ïðîìåæóòêå (0,+∞] ï. í. òàêîé, ÷òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåò-
ñÿ èçìåðèìûì (Ft) -ñîãëàñîâàííûì, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèè
ïðîöåññà X(t) íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η íà ëþáîì îò-
ðåçêå èç [0, τ), à òàêæå lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖ =∞ ïðè τ <∞;

2) ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå Ft -áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) è F0 -
èçìåðèìîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t);

3) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå (Ft) -ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v(t), u(t)
è (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ b(t) òàêèå, ÷òî äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ
(t,ω) ∈ [0, τ) × Ω âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ v(t,ω) ∈ F (t,X(t,ω)),
uu>(t,ω) ∈ AW (t,X(t,ω)), b(t,ω) ∈ GB(t,X(t,ω)); äëÿ ïî÷òè âñåõ
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ω ∈ Ω òðàåêòîðèè ïðîöåññà b(t) íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì
α > 1−H íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ); äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè
ϕ, 0 6ϕ < τ, è ëþáîãî a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a∧ϕ∫
0

(‖v(s)‖+ ‖u(s)‖2)ds + sup
t∈[0,a∧ϕ]

‖b(t)‖η <∞ ï. í.;

4) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(s)ds +

t∫
0

u(s)dW (s) +

t∫
0

b(s)dBH(s);

5) P (X(0) ∈ A) = ν(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ β(Rd),
òî íàáîð (Ω,F, P,Ft, X, v, u, b,W,BH , τ) (èëè êðàòêî X(t), t < τ )

íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (6.61) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ν, èìåþùèì íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèè (äî
ìîìåíòà âçðûâà τ ).

Â îïðåäåëåíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàë ïî ñòàíäàðòíîìó áðîóíîâ-
ñêîìó äâèæåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë Èòî, à èíòåãðàë ïî äðîá-
íîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë ßíãà.

Ïî ìíîãîçíà÷íûì ôóíêöèÿì F (t,X), AW (t,X) ïîñòðîèì ìíîãîçíà÷-
íûå îòîáðàæåíèÿ F0 : R+×Rd → conv(Rd), A0 : R+×Rd → conv(Rd×d

s ),
ãäå F0(t,X) è A0(t,X) � ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèå âûïóêëûå çàìêíó-
òûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâà F (t,X), AW (t,X) è âñå ïðåäåëü-
íûå òî÷êè F (t,X ′), AW (t,X ′) ïðè X ′ → X. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.79
äëÿ ëþáûõ (t,X) ∈ R+ ×Rd ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A0(t,X) � íåîòðèöà-
òåëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû. Åñëè â îïðåäåëåíèè 6.3 îòîáðàæåíèÿ
F (t,X), AW (t,X) çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà F0(t,X), A0(t,X), òî ïðî-
öåññ X(t,ω) íàçûâàåì β -ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (6.61).

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ñëàáîå ðåøåíèå X(t), t < τ, íàçûâàåòñÿ ñèëü-
íûì, åñëè ïðîöåññ X(t) ñîãëàñîâàí ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð, ïîðîæä¼ííûì
áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè W (t), BH(t) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(0).

Îïðåäåëåíèå 6.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âêëþ÷åíèå (6.61) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëàáûõ
ðåøåíèé (X1(t), t < τ1 ), (X2(t), t < τ2 ), çàäàííûõ íà îäíîì è òîì æå
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ îäíèìè è òåìè æå ñòàíäàðòíûì è
äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, èç ðàâåíñòâà X1(0) = X2(0) ï. í.
ñëåäóåò, ÷òî τ1 = τ2 è X1(t) = X2(t), t ∈ [0, τ1) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
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Ïóñòü κ(t,X) = inf
a(t,X)∈AW (t,X)

det a(t,X), ãäå AW (t,X) =

=
{
b(t,X)b>(t,X) : b(t,X) ∈ GW (t,X)

}
.

Óñëîâèå 1). Äëÿ ëþáîé òî÷êè (t,X) ∈ R+ × Rd è äëÿ ëþ-
áîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,X) ýòîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∫
U(t,X)

κ−1(s, y)dsdy < +∞.

Òåîðåìà 6.4 (ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé äëÿ ÑÄÂ ñ äðîáíûì
áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì). Åñëè ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : R+ ×
× Rd → cl (Rd), GW : R+ × Rd → cl (Rd×d) èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è
ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû; îòîáðàæåíèÿ GW è GB óäîâëåòâîðÿþò ñîòâåò-
ñòâåííî óñëîâèÿì 1) è W), òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðî-
ÿòíîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî ÷èñëà η ∈ (0, 1/2) âêëþ÷åíèå (6.61) èìååò
ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî
Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå GB

èìååò ñåëåêòîð gB, óäîâëåòâîðÿþùèé ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî
X è t ñ ïîêàçàòåëÿìè 1 è δ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 è çàìå-
÷àíèþ 1.14 ñóùåñòâóåò ïàðà èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ëîêàëüíî îãðàíè÷åí-
íûõ ñåëåêòîðîâ f0(t,X), a0(t,X) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé F (t,X), AW (t,X). Ïðè êàæäûõ (t,X) ìàòðèöà a0(t,X) ÿâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé. Ïðåäñòàâèì åå â âèäå a0 = TΛT>,
ãäå T � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ Λ : R+ × Rd → Rd×d,
T : R+ × Rd → Rd×d ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ (ïðåäëîæåíèå
1.81). Âîçüìåì gW = T

√
ΛT> è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = f0(t,X(t))dt + gW (t,X(t))dW (t) + gB(t,X(t))dBH(t). (6.62)

Èç óñëîâèÿ 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t,X) ∈ R+ × Rd è
äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,X) ýòîé òî÷êè îïðåäåëåí èíòåãðàë∫
U(t,X)(deta0(s, y))−1dsdy, ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû f0, gW óðàâíå-

íèÿ (6.62) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U). Ïî òåîðåìå 6.3 äëÿ ëþáîé çàäàí-
íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå (6.62) èìååò ñëàáîå
ðåøåíèå (X(t,ω), t < e) òàêîå, ÷òî PX(0) = ν. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.62) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ R+ × Ω
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

1[0,e)(t)f0(t,X(t,ω)) ∈ 1[0,e)(t)F (t,X(t,ω)),

1[0,e)(t)gW (t,X(t,ω))g>W (t,X(t,ω)) ∈ 1[0,e)(t)AW (t,X(t,ω)),

ïîýòîìó X(t,ω) � ñëàáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (6.61).�
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òîëüêî âìåñòî
òåîðåìû 6.3 íàäî ïðèìåíèòü òåîðåìó 6.1).

Òåîðåìà 6.5 (ñóùåñòâîâàíèÿ β -ñëàáûõ ðåøåíèé äëÿ ÑÄÂ ñ äðîá-
íûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì). Åñëè ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F :
R+ × Rd → cl (Rd), GW : R+ × Rd → cl (Rd×d) èçìåðèìû ïî Áîðå-
ëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, à ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå GB : R+ ×
×Rd → cl (Rd×r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ W), òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà
(Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî ÷èñëà η ∈ (0, 1/2) âêëþ-
÷åíèå (6.61) èìååò β-ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè.

Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü çàäàíû ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F : R+ ×
× Rd → conv(Rd), GW : R+ × Rd → cl (Rd×d), GB : R+ × Rd → cl (Rd×r)
è ïóñòü A(t,X) =

{
b(t,X)b>(t,X) : b(t,X) ∈ GW (t,X)

}
. Åñëè ïðè âñåõ

(t,X) ∈ R+ × Rd A(t,X) ∈ conv(Rd×d), îòîáðàæåíèÿ F è A ïîëó-
íåïðåðûâíû ñíèçó è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, à ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
GB : R+ × Rd → cl (Rd×r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ W), òî äëÿ ëþáîé
çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî ÷èñëà η ∈
∈ (0, 1/2) âêëþ÷åíèå (6.61) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåê-
òîðèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàéêëà (ïðåäëîæåíèå 1.71) ñó-
ùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñåëåêòîðû f̄(t,X), ā(t,X) ñîîòâåòñòâåííî îòîá-
ðàæåíèé F è A. Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå GB èìå-
åò ñåëåêòîð gB, óäîâëåòâîðÿþùèé ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ïî X è
t ñ ïîêàçàòåëÿìè 1 è δ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ā â âèäå ā = T1Λ1T
>
1 , T1 � îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà, à Λ1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ Λ1 : R+ × Rd → Rd×d, T1 : R+ × Rd → Rd×d

ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ (ïðåäë. 1.81). Âîçüìåì g1 = T1

√
Λ1T

>
1

è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dX(t) = f̄(t,X(t))dt + g1(t,X(t))dW (t) + gB(t,X(t))dBH(t). (6.63)

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6.63) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.3,
ïîýòîìó äëÿ ëþáîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòè ν íà (Rd,β(Rd)) óðàâíåíèå
(6.63) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå X(t) òàêîå, ÷òî PX(0) = ν, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
òàêæå è ñëàáûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (6.61). �
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Ïðåäëîæåíèå 6.2 (ïðèíöèï ßìàäû�Âàòàíàáý äëÿ óðàâíåíèÿ (6.1)
[24, c. 154], [208]).

Åñëè äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ìåðû ν íà (Rd,β(Rd)) ñóùåñòâóåò ñëà-
áîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è óðàâíå-
íèå (6.1)) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè, òî ýòî
óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ëþáîå ñëàáîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.

Ëåììà 6.13. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : R+×Rd → Rd, g : R+×Rd →
→ Rd×d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Z), à îòîáðàæåíèå b : R+×Rd → Rd×r

óñëîâèþ Y). Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû ν è ëþáîãî ÷èñëà η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.1) èìååò ñèëüíîå ðå-
øåíèå X(t), îïðåäåë¼ííîå íà âñåì ïðîìåæóòêå [0,+∞), ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåê-
òîðèÿìè, êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (6.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîð-
íîé åäèíñòâåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ X(t), t ∈ R+,
óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëü-
äåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.3.

Äîêàæåì ïîòðàåêòîðíóþ åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü X1(t), X2(t), t ∈
∈ R+, � äâà ñëàáûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè òàêèå, ÷òî
X1(0) = X2(0) ï. í. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+ è çàôèêñèðóåì åãî.

Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ m , l îïðåäåëèì ìîìåíòû îñòàíîâêè

ζl = inf{t ∈ R+ :
∑
j

KH,η,t(B
H,j) > l},

τm = inf{t ∈ R+ : ‖X1(t)‖η ∨ ‖X2(t)‖η >m},
ãäå

KH,η,t(B
H,j) =

( t∫
0

t∫
0

|BH,j(x)−BH,j(y)|2/η

|x− y|2H/η
dxdy

)η/2

.

Îáîçíà÷èì X l,m
i (t) = Xi(t ∧ ζl ∧ τm), l, m ∈ N, i = 1, 2. Ïóñòü

ql,m(t) = E0(‖X l,m
1 (t)−X l,m

2 (t)‖2
η), t ∈ [0, a].

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ f(t,X), g(t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Z),
à îòîáðàæåíèå b(t,X) óñëîâèþ Y), òî èç ïðåäëîæåíèé 1.57, 1.58, 1.60
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ∈ N ñóùåñòâóåò F0 -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ψl,a òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a] è m ∈ N
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ql,m(t) 6ψl,a

t∫
0

((t− s)−η−1/2 + s−η)ql,m(s)ds. (6.64)

Èç íåðàâåíñòâà (6.64) è ëåììû 1.59 âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ql,m(t) = 0 äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a] è m, l ∈ N.
Òàê êàê ζl ∧ τm →

m,l→∞
∞, òî P (X1(t) = X2(t), t ∈ [0, a]) = 1. Ñâîéñòâî

ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè äîêàçàíî.
Ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ X(t), t ∈ R+, ñ íà÷àëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòî-
ðèÿìè âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ßìàäû�Âàòàíàáý. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.7. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F (t,X) è
AW (t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ V), îòîáðàæåíèå GB(t,X) ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì ïîñòîÿííûì è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå X). Òîãäà äëÿ ëþáîé
çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2)
âêëþ÷åíèå (6.61) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè,
êðîìå òîãî, âêëþ÷åíèå (6.61) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîòðàåêòîðíîé åäèí-
ñòâåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîòðàåêòîðíàÿ åäèíñòâåííîñòü âêëþ÷åíèÿ (6.61)
âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.7. Èç òåîðåìû 6.4 è ïðèíöèïà
ßìàäû�Âàòàíàáý ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåê-
òîðèÿìè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ F (t,X) è
GW (t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Z), ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
GB(t,X) óñëîâèþ Y). Òîãäà äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû ν è ëþáîãî η ∈ (0,min{δ, 1/2}) âêëþ÷åíèå (6.61) èìååò
ñèëüíîå ðåøåíèå X(t), îïðåäåëåííîå íà âñåì ïðîìåæóòêå [0,+∞), ñ íà-
÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì
η òðàåêòîðèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.4.3 ìîíîãðàôèè [159]
âûòåêàåò, ÷òî ñåëåêòîðû Øòåéíåðà f(t,X), g(t,X) ñîîòâåòñòâåííî ìíî-
ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F (t,X), GW (t,X) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Z),
à ñåëåêòîð Øòåéíåðà b(t,X) ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ GB(t,X) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y). Òîãäà â ñèëó ëåììû 6.13 óðàâíåíèå (6.1) èìååò
ñèëüíîå ðåøåíèå X(t) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν, îïðåäåë¼ííîå íà
âñåì ïðîìåæóòêå [0,+∞), ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì
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η ∈ (0,min{δ, 1
2}) òðàåêòîðèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåò-

ñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (6.61) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν .
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

6.4. Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ñî ñòàíäàðòíûì
è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ñî ñòàíäàðòíûì è äðîá-
íûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñ ÷à-
ñòè÷íî âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì äèôôóçèè.

Ðàññìîòðèì d -ìåðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ çàïàçäûâàíèåì

dX(t) = f(t,X(t), StX)dt + g(t,X(t), StX)dW (t) + b(t,X(t), TtX)dBH(t),
(6.65)

ãäå t ∈ R+; W (t) � d -ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå;
BH(t) � r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì Õàðñòà
H ∈ (1

2 , 1); TtX = (X(t− h1), . . . , X(t− hk)) ∈ Rkd, StX = (TtX, {X(t +

+ τ) : −h 6 τ 6 0}) ∈ K, K = Rkd × C([−h, 0], Rd), h = h1 > h2 > . . . >
> hk−1 > hk > 0, k > 1; f : R+×Rd×K → Rd, g : R+×Rd×K → Rd×d,
b : R+ ×Rd ×Rkd → Rd×r � èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ôóíêöèè.

Äëÿ ëþáîãî (t,X,ϕ) ∈ R+×Rd×K ïîñòðîèì íàèìåíüøèå âûïóêëûå
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà F (t,X,ϕ), A(t,X,ϕ), ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåí-
íî òî÷êè f(t,X,ϕ), gg>(t,X,ϕ) è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f(t,X ′,ϕ′),
gg>(t,X ′,ϕ′) ïðè (X ′,ϕ′)→ (X,ϕ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {α1, . . . ,αl} ⊆ Nd, α1 <
< . . . < αl, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G(α1, . . . ,αl) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû-
áåðåì ñòðîêè ìàòðèöû g ñ íîìåðàìè α1, . . . ,αl , ïóñòü αl+1 < . . . < αd �
íîìåðà îñòàâøèõñÿ ñòðîê. Ïîñòðîèì ìàòðèöó σα1,...,αl

= (gαi
g>αj

)li,j=1, ãäå
gαi

� ñòðîêà ñ íîìåðîì αi ìàòðèöû g, à òàêæå ïîñòðîèì ìíîæåñòâî
G1(α1, . . . ,αl), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê (t, xα1

, . . . , xαl
), òàêèõ, ÷òî äëÿ

ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,xα1 ,...,xαl)
òî÷êè (t, xα1

, . . . , xαl
) ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî b > 0, òàêîå, ÷òî èíòåãðàë∫
U(t,xα1 ,...,xαl )

sup
(xαl+1

,...,xαd ,ϕ)∈Db
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd,ϕ))−1dtdxα1

. . . dxαl
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ëèáî íå îïðåäåëåí, ëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ãäå Db
2 =

= {(xαl+1
, . . . , xαd

,ϕ) : (x2
αl+1

+ . . . + x2
αd

)1/2 + ‖ϕ‖ 6 b}, è ìíîæåñòâî
G2(α1, . . . ,αl), ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê (t, xα1

, . . . , xαl
), ïðèíàäëåæàùèõ

äîïîëíåíèþ Gc
1(α1, . . . ,αl) ìíîæåñòâà G1(α1, . . . ,αl), òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþ-

áîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U(t,xα1 ,...,xαl)
òî÷êè (t, xα1

, . . . , xαl
) ñóùåñòâóåò

÷èñëî b > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ

sup
(xαl+1

,...,xαd ,ϕ)∈Db
2

(detσα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd,ϕ))−1 : U(t,xα1 ,...,xαl)

→ [0,∞]

íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ (ïîä äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà
G1(α1, . . . ,αl) ïîíèìàåì äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
(t, xα1

, . . . , xαl
), à ïîä îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ � îêðåñòíîñòü, îòêðû-

òóþ â ïðîñòðàíñòâå òåõ æå ïåðåìåííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

) ). Ïîëîæèì
G(α1, . . . ,αl) = G1(α1, . . . ,αl)

⋃
G2(α1, . . . ,αl).

Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ z(t, x1, . . . , xd,ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∆ ),
åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {α1, . . . ,αl} ⊆ Nd, α1 < . . . < αl,
òàêîå, ÷òî:

1) ôóíêöèÿ z ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, xα1
, . . . , xαl

)
íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì (xαl+1

, . . . , xαd
,ϕ), ãäå {αl+1, . . . ,αd} =

= Nd \ {α1, . . . ,αl};
2) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, xα1

, . . . , xαl
) ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî V, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî G(α1, . . . ,αl), òàêîå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî

{(t, x1, . . . , xd,ϕ) : (t, xα1
, . . . , xαl

) ∈ V }
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó òî÷åê íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ z.

Ôóíêöèÿ z(t,X,ϕ1,ϕ2), t ∈ R+, X ∈ Rd, ϕ1 ∈ Rkd, ϕ2 ∈ C([−
−h, 0], Rd), ñî çíà÷åíèÿìè â Rd×l, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Θ ), åñëè äëÿ
ëþáîãî b > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
q↓0

sup
(t,X,ϕ1,ϕ2),(t,X,ϕ1,ϕ̄2)∈Γ(0,b),‖ϕ2−ϕ̄2‖6q

‖z(t,X,ϕ1,ϕ2)− z(t,X,ϕ1, ϕ̄2)‖ = 0,

ãäå Γ(0, b) = {(t,X,ϕ1,ϕ2) ∈ R+ ×Rd ×Rkd × C([−h, 0], Rd) : t + ‖X‖+
+ ‖ϕ1‖+ ‖ϕ2‖ 6 b}.

Ôóíêöèÿ z : R+×Rd×K → Rm íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cn òàêàÿ, ÷òî
‖z(t,X,ϕ)‖6Cn äëÿ ëþáûõ (t,X,ϕ) ∈ [0, n]×Bn

d ×K, ‖ϕ‖6n. Ôóíêöèÿ
z : R+ ×Rd ×K → Rm èìååò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî ‖z(t,X,ϕ)‖ 6 C(1 + ‖X‖ + ‖ϕ‖) äëÿ ëþáûõ
(t,X,ϕ) ∈ R+ ×Rd ×K.

Ôóíêöèÿ z : R+ × Rd × Rkd → Rm óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ Ln òàêàÿ, ÷òî ‖z(t,X,ϕ)−z(s, Y,ψ)‖6Ln(|t−s|δ+‖X−Y ‖+‖ϕ−ψ‖)
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äëÿ ëþáûõ (t,X,ϕ), (s, Y,ψ) ∈ [0, n]×Bn
d ×Bn

kd. Ôóíêöèÿ z : R+×Rd×
× Rkd → Rm óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, åñëè
ïîñòîÿííàÿ Ln íå çàâèñèò îò n.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν íà
(C1/2[−h, 0],β(C1/2[−h, 0])) è ÷èñëî η ∈ (0, 1

2). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðî-
öåññ X(t), t>−h, çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì σ -àëãåáð (Ft)t>0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ïðîöåññ X(t), t ∈ [−h, 0], ÿâëÿåòñÿ (F0) -ñîãëàñîâàííûì, äëÿ ïî-
÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèè ïðîöåññà X(t) íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ
ïîêàçàòåëåì η è äëÿ ëþáîãî A ∈ β(C1/2[−h, 0]) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
P ((X(t), t ∈ [−h, 0]) ∈ A) = ν(A);

2) ñóùåñòâóåò (Ft) -ìîìåíò îñòàíîâêè τ ñî çíà÷åíèÿìè â (0,+
+∞] ï. í., òàêîé, ÷òî ïðîöåññ X(t), t ∈ R+, ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì
(Ft) -ñîãëàñîâàííûì, äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω òðàåêòîðèè ïðîöåññà X(t)
íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η íà ëþáîì îòðåçêå èç [0, τ), à
òàêæå lim sup

t→τ−0
‖X(t)‖ =∞ ïðè τ <∞;

3) ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíîå (Ft) -áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t) è
(F0) -ñîãëàñîâàííîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t);

4) ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå (Ft) -ñîãëàñîâàííûå ïðîöåññû v(t), u(t),
t ∈ R+, òàêèå, ÷òî v(t,ω) ∈ F (t,X(t,ω), StX(ω)), uu>(t,ω) ∈
∈ A(t,X(t,ω), StX(ω)) äëÿ (µ× P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, τ)× Ω;

5) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè σ, 0 6 σ < τ, è ëþáîãî a ∈ R+

ïî÷òè íàâåðíîå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a∧σ∫
0

(‖v(s)‖+ ‖u(s)‖2)ds + sup
t∈[0,a∧σ]

‖b(t,X(t), TtX)‖η <∞;

6) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

X(t) = X(0) +

t∫
0

v(s)ds +

t∫
0

u(s)dW (s) +

t∫
0

b(s,X(s), TsX)dBH(s),

òî íàáîð (Ω,F, P,Ft, X, v, u,W,BH , τ) (èëè êîðî÷å X(t) ) íàçûâàåò-
ñÿ β -ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.65) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ν, èìåþùèì íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η òðàåêòîðèè (äî ìî-
ìåíòà âçðûâà τ ). Åñëè v(t,ω) = f(t,X(t,ω), StX(ω)), u(t,ω) =
= g(t,X(t,ω), StX(ω)) äëÿ (µ × P ) -ïî÷òè âñåõ (t,ω) ∈ [0, τ) × Ω , òî
β -ñëàáîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì.
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Â îïðåäåëåíèè β -ñëàáîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàë ïî ñòàíäàðòíîìó áðî-
óíîâñêîìó äâèæåíèþ � èíòåãðàë Èòî, èíòåãðàë ïî äðîáíîìó áðîóíîâñêî-
ìó äâèæåíèþ � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë ßíãà.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü äîêàçàíû àíàëîãè÷íî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì òåîðåìàì èç ïàðàãðàôîâ 6.1 è 6.2.

Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü ôóíêöèè f(t,X,ϕ), g(t,X,ϕ) èçìåðèìû ïî
Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, ôóíêöèÿ b(t,X,ϕ1) óäîâëåòâîðÿåò
(δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ãäå δ > 1 − H. Òîãäà äëÿ ëþáîé
çàäàííîé íà (C1/2[−h, 0],β(C1/2[−h, 0])) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.65) èìååò β -
ñëàáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è ñ íåïðåðûâíûìè ïî
Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì η òðàåêòîðèÿìè.

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü ôóíêöèè f(t,X,ϕ), g(t,X,ϕ) èçìåðèìû ïî
Áîðåëþ, èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà è íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííûì
(X,ϕ) ïðè êàæäîì t ∈ R+, ôóíêöèÿ b(t,X,ϕ1) îãðàíè÷åíà è óäîâëå-
òâîðÿåò (δ, 1) -ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ãäå δ > 1 − H. Òîãäà
äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (C1/2[−h, 0],β(C1/2[−h, 0])) âåðîÿòíîñòíîé ìå-
ðû ν è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.65) èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå ñ
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν , íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòå-
ëåì η òðàåêòîðèÿìè è áåñêîíå÷íûì ìîìåíòîì âçðûâà ï. í.

Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü ôóíêöèè f(t,X,ϕ), g(t,X,ϕ) èçìåðèìû
ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, êîìïîíåíòû ôóíêöèé f(t,X,ϕ),
σ(t,X,ϕ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ∆) è Θ), ôóíêöèÿ b(t,X,ϕ1) óäî-
âëåòâîðÿåò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, δ > 1 − H. Òîãäà äëÿ
ëþáîé çàäàííîé íà (C1/2[−h, 0],β(C1/2[−h, 0])) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν
è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.65) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ñ íà-
÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì
η òðàåêòîðèÿìè.

Ïðèìåð 6.5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

dx1(t) =

(
h(x1(t)) + tx2

2(t) +

∫ 0

−1

x1(t + τ)dτ

)
dt +

+ h(x2(t))dW1(t) + x2
1(t− 1)dBH

1 (t),

dx2(t) = h(x2(t) + 1)dt + x2(t)dW1(t), (6.66)

ãäå h(x) = 1 ïðè x > 0, h(x) = −1 ïðè x < 0.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f. Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà f 1(t, x1, x2,ϕ2) =

= h(x1) + tx2
2 +

∫ 0

−1ϕ2(τ)dτ íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííûì (x2,ϕ2) ïðè
êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x1). Âîçüì¼ì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû g, âè-
äèì, ÷òî ìíîæåñòâî G(1) ïóñòî. Ôóíêöèÿ f 2(t, x1, x2) = h(x2 + 1) íåïðå-
ðûâíà ïî ïåðåìåííîé x1 ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ (t, x2). Âîçüì¼ì
âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû g, íàõîäèì, ÷òî G(2) = {(t, x2)|x2 = 0}. Ìíîæå-
ñòâî {(t, x1, 0)} ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè îòîáðà-
æåíèÿ f 2. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ ∆). Ôóíêöèÿ σ íåïðåðûâíà, ïîýòîìó êîìïîíåíòû ôóíêöèè σ óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∆). Ïî òåîðåìå 6.11 äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (C1/2[−
−1, 0],β(C1/2[−1, 0])) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν ñèñòåìà (6.66) èìååò ñëàáîå
ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Ïðèìåð 6.6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dx1(t) = (sign x1(t) + x2(t− 1))dt + dW1(t) + dBH
1 (t),

dx2(t) = (1− 2sign x2(t))dt. (6.67)

Ôóíêöèÿ f 2(t, x1, x2) = 1 − 2sign x2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∆), òàê
êàê G(2) = R+×R, G(1, 2) = R+×R2, à ôóíêöèÿ f 2(t, x1, x2) íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé íà R+ ×R2. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 6.11 íå ïðèìåíèìà
ê ñèñòåìå (6.67). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (6.67) íå èìååò ñëàáûõ ðåøå-
íèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x1(t) = x2(t) = 0, t ∈ [−1, 0]. Òåì íå ìåíåå
ñîãëàñíî òåîðåìå 6.9 óðàâíåíèå (6.67) èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå ñ ëþáûì
íàïåðåä çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν.

Ïðèìåð 6.7. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

dx(t) = f(xt)dt + dW (t) + dBH(t), (6.68)

ãäå xt = {x(t + τ) : −1 6 τ 6 0} ∈ C([−1, 0], R), ôóíêöèÿ
f : C([−1, 0], R)→ [0, 1] òàêîâà, ÷òî f íåïðåðûâíà è f(an(·)) = 1,
f(bn(·)) = 0 ∀n ∈ N, an(t) = (1+ t)2n, bn(t) = (1+ t)2n−1 (ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé ôóíêöèè âûòåêàåò èç [1, c. 173]).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Θ) , òî òåîðåìà 6.11
íå ïðèìåíèìà ê óðàâíåíèþ (6.68). Òåì íå ìåíåå ñîãëàñíî òåîðåìå 6.10
óðàâíåíèå (6.68) èìååò β -ñëàáîå ðåøåíèå ñ ëþáûì íàïåðåä çàäàííûì
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è áåñêîíå÷íûì ìîìåíòîì âçðûâà.
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6.5. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî

ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè
äâèæåíèÿìè

Â ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòàíäàðòíûì
è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, ãàðàíòèðóþò íåïðåðûâíóþ çàâè-
ñèìîñòü ýòèõ ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâûõ ÷àñòåé. Óñòàíîâ-
ëåíà òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì
σ -àëãåáð (Ft), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå d -ìåðíîå ñòàíäàðò-
íîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t), r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå BH(t) ñ ïîêàçàòåëåì Õàðñòà H ∈ (1

2 , 1) .
Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t) + b(t,X(t))dBH(t), (6.69)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X(0) = ξ, (6.70)

ãäå f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd → Rd×d, b : R+ × Rd → Rd×r � èç-
ìåðèìûå ïî Áîðåëþ ôóíêöèè; ξ � (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
íå çàâèñÿùàÿ îò W (t) è BH(t).

Óñëîâèå Λ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Λ), åñëè
îòîáðàæåíèÿ f è g óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî X
è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X , îòîáðàæåíèå b óäîâëåòâîðÿåò
(δ, 1) -óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ãäå δ > 1−H .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0(ζ) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ζ|F0)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû F0.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (6.69) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (Ω,F, P ), äëÿ ëþáîãî ïîòîêà Ft, äëÿ ëþáûõ íåçàâèñè-
ìûõ d -ìåðíîãî ñòàíäàðòíîãî (Ft)-áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W (t) è
(F0) -ñîãëàñîâàííîãî r -ìåðíîãî äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ BH(t)
ñ ïîêàçàòåëåì Õàðñòà H ∈ (1

2 , 1) , ëþáîãî (F0,β(Rd))-èçìåðèìîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà ξ, íåçàâèñèìîãî îò áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé W (t) è
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BH(t), ñóùåñòâóåò (Ft) -ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ X(t), t ∈ R+, èìåþ-
ùèé ï. í. íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó òðàåêòîðèè ëþáîãî ïîðÿäêà α ∈ (1−
−H,min{δ, 1

2}) è òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ a > 0, β ∈ (1−H,min{δ, 1
2}),

p > 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a∫
0

E0(‖X(t)‖pβ)dt <∞

è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(t) = ξ+

t∫
0

f(s,X(s))ds +

t∫
0

g(s,X(s))dW (s) +

t∫
0

b(s,X(s))dBH(s),

ãäå èíòåãðàë ïî ñòàíäàðòíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ � èíòåãðàë
Èòî, èíòåãðàë ïî äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ � ïîòðàåêòîðíûé
èíòåãðàë ßíãà.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 6.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Λ) , òî óðàâíåíèå
(6.69) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé
åäèíñòâåííîñòè.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé Êîøè (6.69), (6.70) ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ çàäà-
÷ó Êîøè

dX(t) = f̃(t,X(t))dt + g̃(t,X(t))dW (t) + b̃(t,X(t))dBH(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X(0) = ξ̃,

ãäå ôóíêöèè f̃ : R+ × Rd → Rd, g̃ : R+ × Rd → Rd×d, b̃ : R+ × Rd →
→ Rd×r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Λ) , ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ̃ ÿâëÿåòñÿ
(F0) -èçìåðèìîé, à ïðîöåññû W (t), BH(t) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ̃ ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîðû ôóíêöèé
(f, g, b, ξ) è (f̃ , g̃, b̃, ξ̃) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.3
âîçìóùåííàÿ çàäà÷à Êîøè ñ äîïóñòèìûìè êîýôôèöèåíòàìè (f̃ , g̃, b̃, ξ̃)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåí-
íîñòè è ëþáîå ñëàáîå ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì, è
ìû åãî îáîçíà÷àåì X̃(t), t ∈ R+.

Äëÿ äâóõ äîïóñòèìûõ íàáîðîâ Φ1 = (f1, g1, b1, ξ1), Φ2 = (f2, g2, b2, ξ2)
è ÷èñëà a ∈ R+ îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

δa(Φ1,Φ2) = sup
t∈[0,a],X∈Rd

(‖f1(t,X)− f2(t,X)‖+
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+ ‖g1(t,X)− g2(t,X)‖+ ‖b1(t,X)− b2(t,X)‖) +

+ sup
t∈[0,a],X,Y ∈Rd,X 6=Y

‖b1(t,X)− b1(t, Y )− b2(t,X) + b2(t, Y )‖
‖X − Y ‖

+ ‖ξ1 − ξ2‖.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç ζ è C áóäåì ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü
(F0) -èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òåîðåìà 6.12. Ïóñòü íàáîð ôóíêöèé Φ = (f, g, b, ξ) ÿâëÿåòñÿ äî-
ïóñòèìûì, òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0, a ∈ R+, α ∈ (1 − H, 1

2 ∧ δ) ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî ν(ε, a,α) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî íàáîðà
ôóíêöèé Φ̃ = (f̃ , g̃, b̃, ξ̃), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óñëîâèþ
δa(Φ, Φ̃) 6 ν(ε, a,α) , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0(‖X(t)− X̃(t)‖2
α) 6 ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0, a ∈ R+, α ∈ (1 − H, 1

2 ∧ δ) òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ äîïóñòèìûé íàáîð ôóíêöèé
Φn = (fn, gn, bn, ξn) òàêîé, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

δa(Φn,Φ) 6 1/n, (6.71)

è íà ìíîæåñòâå Ωn ⊆ Ω íåíóëåâîé ìåðû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0(‖Xn(t)−X(t)‖2
α) > ε, (6.72)

ãäå X(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.69) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f, g, b
è íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ξ; Xn(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.69) ñ
ïðàâûìè ÷àñòÿìè fn, gn, bn è íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ξn.

Ëåììà 6.14. Ñóùåñòâóåò (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ
òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
n∈N

sup
t∈[0,a]

E0(‖Xn(t)‖2
α) 6 ζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, a] âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖Xn(t)‖2
α) 6 C‖ξn‖2 +

+ C

E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

vn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

α

+ E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

un(s)dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

α

+ E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

rn(s)dBH(s)

∥∥∥∥∥∥
2

α

 ,

(6.73)
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ãäå vn(s) = fn(s,Xn(s)); un(s) = gn(s,Xn(s)); rn(s) = bn(s,Xn(s)).
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè

f, ïðåäëîæåíèå 1.58 è íåðàâåíñòâî (6.71), ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

vn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

α

6 CE0


∥∥∥∥∥∥

t∫
0

vn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
2

+


t∫

0

t∫
s

‖vn(τ)‖dτ

(t− s)α+1
ds


2
 6

6 ζE0

1 +

t∫
0

‖Xn(s)‖2ds +

 t∫
0

ds

(t− s)α

2

+


t∫

0

t∫
s

‖Xn(τ)‖dτ

(t− s)α+1
ds


2
 6

6 ζE0

1 +

t∫
0

‖Xn(s)‖2ds

 . (6.74)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà, òåîðåìû Ôóáèíè, óñëîâèÿ ëèíåé-
íîãî ïîðÿäêà ðîñòà ôóíêöèè g è íåðàâåíñòâà (6.71) ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

un(s)dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

α

6

6CE0


∥∥∥∥∥∥

t∫
0

un(s)dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

+


t∫

0

∥∥∥∥ t∫
s

un(τ)dW (τ)

∥∥∥∥
(t− s)α+1

ds


2
 6

6 ζE0

1 +

t∫
0

‖Xn(s)‖2ds +

 t∫
0

∥∥∥∫ t

s un(τ)dW (τ)
∥∥∥2

(t− s)α+3/2
ds


 6

6 ζE0

1 +

t∫
0

‖Xn(s)‖2ds

+ ζ

t∫
0

(t− s)−α−3/2E0

 t∫
s

|un(τ)|2dτ

 ds6
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6 ζ

t∫
0

(t− s)−α−1/2
(
1 + E0(‖Xn(s)‖2)

)
ds. (6.75)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ b(t,X) óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -ãëîáàëüíîìó óñëî-
âèþ Ã¼ëüäåðà, òî, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.57 è íåðàâåíñòâî (6.71), ïîëó-
÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

E0

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

rn(s)dBH(s)

∥∥∥∥∥∥
2

α

6 ζ

t∫
0

(
(t− s)−2α + s−α

) (
1 + E0(‖Xn(s)‖2

α)
)
ds.

(6.76)
Èç ñîîòíîøåíèé (6.73)�(6.76) âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ

t ∈ [0, a] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E0(‖Xn(t)‖2
α) 6 ζ+ ζ

t∫
0

((t− s)−α−1/2 + s−α)(1 + E0(‖Xn(s)‖2
α))ds. (6.77)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.77) âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

sup
t∈[0,T ]

E0(‖Xn(t)‖2
α) 6 ζ+ ζ

T∫
0

((T − t)−α−1/2 + t−α) sup
s∈[0,t]

E0(‖Xn(s)‖2
α)dt.

(6.78)
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

sup
t∈[0,a]

E0(‖Xn(t)‖2
α) êîíå÷íà, òî èç íåðàâåíñòâà (6.78) è ëåììû 1.59

ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

sup
n∈N

sup
t∈[0,a]

E0(‖Xn(t)‖2
α) 6 ζ.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n, l îïðåäåëèì ìîìåíòû îñòàíîâêè

τln = inf{t ∈ R+ : ‖Xn(t)‖α ∨ ‖X(t)‖α > l}

è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû X l
n(t) = Xn(t ∧ τln), X̄ l

n(t) = X(t ∧ τln).

Ëåììà 6.15 Äëÿ ëþáîãî l ∈ N ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

sup
t∈[0,a]

E0(‖X l
n(t)− X̄ l

n(t)‖2
α) →

n→∞
0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå l ∈ N à òàêæå âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíîå n ∈ N. Îáîçíà÷èì qln(t) = ‖X l

n(t)− X̄ l
n(t)‖2

α.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(qn(t)) 6
C

n
+ CE0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(fn(s,X l
n(s))− f(s, X̄ l

n(s)))ds

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

+

+ CE0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(gn(s,X l
n(s))− g(s, X̄ l

n(s)))dW (s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

+

+ CE0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(bn(s,X l
n(s))− b(s, X̄ l

n(s)))dBH(s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

= C

(
1

n
+B1 +B2 +B3

)
.

(6.79)
Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ B1, B2 , B3 :

B1 6 E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(fn(s,X l
n(s))− fn(s, X̄ l

n(s)))ds

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

+

+E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(fn(s, X̄ l
n(s))− f(s, X̄ l

n(s)))ds

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

6

6 ζE0

t∧τln∫
0

qn(s)ds +
C

n
. (6.80)

B2 6 E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(gn(s,X l
n(s))− gn(s, X̄ l

n(s)))dW (s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

+

+E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(gn(s, X̄ l
n(s))− g(s, X̄ l

n(s)))dW (s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

6
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6ζE0

t∧τln∫
0

(t ∧ τln − s)−α−1/2qn(s)ds +
C

n
. (6.81)

B3 6 E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(bn(s,X l
n(s))− bn(s, X̄ l

n(s)))dBH(s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

+

+ E0

∥∥∥∥∥∥∥
t∧τln∫
0

(bn(s, X̄ l
n(s))− b(s, X̄ l

n(s)))dBH(s)

∥∥∥∥∥∥∥
2

α

6

6 ζE0

t∧τln∫
0

((t ∧ τln − s)−2α + s−α)qn(s)ds +
C

n
. (6.82)

Èç ñîîòíîøåíèé (6.79)�(6.82) ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ
âñåõ t ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(qn(t)) 6 ζ

( t∫
0

((t− s)−α−1/2 + s−α) sup
u∈[0,s]

E0(qn(u))ds + 1/n

)
. (6.83)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.59 ê ñîîòíîøåíèþ (6.83), ïîëó÷àåì, ÷òî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

E0(qn(t)) 6 ζ/n.

Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. �
Òåïåðü çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èç ëåììû 6.14 âûòåêàåò

ï.í. ðàâåíñòâî

lim
l→∞

inf
n∈N

τln =∞. (6.84)

Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (6.84) è ëåììû 6.15, çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

sup
t∈[0,a]

E0(‖Xn(t)−X(t)‖2
α)

P→
n→∞

0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (6.72). Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 6.13. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Λ) , X(t) � ñèëüíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (6.69) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6.70). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
a ∈ R+ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
h↓0

sup
t,s∈[0,a],|t−s|6h

|E0(‖X(t)‖2)− E0(‖X(s)‖2)| = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R+. Ïóñòü X(t) �
ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.69) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6.70).

Ïî ëåììå 6.14 ñóùåñòâóåò (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ òà-
êàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,a]

E0(‖X(t)‖2) 6 ζ. (6.85)

Èç óñëîâèÿ Λ) , íåðàâåíñòâà (6.85) è äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.1
[208] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî q > 2 ñóùåñòâóåò (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà θ òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t, s ∈ [0, a] èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

E0(‖X(t)−X(s)‖q) 6 θ|t− s|q/2. (6.86)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (6.85), (6.86) è íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t, s ∈ [0, a] ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖ϕ(t)−ϕ(s)‖ 6 E0‖‖X(t)‖2 − ‖X(s)‖2‖ 6

6CE0(‖‖X(t)‖ − ‖X(s)‖‖ · (‖X(t)‖+ ‖X(s)‖)) 6

6C(E0(‖X(t)−X(s)‖2))1/2(E0((‖X(t)‖+ ‖X(s)‖))2)1/2
6 ζ|t− s|1/2,

ãäå ϕ(t) = E0(‖X(t)‖2); ζ � (F0) -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå
çàâèñÿùàÿ îò t, s. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç òåîðåìû 6.3 èìååì, ÷òî åñëè ôóíêöèè f, g èçìåðèìû ïî Áîðå-
ëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû, êîìïîíåíòû ôóíêöèé f, gg> óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ U), ôóíêöèÿ b óäîâëåòâîðÿåò (δ, 1) -ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ã¼ëü-
äåðà, δ > 1 − H, òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé íà (Rd,β(Rd)) âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû ν è ëþáîãî η ∈ (0, 1

2) óðàâíåíèå (6.69) èìååò ñëàáîå ðåøåíèå X(t)
ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ν è íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòå-
ëåì η òðàåêòîðèÿìè. Åñëè, ñâåðõ òîãî, ôóíêöèè f, g èìåþò ëèíåéíûé
ïîðÿäîê ðîñòà, òî ëþáîå ñëàáîå ðåøåíèå X(t) óðàâíåíèÿ (6.69), èìåþùåå
íåïðåðûâíûå ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (1−H, 1/2) òðàåêòîðèè, îáëàäàåò
áåñêîíå÷íûì ìîìåíòîì âçðûâà ï. í.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð, çàäàííûõ íà (Rd,β(Rd)), ñ ìåòðèêîé Ëåâè�Ïðîõîðîâà d(·, ·).
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû f, g, b óðàâíåíèÿ (6.69) è íà-
÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

PX(0) = ν ∈ P, (6.87)

à òàêæå êîýôôèöèåíòû f̃ , g̃, b̃ âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

dX(t) = f̃(t,X(t))dt + g̃(t,X(t))dW (t) + b̃(t,X(t))dBH(t) (6.88)

è íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

PX(0) = ν̃ ∈ P (6.89)

óäîâëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñó-
ùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé X(t), X̃(t) ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó
ïîðÿäêà η ∈ (1 − H, 1/2) òðàåêòîðèÿìè ï. í., ïðè÷åì ýòè ñëàáûå ðåøå-
íèÿ èìåþò áåñêîíå÷íûå ìîìåíòû âçðûâà ï. í. Íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ
Ψ = (f, g,σ,ν), Ψ̃ = (f̃ , g̃, b̃, ν̃), óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðå÷èñëåííûì âûøå
òðåáîâàíèÿì, áóäåì íàçûâàòü ñëàáî äîïóñòèìûìè.

Äëÿ äâóõ ñëàáî äîïóñòèìûõ íàáîðîâ Ψ1 = (f1, g1, b1,ν1), Ψ2 =
= (f2, g2,σ2,ν2) è ÷èñëà a ∈ R+ îïðåäåëèì

ωa(Ψ1,Ψ2) = sup
t∈[0,a],X∈Rd

(‖f1(t,X)− f2(t,X)‖+

+ ‖g1(t,X)− g2(t,X)‖+ ‖b1(t,X)− b2(t,X)‖) +

+ sup
t∈[0,a],X,Y ∈Rd,X 6=Y

‖b1(t,X)− b1(t, Y )− b2(t,X) + b2(t, Y )‖
‖X − Y ‖

+ d(ν1,ν2).

Òåîðåìà 6.14. Ïóñòü íàáîð êîýôôèöèåíòîâ Ψ = (f, g, b,ν) ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáî äîïóñòèìûì. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0, a ∈ R+, η̃ ∈ (1 −
−H, 1/2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ν(ε, a, η̃) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáî äî-
ïóñòèìîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ Ψ̃ = (f̃ , g̃, b̃, ξ̃), óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ ωa(Ψ, Ψ̃) 6 ν(ε, a, p,α), ëþáîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ X̃(t) ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η̃ òðàåêòîðèÿìè ï. í. óðàâíåíèÿ (6.88)
ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (6.89) ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå X(t) ñ
íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (0, η̃) òðàåêòîðèÿìè ï. í. óðàâ-
íåíèÿ (6.69) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (6.87) òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî d(P X̃(a), PX(a)) 6 ε.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå
èìååò ìåñòà, òî ñóùåñòâóþò ε > 0, a ∈ R+, η̃ ∈ (1 − H, 1/2) òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ ñëàáî äîïóñòèìûé íàáîð êîýô-
ôèöèåíòîâ Ψn = (fn, gn,σn,νn), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ωa(Ψn,Ψ) 6 1/n, (6.90)
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è íàéäåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå Xn(t) ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà
η̃ òðàåêòîðèÿìè ï. í. óðàâíåíèÿ

dX(t) = fn(t,X(t))dt + gn(t,X(t))dW (t) + bn(t,X(t))dBH(t)

ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì PX(0) = νn òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî
ðåøåíèÿ X(t) ñ íåïðåðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (0, η̃) òðàåêòî-
ðèÿìè ï. í. óðàâíåíèÿ (6.69) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (6.87) âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(PXn(a), PX(a)) > ε. (6.91)

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (6.91) è äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
6.10 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ X1(t), t ∈ [0, a], ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿäêà η ∈ (0, η̃) òðàåêòîðèÿìè ï. í. óðàâíåíèÿ
(6.69) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (6.87) òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈
∈ [0, a] èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü d(PXn(t), PX1(t)) →

n→∞
0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íåðàâåíñòâó (6.91). �

6.6. Óñòîé÷èâîñòü è ïðèòÿæåíèå ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî
ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè

äâèæåíèÿìè

Íàéäåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü è ïðèòÿæåíèå
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî
ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ñèñòåìó

dx(t) = A(t)x(t), t ∈ R+, x ∈ Rd, (6.92)

ãäå A : R+ → Rd×d � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ò. å.
‖A(t)‖ 6 b <∞ äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ .

Ïóñòü K(t, τ) = XA(t)X−1
A (τ) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (6.92), ãäå

XA(t) = [x1, . . . , xd] � íîðìàëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
(6.92). ×åðåç σΓ îáîçíà÷èì ïîêàçàòåëü íåïðàâèëüíîñòè Ãðîáìàíà ñèñòå-
ìû (6.92). Ïóñòü λi � ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèÿ xi(t). Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî λ1 6 . . . 6 λd. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ïîñòî-
ÿííàÿ Cε òàêàÿ, ÷òî äëÿ ìàòðèöû Êîøè K(t, τ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà [43]

‖K(t, τ)‖ 6 Cε exp((λd + ε)(t− τ) + (σΓ + 2ε)τ) (6.93)
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äëÿ ëþáûõ t>τ>0 . Â äàëüíåéøåì áóäåì âñþäó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî λd < 0.
Ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F, P ) ñ ïîòîêîì

σ -àëãåáð (Ft), d -ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W (t),
r -ìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t) ñ ïîêàçàòåëåì Õàðñòà
H ∈ (1

2 , 1), òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) W (t) ÿâëÿ-
åòñÿ (Ft) -áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t)
ÿâëÿåòñÿ (F0) -ñîãëàñîâàííûì; 2) ïðîöåññû W (t), BH(t) ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó

dy(t) = A(t)y(t)dt+f(t, y(t))dt+g(t, y(t))dW (t)+b(t, y(t))dBH(t), (6.94)

ãäå t ∈ R+; y ∈ Rd; ôóíêöèè f : R+ × Rd → Rd, g : R+ × Rd → Rd×d,
b : R+ ×Rd → Rd×r � èçìåðèìû ïî Áîðåëþ.

Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè àòòðàêòîðà óðàâ-
íåíèÿ (6.94) è èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ýòîãî àòòðàêòîðà.

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dx(t) = a1(t)x(t)dt + a2(t)x(t)dBH(t), H ∈ (1/2, 1),

ñ íåïðåðûâíûì êîýôôèöèåíòîì a1(t) è íåïðåðûâíûì ïî Ã¼ëüäåðó ïîðÿä-
êà α > 1 − H êîýôôèöèåíòîì a2(t) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0

èìååò âèä

x(t) = x0 exp(

t∫
0

a1(s)ds +

t∫
0

a2(s)dB
H(s)).

Îòìåòèì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dx = βxdt + σxdBH(t), H ∈ (1/2, 1),

íå ÿâëÿåòñÿ p -óñòîé÷èâûì ïðè ëþáîì p > 0 è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïîñòîÿííûõ β, σ ∈ R, σ 6= 0. Òåì íå ìåíåå íóëåâîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ ëþáûõ
β < 0, σ ∈ R .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè

dx = −atβxdt + σxdBH(t), H ∈ (1/2, 1),

ãäå β > 0, a > 0, σ 6= 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî p -óñòîé÷èâûì ïðè β > 2H−1, p > 0 èëè ïðè β = 2H−
− 1, p ∈ (0, 1/(Hσ2)), íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ 1/(Hσ2) -óñòîé÷èâûì
ïðè β = 2H−1, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íóëåâîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
p -óñòîé÷èâûì. Â òî æå âðåìÿ íóëåâîå ðåøåíèå àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ
Èòî

dx = −atβxdt + σxdW (t)
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ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî p -óñòîé÷èâûì ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ β > 0,
a > 0, σ ∈ R, p > 0.

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíîå óñëîæíåíèå ïðîáëåìû
óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûì
áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé óñòîé÷èâîñòè àíàëîãè÷-
íûõ óðàâíåíèé Èòî [219].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0(ζ) � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ζ îòíîñèòåëüíî σ -àëãåáðû F0, à ÷åðåç P � ìíîæåñòâî âñåõ
(F0) -èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η : Ω→ Rd.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(t, 0) = 0, g(t, 0) = 0, b(t, 0) äëÿ ëþáîãî
t ∈ R+.

Ââåäåì ðÿä óñëîâèé, ê êîòîðûì áóäåì îáðàùàòüñÿ â ïðîöåññå èññëå-
äîâàíèÿ:

Φ) îòîáðàæåíèÿ f, g óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî X è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ðîñòà ïî X , îòîáðàæåíèå b óäîâëåòâî-
ðÿåò (ν, 1) -óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà, ãäå ν > 1−H ;

Ψ1) λd < 0;
Ψ2) ìàòðèöà A(t) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé;
Ψ3) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ

(t, y) ∈ R+ ×Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖X−1
A (t)f(t, y)‖+ ‖X−1

A (t)g(t, y)‖ 6 L‖y‖;
Ψ4) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L > 0 è θ >max{1/2, 1− ν} òàêèå, ÷òî

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ (t, y) ∈ R+ ×Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

tθ‖f(t, y)‖+ ‖X−1
A (t)g(t, y)‖ 6 L‖y‖;

Ψ5) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L, M > 0 òàêèå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
äëÿ ëþáûõ s, τ ∈ R+, y1, y2 ∈ Rd âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖X−1
A (s)b(s, y1)−X−1

A (τ)b(τ, y2)‖ 6 L‖y1 − y2‖+ M

k∑
i=1

|s− τ|ρi,

ãäå ρi ∈ (1−H, 1], i = 1, . . . , k, ρ = maxi ρi > 1− θ, θ � ïîñòîÿííàÿ èç
óñëîâèÿ Ψ4);

Ψ6) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ψ5) ñ ïîñòîÿííîé M, ðàâíîé íóëþ.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.3 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Φ) óðàâíåíèå

(6.94) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñèëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîòðàåêòîðíîé
åäèíñòâåííîñòè.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèå Φ) âû-
ïîëíåíî, è ÷åðåç C îáîçíà÷àåì ëþáûå óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâè-
ñÿùèå ëèøü îò äðóãèõ óíèâåðñàëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Îáîçíà÷èì α∗ = min{ν, ρ, 1/2}.
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Îïðåäåëåíèå 6.8. Ïóñòü α ∈ (1 − H, 1/2), p > 1. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (6.94) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ: 1) äëÿ ëþáûõ ε1, ε2 > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ r =
= r(ε1, ε2) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ P, ‖ξ‖6r ï. í., âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε1) 6 ε2 äëÿ ëþáûõ t ∈ R+; 2) äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K = K(ε) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ξ ∈ P, ‖ξ‖6K ï. í., èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε)→ 0
ïðè t→ +∞, ãäå yξ(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì y(0) = ξ.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ïóñòü α ∈ (1−H, 1/2), p > 1. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -ïðèòÿãèâàþùèì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, K > 0 è ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ P,
‖ξ‖ 6K ï. í., èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε) → 0 ïðè
t → +∞, ãäå yξ(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì y(0) = ξ.

Ïðåäëîæåíèå 6.4. Ïóñòü y(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈ P, òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî
t ∈ R+ èìååò ìåñòî ôîðìóëà Êîøè

y(t) = K(t, 0)ξ+

t∫
0

K(t, s)f(s, y(s))ds +

t∫
0

K(t, s)g(s, y(s))dW (s) +

+

t∫
0

K(t, s)b(s, y(s))dBH(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈ P. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ R+,
ïóñòü s ∈ [0, t]. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ïðîöåññó u(s) = K(t, s)y(s),
s ∈ [0, t], èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå [113]

d

ds
K(t, s) = −K(t, s)A(s),

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

u(s) = u(0)+

s∫
0

(−K(t, τ)A(τ)y(τ))dτ+

s∫
0

K(t, τ)(A(τ)y(τ)+f(τ, y(τ)))dτ+
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+

s∫
0

K(t, τ)g(τ, y(τ))dW (τ) +

s∫
0

K(t, τ)b(τ, y(τ))dBH(τ).

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå s = t, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøå-
íèå. �

Ïðåäëîæåíèå 6.5. Äëÿ ëþáûõ α ∈ (0, 1), b < 0, ε ∈ (0,−b) ñó-
ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cα,b,ε òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R+, t > s,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫ t

s

ebτ(t− τ)−αdτ 6 cα,b,εt−αe(b+ε)s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

t∫
s

ebτ(t− τ)−αdτ =

t∫
s

e(b+ε)τe−ετ(t− τ)−αdτ 6 e(b+ε)s

t∫
0

e−ετ(t− τ)−αdτ.

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ

g(t) = tα
∫ t

0

e−ετ(t− τ)−αdτ, t ∈ R+,

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè g(t) âûòåêàåò èç åå
íåïðåðûâíîñòè è ñîîòíîøåíèé

g(t) = tαe−εt
∫ t

0

eεττ−αdτ,

lim
t→∞

g(t) = lim
t→∞

eεtt−α

−αt−α−1eεt + εt−αeεt
= ε−1 <∞. �

Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ïóñòü α ∈ (1 − H,α∗) , òîãäà lim
t→∞

γα(t) = 0,

ãäå

γα(t) =

∫ t

0

‖K(t, 0)−K(s, 0)‖
|t− s|α+1

ds, t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðîå ε > 0 òàêîå, ÷òî λd + ε < 0.
Èç îöåíêè (6.93) ñëåäóåò, ÷òî ‖K(t, 0)‖ 6C exp((λd + ε)t) äëÿ ëþáûõ t ∈
∈ R+. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ t,
s ∈ R+, t > s, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖K(t, 0)−K(s, 0)‖ 6 C exp((λd + ε)s)|t− s|.
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Äåéñòâèòåëüíî,

‖K(t, 0)−K(s, 0)‖6 sup
τ∈[s,t]

‖ϕ′(τ)‖|t−s|6‖X−1
A (0)‖ sup

τ∈[s,t]

‖A(τ)XA(τ)‖|t−s| 6

6C exp((λd + ε)s)|t− s|,
ãäå ϕ(t) = K(t, 0).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

γα(t) 6 C

∫ t

0

(t− s)−α exp((λd + ε)s)ds =

= C exp((λd + ε)t)

∫ t

0

s−α exp(−(λd + ε)s)ds = Cµ(t).

Òàê êàê

lim
t→∞

µ(t) = lim
t→∞

t−α

−(λd + ε)
= 0,

òî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Äëÿ ëþáûõ α ∈ (1−H, 1/2), p> 1 ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ Cα,p òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

E(‖BH‖p1,1−α,a) 6 Cα,pa(α+H−1)p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (1−H, 1/2), p > 1 è
a ∈ R+, à òàêæå íåêîòîðîå ε ∈ (0, H). Èç íåðàâåíñòâà Ãàðñèè�Ðàäåìè÷à�
Ðàìñåÿ [257] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé LH,ε òàêîé, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ t, s ∈ [0, a] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖BH(t)−BH(s)‖ 6 LH,ε|t− s|H−εξa, (6.95)

ãäå

ξa =

( a∫
0

a∫
0

‖BH(ϕ)−BH(ψ)‖2/ε

|ϕ−ψ|2H/ε
dϕdψ

)ε/2

.

Äëÿ ëþáîãî r > 1 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cr òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ t,
s ∈ R+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(‖BH(t)−BH(s)‖r) = cr|t− s|rH . (6.96)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6.96) è îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî,
äëÿ ëþáîãî q > 2/ε ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

E‖ξa‖q 6
( a∫

0

a∫
0

(E‖BH(ϕ)−BH(ψ)‖q)2/(qε)

|ϕ−ψ|2H/ε
dϕdψ

)qε/2

= cqa
qε. (6.97)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.97) è íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî r > 1 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Mr òàêàÿ, ÷òî

‖ξa‖Lr(Ω,R) 6Mra
ε. (6.98)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (6.95) è (6.98), ïîëó÷àåì îöåíêè

E(‖BH‖p1,1−α,a)6L
p
H,εa

(H−ε+α−1)p

(
1+

1

H − ε+ α− 1

)p

E(ξpa)6Cα,pa
(α+H−1)p,

÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ψ1) , Ψ5) , y(t) �
ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈
∈ P. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ (1 −H,α∗), q ∈ (1,min( 1

H , 1
2α)) ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ lα,q òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∫ t

0

K(t, s)b(s, y(s))dBH(s)

∥∥∥∥p
α

6 lα,q‖BH‖p1,1−α,tt−αp
(∫ t

0

‖y(s)‖pαds + Np

)
,

ãäå p = q/(q − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (1 − H,α∗), q ∈
∈ (1,min( 1

H , 1
2α)), t ∈ R+, à òàêæå ε > 0 òàêîå, ÷òî λd+ε < 0. Îáîçíà÷èì

Φ(t, s) = K(t, s)b(s, y(s)), s ∈ [0, t],

I1(t) =

∫ t

0

Φ(t, s)dBH(s).

Èìååì

‖I1(t)‖α =

∥∥∥∥∫ t

0

Φ(t, s)dBH(s)

∥∥∥∥+

+

∫ t

0

‖
∫ t

0 Φ(t, s)dBH(s)−
∫ τ

0 Φ(τ, s)dBH(s)‖
|t− τ|α+1

dτ = I1,1(t) + I1,2(t).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1 [257] è óñëîâèÿ Ψ5) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
îöåíîê

I1,1(t) 6 ‖BH‖1,1−α,t

( t∫
0

s−α‖Φ(t, s)‖ds + α

t∫
0

s∫
0

‖Φ(t, s)− Φ(t, τ)‖
|s− τ|α+1

dτds

)
6
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6C‖BH‖1,1−α,te
(λd+ε)t

t∫
0

((s−α + α)‖y(s)‖α + Nsρ−α)ds. (6.99)

Ïîëó÷àåì îöåíêó

I1,2(t)6

t∫
0

‖
∫ t

τ
Φ(t, s)dBH(s)‖+ ‖

∫ τ
0 (Φ(t, s)− Φ(τ, s))dBH(s)‖

|t− τ|α+1
dτ. (6.100)

Âîçüìåì δ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî λd + ε + δ <
< 0. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.57, óñëîâèÿ Ψ5), îöåíêè (6.93) è
ïðåäëîæåíèÿ 6.5 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

t∫
0

‖
∫ t

τ
Φ(t, s)dBH(s)‖
|t− τ|α+1

dτ 6

6C

(
tα +

1

α(1− α)

)
e(λd+ε)t‖BH‖1,1−α,t

t∫
0

((t− s)−2α + s−α)(‖y(s)‖α +

+N(sρ + sρ−α))ds, (6.101)

t∫
0

‖
∫ τ

0 (Φ(t, s)− Φ(τ, s))dBH(s)‖
|t− τ|α+1

dτ 6

6C‖BH‖1,1−α,t

t∫
0

‖K(t, 0)−K(τ, 0)‖(
∫ τ

0 (s−α + α)‖y(s)‖αds + Nτρ−α+1)

|t− τ|α+1
dτ 6

6C‖BH‖1,1−α,t

( t∫
0

(s−α + α)‖y(s)‖α

t∫
s

e(λd+ε)τ(t− τ)−αdτds +

+

t∫
0

Ne(λd+ε)τ(t− τ)−ατρ−α+1dτ

)
6

6C‖BH‖1,1−α,tt
−α
( t∫

0

(s−α + α)e(λd+ε+δ)s‖y(s)‖αds + N

)
. (6.102)
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Èç ñîîòíîøåíèé (6.99)�(6.102) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé C
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖I1(t)‖α 6 C‖BH‖1,1−α,t

(∫ t

0

ϕ(t, s)‖y(s)‖αds + Nt−α
)
, (6.103)

ãäå

ϕ(t, s) = e(λd+ε)t(tα + 1)((t− s)−2α + s−α + 1) + e(λd+ε+δ)st−α(s−α + α).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ñ ïàðàìåòðàìè q ∈ (1,min( 1
H , 1

2α)),
p = q/(q − 1) ê ñîîòíîøåíèþ (6.103), ïîëó÷èì îöåíêó

‖I1(t)‖pα 6 C‖BH‖p1,1−α,t
( t∫

0

‖y(s)‖pαds
( t∫

0

ϕq(t, s)ds

)p/q

+ Npt−αp
)
6

6C‖BH‖p1,1−α,tt−αp
( t∫

0

‖y(s)‖pαds + Np

)
,

÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïðåäëîæåíèå 6.9. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ψ1) è Ψ3) , y(t) �
ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈ P.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ (1 − H,α∗), q ∈ (1,min( 1

H , 1
2α)) ñóùåñòâóåò ïî-

ñòîÿííàÿ rα,q òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∫ t

0

K(t, s)f(s, y(s))ds

∥∥∥∥p
α

6 rα,qt
−αp
∫ t

0

‖y(s)‖pds,

ãäå p = q/(q − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (1 − H,α∗), q ∈
∈ (1,min( 1

H , 1
2α)), t ∈ R+, à òàêæå ε, δ > 0 òàêèå, ÷òî λd + ε+ δ < 0.

Îáîçíà÷èì

Ψ(t, s) = K(t, s)f(s, y(s)), s ∈ [0, t],

I2(t) =

∫ t

0

Ψ(t, s)ds.

Èìååì

‖I2(t)‖α =

∥∥∥∥
t∫

0

Ψ(t, s)ds

∥∥∥∥+

t∫
0

‖
∫ t

0 Ψ(t, s)ds−
∫ τ

0 Ψ(τ, s)ds‖
|t− τ|α+1

dτ = I2,1(t)+I2,2(t).
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (6.93) è óñëîâèå Ψ3) , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

I2,1(t) 6 Ce(λd+ε)t

∫ t

0

‖y(s)‖ds. (6.104)

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I2,2(t) 6

t∫
0

∫ t

τ
‖Ψ(t, s)‖ds +

∫ τ
0 ‖Ψ(t, s)−Ψ(τ, s)‖ds
|t− τ|α+1

dτ. (6.105)

Ñ ïîìîùüþ îöåíêè (6.93), óñëîâèÿ Ψ3) è ïðåäëîæåíèÿ 6.5 ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà ∫ t

0

∫ t

τ
‖Ψ(t, s)‖ds
|t− τ|α+1

dτ 6

6Ce(λd+ε)t

t∫
0

∫ t

τ
‖y(s)‖ds
|t− τ|α+1

dτ 6 Ce(λd+ε)t

t∫
0

(t− s)−α|y(s)|ds, (6.106)

t∫
0

∫ τ
0 ‖Ψ(t, s)−Ψ(τ, s)‖ds

|t− τ|α+1
dτ 6

6C

t∫
0

‖y(s)‖
t∫

s

‖K(t, 0)−K(τ, 0)‖
|t− τ|α+1

dτds 6

6C

t∫
0

‖y(s)‖
t∫

s

(t− τ)−αe(λd+ε)τdτds 6 Ct−α
t∫

0

e(λd+ε+δ)s‖y(s)‖ds. (6.107)

Èç ñîîòíîøåíèé (6.104)�(6.107) è íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà âûòåêàåò òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ïðåäëîæåíèå 6.10. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ψ1) , Ψ2) , Ψ4) ,
y(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) =
ξ ∈ P. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ (1−H,α∗), q ∈ (1,min( 1

H , 1
2α)) ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ uα,q : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî
∫∞

0 uα,q(s)ds < ∞ è
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∫ t

0

K(t, s)f(s, y(s))ds

∥∥∥∥p
α

6

∫ t

0

‖y(s)‖puα,q(s)ds,

ãäå p = q/(q − 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6.9.

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Ψ4) è îãðàíè÷åííîñòè ìàòðèöû Êîøè K(t, τ) =
= exp(A(t− τ)) ïîëó÷àåì îöåíêè

t∫
0

∫ t

τ
‖Ψ(t, s)‖ds
|t− τ|α+1

dτ 6 C

t∫
0

(t− s)−αs−θ‖y(s)‖ds,

t∫
0

∫ τ
0 ‖Ψ(t, s)−Ψ(τ, s)‖ds

|t− τ|α+1
dτ 6

6C

t∫
0

‖y(s)‖s−θ
t∫

s

(t− τ)−αe(λd+ε)(τ−s)dτds 6

6C

t∫
0

‖y(s)‖s−θ(t− s)−αds.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

Ïðåäëîæåíèå 6.11. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ψ1) è Ψ3),
y(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) =
= ξ ∈ P. Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ (1−H,α∗) è p > 4/(1−2α) ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ mα,p òàêàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0

(∥∥∥∥∫ t

0

K(t, s)g(s, y(s))dW (s)

∥∥∥∥p
α

)
6mα,pt

−αp
∫ t

0

E0(‖y(s)‖p)ds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ (1 − H,α∗), p > 2,
p−1 + q−1 = 1, t ∈ R+, à òàêæå ε, δ > 0 òàêèå, ÷òî λd + ε+ δ < 0.

Îáîçíà÷èì

R(t, s) = K(t, s)g(s, y(s)), s ∈ [0, t],

I3(t) =

∫ t

0

R(t, s)dW (s).

Ïîëó÷àåì îöåíêó

E0(‖I3(t)‖pα) 6 CE0

(∥∥∥∥
t∫

0

R(t, s)dW (s)

∥∥∥∥p)+
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+ CE0

(( t∫
0

‖
∫ t

0 R(t, s)dW (s)−
∫ τ

0 R(τ, s)dW (s)‖
|t− τ|α+1

dτ

)p)
= I3,1(t)+I3,2(t).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Áóðêõîëüäåðà, óñëîâèå 20), íåðà-
âåíñòâî (6.93) è ïðåäëîæåíèå 6.5, ïîëó÷àåì îöåíêè

I3,1(t) 6 CLptp/2−1ep(λd+ε)t

∫ t

0

E0(‖y(s)‖p)ds 6

6Cep(λd+ε+δ)t

∫ t

0

E0(‖y(s)‖p)ds, (6.108)

I3,2(t)6CE0

(( t∫
0

‖
∫ t

τ
R(t, s)dW (s)‖+ ‖

∫ τ
0 (R(t, s)−R(τ, s))dW (s)‖

|t− τ|α+1
dτ

)p)
,

(6.109)

E0

(( t∫
0

‖
∫ t

τ
R(t, s)dW (s)‖
|t− τ|α+1

dτ

)p)
6

6Ct(α+3/2)(p−1)ep(λd+ε)t

t∫
0

(t− s)−α−1/2E0(|y(s)|p)ds, (6.110)

E0

(( t∫
0

‖
∫ τ

0 (R(t, s)−R(τ, s))dW (s)‖
|t− τ|α+1

dτ

)p)
6

6CE0

(( t∫
0

‖K(t, 0)−K(τ, 0)‖
(t− τ)α+1

∥∥∥∥
τ∫

0

X−1
A (s)g(s, y(s))dW (s)

∥∥∥∥dτ)p)
6

6CE0

(( t∫
0

e(λd+ε)τ(t− τ)−α
∥∥∥∥

τ∫
0

X−1
A (s)g(s, y(s))dW (s)

∥∥∥∥dτ)p)
6

6C

( t∫
0

e−qδτ(t− τ)−αdτ
)p/q

×

×E0

( t∫
0

e(λd+ε+δ)pτ(t− τ)−α
∥∥∥∥

τ∫
0

X−1
A (s)g(s, y(s))dW (s)

∥∥∥∥pdτ)6
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6Ct−α(p−1)

t∫
0

E0(‖y(s)‖p)ds
t∫

s

e(λd+ε+δ)pτ(t− τ)−ατp/2−1dτ6

6Ct−αp
t∫

0

E0(‖y(s)‖p)ds. (6.111)

Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèé (6.108)�(6.111) è íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà âûòå-
êàåò, ÷òî äëÿ âñåõ r > 4/(1− 2α) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0

(∥∥∥∥∫ t

0

K(t, s)g(s, y(s))dW (s)

∥∥∥∥r
α

)
6M11t

−αr
∫ t

0

E0(‖y(s)‖r)ds,

÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåîðåìà 6.15. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Φ) , Ψ1) , Ψ3) , Ψ6).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ

α ∈ (1−H,α∗), p > p∗(α, H) = max{4/(1− 2α), 1/(1−H)}

íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü yξ(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈ P . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.4 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

yξ(t) = K(t, 0)ξ+

t∫
0

K(t, s)f(s, yξ(s))ds +

t∫
0

K(t, s)g(s, yξ(s))dW (s)+

+

t∫
0

K(t, s)b(s, yξ(s))dB
H(s). (6.112)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.112), ïðåäëîæåíèÿ 6.6�6.9, 6.11, çàêëþ÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáûõ α ∈ (1 −H,α∗), p > p∗(α, H) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ
t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖yξ(t)‖pα) 6 Cγpα(t)‖ξ‖p + C

∫ t

0

ρ(s)E0(‖yξ(s)‖pα)ds, (6.113)

ãäå ρ(t) � (F0) -èçìåðèìûé íåîòðèöàòåëüíûé íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

E(ρ(t)) 6 t−1−δ, t > 1, E(ρ(t)) 6 1, t ∈ [0, 1]. (6.114)
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Ïðèìåíÿÿ ê ñîîòíîøåíèþ (6.113) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖yξ(t)‖pα) 6 Cγpα(t)‖ξ‖p exp

( ∞∫
0

Cρ(s)ds

)
. (6.115)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ε1, ε2 > 0. Èç ñîîòíîøåíèé (6.114) è íåðà-
âåíñòâà ×åáûøåâà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé Cε2 òàêîé, ÷òî

P

( ∞∫
0

ρ(s)ds > Cε2

)
6 ε2. (6.116)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.6 è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè γα(t), t ∈ R+, âûòå-
êàåò åå îãðàíè÷åííîñòü. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (6.115), (6.116) âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé r(ε1, ε2) > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ P,
‖ξ‖ 6 r ï. í., âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε1) 6 ε2 äëÿ
ëþáûõ t ∈ R+.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.115), ïðåä-
ëîæåíèå 6.6 è íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ P,
|ξ| 6 1 ï. í., ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε) 6 P

(
Cγpα(t) exp

( ∞∫
0

Cρ(s)ds

)
> ε

)
6

6 P

( ∞∫
0

ρ(s)ds >
1

C
log(C−1εγ−pα (t))

)
6

E
∫∞

0 ρ(s)ds

C−1 log(C−1εγ−pα (t))
→
t→∞

0.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.16. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Φ) , Ψ1) , Ψ3) , Ψ5).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ (1−H,α∗) , p>p∗(α, H) íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(6.94) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -ïðèòÿãèâàþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ε, K > 0. Ïóñòü yξ(t) �
ñèëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.94) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = ξ ∈ P ,
‖ξ‖ 6 K ï. í. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé 6.4, 6.6�6.9, 6.11 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ α ∈ (1 − H,α∗), p > p∗(α, H) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖yξ(t)‖pα) 6 Cγpα(t)‖ξ‖p + Cρ1(t) + C

t∫
0

ρ2(s)E0(‖yξ(s)‖pα)ds, (6.117)
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ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ; ρi(t), i = 1, 2, � (F0) -èçìåðèìûå
íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû òàêèå, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî δ > 0 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

E(ρi(t)) 6 t
−1−δ, t > 1, E(ρi(t)) 6 1, t ∈ [0, 1]. (6.118)

Ïðèìåíÿÿ ê ñîîòíîøåíèþ (6.117) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà�Áåëëìàíà,
ïîëó÷èì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E0(‖yξ(t)‖pα) 6
(
Cγpα(t)Kp + Cρ1(t)

)
exp

( ∞∫
0

Cρ2(s)ds

)
. (6.119)

Èç íåðàâåíñòâ (6.118), (6.119), ïðåäëîæåíèÿ 6.6 è íåðàâåíñòâà ×åáû-
øåâà âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

P (E0(‖yξ(t)‖pα) > ε) 6
E
∫∞

0 ρ2(s)ds

C−1 log(C−1ε(γpα(t)Kp + ρ1(t))−1)
→
t→∞

0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 6.4. Òåîðåìû 6.15 è 6.16 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè
óñëîâèå Ψ3) çàìåíèòü óñëîâèÿìè Ψ2) è Ψ4) . Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëü-
ñòâàõ òåîðåì âìåñòî ïðåäëîæåíèÿ 6.9 íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæå-
íèåì 6.10.

Ïðèìåð 6.8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

dx(t) = (l + (t + 1)−1)x(t)dt + ecty(t) sin y(t)dt + ekty(t)dBH(t),

dy = ky(t)dt + eβtx(t) arctanx(t)dW (t), (6.120)

ãäå l < k < 0, c 6 k, β 6 k, H ∈ (1/2, 1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.15 íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (6.120) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî
âåðîÿòíîñòè ïðè ëþáûõ α ∈ (1−H,α∗) , p > p∗(α, H).

Ïðèìåð 6.9. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = (l − (t + 1)−1)x(t)dt + ectx(t) sinx(t)dW (t) +

+ (eβt arctanx(t) + eγt sinx(t))dBH(t), (6.121)

ãäå l < 0, max{c,β,γ} 6 l, H ∈ (1/2, 1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.16 íóëåâîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.121) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -ïðèòÿãèâàþùèì ïðè ëþáûõ
α ∈ (1−H,α∗) , p > p∗(α, H).
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Ïðèìåð 6.10. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dx(t) = (l+(t+1)−1/2 sinx(t))x(t)dt+ectx(t) sinx(t)dW (t)+eatx(t)dBH(t),
(6.122)

ãäå l < 0, c 6 l, H ∈ (1/2, 1). Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 6.4 íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6.122) ÿâëÿåòñÿ (α, p) -àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðî-
ÿòíîñòè ïðè ëþáûõ α ∈ (1−H,α∗) , p > p∗(α, H).
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ÃËÀÂÀ 7

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÄÐÎÁÍÛÌÈ ÁÐÎÓÍÎÂÑÊÈÌÈ
ÄÂÈÆÅÍÈßÌÈ, ÈÌÅÞÙÈÌÈ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ

ÕÀÐÑÒÀ ÁÎËÜØÅ 1/3

7.1. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ
äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè
áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè4

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F,P) , íà êîòîðîì
îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå äðîáíûå áðîóíîâñêèå äâèæå-

íèÿ B
(1)
t , . . . , B

(d)
t ñ èíäåêñàìè Õàðñòà H1, . . . , Hd ∈ (1/3, 1). Äëÿ (d +

+ 1) -ìåðíîãî äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (B
(0)
t , . . . , B

(d)
t )> , â êîòî-

ðîì B
(0)
t = t, ââåäåì îáîçíà÷åíèå Bt. Ïóñòü H0 = 1 è Hmin � çíà÷åíèå

íàèìåíüøåãî èç èíäåêñîâ Õàðñòà Hi, i = 0, . . . , d. Âûáåðåì è çàôèêñè-
ðóåì íåêîòîðîå H ∈ (1/3, 1/2] òàêîå, ÷òî H < Hmin .

Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñòîõàñòè÷å-
ñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dXt = f(Xt)dBt, t ∈ [0, a], (7.1)

â êîòîðîì f � (n×(d+1)) -ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà
fi : Rn → Rn, i = 0 . . . , d.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt òàêîé, ÷òî (X,X ′) ∈ D2H
B ([0, a],Rn) ï. í.,

áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7.1), åñëè îí ï. í. óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

Xt = X0 +

t∫
0

f(Xs)dBs, t ∈ [0, a], (7.2)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ãóáèíåëëè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (7.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì X0 = x, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ Yt óðàâíåíèÿ (7.1)
ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y0 = x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P(Xt =
= Yt ∀t ∈ [0, a]) = 1 .

4Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ È. Â. Êà÷àíîì â ðàáîòå [288]
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, óñòàíîâëåííîå â [285], äàåò äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1).

Òåîðåìà 7.1. Åñëè f ∈ C2
b (Rn,Rn×(d+1)) , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

óðàâíåíèå (7.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X0 = x , ïðè÷åì X ′ = f(X) , (f(X), (f(X))′) ∈ D2H

B ([0, a],Rn×(d+1)) ï. í.
Åñëè Hi > H∗ > 1/2 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , d, òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
X ∈ CH∗([0, a],Rn) ï. í. è èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(7.1) ÿâëÿåòñÿ ïîòðàåêòîðíûì èíòåãðàëîì ßíãà.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàêîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ g(Xt), ãäå Xt � ðåøåíèå èñ-
õîäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (7.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = x ∈ Rn îáîçíà÷àåì ÷åðåç Xx

t

(â ýòîé ãëàâå àðãóìåíòû ôóíêöèé óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå íèæíèõ èí-
äåêñîâ, íàïðèìåð, âìåñòî X(t) èñïîëüçîâàòü çàïèñü Xt, à òàêæå ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë R è N îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè
R è N ).

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü f ∈ C3
b (Rn,Rn×(d+1)) , g ∈ C3

b (Rn,R) . Òîãäà
äëÿ ëþáûõ s, t ∈ [0, a] è ëþáîãî ðåøåíèÿ Xx

t óðàâíåíèÿ (7.1) ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

g(Xx
t ) = g(Xx

s ) +

t∫
s

Dg(Xx
r )f(Xx

r )dBr, s, t ∈ [0, a], ï. í. (7.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå s, t ∈ [0, a] ,
s 6 t è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [s, t] òî÷êàìè P(N) =
= {s = t0 < t1 < . . . < tN = t} ,

∣∣P(N)
∣∣ = max

i=0,...,N−1
|ti+1− ti| . Áóäåì îáîçíà-

÷àòü X⊗m = X ⊗ . . .⊗X︸ ︷︷ ︸
m

. Âñå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà íèæå äëÿ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí áóäåì ïîíèìàòü âûïîëíåííûìè ïî÷òè íàâåðíîå. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà, èìååì

g(Xt)− g(Xs) =
N−1∑
i=0

(g(Xti+1
)− g(Xti)) =

=
N−1∑
i=0

(
Dg(Xti)Xti,ti+1

+
1

2
D2g(Xti)X

⊗2
ti,ti+1

+
1

6
D3g(Xti + θiXti,ti+1

)X⊗3
ti,ti+1

)
,

(7.4)
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äëÿ íåêîòîðûõ θi ∈ (0, 1) . Çäåñü ñëàãàåìûå âèäà DkgX⊗k ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü â ñìûñëå, óêàçàííîì â çàìå÷àíèè 1.6:

DkgX⊗k =
n∑

i1,...,ik=1

∂kg

∂Xi1 . . . ∂Xik

Xi1 . . . Xik.

Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ñóììå (7.4). Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì (íàïîìíèì, ÷òî 3H > 1 ):

N−1∑
i=0

|ti+1 − ti|3H 6
N−1∑
i=0

∣∣P(N)
∣∣3H−1

(ti+1 − ti) =
∣∣P(N)

∣∣3H−1
(t− s).

Ïîñêîëüêó X ∈ CH([0, a],Rn) è 3H > 1 , òî∣∣∣∣∣
N−1∑
i=0

1

6
D3g(Xti + θiXti,ti+1

)X⊗3
ti,ti+1

∣∣∣∣∣ 6 1

6
‖D3g‖C0

b
|X|3H

N−1∑
i=0

|ti+1 − ti|3H =

=
1

6
‖D3g‖C0

b
|X|3H(t− s)

∣∣∣P(N)
∣∣∣3H−1

= O

(∣∣∣P(N)
∣∣∣3H−1

)
. (7.5)

Èç òåîðåìû 4.10 [199] ñëåäóåò, ÷òî

Xti,ti+1
=

ti+1∫
ti

f(Xr)dBr = f(Xti)Bti,ti+1
+Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+O
(
|ti+1 − ti|3H

)
,

(7.6)
ïðè÷åì êîíñòàíòà â O

(
|ti+1 − ti|3H

)
çàâèñèò òîëüêî îò f , B è X è íå

çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ P(N) . Ïîñêîëüêó |f(Xti)Bti,ti+1
|6‖f‖C0

b
|B|H×|ti+1−

− ti|H , |Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1
| 6 ‖f‖2

C2
b
|B|2H |ti+1 − ti|2H , òî, óìíîæàÿ ñîîò-

íîøåíèå (7.6) òåíçîðíî íà ñåáÿ, ïîëó÷èì

X⊗2
ti,ti+1

= (f(Xti)Bti,ti+1
)⊗2 + (Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

)⊗2 +

+ f(Xti)Bti,ti+1
⊗Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+

+Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1
⊗ f(Xti)Bti,ti+1

+ O
(
|ti+1 − ti|4H

)
=

= (f(Xti)Bti,ti+1
)⊗2 + O

(
|ti+1 − ti|3H

)
. (7.7)

Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

N−1∑
i=0

O
(
|ti+1 − ti|3H

)
6O(1)

N−1∑
i=0

|ti+1 − ti|3H = O
(∣∣P(N)

∣∣3H−1
)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ (7.5)�(7.7) â (7.4) è çàìå÷àÿ, ÷òî

D2g(Xti)(f(Xti)Bti,ti+1
)⊗2 =

(
f(Xti)Bti,ti+1

)>
D2g(Xti)

(
f(Xti)Bti,ti+1

)
=

= (Bti,ti+1
)>
(
f(Xti)

>D2g(Xti)f(Xti)
)
Bti,ti+1

=

=
(
f(Xti)

>D2g(Xti)f(Xti)
)

(Bti,ti+1
)⊗2,

ïîëó÷èì

g(Xt)− g(Xs) =
∑N−1

i=0
Dg(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+

+
N−1∑
i=0

(
Dg(Xti)Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+
1

2
D2g(Xti)(f(Xti)Bti,ti+1

)⊗2

)
+

+ O
(∣∣P(N)

∣∣3H−1
)

=
∑N−1

i=0
Dg(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+

+
N−1∑
i=0

(
Dg(Xti)Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+ f(Xti)
>D2g(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

)
+

+
N−1∑
i=0

f(Xti)
>D2g(Xti)f(Xti)

(
1

2
(Bti,ti+1

)⊗2 − Bti,ti+1

)
+ O

(∣∣P(N)
∣∣3H−1

)
.

(7.8)

Ïîñêîëüêó ïàðà (B,B) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ãåîìåòðè÷åñêèõ
ãðóáûõ òðàåêòîðèé, òî Sym(Bti,ti+1

) = 1
2(Bti,ti+1

)⊗2 è 1
2(Bti,ti+1

)⊗2−Bti,ti+1
=

−Anti(Bti,ti+1
) , ãäå Anti(B) = 1

2

(
B− B>

)
� àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü B .

Çàìåòèì, ÷òî f(X·)
>D2g(X·)f(X·) ñèììåòðè÷íî, â òî âðåìÿ êàê Anti(B)

àíòèñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó f(Xti)
>D2g(Xti)f(Xti)Anti(Bti,ti+1

) = 0 äëÿ
êàæäîãî i = 0, . . . , N − 1 . Ó÷èòûâàÿ ýòî è òî, ÷òî (Dg(X·) · f(X·))

′ =
= D(Dg · f)(X·) · X ′· = f(X·)

>D2g(X·)f(X·) + Dg(X·)Df(X·)f(X·) , èç
ðàâåíñòâà (7.8) ïîëó÷èì

g(Xt)− g(Xs) =
2N−1∑
i=0

(
Dg(Xti)f(Xti)Bti,ti+1

+
(
Dg(X·)f(X·)

)′
ti
Bti,ti+1

)
+

+ O
(∣∣P(N)

∣∣3H−1
)
. (7.9)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (7.9) ïðè |P(N)
∣∣→ 0 , ïîëó÷èì (7.3). �

Çàìå÷àíèå 7.1. Ôîðìóëà (7.3) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Èòî
(ñì. ïàðàãðàô 1.2) äëÿ óðàâíåíèÿ (7.1). Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ñ îäíèì èíäåêñîì Õàðñòà ôîðìóëà (7.3)
óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [285].
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7.2. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè
áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (7.1) ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ñ âîç-
ìóùåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

dX̃t = f̃(X̃t)dBt, t ∈ [0, a], (7.10)

ãäå f̃ = (f̃0, . . . , f̃d), f̃i : Rn → Rn, i = 0, . . . , d � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå
ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé (ñì. òåîðåìó 7.1)

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f, f̃ ∈ C3
b (Rn,Rn×(d+1)) . Ïðè÷åì ôóíêöèþ f

áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé, à f̃ � èçìåíÿþùåéñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè
f â ïðîñòðàíñòâå C3

b (Rn,Rn×(d+1)) .
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë I äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòðåçêîâ âåùåñòâåí-

íîé ïðÿìîé: I = [a, b] ⊂ R äëèíû |I| = b − a . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
ïèñàòü | · |α è | · |α,δ ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî | · |α;[0,a] è | · |α;[0,a],δ.

Ïðèâåäåì ðÿä óòâåðæäåíèé, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåé-
øåì äëÿ ïðîâåäåíèÿ îöåíîê. Ïóñòü Y ∈ Cα([0, a], U1) , I ⊂ [0, a] , ãäå
U1 � êîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Åñëè |Y |α;I,δ 6 M , δ 6 |I| , òî
|Y |α;I 6M

(
1 ∨ 2δ−(1−α)|I|1−α

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [199], ñì. óòâåðæäåíèå 4.24 íà ñ. 77. �

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ïóñòü Xt � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî I ⊂ [0, a] äëèíû |I| 6 1 ï. í. ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|X|H;I 6K

(
CB‖f‖C2

b
∨
(
CB‖f‖C2

b

)1/H
)
, (7.11)

|RX |2H;I 6 K̂

((
CB‖f‖C2

b

)2

∨
(
CB‖f‖C2

b

)1+ 1
H

)
, (7.12)

ãäå CB = CB(|B|H , |B|2H) = |B|H +
√
|B|2H , a êîíñòàíòû K, K̂ çàâèñÿò

ëèøü îò H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (7.11) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì
àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîòû [199, ïðåäë. 8.3]. Äîêàæåì ðàâåí-
ñòâî (7.12). Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.63 äëÿ s, t ∈ I, èìååì

‖RX
s,t| = ‖Xs,t − f(Xs)Bs,t‖ 6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

s

f(Xr)dBr − f(Xs)Bs,t −Df(Xs)f(Xs)Bs,t

∥∥∥∥∥∥+ ‖Df(Xs)f(Xs)Bs,t‖ 6

6C
(
|B|H;I |Rf(X)|2H;I + |Bs,t|2H;I |f(X)′|H;I

)
|t− s|3H +

+ ‖Df‖C0
b
‖f‖C0

b
|B|2H;I |t− s|2H . (7.13)

Ðàññìàòðèâàÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïîäîòðåçêè I äëèíû íå áîëü-
øå δ , èìååì

|RX |2H;δ 6 ‖Df‖C0
b
‖f‖c0b |B|2H;I +

+ C
(
|B|H;δ|Rf(X)|2H;δ + |B|2H;δ|f(X)′|H;δ

)
δH .

Íèæå ñèìâîëàìè ci áóäåì îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå, áûòü ìîæåò,
òîëüêî îò H . Çàìåòèì, ÷òî Rf(X) = f(X)s,t −Df(Xs)X

′
sBs,t = f(X)s,t −

− Df(Xs)Xs,t + Df(Xs)R
X
s,t = 1

2D
2f(Xs + θXs,t)X

⊗2
s,t + Df(Xs)R

X
s,t äëÿ

íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1) . Ïîýòîìó

|Rf(X)|2H;δ 6
1

2
‖D2f‖C0

b
|X|2H;δ + ‖Df‖C0

b
|RX |2H;δ 6

6 ‖f‖C2
b

(
|X|2H;δ + |RX |2H;δ

)
.

Òàêæå ïîñêîëüêó f(X)′ = Df(X)X ′ = Df(X)f(X) , òî, êàê ëåãêî âèäåòü,
(Df(X)f(X))s,t = D(Df · f)(Xs + θ1Xs,t)Xs,t =

(
D2f · f +Df ·Df

)
(Xs +

+ θ1Xs,t)Xs,t , ïîýòîìó |f(X)′|H;δ 6 ‖f‖2
C2

b
|X|H;δ . Çíà÷èò,

|RX |2H;δ 6 c1‖f‖2
C2

b
|B|2H;δ + c1‖f‖C2

b
|B|H;δδ

H
(
|X|2H;δ + |RX |2H;δ

)
+

+ c1‖f‖2
C2

b
|B|H;δδ

H |X|H;δ,

ãäå c1 = 1 ∨ C . Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè δ � òàêèìè,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

c1‖f‖C2
b
|B|HδH 6

1

2
, c1‖f‖C2

b
|B|1/2

2H δ
H
6 1. (7.14)

Ïðè òàêîì âûáîðå áóäåì èìåòü

|RX |2H;δ6c1‖f‖2
C2

b
|B|2H;δ+

1

2

(
|X|2H;δ+|RX |2H;δ

)
+‖f‖C2

b
|B|1/2

2H |X|H;δ. (7.15)
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà 2
√
ab 6 a + b âûâîäèì

|RX |2H;δ 6 2c1‖f‖2
C2

b
|B|2H;δ + |X|2H;δ + 2‖f‖C2

b
|B|1/2

2H |X|H;δ 6

6 c3‖f‖2
C2

b
|B|2H;δ + 2|X|2H;δ, (7.16)

ãäå c3 = 2c2 + 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ 6
(

2c1CB‖f‖C2
b

)−1/H

. Èç

[199, ïðåäë. 8.3] ñëåäóåò, ÷òî ïðè òåõ æå δ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|X|H;δ 6 c0‖f‖C2

b
CB . Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

|RX |2H;δ 6 ‖f‖2
C2

b

(
c3 + 2c2

0

)
C2

B = c4

(
CB‖f‖C2

b

)2

,

ãäå c4 = c3 + 2c2
0 . Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 7.1, ñ ó÷åòîì |I| 6 1 , áóäåì

èìåòü

|RX |2H;I6c4

(
CB‖f‖C2

b

)2 (
1 ∨ 2δH−1

)
6c5

((
CB‖f‖C2

b

)2

∨
(
CB‖f‖C2

b

)1+ 1
H

)
,

ãäå c5 = c4(1 ∨ 21/Hc
(1−H)/H
1 ) çàâèñèò ëèøü îò H. Ïðåäëîæåíèå äîêàçà-

íî. �

Ïðåäëîæåíèå 7.3. Ïóñòü tj = (j · δ) ∧ a , Ij = [tj, tj+1] ⊂ [0, a] ,

j = 0, 1, . . . . Òîãäà |Y |H;δ 6 21−H ∨ba/δc
j=0 |Y |H;Ij .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå s, t ∈ [0, a] òàêèå, ÷òî
0 < |t − s| < δ , s < t . Åñëè s, t ∈ Ij äëÿ íåêîòîðîãî j , òî, î÷åâèäíî,

‖Ys,t‖ 6 |Y |H;Ij |t − s|H 6 |t − s|H
∨ba/δc

j=0 |Y |H;Ij . Èíà÷å s ∈ Ij−1 , t ∈ Ij .
Â òàêîì ñëó÷àå

‖Ys,t‖ 6 ‖Ys,tj‖+ ‖Ytj ,t‖ 6 |Y |H;Ij−1|tj − s|H + |Y |H;Ij |t− tj|H6

6
(
|t− tj|H + |tj − s|H

) ba/δc∨
j=0

|Y |H;Ij 6 21−H |t− s|H
ba/δc∨
j=0

|Y |H;Ij ,

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå áûëî ïðèìåíåíî íåðàâåíñòâî Èåíñåíà äëÿ âî-
ãíóòîé ôóíêöèè φ(t) = tH , t > 0 , H ∈ (0, 1) . Òàê êàê 1 − H > 0 , òî
21−H > 1 è â ëþáîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ

‖Ys,t‖ 6 21−H |t− s|H
ba/δc∨
j=0

|Y |H;Ij

äëÿ |t − s| 6 δ . Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå. �

Â òåõíè÷åñêèõ âûêëàäêàõ áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå
ïðåäëîæåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïóñòü u, ũ ∈ U , v, ṽ ∈ V , u, ũ ∈ U × V ⊗k ,
v, ṽ ∈ V ⊗k � òåíçîðû, U,V, U, V � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ïîëåì R , k ∈ N . Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|uv − ũṽ| 6 |u| |v − ṽ|+ |ṽ| |u− ũ| ,
|uv − ũṽ| 6 |u| |v − ṽ|+ |ṽ| |u− ũ| . �

Äîêàæåì äàëåå íåñêîëüêî ëåìì, íà êîòîðûå áóäóò îïèðàòüñÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèé
îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé (7.1), (7.10). Âñå íåðàâåíñòâà â äàëüíåéøåì ïî-
íèìàþòñÿ âûïîëíåííûìè ï. í.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü Xt è X̃t � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.1) è (7.10)

ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f , f̃ èç êëàññà C3
b (Rn,Rn×(d+1)) ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃ òàêîâà, ÷òî ‖f− f̃‖C2
b
61 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà

I = [u, v] ⊂ [0, a] äëèíû |I| 6 1 è ëþáûõ s, t ∈ I ï. í. èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:∥∥∥∥∫ t

s

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥∥ 6 Cf‖f − f̃‖C2
b
|t− s|H ,

ãäå Cf = Cf(H, ‖f‖C3
b
, |B|H , |B|2H) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.63, ïîëó÷èì îöåíêó∥∥∥∥∫ t

s

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥∥ 6 ∥∥∥f(X̃s)− f̃(X̃s)
∥∥∥ |Bs,t‖+

+
∥∥∥f(X̃s)

′ − f̃(X̃s)
′
∥∥∥ ‖Bs,t‖+

+ C

(
|B|H

∣∣∣Rf(X̃)−f̃(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H |f(X̃)′ − f̃(X̃)′|H;I

)
|t− s|3H . (7.17)

Ñëåäóÿ [199, ëåììà 7.3, òåîðåìà 8.4], óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ
Ãóáèíåëëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

f(X̃·)
′ = Df(X̃·) · X̃ ′· = Df(X̃·) · f̃(X̃·) = (Df · f̃)(X̃·), (7.18)

f̃(X̃·)
′ = Df̃(X̃·) · X̃ ′· = Df̃(X̃·) · f̃(X̃·) = (Df̃ · f̃)(X̃·). (7.19)

Èç ñîîòíîøåíèé (7.18), (7.19) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò îöåíêè∥∥∥f(X̃s)− f̃(X̃s)
∥∥∥ ‖Bs,t‖ 6 ‖f − f̃‖C2

b
|B|H |t− s|H ,∥∥∥f(X̃s)

′ − f̃(X̃s)
′
∥∥∥ ‖Bs,t‖ 6 ‖f − f̃‖C2

b
‖f̃‖C2

b
|B|2H |t− s|H
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äëÿ ëþáûõ s, t ∈ I , |I| 6 1 . Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

‖f̃‖C2
b
6 ‖f‖C2

b
+ 1. Òàêèì îáðàçîì,∥∥∥f(X̃s)− f̃(X̃s)
∥∥∥ ‖Bs,t‖+

∥∥∥f(X̃s)
′ − f̃(X̃s)

′
∥∥∥ ‖Bs,t‖ 6 c0‖f − f̃‖C2

b
|t− s|H ,

(7.20)
ãäå c0 = |B|H + (1 + ‖f‖C3

b
)|B|2H .

Äàëåå îöåíèì ‖f(X̃)′ − f̃(X̃)′‖H;I . Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.18),
(7.19) è ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, áóäåì èìåòü∥∥∥f(X̃·)

′
s,t − f̃(X̃·)

′
s,t

∥∥∥ =
∥∥∥(Df · f̃ −Df̃ · f̃

)
(X̃·)s,t

∥∥∥ 6
6
∥∥D((Df −Df̃) · f̃

)∥∥
C0

b
|X̃|H;I |t− s|H .

Ïîñêîëüêó D
(
(Df − Df̃) · f̃

)
= (D2f − D2f̃) · f̃ + (Df − Df̃) · Df̃ , òî

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
∥∥D((Df − Df̃) · f̃

)∥∥
C0

b
6 2‖f̃‖C2

b
‖f − f̃‖C2

b
6 2(1 +

+ ‖f‖C3
b
)‖f − f̃‖C2

b
. Îòñþäà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 7.2 âûâîäèì íåðàâåíñòâî

|f(X̃)′ − f̃(X̃)′|H;I 6 cf ′‖f − f̃‖C2
b
, (7.21)

ãäå cf ′ = 2(1 + ‖f‖C3
b
)K

(
(1 + ‖f‖C3

b
)CB ∨

(
(1 + ‖f‖C3

b
)CB

)1/H
)
.

Îñòàëîñü îöåíèòü
∣∣∣Rf(X̃)−f̃(X̃)

∣∣∣
2H;I

. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.18),

(7.19) è ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, äëÿ íåêîòîðîãî θ̃ ∈ (0, 1) áó-
äåì èìåòü

R
f(X̃)−f̃(X̃)
s,t = f(X̃·)s,t − f̃(X̃·)s,t −Df(X̃s)X̃

′
sBs,t + Df̃(X̃s)X̃

′
sBs,t =

=
((

f − f̃
)
(X̃·)s,t −D

(
f − f̃

)
(X̃s)X̃s,t

)
+
(
Df(X̃s)−Df̃(X̃s)

)
RX̃

s,t =

=
1

2
D2
(
f − f̃

) (
X̃s,t(θ̃)

)
X̃⊗2

s,t +
(
Df(X̃s)−Df̃(X̃s)

)
RX̃

s,t.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ðàâåíñòâà (7.35) è ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ I èìååò ìåñòî îöåíêà∥∥∥Rf(X̃)−f̃(X̃)

s,t

∥∥∥ 6 (1

2
|X̃|2H;I + |RX̃ |2H;I

)
‖f − f̃‖C2

b
|t− s|2H ,

èç êîòîðîé ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 7.2 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∣∣∣Rf(X̃)−f̃(X̃)
s,t

∣∣∣
2H;I

6 cR‖f − f̃‖C2
b
, (7.22)
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ãäå cR = 1
2K

2
(
K2

B ∨K
2/H
B

)
+ K̂

(
K2

B ∨K
1+ 1

H

B

)
, KB = (1 + ‖f‖C3

b
)CB .

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (7.20)�(7.22) ê ïðàâîé ÷àñòè (7.17), ïîëó÷èì∥∥∥∥∥∥
t∫

s

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥∥∥∥ 6 (c0 + CcR|B|H + Ccf ′|B|2H) ‖f − f̃‖C2
b
|t− s|H ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 7.2. Ïóñòü Xt è X̃t � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.1) è (7.10)

ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f , f̃ èç êëàññà C3
b (Rn,Rn×(d+1)) ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃ òàêîâà, ÷òî ‖f− f̃‖C2
b
61 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé

g, g̃ ∈ C1
b , ëþáîãî îòðåçêà I = [u, v] ⊂ [0, a] äëèíû |I| 6 1 è ëþáîãî s ∈ I

ï.í. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖g(Xs)− g̃(X̃s)‖ 6 ‖g − g̃‖C0
b

+ C0;g‖f − f̃‖C2
b

+ C1;g|Xu − X̃u|+

+ C2;g

(
|B|H

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H |f(X)′ − f(X̃)′|H;I

)
|I|3H ,

ãäå C2;g � êîíñòàíòà, C0;g = C0;g(H, ‖g‖C1
b
, ‖f‖C3

b
, |B|H , |B|2H), C1;g =

= C1;g(H, ‖g‖C1
b
, ‖f‖C3

b
, ‖B‖H , |B|2H) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ñëåäóåò, ÷òî
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖g(Xs)− g̃(X̃s)‖ 6 ‖g(Xs)− g(X̃s)‖+ ‖g(X̃s)− g̃(X̃s)‖ 6
6 ‖Dg‖C0

b
‖Xs − X̃s‖+ ‖g − g̃‖C0

b
6

6 ‖g − g̃‖C0
b

+ ‖g‖C1
b

(
‖Xu − X̃u‖+ ‖Xu,s − X̃u,s‖

)
. (7.23)

Ïîýòîìó îñòàëîñü îöåíèòü ‖Xu,s−X̃u,s‖ . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ
è ïðåäëîæåíèå 1.63, èìååì

‖Xu,s − X̃u,s‖ =

∥∥∥∥∥∥
s∫

u

(
f(Xτ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥∥∥∥ 6M1 + M2,

ãäå M1 =
∥∥∥∫ s

u

(
f(Xτ)− f(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥ , M2 =
∥∥∥∫ s

u

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥ .
Îöåíêó äëÿ âòîðîãî âûðàæåíèÿ äàåò ëåììà 7.1: M26Cf‖f− f̃‖C2

b
|s−u|H .
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Îöåíèì M1 . Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ (7.18), (7.19), è
ïðåäëîæåíèÿ 1.63 ïîëó÷èì

M1 6

∥∥∥f(Xu)− f(X̃u)
∥∥∥ ‖Bu,s‖+

∥∥∥(Df · f)(Xu)− (Df · f̃)(X̃u)
∥∥∥ ‖Bu,s‖+

+ C

(
|B|H;I

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H;I |f(X)′ − f(X̃)′|H;I

)
|s− u|3H .

(7.24)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ââèäó ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïðèìå-
íåííîé ê ôóíêöèÿì f è Df · f , äëÿ ëþáîãî s ∈ I , |I| 6 1 áóäåì èìåòü∥∥∥f(Xu)− f(X̃u)

∥∥∥ ‖Bu,s‖ 6 ‖Df‖C0
b
‖Xu − X̃u‖ · |B|H;I |s− u|H 6

6 ‖f‖C3
b
‖B‖H |Xu − X̃u|, (7.25)∥∥∥Df(Xu)f(Xu)−Df(X̃u)f̃(X̃u)

∥∥∥ ‖Bu,s‖ 6

6

(
‖D(Df · f)‖C0

b
‖Xu − X̃u‖+ ‖Df‖C0

b
‖f − f̃‖C0

b

)
‖Bu,s‖6

6‖f‖2
C3

b
|B|2H‖Xu − X̃u‖+ ‖f‖C3

b
‖f − f̃‖C2

b
|B|2H . (7.26)

Îêîí÷àòåëüíî èç ñîîòíîøåíèé (7.23)�(7.26) è ëåììû 7.1 âûâîäèì

‖g(Xs)− g(X̃s)‖ 6 ‖g − g̃‖C0
b

+ C0;g‖f − f̃‖C2
b

+ C1;g‖Xu − X̃u‖+

+ C2;g

(
|B|H

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H |f(X)′ − f(X̃)′|H;I

)
|I|3H ,

ãäå C2;g = C‖g‖C1
b
, C0;g = ‖g‖C1

b
(‖f‖C3

b
|B|2H + Cf) , C1;g =

= ‖g‖C1
b

(
1+‖f‖C3

b
|B|H+‖f‖2

C3
b
‖B‖2H

)
. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äîêàçû-

âàåò ëåììó. �

Ëåììà 7.3. Ïóñòü Xt è X̃t � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.1) è (7.10)

ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f , f̃ èç êëàññà C3
b (Rn,Rn×(d+1)) ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃ òàêîâà, ÷òî ‖f − f̃‖C2
b
6 1 . Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I =

= [u, v] ⊂ [0, a] äëèíû |I|6 1 ï. í. èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|f(X)′ − f(X̃)′|H;I 6 C1‖Xu − X̃u‖+ C2‖f − f̃‖C2
b

+ C3|X − X̃|H;I ,

ãäå Cj = Cj(H, ‖f‖C3
b
, |B|H , |B|2H) , j = 1, 2, 3, � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ys,t(θ) = Ys + θYs,t , θ ∈
∈ (0, 1) , s, t ∈ I , ϕ = Df ·f . Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ (7.18),
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(7.19), ñëåäóÿ ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, íàéäóòñÿ θ1, θ2, θ ∈ (0, 1)
òàêèå, ÷òî ∥∥∥∥(f(X·)

′ − f(X̃·)
′
)
s,t

∥∥∥∥ 6
6

∥∥∥(Df · f)(X·)s,t − (Df · f)(X̃·)s,t

∥∥∥+
∥∥∥(Df · (f − f̃)

)
(X̃·)s,t

∥∥∥ =

=
∥∥∥Dϕ(Xs,t(θ1))Xs,t −Dϕ(X̃s,t(θ2))X̃s,t

∥∥∥+

+
∥∥∥D(Df · (f − f̃)

)
(X̃s,t(θ))X̃s,t

∥∥∥ 6
6 ‖Dϕ(Xs,t(θ1))‖ · ‖Xs,t − X̃s,t‖+ ‖X̃s,t‖ ·

∥∥∥Dϕ(Xs,t(θ1))−Dϕ(X̃s,t(θ2))
∥∥∥+

+
∥∥∥D2f · (f − f̃) + Df · (Df −Df̃)

∥∥∥
C0

b

‖X̃s,t‖. (7.27)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∥∥∥D2f · (f − f̃) + Df · (Df −Df̃)

∥∥∥
C0

b

62‖f‖C3
b
‖f−f̃‖C2

b
.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå (7.27). Èç ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ñëå-
äóåò ∣∣∣Dϕ(Xs,t(θ1))−Dϕ(X̃s,t(θ2))

∣∣∣ 6
6‖D2ϕ‖C0

b

(
‖Xs−X̃s‖+ ‖θ1−θ2‖ · ‖Xs,t−X̃s,t‖

)
6

6‖f‖2
C3

b

(
‖Xu − X̃u‖+ |X − X̃|H;I |u− s|H + |X − X̃|H;I |t− s|H

)
. (7.28)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (7.27), (7.28), î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

‖X̃s,t‖ 6 |X̃|H;I |t − s|H , ‖f̃‖C2
b
6 1 + ‖f‖C3

b
è ïðåäëîæåíèÿ 7.2 äëÿ

ëþáûõ s, t ∈ I áóäåì èìåòü∥∥∥∥(f(X·)
′ − f(X̃·)

′
)
s,t

∥∥∥∥ 6 (C1‖Xu−X̃u‖+ C2‖f−f̃‖C2
b

+ C3|X−X̃|H;I

)
|t−s|H ,

ãäå C1 = ‖f‖2
C3

b
CX̃ , C2 = 2‖f‖C3

b
CX̃ , C3 =

(
1+2CX̃

)
‖f‖2

C3
b
, CX̃ =

= K

(
(1+‖f‖C3

b
)CB ∨

(
(1+‖f‖C3

b
)CB

)1
H

)
. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëå-

äóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 7.4. Ïóñòü Xt è X̃t � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.1) è (7.10)

ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f , f̃ èç êëàññà C3
b (Rn,Rn×(d+1)) ,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃ òàêîâà, ÷òî ‖f − f̃‖C2
b
6 1 . Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I =

= [u, v] ⊂ [0, a] äëèíû |I|6 1 ï. í. èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

6 C4‖Xu − X̃u‖+ C5‖f − f̃‖C2
b

+ C6|X − X̃|H;I ,

ãäå Cj = Cj(H, ‖f‖C3
b
, |B|H , |B|2H), j = 4, 5, 6, � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

R
f(X)−f(X̃)
s,t =

(
f(X·)− f(X̃·)

)
s,t
−Df(Xs)X

′
sBs,t + Df(X̃s)X̃

′
sBs,t =

=
(
f(X·)− f(X̃·)

)
s,t
−Df(Xs)Xs,t + Df(X̃s)X̃s,t+

+Df(Xs)R
X
s,t −Df(X̃s)R

X̃
s,t. (7.29)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x, x̃) = f(x) − f(x̃) . Îíà äèôôåðåíöèðóåìà ïî
îáåèì ïåðåìåííûì äî 3-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ââèäó ôîðìóëû Òåé-
ëîðà äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1)

g(Xt, X̃t) = g(Xs, X̃s) +

(
Xs,t

∂g(·)
∂x

+ X̃s,t
∂g(·)
∂x̃

)∣∣∣∣
(Xs,X̃s)

+

+
1

2

(
∂2g(·)
∂x2

X⊗2
s,t + 2 · ∂

2g(·)
∂x∂x̃

(Xs,t ⊗ X̃s,t) +
∂g2(·)
∂x̃2

X̃⊗2
s,t

)∣∣∣∣
(Xs,t(θ),X̃s,t(θ))

.

(7.30)

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì

∂ig(x, x̃)

∂xi
= Dif(x),

∂ig(x, x̃)

∂x̃i
= −Dif(x̃), i = 1, 2;

∂2g(x, x̃)

∂x∂x̃
= 0.

(7.31)
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (7.29)�(7.31), ïîëó÷èì

R
f(X)−f(X̃)
s,t =

1

2

(
D2f(Xs,t(θ))X⊗2

s,t −D2f(X̃s,t(θ))X̃⊗2
s,t

)
+

+
(
Df(Xs)R

X
s,t −Df(X̃s)R

X̃
s,t

)
. (7.32)

Äàëåå çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå s, t ∈ I òàêèå, ÷òî |t− s|6 δ äëÿ íåêî-

òîðîãî δ6 |I| è ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ
∣∣∣Rf(X)−f(X̃)

∣∣∣
2H;δ

, îöåíèâàÿ ñëàãàåìûå

â ðàâåíñòâå (7.32). Âûáåðåì îòðåçîê Iδ ⊂ I äëèíû |Iδ| 6 δ , ñîäåðæàùèé
òî÷êè s, t ∈ Iδ .

Øàã 1. Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (7.32). Î÷åâèäíî,∥∥∥D2f(Xs,t(θ))X⊗2
s,t −D2f(X̃s,t(θ))X̃⊗2

s,t

∥∥∥ 6 ‖D2f(Xs,t(θ))‖
∥∥∥X⊗2

s,t − X̃⊗2
s,t

∥∥∥+

+
∥∥∥X̃⊗2

s,t

∥∥∥∥∥∥D2f(Xs,t(θ))−D2f(X̃s,t(θ))
∥∥∥ . (7.33)

Ââèäó ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è íåðàâåíñòâà |I| 6 1∥∥∥D2f(Xs,t(θ))−D2f(X̃s,t(θ))
∥∥∥ 6 ‖D3f‖C0

b

(
‖Xs − X̃s‖+ |θ|‖Xs,t − X̃s,t‖

)
6

6 ‖f‖C3
b

(
‖Xu − X̃u‖+ 2|X − X̃|H;I

)
. (7.34)
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Èç ñâîéñòâ åâêëèäîâîé íîðìû íåòðóäíî âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ∥∥∥X̃⊗2
s,t

∥∥∥ = ‖X̃s,t‖2
6 |X̃s,t|2H;I |t− s|2H , (7.35)∥∥∥X⊗2

s,t − X̃⊗2
s,t

∥∥∥ 6√2
(
|X|2H;I + |X̃|2H;I

)
|X − X̃|H;I |t− s|2H . (7.36)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (7.33)�(7.36) è ïðåäëîæåíèå 7.2, ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíî îöåíêó∥∥∥D2f(Xs,t(θ))X⊗2

s,t −D2f(X̃s,t(θ))X̃⊗2
s,t

∥∥∥ 6
6

(
c1‖Xu−X̃u‖+ c2|X−X̃|H;I

)
|t−s|2H , (7.37)

ãäå c1 = ‖f‖C3
b
C2

X̃
, c2 = 2c1 + ‖f‖C3

b

√
2
(
C2

X + C2
X̃

)
, CX̃ = K

(
CB(1 +

+ ‖f‖C3
b
) ∨
(
CB(1 + ‖f‖C3

b
)
) 1

H

)
, CX = K

(
CB‖f‖C3

b
∨
(
CB‖f‖C3

b

) 1
H

)
.

Øàã 2. Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (7.32). Î÷åâèäíî,∥∥∥Df(Xs)R
X
s,t −Df(X̃s)R

X̃
s,t

∥∥∥ 6 ‖Df(Xs)‖
∥∥∥RX

s,t−RX̃
s,t

∥∥∥+

+
∥∥∥RX̃

s,t

∥∥∥∥∥∥Df(Xs)−Df(X̃s)
∥∥∥ . (7.38)

Ââèäó ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé∥∥∥Df(Xs)−Df(X̃s)
∥∥∥ 6 ‖D2f‖C0

b

∥∥∥Xs − X̃s

∥∥∥ 6
6‖f‖C3

b

(
‖Xu − X̃u‖+ |X − X̃|H;I

)
. (7.39)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü îñòàòêîâ∥∥∥RX
s,t −RX̃

s,t

∥∥∥ =
∥∥∥Xs,t − X̃s,t − (X ′s − X̃ ′s)Bs,t

∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

s

(
f(Xτ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ −

(
f(Xs)− f̃(X̃s)

)
Bs,t

∥∥∥∥∥∥ 6M1 + M2, (7.40)

M1 =

∥∥∥∥∥∥
t∫

s

(
f(Xτ)− f(X̃τ)

)
dBτ −

(
f(Xs)−f(X̃s)

)
Bs,t

∥∥∥∥∥∥ ,
M2 =

∥∥∥∥∥∥
t∫

s

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ −

(
f(X̃s)− f̃(X̃s)

)
Bs,t

∥∥∥∥∥∥ .
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Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.63, îöåíèì M1

M1 6

∥∥∥(Df · f)(Xs)− (Df · f̃)(X̃s)
∥∥∥ ‖Bs,t‖+

+ C

(
|B|H

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;Iδ

+ |B|2H |f(X)′ − f(X̃)′|H;Iδ

)
δH |t− s|2H ,

(7.41)

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò ëèøü îò H . Ïî àíàëîãèè ñ íåðàâåíñòâîì (7.26)
ìîæåì çàïèñàòü ∥∥∥(Df · f)(Xs)− (Df · f̃)(X̃s)

∥∥∥ 6
6‖D(Df · f)‖C0

b
‖Xs − X̃s‖+ ‖Df‖C0

b
‖f − f̃‖C0

b
6

6 ‖f‖2
C3

b

(
‖Xu − X̃u‖+ |X − X̃|H;I

)
+ ‖f‖C3

b
‖f − f̃‖C2

b
. (7.42)

Ñîãëàñíî ëåììå 7.3 íàéäóòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû C1, C2, C3 (çàâèñÿùèå
òîëüêî îò H , ‖f‖C3

b
, |B|H , |B|2H ) òàêèå, ÷òî

|f(X)′ − f(X̃)′|H;I 6 C1‖Xu − X̃u‖+ C2‖f − f̃‖C2
b

+ C3|X − X̃|H;I . (7.43)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî | · |H;Iδ 6 | · |H;I , | · |2H;Iδ 6 | · |2H;I,δ , δ 6 1 , ïîäñòàâëÿÿ (7.42),
(7.43) â (7.41), ïîëó÷èì îöåíêó

M1 6

(
CM1,1‖Xu − X̃u‖+ CM1,2|X − X̃|H;I + CM1,3‖f − f̃‖C2

b
+

+ C|B|HδH
∣∣∣Rf(X)−f(X̃)

∣∣∣
2H;I,δ

)
|t− s|2H , (7.44)

ãäå CM1,1 = |B|2H
(
‖f‖2

C3
b

+ CC1

)
, CM1,2 = |B|2H

(
‖f‖2

C3
b

+ CC3

)
, CM1,3 =

= |B|2H
(
‖f‖C3

b
+ CC2

)
.

Îöåíèì M2 , òàêæå ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.63,

M2 6

∥∥∥(Df · f̃)(X̃s)− (Df̃ · f̃)(X̃s)
∥∥∥ ‖Bs,t‖+

+ C

(
|B|H

∣∣∣Rf(X̃)−f̃(X̃)
∣∣∣
2H;Iδ

+ |B|2H |f(X̃)′ − f̃(X̃)′|H;Iδ

)
|t− s|2H .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (7.20)�(7.22), èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
âûâåñòè íåðàâåíñòâî

M2 6 CM2,3‖f − f̃‖C2
b
|t− s|2H , (7.45)
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ãäå CM2,3 = (1 + ‖f‖C3
b
)|B|2H + CcR|B|H + Ccf ′|B|2H .

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (7.38)�(7.39), (7.44)�(7.45) è ïðåäëîæåíèå 7.2, ïî-
ëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî îöåíêó∥∥∥Df(Xs)R

X
s,t −Df(X̃s)R

X̃
s,t

∥∥∥ 6 (c3‖Xu − X̃u‖+ c4|X − X̃|H;I+

+ c5‖f − f̃‖C2
b

+ c6δ
H
∣∣∣Rf(X)−f(X̃)

∣∣∣
2H;I,δ

)
|t− s|2H , (7.46)

ãäå ci = ci(H, ‖f‖C3
b
, |B|H , |B|2H) = c3,4(CM1,i−2) , i = 3, 4 , c5 =

= c3,4(CM1,3 + CM2,3) , c6 = C‖B‖H , à â ñâîþ î÷åðåäü, c3,4(y) =

= ‖f‖C3
b

(
K̂
(

(CB(1 + ‖f‖C3
b
))2 ∨ (CB(1 + ‖f‖C3

b
))1+ 1

H

)
+ y
))

.

Ïðèìåíÿÿ îöåíêè (7.37), (7.46) ê ðàâåíñòâó (7.32), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ s, t ∈ I òàêèõ, ÷òî |t− s| 6 δ , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥Rf(X)−f(X̃)

s,t

∥∥∥ 6 (c8‖Xu − X̃u‖+ c7|X − X̃|H;I +

+ c5‖f − f̃‖C2
b

+ c6δ
H
∣∣∣Rf(X)−f(X̃)

∣∣∣
2H;I,δ

)
|t− s|2H ,

ãäå c8 = 1
2c1 + c3 , c7 = 1

2c2 + c4 . Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I,δ

6 c8‖Xu − X̃u‖+ c7|X − X̃|H;I + c5‖f − f̃‖C2
b

+

+ c6δ
H
∣∣∣Rf(X)−f(X̃)

∣∣∣
2H;I,δ

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, |I|] . Òåïåðü âûáåðåì è çàôèêñèðóåì δ òàêèì,
÷òîáû

c6δ
H = C|B|HδH 6

1

2
⇐⇒ δ 6 (2C|B|H)−1/H ,

ò. å. ïîëîæèì δ := |I| ∧ (2C|B|H)−1/H . Ïðè òàêîì âûáîðå∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I,δ

6 2c8|Xu − X̃u|+ 2c7|X − X̃|H;I + 2c5‖f − f̃‖C2
b
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïðåäëîæåíèÿ 7.1 è íåðàâåíñòâà |I|61 âûòåêàåò∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

6 2
(

1 ∨ 2(2C‖B‖H)
1−H
H

)
×

×
(
c8‖Xu − X̃u‖+ c7|X − X̃|H;I + c5‖f − f̃‖C2

b

)
,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà. �
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Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì, êàñàþùèìñÿ íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (7.1),
(7.10) íà îòðåçêå [0, a] .

Ïóñòü ξ , ξ̃ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàäàííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω,F,P) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëè-
âàåò ïîòðàåêòîðíóþ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü f, f̃ ∈ C3
b (Rn,Rn×(d+1)) , ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃

òàêîâà, ÷òî ‖f − f̃‖C2
b
6 1 . Òîãäà äëÿ ðåøåíèé Xt , X̃t óðàâíåíèé (7.1),

(7.10) c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X0 = ξ , X̃0 = ξ̃ ñîîòâåòñòâåííî ï. í.
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|X − X̃|H 6 C
(
‖ξ− ξ̃‖+ ‖f − f̃‖C2

b

)
(7.47)

äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû C = C(H, a, ‖f‖C3
b
, |B|H , |B|2H) .

Ïðè÷åì C ìîæåò áûòü âûáðàíà íå çàâèñÿùåé îò a , åñëè a ∈ (0, 1] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê I = [u, v] ⊂
⊂ [0, a] äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíû |I| 6 1 ∧ a (òî÷íîå çíà÷åíèå äëèíû |I|
áóäåò óêàçàíî íèæå) è ïîëó÷èì îöåíêó íà |X − X̃|H;I . Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûå s, t ∈ I , î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Xs,t − X̃s,t‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

f(Xτ)dBτ −
∫ t

s

f̃(X̃τ)dBτ

∥∥∥∥ 6M1 + M2, (7.48)

ãäå M1 =
∥∥∥∫ t

s

(
f(Xτ)− f(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥ , M2 =
∥∥∥∫ t

s

(
f(X̃τ)− f̃(X̃τ)

)
dBτ

∥∥∥ .
Îöåíèì M1 . Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.63 ñëåäóåò, ÷òî

M1 6

∥∥∥f(Xs)− f(X̃s)
∥∥∥ |B|H |t− s|H+

+
∥∥∥(Df · f)(Xs)− (Df · f̃)(X̃s)

∥∥∥ |B|2H |t− s|2H+

+ C

(
|B|H

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H |f(X)′ − f(X̃)′|H;I

)
|t− s|3H .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå c1,2(K1, K2) = K1|B|H + K2|B|2H . Ïðèìåíÿÿ ëåì-

ìó 7.2 ê ôóíêöèÿì f è f̃ , Df ·f è Df ·f̃ , ó÷èòûâàÿ, |I|61 , èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ëåãêî âûâåñòè

|Xs,t − X̃s,t|
|t− s|H

6 c0‖f − f̃‖C2
b

+ c1‖Xu − X̃u‖+

+ C̃

(
|B|H

∣∣∣Rf(X)−f(X̃)
∣∣∣
2H;I

+ |B|2H |f(X)′ − f(X̃)′|H;I

)
|I|2H ,
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ãäå c0 = c1,2(1, ‖f‖C3
b
) , c1 = c1,2(C1;f , C1;Df ·f) , C̃ = c1,2(C2;f , C2;Df ·f) + C .

Ïðè÷åì c1, c2 � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò H , ‖f‖C3
b
,

|B|H , |B|2H , íî íå çàâèñÿùèå îò s, t, I .
Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììû 7.3, 7.4 ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåí-

ñòâà, ñ ó÷åòîì |I| 6 1 ïîëó÷èì

M1

|t− s|H
6 c2‖f − f̃‖C2

b
+ c3‖Xu − X̃u‖+ c4|I|H |X − X̃|H;I ,

ãäå c2 = c0 + C̃ · c1,2(C5, C3) , c3 = c1 + C̃ · c1,2(C4, C1) , c4 =

= C̃ · c1,2(C6, C3) . Ïðè÷åì c3, c4 � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò
H, ‖f‖C3

b
, |B|H , ‖B‖2H , íî íå çàâèñÿùèå îò s, t, I . Èç ëåììû 7.1 ñëåäóåò,

÷òî M2

|t−s|H 6 Cf‖f − f̃‖C2
b
, à ïîñåìó

‖Xs,t − X̃s,t‖
|t− s|H

6 c3‖Xu − X̃u‖+ c4|I|H |X − X̃|H;I + c5‖f − f̃‖C2
b
,

ãäå c5 = c2 +Cf . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ s, t ∈ I ,
s 6= t , à çíà÷èò,

|X − X̃|H;I 6 c3‖Xu − X̃u‖+ c5‖f − f̃‖C2
b

+ c4|I|H |X − X̃|H;I

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî |I| ∈ (0, 1] . Òåïåðü âûáåðåì |I| òàêèì, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü ñîîòíîøåíèå

c4|I|H 6
1

2
⇐⇒ |I| 6 (2c4)

−1/H =: δ0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I = [u, v] ⊂ [0, a] äëèíû
|I| 6 1 ∧ a ∧ δ0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|X − X̃|H;I 6 c‖Xu − X̃u‖+ cf‖f − f̃‖C2
b
, (7.49)

ãäå c = 2c3 , cf = 2c5 . Åñëè 1 ∧ a ∧ δ0 = a , òî I = [0, a] , è íåðàâåíñòâî
(7.49) äîêàçûâàåò òðåáóåìîå. Ïîýòîìó ïóñòü äàëåå a > 1 ∧ δ0 =: δ1 .

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, a] òî÷êàìè tj := (j · δ1) ∧ a , ãäå
j = 0, 1, . . . . Çàìåòèì, ÷òî tN = a ïðè N >

a
δ1
, à òàêæå, ÷òî îòðåçêè Ij =

= [tj, tj+1] èìåþò äëèíû |Ij| 6 δ1 , j = 0, 1, . . . . Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà
(7.49) ñëåäóþò îöåíêè

|X − X̃|H;Ij 6 c‖Xtj − X̃tj‖+ cf‖f − f̃‖C2
b
,

äëÿ j < a
δ1
. Çàìåòèì, ÷òî

‖Xtj − X̃tj‖ 6 ‖Xtj−1 − X̃tj−1‖+ δH1 ‖X − X̃‖H;Ij−1 6

6 (1 + cδH1 )‖Xtj−1 − X̃tj−1‖+ cfδ
H
1 ‖f − f̃‖C2

b
.
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Èç ïîëó÷åííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíîé èíäóêöèåé âûâî-
äèì íåðàâåíñòâî

‖Xtj − X̃tj‖ 6 (1 + cδH1 )j‖X0 − X̃0‖+ cfδ
H
1 ‖f − f̃‖C2

b

j−1∑
k=0

(1 + cδH1 )k =

= (1 + cδH1 )j|ξ− ξ̃|+ cf
c

(
(1 + cδH1 )j − 1

)
‖f − f̃‖C2

b

äëÿ j < a
δ1
. Òàêèì îáðàçîì,

|X − X̃|H;Ij 6 (1 + cδH1 )a/δ1
(
c‖ξ− ξ̃‖+ cf‖f − f̃‖C2

b

)
(7.50)

äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, . . . , b a
δ1
c .

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 7.3, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (7.50) ïîëó÷èì

|X − X̃|H;δ1 6 21−H(1 + cδH1 )a/δ1
(
c‖ξ− ξ̃‖+ cf‖f − f̃‖C2

b

)
.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (1+cδH1 )aδ1 , δ1 = 1∧δ0 . Åñëè δ1 = 1 , òî îíî ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå (1 + c)a . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå δ1 = δ0 , δ0 = (2c4)

−1/H <
< 1 , 2c4 > 1 è

(1 + cδH0 )
a
δ0 =

(
1 +

c

2c4

)(2c4)Ha

6

(
1 +

c

2c4

)2c4a

=

((
1 +

c

2c4

) 2c4
c

)ca

6 eca,

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(x) = (1 + 1
x)x , x > 0 îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì e .

Êðîìå òîãî, (1 + c)a = φ(1
c)

ca 6 eca . Ïîýòîìó (1 + cδH1 )a/δ1 6 eca è

|X − X̃|H;δ1 6 21−Heca
(
c‖ξ− ξ̃‖+ cf‖f − f̃‖C2

b

)
.

Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1 è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó
òðåáóåìîãî âèäà

|X − X̃|H 6 22−He2c3a
(

1 ∨ 2a1−H ∨ 2(2c4)
1−H
H a1−H

)
(c3 ∨ c5)×

×
(
‖ξ− ξ̃‖+ ‖f − f̃‖C2

b

)
. (7.51)

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 7.2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëü-
ñòâå íå èñïîëüçîâàëîñü íèêàêèõ äðóãèõ ñâîéñòâ äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ (Bt)t∈[0,a] , êðîìå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé ïî Ã¼ëü-
äåðó ñ ïîêàçàòåëåì H . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ã¼ëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé B ∈ CH([0, a],Rd+1) .
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Çàìå÷àíèå 7.3. Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
c3, c4, c5 , ôèãóðèðóþùèõ â ðàâåíñòâå (7.51) îò |B|H , |B|2H ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ a , H , ‖f‖C3

b
. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ýòà

çàâèñèìîñòü âûðàæàåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé
Σα,β,γ(u, v) = αu + βv + γ , Π(u, v) = u · v , ∨(u, v) = u ∨ v , ψs(u) = us

(α,β,γ ∈ R , s ∈ R+ � ïàðàìåòðû) âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ u, v ∈ R+ .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü â
ñðåäíåì, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü f, f̃ ∈ C3
b (Rn,Rn×(d+1)) , ïðè÷åì ôóíêöèÿ f̃

òàêîâà, ÷òî ‖f − f̃‖C2
b
6 1 . Òîãäà äëÿ ðåøåíèé Xt , X̃t óðàâíåíèé (7.1),

(7.10) c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X0 = ξ , X̃0 = ξ̃ ñîîòâåòñòâåííî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

E
(
ln |X − X̃|H

)
6 C + ln

(
E(‖ξ− ξ̃‖) + ‖f − f̃‖C2

b

)
,

ãäå C = C(H,H1, . . . , Hd, a, ‖f‖C3
b
) ∈ R � êîíñòàíòà, âîîáùå ãîâîðÿ,

çàâèñÿùàÿ îò H , H1, . . . , Hd , a , ‖f‖C3
b
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëîãàðèôì ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåí-
ñòâà (7.51). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x ∨ y 6 x + y äëÿ x, y > 0 , áóäåì èìåòü

ln |X − X̃|H 6 µ+ 2c3a + ln(c3 + c5) + ln
(

1 + 2a1−H + 2(2c4)
1−H
H a1−H

)
+

+ ln
(
‖ξ− ξ̃‖+ ‖f − f̃‖C2

b

)
,

ãäå µ = (2 − H) ln 2 . Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷à-
ñòåé ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Ââèäó âîãíóòîñòè ëîãàðèôìà è íåðàâåíñòâà
Èåíñåíà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî E(lnη) 6 ln(Eη) äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η . Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûâîäèì íåðàâåíñòâî

E
(
ln |X − X̃|H

)
6 µ+ 2aE(c3) + ln(E(c3) + E(c5)) +

+ ln
(

1 + 2a1−H + a1−H2
1
HE
(
c

1−H
H

4

))
+ ln

(
E(‖ξ− ξ̃‖+ ‖f − f̃‖C2

b
)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî E(c3) < ∞ , E(c5) < ∞ ,

E
(
c

1−H
H

4

)
< ∞ . Îäíàêî ìû óñòàíîâèì äàæå áîëüøåå: äëÿ ëþáîãî r >

> 0 êîíå÷íû ìîìåíòû E(crj) = E(crj(|B|H , |B|2H)) , j = 3, 4, 5 .
Âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 7.3: çàâèñèìîñòü crj = crj(|B|H , |B|2H) , j =

= 3, 4, 5 îò íîðì |B|H , |B|2H âûðàæàåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè êîíå÷íîãî
÷èñëà ôóíêöèé Σα,β,γ(u, v) , Π(u, v) , ∨(u, v) , ψs(u) . Íî î÷åâèäíî, ÷òî
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∨(u, v) = u ∨ v 6 u + v = Σ1,1,0(u, v) äëÿ u, v ∈ R+ . Òàêæå ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ u = u(|B|H , |B|2H) ∈ R+, v = v(|B|H , |B|2H) ∈ R+ ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

E(Σα,β,γ(u, v)) = αE(u) + βE(v) + γ,

E(u ∨ v) 6 E(u) + E(v),

E(Π(u, v)) 6 (E(u2))1/2(E(v2))1/2.

Çíà÷èò, êîíå÷íîñòü óêàçàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îò ôóíêöèé
Σα,β,γ , Π , ∨ áóäåò îáåñïå÷åíà êîíå÷íîñòüþ ìîìåíòîâ èõ àðãóìåíòîâ.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ψs(u) = us .

Åñëè s ∈ (0, 1] , òî èç íåðàâåíñòâà Èåíñåíà ñëåäóåò îöåíêà E(ψs(u))6
ψs(E(u)) = (E(u))s. Åñëè æå s ∈ (1,∞) , òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

E(ψs(Σα,β,γ(u, v))) = E((αu + βv + γ)s) 6 3s−1(αsE(us) + βsE(vs) + γs),

E(ψs(u ∨ v)) 6 E((u + v)s) 6 2s−1(E(us) + E(vs)),

E(ψs(uv)) = E(usvs) 6 (E(u2s))1/2(E(v2s))1/2.

Â òî æå âðåìÿ, êàê ñëåäóåò èç [257, ëåììà 7.4], ëþáîé s -ìîìåíò, s > 1
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ‖B‖H (à çíà÷èò, è ëþáîé s -ìîìåíò, s > 0 ââèäó
íåðàâåíñòâà Èåíñåíà) êîíå÷åí, ò. å. E(ψs(|B|H)) = E(|B|sH) < ∞ , s >
> 0 . Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû |B|2H (ñì. ïðåäë.
1.64): E(ψs(|B|2H)) = E(|B|s2H) <∞ , s > 0 .

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ êîíå÷íîãî
÷èñëà óêàçàííûõ ôóíêöèé ñ íîðìàìè |B|H , |B|2H â êà÷åñòâå àðãóìåí-
òîâ áóäåò èìåòü êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è â ÷àñòíîñòè,
E(crj(|B|H , |B|2H)) < ∞ , j = 3, 4, 5 äëÿ ëþáîãî r > 0 . Òåîðåìà äîêà-
çàíà. �

7.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ êîìïàêòíûõ
çàïèñåé:

∆k[0, t] = {(t1, . . . , tk) ∈ [0, 1]k : 0 6 t1 < . . . < tk 6 t} (7.52)

∫
∆k[0,t]

dB(Ik) =

t∫
0

tk∫
0

. . .

t2∫
0

dB
(i1)
t1 . . . dB

(ik−1)
tk−1 dB

(ik)
tk ,

Ik = (i1, . . . , ik) ∈ Nk
d := {0, . . . , d}k, (7.53)
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D
(i)
f =

n∑
j=1

fji(x)
∂

∂xj
, i ∈ {0, . . . , d} D

(Ik)
f = D

(i1)
f . . . D

(ik)
f , (7.54)

Ptg(x) = Eg(Xx
t ), t > 0. (7.55)

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè â äîêàçàòåëüñòâàõ áóäåì îïóñêàòü âåðõ-
íèé èíäåêñ x â îáîçíà÷åíèè ðåøåíèÿ Xx

t è ïèñàòü Xt.

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü f ∈ CN+2
b (Rn,Rn×(d+1)) , g ∈ CN+3

b (Rn,R) ,
N ∈ N . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî H ∈ (1/3, 1/2] òàêîãî, ÷òî
H < Hmin = min

i=0,...d
Hi ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-

æåíèå:

Ptg(x) = g(x)+
N∑
k=1

∑
Ik∈{0,...,d}k

t|HIk
|·(D(Ik)

f g)(x)E

( ∫
∆k[0,1]

dB(Ik)

)
+O(t(N+1)H),

(7.56)
ïðè t → 0 , ãäå |HIk| = Hi1 + Hi2 + . . . + Hik � ñóììà èíäåêñîâ Õàðñòà
äðîáíûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé B(i1), B(i2), . . . , B(ik) .

Äîêàçàòåëüñòâî. C ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (7.53) ôîðìóëó (7.3) ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ðàçâåðíóòîé ôîðìå:

g(Xx
t ) = g(x) +

d∑
i=0

t∫
0

(D
(i)
f g)(Xx

r )dB(i)
r . (7.57)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7.57) (N+1) ðàç, c ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (7.52)�(7.54)
ïîëó÷èì

g(Xt) = g(x) +
N∑
k=1

∑
Ik∈Nk

d

(D
(Ik)
f g)(x)

∫
∆k[0,t]

dB(Ik) +

+
∑

IN+1∈NN+1
d

t∫
0

tN+1∫
0

. . .

t2∫
0

(D
(IN+1)
f g)(Xt1) dB

(i1)
t1 . . . dB

(iN )
tN dB

(iN+1)
tN+1

. (7.58)

Îáîçíà÷èì ϕIN+1
(x) = (D

(IN+1)
f g)(x) è ïðåîáðàçóåì ïîñëåä-

íåå ñëàãàåìîå â (7.58). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîöåññ B̂
(c)
u =

= (B̂
(0;c)
u , B̂

(1;c)
u , . . . , B̂

(d;c)
u )> , çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà c > 0 , i -ÿ êîì-

ïîíåíòà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì B̂
(i;c)
u = cHiB

(i)
u/c , u ∈ [0, a] .
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Ïî ñâîéñòâó äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðîöåññ B̂
(i;c)
u òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ñ èíäåêñîì Õàðñòà Hi äëÿ ëþáîãî
c > 0 , i = 1, d . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, a]

t∫
0

tN+1∫
0

. . .

t2∫
0

ϕIN+1
(Xt1) dB

(i1)
t1 . . . dB

(iN )
tN dB

(iN+1)
tN+1

=

=

1∫
0

dB
(iN+1)
t·tN+1

tN+1∫
0

dB
(iN )
t·tN . . .

t2∫
0

ϕIN+1
(Xt·t1) dB

(i1)
t·t1 =

L
=

1∫
0

dB̂
(iN+1;t)
t·tN+1

tN+1∫
0

dB̂
(iN ;t)
t·tN . . .

t2∫
0

ϕIN+1
(X̂

(t)
t·t1) dB̂

(i1;t)
t·t1 =

= tHi1
+...+HiN+1

1∫
0

dB
(iN+1)
tN+1

tN+1∫
0

dB
(iN )
tN . . .

t2∫
0

ϕIN+1
(X̂

(t)
t·t1) dB

(i1)
t1 , (7.59)

ãäå çíàê
L
= îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ðàñïðåäåëåíèé, à X̂

(t)
τ � ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ
dX̂(t)

τ = f(X̂(t)
τ )dB̂(t)

τ , τ ∈ [0, a] (7.60)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X̂
(t)
0 = x . Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì∫

∆k[0,t]

dB(Ik) L
= t|HIk

|
∫

∆k[0,1]

dB(Ik), (7.61)

à ïîñåìó èç (7.58)�(7.61) ïîñëå âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó-
÷èì

Ptg(x) = g(x) +
N∑
k=1

∑
Ik∈Nk

d

t|HIk
|(D

(Ik)
f g)(x)E

( ∫
∆k[0,1]

dB(Ik)

)
+ RN+1(t),

(7.62)
ãäå

RN+1(t) =

=
∑

IN+1∈NN+1
d

(
t|HIN+1

|E

1∫
0

tN+1∫
0

. . .

t2∫
0

(D
(IN+1)
f g)(X̂

(t)
t·t1) dB

(i1)
t1 . . . dB

(iN )
tN dB

(iN+1)
tN+1

)
.

(7.63)
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Ïîñêîëüêó |HIN+1
| > (N + 1)H äëÿ ëþáîãî IN+1 , òî ïðè t < 1

|RN+1(t)| 6 (d + 1)N+1t(N+1)H×

× max
IN+1∈NN+1

d

E

(∣∣∣∣
1∫

0

tN+1∫
0

. . .

t2∫
0

(D
(IN+1)
f g)(X̂

(t)
t·t1) dB

(i1)
t1 . . . dB

(iN )
tN dB

(iN+1)
tN+1

∣∣∣∣).
(7.64)

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (7.62)�(7.64), äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìó-
ëû (7.56) îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

E

(∣∣∣∣
1∫

0

tN+1∫
0

. . .

t2∫
0

(D
(IN+1)
f g)(X̂

(t)
t·t1) dB

(i1)
t1 . . . dB

(iN )
tN dB

(iN+1)
tN+1

∣∣∣∣) < +∞ (7.65)

äëÿ ëþáûõ IN+1 = (i1, . . . , iN+1) ∈ NN+1
d .

Ðàññìîòðèì êðàòíûå èíòåãðàëû ÷óòü áîëåå îáùåãî âèäà, íåæåëè
(7.65). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî c ∈ (0, 1] áóäåì îöåíèâàòü
êðàòíûå èíòåãðàëû âèäà

I
(k)
t =

t∫
0

tk−1∫
0

. . .

t1∫
0

ϕ
(
X̂(c)

cr

)
dB(i1)

r . . . dB
(ik−2)
tk−2 dB

(ik−1)
tk−1 , t ∈ [0, 1], (7.66)

â êîòîðûõ ϕ : Rn → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíûìè è
îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ

åäèíîîáðàçèÿ ïîëîæèì I
(0)
t = ϕ

(
X̂

(c)
ct

)
è äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 7.5. Ïóñòü ϕ èìååò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèç-
âîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà |I(k)
s,t −I

(k−1)
s B

(i)
s,t |6Mk|t−s|2H äëÿ ëþáîãî i = 0, d è |I(k)

s,t |6M̃k|t−s|H ,
ãäå Mk, M̃k � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (íå çàâèñÿùèå îò s, t ).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k . Ðàññìîòðèì k = 1 .

Äîêàæåì, ÷òî
(
ϕ
(
X̂

(c)
c ·
))′

= cHi1Dϕ
(
X̂

(c)
c ·
)(
X̂(c)

)′
c · . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

RX̂(c);i1
u,v = X̂

(c)
u,v −

(
X̂(c)

)′
u
B̂

(i1;c)
u,v äëÿ i1 -é êîìïîíåíòû îñòàòêà RX̂(c)

, ò. å.

äëÿ îñòàòêà ïðîöåññà X̂(c) , óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññîì B̂(i1;c) .
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, èìååì

R
ϕ(X̂

(c)
c · );i1

s,t := ϕ
(
X̂

(c)
ct

)
−ϕ

(
X̂(c)

cs

)
− cHi1Dϕ

(
X̂(c)

cs

)(
X̂(c)

)′
cs
B

(i1)
s,t =

= ϕ
(
X̂

(c)
ct

)
−ϕ

(
X̂(c)

cs

)
−Dϕ

(
X̂(c)

cs

)(
X̂(c)

)′
cs
B̂

(i1;c)
cs,ct =

= ϕ
(
X̂

(c)
ct

)
−ϕ

(
X̂(c)

cs

)
−Dϕ

(
X̂(c)

cs

)
X̂

(c)
cs,ct + Dϕ

(
X̂(c)

cs

)
RX̂(c);i1

cs,ct =

=
1

2
D2ϕ

(
X̂(c)

cs + θX̂
(c)
cs,ct

)
X̂

(c)
cs,ct ⊗ X̂

(c)
cs,ct + Dϕ

(
X̂(c)

cs

)
RX̂(c);i1

cs,ct (7.67)

äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1). Èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ 7.1 ñëåäóåò, ÷òî

|RX̂(c);i1|2H 6 |RX̂(c)|2H <∞ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî∣∣∣Rϕ(X̂
(c)
c · );i1

s,t

∣∣∣ 6 1

2
‖D2ϕ‖C0

b
|X̂(c)|2H |ct− cs|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c);i1 |2H |ct− cs|2H =

= c2H

(
1

2
‖D2ϕ‖C0

b
|X̂(c)|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c)|2H

)
|t− s|2H , (7.68)

îòêóäà ñëåäóåò |Rϕ(X̂
(c)
c · );i1

s,t |2H 6 1
2‖D

2ϕ‖C0
b
|X̂(c)|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c)|2H < ∞

(òàê êàê c 6 1 ), ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
Äàëåå ïîñêîëüêó

ϕ
(
X̂(c)

c ·
)′

= cHi1Dϕ
(
X̂(c)

c ·
)(
X̂(c)

)′
c · = cHi1Dϕ

(
X̂(c)

c ·
)
f
(
X̂(c)

c ·
)
,

òî ∣∣∣(ϕ(X̂(c)
c ·
)′)

s,t

∣∣∣= cHi1

∣∣(Dϕ · f)
(
X̂

(c)
ct

)
− (Dϕ · f)

(
X̂(c)

cs

)∣∣ =

= cHi1

∣∣∣D(Dϕ · f)
(
X̂(c)

cs + θX̂
(c)
cs,ct

)∣∣∣ · ∣∣X̂(c)
cs,ct

∣∣ =

= cHi1

∣∣∣(D2ϕ · f)
(
X̂(c)

cs + θX̂
(c)
cs,ct

)
+ (Dϕ ·Df)

(
X̂(c)

cs + θX̂
(c)
cs,ct

)∣∣∣ · ∣∣X̂(c)
cs,ct

∣∣6
6 cHi1

(
‖D2ϕ‖C0

b
‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b

)
|X̂(c)|H |ct− cs|H =

= cHi1
+H
(
‖D2ϕ‖C0

b
‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b

)
|X̂(c)|H |t− s|H . (7.69)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∣∣ϕ(X̂(c)
c ·
)′∣∣

H
6

(
‖D2ϕ‖C0

b
‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b

)
|X̂(c)|H <∞.
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Òàêèì îáðàçîì, ââèäó íåðàâåíñòâà
∣∣|a| − |b|∣∣ 6 |a − b| è ïðåäëîæå-

íèÿ 1.63 èìååì∣∣∣∣∣∣
t∫

s

ϕ
(
X̂(c)

cr

)
dB(i1)

r −ϕ
(
X̂(c)

cs

)
B

(i1)
s,t

∣∣∣∣∣∣ 6 cHi1‖Dϕ‖C0
b
‖f‖C0

b
|B(i1)|2H |t− s|2H+

+ C
(
|B(i1)|H

∣∣Rϕ(X̂
(c)
c · )|i1

∣∣
2H

+ |B(i1)|2H
∣∣ϕ(X̂(c)

c ·
)′∣∣

H

)
|t− s|3H 6

6 ‖Dϕ‖C0
b
‖f‖C0

b
|B|2H |t− s|2H +

+ C

((
1

2
‖D2ϕ‖C0

b
|X̂(c)|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c)|2H

)
|B|H +

+
(
‖D2ϕ‖C0

b
‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b

)
|X̂(c)|H |B|2H

)
|t− s|2H 6

6M1|t− s|2H , (7.70)

ãäå M1 =
(
C(‖D2ϕ‖C0

b
‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b
)|X̂(c)|H +

+ ‖Dϕ‖C0
b
‖f‖C0

b

)
|B|2H + C

(
1
2‖D

2ϕ‖C0
b
|X̂(c)|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c)|2H

)
|B|H .

Èòàê, ïîëó÷èëè |I(1)
s,t − I

(0)
s B

(i1)
s,t |6M1|t−s|2H , êàê è óòâåðæäàëîñü. Èç

äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

|I(1)
s,t | 6 |I(0)

s ||B
(i1)
s,t |+ M1|t− s|2H 6

6
∣∣ϕ(X̂(c)

cs

)∣∣|B(i1)|H |t− s|H + M1|t− s|H6
6 (‖ϕ‖C0

b
|B|H + M1)|t− s|H =: M̃1|t− s|H . (7.71)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîâåäåííûå âûøå âûêëàäêè (7.67)�(7.71) íå çàâèñÿò
îò çíà÷åíèÿ i1 , ò. å. ñïðàâåäëèâû è äàþò îäíè è òå æå îöåíêè äëÿ ëþáîãî
i1 = 0, d .

Ðàññìîòðèì òåïåðü k = 2 . Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå âûøå, ïðåäëîæå-

íèå 1.63 è ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå I
(k)
t =

∫ t

0 I
(k−1)
r dB

(ik)
r , ïîëó÷èì∣∣∣I(2)

s,t − I(1)
s B

(i2)
s,t

∣∣∣ 6 ∣∣∣(I(1))′sB
(i2)
s,t

∣∣∣+
+ C

(
|B(i2)|H · |(I(1))s,t − (I(1))′sB

(i2)
s,t |2H + |B(i2)|2H · ‖(I(1))′‖H

)
|t− s|3H =

= |I(0)
s B

(i2)
s,t |+ C

(
|B(i2)|H |I(1)

s,t − I(0)
s B

(i2)
s,t |2H + |B(i2)|2H |I(0)|H

)
|t− s|3H 6

6 ‖ϕ‖C0
b
|B|2H |t− s|2H + C

(
M1|B|H + |B|2HcHi1‖Dϕ‖C0

b
‖X̂(c)‖H

)
|t− s|2H6

6M2|t− s|2H . (7.72)
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Çäåñü M2 = (‖ϕ‖C0
b

+ C‖Dϕ‖C0
b
|X̂(c)|H)|B|2H + CM1|B|H , à îöåíêà äëÿ

|I(0)|H áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

I
(0)
s,t = ϕ

(
X̂

(c)
ct

)
−ϕ
(
X̂(c)

cs

)
= Dϕ

(
X̂(c)

cs +θ
(
X̂

(c)
ct −X̂(c)

cs

))(
X̂

(c)
ct −X̂(c)

cs

)
. (7.73)

Òàê, ìû ïîëó÷èëè |I(2)
s,t − I

(1)
s B

(i2)
s,t | 6M2|t − s|2H . Êàê è â ñëó÷àå k = 1 ,

îòñþäà âûâîäèì, ÷òî |I(2)
s,t |6(M̃1|B|H +M2)|t−s|H = M̃2|t−s|H , ïîñêîëüêó

|I(2)
s,t − I(1)

s B
(i2)
s,t | > |I

(2)
s,t | − |I(1)

s | · |Bs,t| >
> |I(2)

s,t | − ‖I(1)‖C0
b
|B|H |t− s|H > |I(2)

s,t | − |I(1)|H |B|H |t− s|H . (7.74)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîâåäåííûå âûøå âûêëàäêè (7.72)�(7.74) íå çàâèñÿò
îò çíà÷åíèÿ i2. Ïîýòîìó îíè ñïðàâåäëèâû è äàþò îäíè è òå æå îöåíêè
äëÿ ëþáîãî i2 = 0, d .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ k , è äîêàæåì åãî äëÿ k + 1 . Èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.63 ñëåäóåò

|I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t − I(k−1)

s B(ik+1)
s,t | 6

6C
(
|B(ik+1)|H · |I(k)

s,t − I(k−1)
s B

(ik+1)
s,t |2H + |B(ik+1)|2H · |I(k−1)|H

)
|t− s|3H6

6C(Mk|B|H + M̃k−1|B|2H)|t− s|2H . (7.75)

Â òî æå âðåìÿ

|I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t − I(k−1)

s B(ik+1)
s,t | > |I(k+1)

s,t − I(k)
s B

(ik+1)
s,t | − |I(k−1)

s | · |B(ik+1)
s,t | >

> |I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t | − ‖I(k−1)‖C0

b
|B(ik+1)|2H |t− s|2H>

> |I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t | − M̃k−1|B|2H |t− s|2H . (7.76)

Òàêèì îáðàçîì,

|I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t | 6Mk+1|t− s|2H , (7.77)

ãäå Mk+1 = (C + 1)|B|2HM̃k−1 + C|B|HMk . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

Mk+1|t− s|H >Mk+1|t− s|2H > |I(k+1)
s,t − I(k)

s B
(ik+1)
s,t | >

> |I(k+1)
s,t | − |I(k)

s | · |B
(ik+1)
s,t | > |I(k+1)

s,t | − ‖I(k)‖C0
b
|B(ik+1)|H |t− s|H >

> |I(k+1)
s,t | − M̃k|B|H |t− s|H . (7.78)
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Îòñþäà

|I(k+1)
s,t | 6 (Mk+1 + M̃k|B|H)|t− s|H =: M̃k+1|t− s|H , (7.79)

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü. Ïðè÷åì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîâåäåííûå
âûøå âûêëàäêè (7.75)�(7.79) íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ik+1. Ïîýòîìó îíè
ñïðàâåäëèâû è äàþò îäíè è òå æå îöåíêè äëÿ ëþáîãî ik+1 = 0, d . Ëåììà
äîêàçàíà. �

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

(I(k))′ = I(k−1), RI(k)

s,t = (I(k))s,t − (I(k))′sB
(i)
s,t = I

(k)
s,t − I(k−1)

s B
(i)
s,t ,

|RI(k)

s,t |2H 6Mk, |I(k)|H 6 M̃k,

à òàêæå ‖I(k)‖C0
b
6 M̃k , ïîñêîëüêó maxt∈[0,1] |I

(k)
t | = maxt∈[0,1] |I

(k)
0,t | .

Ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Mk+1 = (C + 1)|B|2HM̃k−1 + C|B|HMk, M̃k+1 = Mk+1 + M̃k|B|H (7.80)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

M1 =
(
C(‖D2ϕ‖∞‖f‖C0

b
+ ‖Dϕ‖C0

b
‖Df‖C0

b
)|X̂(c)|H + ‖Dϕ‖C0

b
‖f‖∞

)
×

×|B|2H + C

(
1

2
‖D2ϕ‖C0

b
|X̂(c)|2H + ‖Dϕ‖C0

b
|RX̂(c)|2H

)
|B|H , (7.81)

M̃1 = ‖ϕ‖C0
b
|B|H + M1, (7.82)

M2 = (‖ϕ‖C0
b

+ C‖Dϕ‖C0
b
|X̂(c)|H)|B|2H + CM1|B|H , (7.83)

M̃2 = M̃1|B|H + M2 (7.84)

ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü êîíñòàíòû Mk, M̃k . Î÷åâèäíàÿ

èíäóêöèÿ ïî k ïîêàçûâàåò, ÷òî Mk = Mk(|B|H , |B|2H , |X̂(c)|H , |RX̂(c)|2H) ,

M̃k = M̃k(|B|H , |B|2H , |X̂(c)|H , |RX̂(c)|2H) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ ïîñòî-
ÿííûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì |B|H è |B|2H âõîäÿò

â îäíî÷ëåíû â ñòåïåíè íå âûøå k , |X̂(c)|H � â ñòåïåíè íå âûøå 2 , à

|RX̂(c)|2H � â ñòåïåíè íå âûøå 1 . Ïóñòü γ̃k � ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöè-

åíò ìíîãî÷ëåíà M̃k(|B|H , |B|2H , |X̂(c)|H , |RX̂(c)|2H) è ïóñòü

E
(
|B|i1H |B|

i2
2H |X̂

(c)|j1H |R
X̂(c)|j22H

)
= max

i,i′=0,k,
j=0,1,2,
j′=0,1

E
(
|B|iH |B|i

′

2H |X̂(c)|jH |R
X̂(c)|j

′

2H

)
.

(7.85)
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Òîãäà, âçÿâ ñóïðåìóì è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé íåðà-

âåíñòâà |I(k)
s,t | 6 M̃k|t− s|H , ïîëó÷èì

sup
06s<t61

E
(
|I(k)

s,t |
)
6E
(
M̃k

)
6 2k2 · γ̃k ·E

(
|B|i1H |B|

i2
2H |X̂

(c)|j1H |R
X̂(c)|j22H

)
. (7.86)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

E
(
|B|i1H |B|

i2
2H |X̂

(c)|j1H |R
X̂(c)|j22H

)
6

6

(
E
(
|B|2i1H |B|

2i2
2H

)
· E
(
|X̂(c)|2j1H |R

X̂(c)|2j22H

))1/2

6

6

(
E(|B|4i1H ) · E(|B|4i22H) · E(|X̂(c)|4j1H ) · E(|RX̂(c)|4j22H)

)1/4

. (7.87)

Òàêèì îáðàçîì,

E

(
sup

06s<t61

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

tk−1∫
0

. . .

t1∫
0

ϕ
(
X̂(c)

cr

)
dB(i1)

r . . . dB
(ik−2)
tk−2 dB

(ik−1)
tk−1

∣∣∣∣∣∣
)
6

6 2k2 · γ̃k ·
(
E(|B|4i1H ) · E(|B|4i22H) · E(|X̂(c)|4j1H ) · E(|RX̂(c)|4j22H)

)1/4

. (7.88)

Ñîãëàñíî [257, ëåììà 7.4] ëþáîé ìîìåíò ïîðÿäêà p > 1 ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû |B|H êîíå÷åí; â ÷àñòíîñòè, E(|B|4i1H ) < ∞ . Òî æå âåðíî è äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû |B|2H ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.64, ò. å., â ÷àñòíîñòè,
E(|B|4i22H) <∞ . Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëü-
íûå êîíñòàíòû c1 , c2 òàêèå, ÷òî

|X̂(c)|H 6 c1

(
|B̂(c)|H + |B̂(c)|1/2

2H + |B̂(c)|1/HH + |B̂(c)|1/(2H)
2H

)
, (7.89)

|RX̂(c)|2H 6 c2

(
|B̂(c)|2H + |B̂(c)|2H + |B̂(c)|1+ 1

H

H + |B̂(c)|
1
2+ 1

2H

2H

)
. (7.90)

Èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íû ëþáûå ìîìåíòû |B|H ,

|B|2H ïîðÿäêà q ∈ (0, 1) : E(|B(c)|qH) 6
(
E(|B(c)|H)

)q(
E(11/(1−q))

)1−q
<

< ∞ (è àíàëîãè÷íî E(|B(c)|q2H) < ∞ ). Ïîýòîìó èç îöåíîê (7.89) è (7.90)
è íåðàâåíñòâ î ñðåäíèõ ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìîìåíòîâ

E(|X(c)|4j1H ) <∞, E(|RX(c)|4j22H) <∞. (7.91)

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
(7.88) êîíå÷íà. Òåîðåìà 7.5 äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ïîêàçàòåëè Õàðñòà Hi , i = 1, . . . , d,
ðàâíû 1/2 . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
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óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü óðàâíåíèé Èòî è Ñòðàòîíîâè÷à
(ïðåäë. 3.1), äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ Èòî

dXt = f̃0(Xt)dt + f̂(Xt)dWt, (7.92)

ãäå f̂ � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîð-ñòîëáöîâ f1, . . . , fd, Wt �
d -ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,

f̃0(X) = f0(X)− col(ρ1(X), . . . , ρn(X)),

ρj(X) =
1

2

n∑
i=1

n∑
k=1

∂f̂ji(X)

∂xk
f̂ki(X).

Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.92) îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì [120,
òåîðåìà 7.1.2], òî, ïîëàãàÿ N = 2 â ñîîòíîøåíèè (7.56), ïîëó÷èì, ÷òî
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Pt ÿâëÿåòñÿ C0 -ïîëóãðóïïîé ñ ãåíåðàòîðîì

A =
n∑

j=1

f̃0,j(·)
∂

∂xj
+

1

2

d∑
k=1

( n∑
j=1

fk,j(·)
∂

∂xj

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè u(x, t) = Ptg(x) ïîëó÷àåì îáðàòíîå óðàâ-
íåíèå Êîëìîãîðîâà

∂u

∂t
= Au.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòåéøåãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ dXt = dBα
t

ïðè α ∈ (1/3, 1/2) ∪ (1/2, 1) ðåøåíèå Xt = Bα
t íå ÿâëÿåòñÿ ñåìèìàðòèí-

ãàëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì � êëþ÷åâûì
ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà [120, òåîðåìà 8.1.1].

Äàëåå ìû âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîâòîðíûõ èíòåãðà-
ëîâ, âîçíèêàþùèõ â ðàçëîæåíèÿõ äëÿ Ptg(x) â òåîðåìå 7.5, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî Hi >H

∗ > 1/2 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , d.

Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü Im = (i1, . . . , im) ∈ {1, . . . , d}m , m ∈ N .

1. Åñëè m = 2k − 1 , k ∈ N, òî E

( ∫
∆2k−1[0,1]

dB(I2k−1)

)
= 0.
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2. Åñëè m = 2k , k ∈ N, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E

(∫
∆2k[0,1]

dB(I2k)

)
=

=
1

k!22k

∑
σ∈S2k

( k∏
l=1

(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1)−1)(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1))×

×
∫

∆2k[0,1]

k∏
l=1

δiσ(2l),iσ(2l−1)|tσ(2l)−tσ(2l−1)|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2
dt1 . . . dt2k

)
,

ãäå δ � ñèìâîë Êðîíåêåðà; S2k � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâóþ ÷àñòü ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî
ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ: åñëè B(i) �
äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ èíäåêñîì Õàðñòà Hi, òî (−B(i))� òàêæå
äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ òåì æå èíäåêñîì Õàðñòà. Òàêèì îáðàçîì,

E

( ∫
∆2k−1[0,1]

dB(I2k−1)

)
= E

( ∫
∆2k−1[0,1]

d
(
−B(I2k−1)

))
=

= (−1)2k−1E

( ∫
∆2k−1[0,1]

dB(I2k−1)

)
= −E

( ∫
∆2k−1[0,1]

dB(I2k−1)

)
,

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(N) , N ∈ N,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ê B íà äèàäíûõ ðàçáèåíèÿõ P
(N)
dyad =

=
{
t
(N)
k = k

2N , k = 0, 2N
}

îòðåçêà [0, 1] , îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùåé ôîð-

ìóëîé:

B
(N)
t = B

t
(N)
k−1

+2N
(
t− t

(N)
k−1

)(
B

t
(N)
k
−B

t
(N)
k−1

)
, t ∈

[
t
(N)
k−1, t

(N)
k

)
, k = 1, . . . , N.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ââèäó [186, ñëåäñòâèå 20]
ïîëó÷èì

E

( ∫
∆2k[0,1]

dB(I2k)

)
= lim

N→∞
E

( ∫
∆2k[0,1]

(dB(N))(I2k)

)
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè B(N) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ï. í., òî ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ ∫

∆2k[0,1]

(dB(N))(I2k) =
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=

1∫
0

t2k∫
0

. . .

t2∫
0

d
(
B

(N)
t1

)(i1)
. . . d

(
B

(N)
t2k−1

)(i2k−1)
d
(
B

(N)
t2k

)(i2k)
=

=

1∫
0

t2k∫
0

. . .

t2∫
0

d
(
B

(N)
t1

)(i1)

dt1
dt1 . . .

d
(
B

(N)
t2k−1

)(i2k−1)

dt2k−1
dt2k−1

d
(
B

(N)
t2k

)(i2k)

dt2k
dt2k =

=

∫
∆2k[0,1]

d
(
B

(N)
t1

)(i1)

dt1
. . .

d
(
B

(N)
t2k

)(i2k)

dt2k
dt1 . . . dt2k. (7.93)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü äî-
êàçàíî íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
ìîìåíòîâ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ëåììà 7.6 [166]. Äëÿ öåíòðèðîâàííîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà G =
= (G1, . . . , G2k) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(G1 . . . G2k) =
1

k!2k

∑
σ∈S2k

k∏
l=1

E(Gσ(2l)Gσ(2l−1)). �

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.6 ê ðàâåíñòâó (7.93), ïîëó÷èì

E

( ∫
∆2k[0,1]

(dB(N))(I2k)

)
=

=

∫
∆2k[0,1]

E

(
d
(
B

(N)
t1

)(i1)

dt1
. . .

d
(
B

(N)
t2k

)(i2k)

dt2k

)
dt1 . . . dt2k =

=
1

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k∏
l=1

E

(
d
(
B

(N)
tσ(2l)

)(iσ(2l))

dtσ(2l)
·
d
(
B

(N)
tσ(2l−1)

)(iσ(2l−1))

dtσ(2l−1)

)
dt1 . . . dt2k.

(7.94)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé ìíîæèòåëü â ñîîòíîøåíèè (7.94).

Ïóñòü tσ(2l) ∈ [t
(N)
u , t

(N)
u+1) è tσ(2l−1) ∈ [t

(N)
v , t

(N)
v+1) äëÿ íåêîòîðûõ u, v ∈

∈ {0, 1, . . . , 2N − 1} (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì èíîãäà îïóñêàòü
âåðõíèé èíäåêñ (N) ). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå B(N), ìîæåì çàïèñàòü

E

(
d
(
B

(N)
tσ(2l)

)(iσ(2l))

dtσ(2l)
·
d
(
B

(N)
tσ(2l−1)

)(iσ(2l−1))

dtσ(2l−1)

)
=

= 22NE
(
B

(iσ(2l))
tu+1

−B
(iσ(2l))
tu

)(
B

(iσ(2l−1))
tv+1

−B
(iσ(2l−1))
tv

)
.
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, îäíîðîäíîñòü ïðèðàùå-
íèé äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∣∣∣E(B(iσ(2l))

tu+1
−B

(iσ(2l))
tu

)(
B

(iσ(2l−1))
tv+1

−B
(iσ(2l−1))
tv

)∣∣∣ 6
6

√
|tu+1 − tu|2Hiσ(2l) |tv+1 − tv|2Hiσ(2l−1) 6 2−2NH∗. (7.95)

Åñëè |u− v| > 1, òî ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

E
(
B

(iσ(2l))
tu+1

−B
(iσ(2l))
tu

)(
B

(iσ(2l−1))
tv+1

−B
(iσ(2l−1))
tv

)
=

=
1

2
δiσ(2l),iσ(2l−1)(Hiσ(2l) + Hiσ(2l−1) − 1)(Hiσ(2l) + Hiσ(2l−1))×

×
∫∫

[t
(N)
u ,t

(N)
u+1)×[t

(N)
v ,t

(N)
v+1)

|x− y|Hiσ(2l)
+Hiσ(2l−1)−2

dxdy. (7.96)

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

R(N)
u,v = [t(N)

u , t
(N)
u+1)× [t(N)

v , t
(N)
v+1),

f (l)
u,v(t) = 1

R
(N)
u,v

(tσ(2l), tσ(2l−1))E
(
B

(iσ(2l))
tu+1

−B
(iσ(2l))
tu

)(
B

(iσ(2l−1))
tv+1

−B
(iσ(2l−1))
tv

)
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (7.94), ïîëó÷èì

E

( ∫
∆2k[0,1]

(dB(N))(I2k)

)
=

=
22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k∏
l=1

2N−1∑
u,v=0

1
R

(N)
u,v

(tσ(2l), tσ(2l−1))×

×E
(
B

(iσ(2l))
tu+1

−B
(iσ(2l))
tu

)(
B

(iσ(2l−1))
tv+1

−B
(iσ(2l−1))
tv

)
dt1 . . . dt2k =

=
22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k∏
l=1

 2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (l)
u,v(t) +

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (l)
u,v(t)

 dt1 . . . dt2k =

=
22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (l)
u,v(t) dt1 . . . dt2k+
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+
22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k−1∑
α=0

∑
π∈Sk

( α∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (π(l))
u,v (t)

)
×

×
( k∏

l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (π(l))
u,v (t)

)
dt1 . . . dt2k := I

(N)
1 + I

(N)
2 .

Ñåé÷àñ óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþ-
ùåé ëåììû.

Ëåììà 7.7. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü

I
(N)
1 =

22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (l)
u,v(t) dt1 . . . dt2k,

I
(N)
2 =

22Nk

k!2k

∑
σ∈S2k

∫
∆2k[0,1]

k−1∑
α=0

∑
π∈Sk

( α∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (π(l))
u,v (t)

)
×

×
( k∏

l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (π(l))
u,v (t)

)
dt1 . . . dt2k.

Òîãäà lim
N→∞

I
(N)
2 = 0 è

lim
N→∞

I
(N)
1 =

1

k!22k

∑
σ∈S2k

(
k∏

l=1

(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1)−1)(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1))

)
×

×
∫

∆2k[0,1]

k∏
l=1

δiσ(2l),iσ(2l−1)|tσ(2l)−tσ(2l−1)|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2
dt1 . . . dt2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò òî÷êà (t∗u, t
∗
v) ∈

∈ R
(N)
u,v òàêàÿ, ÷òî∫∫

R
(N)
u,v

|x− y|Hiσ(2l)
+Hiσ(2l−1)−2

dxdy = |t∗u − t∗v|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2 ·mes(R(N)
u,v ) =

= 2−2N · |t∗u − t∗v|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2
.
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Êîãäà N ñòðåìèòñÿ ê ∞, ïðÿìîóãîëüíèê R
(N)
u,v ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó

(tσ(2l), tσ(2l−1)), ïîýòîìó

I
(N)
1 =

22Nk

k!22k

∑
σ∈S2k

(
k∏

l=1

(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1)−1)(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1))

)
×

×
∫

∆2k[0,1]

k∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

1
R

(N)
u,v

(tσ(2l), tσ(2l−1))δiσ(2l),iσ(2l−1)×

×
∫∫
R

(N)
u,v

|x− y|Hiσ(2l)
+Hiσ(2l−1)−2

dxdydt1 . . . dt2k =

=
1

k!22k

∑
σ∈S2k

(
k∏

l=1

(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1)−1)(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1))

)
×

×
∫

∆2k[0,1]

k∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

1
R

(N)
u,v

(tσ(2l), tσ(2l−1))δiσ(2l),iσ(2l−1)×

×|t∗u − t∗v|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2
dt1 . . . dt2k −−−→

N→∞

−−−→
N→∞

1

k!22k

∑
σ∈S2k

(
k∏

l=1

(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1)−1)(Hiσ(2l)+Hiσ(2l−1))

)
×

×
∫

∆2k[0,1]

k∏
l=1

δiσ(2l),iσ(2l−1)|tσ(2l)−tσ(2l−1)|
Hiσ(2l)

+Hiσ(2l−1)−2
dt1 . . . dt2k. (7.97)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî I
(N)
2 → 0 ïðè N →∞ . Âûáåðåì ÷èñëî q > 1

òàêîå, ÷òî 2 − 1
q < 2H∗, è ïóñòü p = q

q−1 . Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

Ã¼ëüäåðà, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ I
(N)
2 :

|I(N)
2 | 6

1

k!2k

∑
σ∈S2k

k−1∑
α=0

∑
π∈Sk

22Nk ×

×
∫

∆2k[0,1]

∣∣∣∣∣∣∣∣
( α∏

l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (π(l))
u,v (t)

)( k∏
l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (π(l))
u,v (t)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ dt1 . . . dt2k 6
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6
1

k!2k

∑
σ∈S2k

k−1∑
α=0

∑
π∈Sk

22Nk×

×

 ∫
∆2k[0,1]

∣∣∣∣ α∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (π(l))
u,v (t)

∣∣∣∣pdt1 . . . dt2k


1
p

×

×

 ∫
∆2k[0,1]

∣∣∣∣ k∏
l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (π(l))
u,v (t)

∣∣∣∣qdt1 . . . dt2k


1
q

. (7.98)

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â (7.98) ïîðÿäêà

O(2(2− 1
q−2H∗)N(k−α)) . Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â ñëàãàåìîì (7.98) âîñïîëü-

çóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (7.96), (7.97):

22Nα

 ∫
∆2k[0,1]

∣∣∣∣ α∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

f (π(l))
u,v (t)

∣∣∣∣pdt1 . . . dt2k


1
p

=

= 22Nα · 1

2k

(
α∏
l=1

(Hiσ(2π(l))+Hiσ(2π(l)−1)−1)(Hiσ(2π(l))+Hiσ(2π(l)−1))

)
×

×
( ∫

∆2k[0,1]

∣∣∣∣ α∏
l=1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|>1

1
R

(N)
u,v

(tσ(2π(l)), tσ(2π(l)−1)) · δiσ(2π(l)),iσ(2π(l)−1) ×

×2−2N · |t∗u − t∗v|
Hiσ(2π(l))

+Hiσ(2π(l)−1)−2

∣∣∣∣pdt1 . . . dt2k) 1
p

−−−→
N→∞

−−−→
N→∞

1

2k

(
α∏
l=1

(Hiσ(2π(l))+Hiσ(2π(l)−1)−1)(Hiσ(2π(l))+Hiσ(2π(l)−1))

)
×

×
( ∫

∆2k[0,1]

∣∣∣∣ α∏
l=1

δiσ(2π(l)),iσ(2π(l)−1)×

× |(tσ(2π(l)) − tσ(2π(l)−1)|
Hiσ(2π(l))

+Hiσ(2π(l)−1)−2

∣∣∣∣pdt1 . . . dt2k) 1
p

<∞,
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ïîýòîìó ïåðâûé ìíîæèòåëü îãðàíè÷åí. Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â (7.98)
âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (7.95):

22N(k−α)

 ∫
∆2k[0,1]

∣∣∣∣ k∏
l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

f (π(l))
u,v (t)

∣∣∣∣qdt1 . . . dt2k


1
q

6 2(2−2H∗)N(k−α)×

×

 ∫
∆2k[0,1]

( k∏
l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

1
R

(N)
u,v

(tσ(2π(l)), tσ(2π(l)−1))

)q

dt1 . . . dt2k


1
q

.

Âî âíóòðåííåé ñóììå òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ðàâíî 1, à èìåííî òî, äëÿ

êîòîðîãî (tσ(2π(l)), tσ(2π(l)−1)) ∈ R
(N)
u,u èëè (tσ(2π(l)), tσ(2π(l)−1)) ∈ R

(N)
u,u±1 ;

îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, òîëüêî
åñëè âñå åãî ìíîæèòåëè îòëè÷íû îò íóëÿ, ïîýòîìó

2(2−2H∗)N(k−α)

 ∫
∆2k[0,1]

( k∏
l=α+1

2N−1∑
u,v=0
|u−v|61

1
R

(N)
u,v

(tσ(2π(l)), tσ(2π(l)−1))

)q

dt1 . . . dt2k


1
q

6

6 2(2−2H∗)N(k−α) ×
(
mes

{
(t1, . . . , t2k) ∈ ∆2k[0, 1] :

: |tσ(2π(l)) − tσ(2π(l)−1)| 6 2 · 2−N ∀ l = α+1, k
}) 1

q

6

6 2(2−2H∗)N(k−α) ×
(
mes

{
(t1, . . . , t2k) ∈ [0, 1]2k :

: |tσ(2π(l)) − tσ(2π(l)−1)| 6 2 · 2−N ∀ l = α+1, k
}) 1

q

6

6 2(2−2H∗)N(k−α)

(
1α ·

(
2
√

2 · 2 · 2−N
)k−α) 1

q

=

= 2(2−2H∗)N(k−α) · 2
5(k−α)

2q · 2−
N(k−α)

q = O(2(2− 1
q−2H∗)N(k−α)),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè I
(N)
2 → 0 ïðè N →∞ .

Ëåììà, à âìåñòå ñ íåé è òåîðåìà äîêàçàíû. �
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Çàìå÷àíèå 7.4. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîâòîðíûõ
èíòåãðàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

J(I(m), t) := E

( ∫
∆m[0,t]

dB(Im)

)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ Im = (i1, . . . , im) ∈ Nm
d . Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i1, . . . , ik > 0 , à ij = 0 äëÿ âñåõ j > k.
Òîãäà ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èçìåíåíèåì ïîðÿäêà
èíòåãðèðîâàíèÿ:

J(I(m), t) =

t∫
0

J(Ĩ(k), τ)
(t− τ)m−k−1

(m− k − 1)!
dτ,

ãäå Ĩ(k) = (i1, . . . , ik) è J(Ĩ(k), τ) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, èñïîëüçóÿ ðà-
âåíñòâî (7.61) è òåîðåìó 7.6.

Ïðèìåð 7.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå:

dXt = b(Xt) dt + σ(Xt) dB
H
t ,

â êîòîðîì BH
t � îäíîìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ èíäåêñîì

Õàðñòà H ∈ (1/2, 1) , b, σ : R → R � ôóíêöèè êëàññà C4
b . Îáîçíà÷èì

f(x) = (b(x),σ(x)) , Bt = (t, BH
t ) . Ïóñòü òàêæå çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

X0 = x . Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé (7.56) (îãðàíè÷èìñÿ N = 2 ) äëÿ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 7.6 è çàìå÷àíèå 7.4, ìîæåì âû÷èñëèòü ïîâòîðíûå
èíòåãðàëû:

E

 ∫
∆1[0,1]

dB(0)

 =

1∫
0

dt = 1, E

 ∫
∆1[0,1]

dB(1)

 = E

 1∫
0

dBH
t

 = 0,

E

 ∫
∆2[0,1]

dB(0,0)

 =

1∫
0

dt2

t2∫
0

dt1 =

1∫
0

t2dt2 =
1

2
,

E

 ∫
∆2[0,1]

dB(0,1)

 = E

 ∫
∆2[0,1]

dB(1,0)

 =

1∫
0

E

 t2∫
0

dBH
t1

 dt2 = 0,
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E

 ∫
∆2[0,1]

dB(1,1)

 = E

 1∫
0

dBH
t2

t2∫
0

dBH
t1

 =
1

1!22
· 2 · 2H(2H − 1)×

×
∫

∆2[0,1]

|t2 − t1|2H−2dt1dt2 = H(2H − 1)

1∫
0

dt2

t2∫
0

(t2 − t1)
2H−2dt1 =

= H

1∫
0

t2H−1
2 dt2 =

1

2
.

Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååì îïåðàòîðû D
(0)
f = b(x) ∂

∂x è D
(1)
f =

= σ(x) ∂
∂x . Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

D
(0,0)
f = b(x)Db(x)

∂

∂x
+ b2(x)

∂2

∂x2
, D

(1,1)
f = σ(x)Dσ(x)

∂

∂x
+ σ2(x)

∂2

∂x2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.5 äëÿ Ptg(x) , g ∈ C5
b (R,R) ñïðà-

âåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

Ptg(x) = g(x) + t b(x)Dg(x) +
1

2
t2
(
b(x)Db(x)Dg(x) + b2(x)D2g(x)

)
+

+
1

2
t2H
(
σ(x)Dσ(x)Dg(x) + σ2(x)D2g(x)

)
+ O

(
t3α
)
, α < H.

7.4. Àíàëîã óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè

äâèæåíèÿìè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû fi : Rn → Rn

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè èç êëàññà

Cd+2(Rn,Rn) òàêèìè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî D
(i)
f ◦D

(j)
f = D

(j)
f ◦D

(i)
f

äëÿ ëþáûõ 0 6 i, j 6 d .

Äëÿ êàæäîãî i = 0, d îáîçíà÷èì ÷åðåç (etD
(i)
f )t∈R ⊂ L(Rn) ñåìåé-

ñòâî îïåðàòîðîâ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì etD
(i)
f (x) = Xx

t äëÿ ëþáûõ
t ∈ R , x ∈ Rn , â êîòîðîì Xx

t � ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ

dXt

dt
= fi(Xt)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = x .
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Ïðåäëîæåíèå 7.5. Äëÿ ðåøåíèÿ Xx
t óðàâíåíèÿ (7.1) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì X0 = x ï. í. ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

Xx
t = F (x,Bt), t ∈ [0, a], x ∈ Rn,

â êîòîðîé F (x, y) =
(
ey0D

(0)
f ◦ . . . ◦ eydD

(d)
f

)
(x) , (x, y) ∈ Rn × Rd+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû D
(i)
f êîììóòèðóþò, òî îïå-

ðàòîðû ñåìåéñòâ (etD
(i)
f )t∈R òàêæå êîììóòèðóþò. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ
(
eB

(d)
t D

(d)
f (x)

)
t>0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

dXt = fd(Xt)dB
(d)
t . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî åùå ðàç è ó÷èòûâàÿ êîììó-

òàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ D
(d)
f , D

(d−1)
f , ïîëó÷èì

d
(
eB

(d−1)
t D

(d)−1
f (eB

(d)
t D

(d)
f (x))

)
= fd−1

(
eB

(d−1)
t D

(d−1)
f (eB

(d)
t D

(d)
f (x))

)
dB

(d−1)
t

+fd

(
eB

(d−1)
t D

(d−1)
f (eB

(d)
t D

(d)
f (x))

)
dB

(d)
t .

È òàê äàëåå. Ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Èòî, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ïðîöåññ (F (x,Bt))t>0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7.1) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì X0 = x. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 ìîæåì ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî

Xx
t = F (x,Bt), t ∈ [0, a],

ï. í. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Cd+3(Rn,R) ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

E (g(Xx
t )) =

(
exp

(
tD

(0)
f +

1

2

d∑
i=1

t2Hi(D
(i)
f )2

)
g

)
(x).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ

ϕ(t, x) = E (g(Xx
t ))

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂ϕ

∂t
= D

(0)
f ϕ+

d∑
i=1

Hit
2Hi−1(D

(i)
f )2ϕ (7.99)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ϕ(0, x) = g(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî äëÿ äðîáíîãî áðîóíîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ èç [178], ïîëó÷èì äëÿ i > 0

E
(
g(eB

(i)
t D

(i)
f (x))

)
= g(x) + Hi

t∫
0

s2Hi−1E
(

(D
(i)
f )2g(eB

(i)
s D

(i)
f (x))

)
ds.

Åñëè i = 0 , òî äëÿ B
(0)
t = t áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

g(eB
(0)
t D

(0)
f (x)) = g(x) +

t∫
0

D
(0)
f g(eB

(0)
s D

(0)
f (x))ds.

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèè ui(t, x) =

= E
(
g(eB

(i)
t D

(i)
f (x))

)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

∂ui
∂t

= Hit
2Hi−1(D

(i)
f )2ui, i > 0,

∂u0

∂t
= D

(0)
f u0,

ñëåäîâàòåëüíî,

E
(
g(eB

(i)
t D

(i)
f (x))

)
=

(
exp

(
1

2
t2Hi(D

(i)
f )2

)
g

)
(x), i > 0,

g(eB
(0)
t D

(0)
f (x)) =

(
exp

(
tD

(0)
f

)
g
)

(x).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.5 ï. í. âåðíî ðàâåíñòâî

Xx
t = (eB

(0)
t D

(0)
f ◦ . . . ◦ eB

(d)
t D

(d)
f )(x).

Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ D
(i)
f è D

(j)
f , ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî

E (g(Xx
t )) =

(
exp

(
tD

(0)
f +

1

2

d∑
i=1

t2Hi(D
(i)
f )2

)
g

)
(x),

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè fi ∈ Cd+2(Rn,Rn) àâ-

òîíîìíû, à îïåðàòîðû D
(i)
f è D

(j)
j êîììóòèðóþò, òî ôóíêöèÿ E (g(Xx

t ))

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7.99), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáðàòíîãî
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (ñì. ïàðàãðàô 4.2) íà ñëó÷àé äðîáíîãî áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè Õàðñòà, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷-
íûìè îò 1/2 .
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îäíîìåðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå:

dXt = sinXt dt + 2H−1 sinXt dB
H
t ,

â êîòîðîì BH
t � îäíîìåðíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ èíäåêñîì

Õàðñòà H ∈ (1/3, 1) . Ïóñòü òàêæå çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå X0 = x ∈ R .
Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååì îïåðàòîðû D

(0)
f = sinx ∂

∂x è D
(1)
f =

= 2H−1 sinx ∂
∂x . Ïîñêîëüêó

D
(0)
f ◦D

(1)
f = 2H−1 sinx cosx

∂

∂x
+ 2H−1 sin2 x

∂2

∂x2
= D

(1)
f ◦D

(0)
f ,

òî óêàçàííîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 7.7. Íåïî-

ñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî (D
(1)
f )2 = H−1 sin 2x ∂

∂x +

+ 4H−2 sin2 x ∂2

∂x2 . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.7, ôóíêöèÿ ϕ(t, x) =
= Eg(Xx

t ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂ϕ

∂t
=
(
sinx + t2H−1 sin 2x

) ∂ϕ
∂x

+
4t2H−1

H
sin2 x

∂2ϕ

∂x2

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, x) = g(x) .
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