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Теорема 3. Уравнение (7) является уравнением Пенлеве-типа. Его общее реше-
ние есть рациональная функция постоянных интегрирования.

Рассмотрим уравнение

2𝑣𝑣′′ = 𝑣′2 − 4𝑣2𝑣′ − 𝑣4 + 2𝐹 (𝑡)𝑣2 − 𝛾, (12)

где 𝐹 (𝑡) – произвольная аналитическая функция; 𝛾 – произвольный параметр.
Введением в (12) замены (10), а также дифференцированием полученного уравне-

ния приходим к уравнению

𝑇 𝐼𝑉 = 2𝐹𝑇 ′′ + 𝐹 ′𝑇 ′ − 𝛾𝑇. (13)

Следовательно, общее решение уравнения (12) на основании (10), (13) есть рациональ-
ная функция постоянных интегрирования.

Уравнение (9) совпадает с (12) при 𝐹 (𝑡) = −𝑡, 𝛾 = 0. В случае 𝛾 = 1 уравнение
(12) есть XXVII каноническое уравнение в случае 𝑚 = 2 из списка [1].

Преобразование Беклунда для уравнения (12) в случае 𝐹 (𝑡) = 2(𝑡2 + 𝛼), 𝛾 = −2𝛽
(𝛼 – произвольный параметр) получено в [2].
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Пусть 𝐿 – простой гладкий замкнутый контур, который делит расширенную ком-
плексную плоскость на две области: внутреннюю 𝐷+ и внешнюю 𝐷−. Не ограничи-
вая общности, будем считать, что 𝑧 = 0 ∈ 𝐷+, 𝑧 = ∞ ∈ 𝐷−. Пусть на 𝐿 заданы
функции 𝐺(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐻𝜇(𝐿), причем 𝐺(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ 𝐿. Необходимо найти все функ-
ции Φ±(𝑧), отличные от тождественного нуля, однозначные и аналитические в 𝐷±

соответственно, непрерывные предельные значения которых Φ±(𝑡) ̸= 0 на контуре 𝐿
удовлетворяют краевому условию

[Φ+(𝑡)]𝛼 = 𝐺(𝑡)[Φ−(𝑡)]𝛽 + 𝑔(𝑡), (1)

где 𝛼 ∈ Q+ – произвольное рациональное положительное число, 𝛽 ∈ N – произвольное
натуральное число.

Решения будем искать в классах функций A𝑘,𝑙,𝑟, где 𝑘 – количество нулей в об-
ласти 𝐷+, 𝑙 – количество нулей в области 𝐷−, 𝑟 – количество нулей на контуре 𝐿.
При этом параметры 𝑘, 𝑙, 𝑟 ∈ N0 таковы, что

κ0 = κ − 𝛼𝑘 − 𝛽𝑙 > 0,

где κ = ind𝐿𝐺(𝑡).
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Будем говорить [2, 3], что пара функций Φ+(𝑧), Φ−(𝑧) является решением задачи
(1), если существуют ветви многозначных функций [Φ+(𝑧)]𝛼, [Φ−(𝑧)]𝛽, граничные
значения которых удовлетворяют условию (1).

Предположим, что Φ±(𝑧) ∈ A,, – решение задачи (1). Обозначим через 𝑧+1 , . . . , 𝑧
+
𝑘

нули Φ+(𝑧) в области 𝐷+ и как 𝑧−1 , . . . , 𝑧
−
𝑙1
, 𝑙1 6 𝑙 нули Φ−(𝑧) в области 𝐷−∖{∞},

решение может иметь нуль порядка 𝑙0 = 𝑙− 𝑙1 на бесконечности. Тогда введем новые
функции [2, 3]:

Φ+(𝑧) =
𝑘∏︁

𝑗=1

(𝑧 − 𝑧+𝑗 )Φ+
1 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷+,

Φ−(𝑧) = 𝑧−𝑙0

𝑙1∏︁
𝑖=1

(︂
1 − 𝑧−𝑖

𝑧

)︂
Φ−

1 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷−. (2)

Подставляя (2) в (1), запишем последнее краевое условие в следующей эквивалентной
форме:

[Φ+
1 (𝑡)]𝛼 =

[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝑡− 𝑧−𝑖 )

]︂𝛽[︂ 𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
1 −

𝑧+𝑗
𝑡

)︂]︂−𝛼

𝑡−𝛼𝑘−𝛽𝑙𝐺(𝑡)[Φ−
1 (𝑡)]𝛽 +

+ 𝑔(𝑡)

[︂ 𝑘∏︁
𝑗=1

(1 −
𝑧+𝑗
𝑡

)

]︂−𝛼

𝑡−𝛼𝑘, 𝑡 ∈ 𝐿. (3)

Задача (3) рассматривается в классе A0, 0,.
Введем новые функции [3]:

Φ+
2 (𝑧) =

[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝑧−𝑖 )

]︂−𝛽

[Φ+
1 (𝑧)]𝛼, 𝑧 ∈ 𝐷+,

Φ−
2 (𝑧) =

[︂ 𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
1 −

𝑧+𝑗
𝑧

)︂]︂−𝛼

[Φ−
1 (𝑧)]𝛽, 𝑧 ∈ 𝐷−. (4)

Вводя новые неизвестные функции (4), получим следующую задачу, эквивалент-
ную задаче (3) [3]:

Φ+
2 (𝑡) = 𝑡−κ𝐺(𝑡)𝑡κ0Φ−

2 (𝑡) + 𝑔(𝑡)

[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝑡− 𝑧−𝑖 )

]︂−𝛽[︂ 𝑘∏︁
𝑗=1

(︂
1 −

𝑧+𝑗
𝑡

)︂]︂−𝛼

𝑡−𝛼𝑘, 𝑡 ∈ 𝐿. (5)

В работе [1] получена структура порядков нулей решений краевой задачи (1) на
контуре

𝛼𝑗 = 𝛼𝑘𝑗 + 𝛽𝑙𝑗 +𝑚𝑗, 𝑗 = 2, 𝑟,

при этом в нашем случае 𝛼1 = κ0 −
∑︀𝑟

𝑗=2 𝛼𝑗. Доказана ограниченность числа нулей
решений в случае 𝛼 и 𝛽 рациональных, и неограниченность, когда хотя бы один из
показателей 𝛼, 𝛽 иррационален, но в данной статье автор не проводит исследования
по выяснению условий разрешимости краевой задачи.

В отличие от указанной статьи получены критерии разрешимости модельной нели-
нейной краевой задачи (1) в случае, когда 𝛼 ∈ Q+, 𝛽 ∈ N.
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Пусть 𝛼𝑗 = 𝑎 ∈ N, 𝑗 = 2, 𝑟. Тогда, следуя [1], 𝛼1 + 𝑎(𝑟 − 1) = κ0, 𝛼1 > 0.
Пусть 𝑘 = 0, т.е. рассмотрим вопрос о разрешимости задачи (1) в классе функций

A 0,,. Справедлива следующая
Теорема. Если 𝛼 = 𝑝𝛼/𝑞𝛼 ∈ Q+, 𝛽 ∈ N, то при κ0 > 0 задача (1) разрешима в

классе функций A0,𝑙,𝑟 тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий:
1) НОД (𝛽; 𝑝𝛼) = 1;
2) НОД (𝑎−𝑚𝑗; 𝑝𝛼) = НОД (𝛽; 𝑝𝛼) = 𝑑 ̸= 1, 𝑗 = 2, 𝑟, где 𝑎(𝑟 − 1) < κ0.
В случае разрешимости решение задачи (1) в классе функций A0,𝑙,𝑟 имеет вид

Φ+(𝑧) = [𝑋+(𝑧)]1/𝛼
[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝑧−𝑖 )

]︂𝛽/𝛼
{Ψ+(𝑧) + 𝐶}1/𝛼

𝑟∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑡𝑗)
𝛼𝑗/𝛼, 𝑧 ∈ 𝐷+,

Φ−(𝑧) = 𝑧−𝑙0

𝑙1∏︁
𝑖=1

(︂
1 − 𝑧−𝑖

𝑧

)︂
[𝑋−(𝑧)]1/𝛽{Ψ−(𝑧) + 𝐶}1/𝛽

𝑟∏︁
𝑗=1

(︂
1 − 𝑡𝑗

𝑧

)︂𝛼𝑗/𝛽

, 𝑧 ∈ 𝐷−,

где 𝛼𝑗 = 𝛼𝑘𝑗 + 𝛽𝑙𝑗 +𝑚𝑗 > 0, 𝑘𝑗, 𝑙𝑗, 𝑚𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 2, 𝑟, 𝑡κ𝐺(𝑡) = 𝑋+(𝑡)/𝑋−(𝑡), а

Ψ±(𝑧) =
1

2𝜋𝜄

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏)

(︂[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝜏 − 𝑧−𝑖 )

]︂𝛽
𝑋+(𝜏)

𝑟∏︁
𝑗=1

(︂
𝜏 − 𝑡𝑗

)︂𝛼𝑗
)︂−1

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
, 𝑧 ∈ 𝐷±.

Константа 𝐶 выбирается исходя из условия −𝐶 /∈ Ψ+(𝐷+)
⋃︀

Ψ−(𝐷−).
Также получен критерий разрешимости краевой задачи (1) в случае, когда 𝑘 ̸= 0.
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Пусть 𝐿 – простая гладкая замкнутая конечная положительно ориентированная
кривая в комплексной плоскости. Зададим на этой кривой 𝐻-непрерывную (т.е. удо-
влетворяющую условию Гельдера) функцию 𝑓(𝑡) и 𝐻-непрерывно дифференцируе-


