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При этом свойство 3) функции Эйлера используется для анализа стойкости крипто-
системы RSA против атаки повторного шифрования.

Понятие функции Эйлера можно обобщить и для многочленов над конечным по-
лем следующим образом.

Пусть 𝐹𝑝 – конечное поле, состоящее из 𝑝 элементов, 𝑔(𝑥) – многочлен положи-
тельной степени над полем 𝐹𝑝. Обозначим через 𝜙(𝑔) количество всех ненулевых
многочленов над 𝐹𝑝, которые взаимно просты с многочленом 𝑔(𝑥) и степени кото-
рых меньше степени многочлена 𝑔(𝑥). Если же 𝑔(𝑥) – многочлен нулевой степени над
полем 𝐹𝑝, то будем считать 𝜙(𝑔) = 1. Кроме того, введем следующее обозначение:
𝑔 = 𝑝deg 𝑔, где 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑝[𝑥].

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑝[𝑥], deg(𝑔) > 0, НОД (𝑓, 𝑔) = 1, тогда 𝑓𝜙(𝑔) ≡
≡ 1(mod 𝑔).

Теорема 2. Имеют место следующие утверждения:
1) пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) – ненулевые взаимно простые многочлены над 𝐹𝑝, тогда

𝜙(𝑓, 𝑔) = 𝜙(𝑓)𝜙(𝑔);
2) пусть многочлен 𝑔(𝑥) неприводим над 𝐹𝑝, тогда 𝜙(𝑔) = 𝑔 − 1;
3) пусть многочлен 𝑔(𝑥) неприводим над 𝐹𝑝, 𝑚 ∈ N, тогда 𝜙(𝑔𝑚) = 𝑔𝑚−𝑔𝑚−1 =

= 𝑔𝑚(1 − 1/𝑔);
4) пусть 𝑔(𝑥) =

∏︀𝑘
𝑖=1 𝑔

𝑚𝑖
𝑖 (𝑥) – каноническое разложение многочлена 𝑔(𝑥) на сте-

пени неприводимых над 𝐹𝑝 многочленов 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥), тогда 𝜙(𝑔) = 𝑔
∏︀𝑘

𝑖=1(1 −
− 1/𝑔𝑖), в частности, 𝜙(𝑔) ≡ 0(mod(𝑝− 1)𝑘);

5) пусть 𝑔(𝑥) – ненулевой многочлен над 𝐹𝑝, тогда
∑︀

𝑑|𝑔 𝜙(𝑑) = 𝑔 (суммирование
проводится по всем унитарным делителям 𝑑(𝑥) ∈ 𝐹𝑝[𝑥] многочлена 𝑔(𝑥)).

Полученные результаты показывают преемственность в изучении функции Эйле-
ра в модулярной арифметики и в теории многочленов над конечными полями. Эти
результаты могут быть использованы в учебном процессе по дисциплине «Криптогра-
фические системы с открытым ключом» для студентов высших учебных заведений, а
также курсантов военных специальностей.
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В организации учебного процесса в высших учебных заведениях мерами контроля
результативности обучающихся являются наличие реальных систематических кон-
трольных мероприятий, стимулирующих работу студентов в течение семестра, не
включая зачетов и экзаменов.
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На кафедре высшей математики и математической физики (ВМиМФ) физического
факультета Белгосуниверситета оценка степени усвоения студентами изучаемого ма-
териала базировалась и базируется на регулярном тестировании. Такой метод апроби-
рован в течение 30 лет. За это время составлен сборник тестов, включающий 9 частей
(более 2000 вопросов) [1], и издано учебное пособие [2]. Эти материалы охватыва-
ют все разделы математического анализа, согласно учебным планам. Эффективность
метода была налицо: тестирование проводилось регулярно по всем темам математиче-
ского анализа; каждый студент выполнял индивидуальное задание и получал оценку,
причем были минимизированы затраты времени преподавателя на проверку тестов.

В текущий момент, мы констатируем, что опыт внедрен и расширен в течение
15 лет по всем дисциплинам, которые читает кафедра ВМиМФ с применением элек-
тронных средств на образовательных порталах БГУ. В основу тестовых мероприятий
по аналитической геометрии и линейной алгебре положены установки и принципы,
заложенные преподавателями кафедры в трех частях учебного пособия «Высшая ма-
тематика. Сборник задач», изданных в 2013–2015 гг. [3–5] и учебных пособий [6–8].

Созданный банк тестов имеет две части. I часть по курсу «Аналитическая гео-
метрия», а II часть – «Линейная алгебра». Первая часть представляет собой набор
тренировочных тестов по векторной алгебре, аналитической геометрии на плоскости
и в пространстве, кривым и поверхностям второго порядка для студентов физических,
радиофизических и математических специальностей. Они предназначены для опера-
тивного контроля текущей успеваемости и промежуточной аттестации студентов с
целью проверки их уровня подготовки по данной дисциплине и сформированности у
них фундаментальных навыков.

Целью такого тестирования является подготовка и проверка степени усвоения ма-
териала студентами по данной дисциплине. Студент допускается к сдаче экзамена
лишь в случае положительного результата тестирования. Уровень сложности зада-
ний и их содержание полностью соответствуют требованиям государственного об-
разовательного стандарта по высшей математике для физических специальностей
вузов РБ.

Список вопросов конкретного теста формируется из перечня вопросов из банка
тестов по данной теме. Вопросы выбираются случайным образом из разных разде-
лов, что позволяет создать уникальный тест для каждого студента. Выбор разделов
устанавливается преподавателем. Ввод персональных данных студент производит са-
мостоятельно. Запуск теста осуществляет автоматически в установленное время ад-
министратором компьютерного класса. Количество вопросов в тестовом задании – 20.
Время выполнения теста – 30 минут. В конце тестирования студент получает итоговый
результат в процентах и возможность проверить правильность выполнения заданий.
Для сдачи теста необходимо ответить не менее, чем на половину вопросов, а именно,
набрать не менее 50%.

Таким же образом составлена и вторая часть тестовых заданий по всем темам, ко-
торые в совокупности охватывают все разделы курса «Линейная алгебра», изучаемые
во втором семестре.

База данных тестов, сгруппированных по ключевым темам курса постоянно по-
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Целью данной работы является обоснование для любого 𝑡 ̸= 0 хорошо известного
неравенства

𝑒𝑡 > 1 + 𝑡, (1)

не использующее исследование функций на монотонность и выпуклость методами
дифференциального исчисления.

Очевидно, что (1) справедлива для ∀𝑡 6 −1. Рассмотрим вначале случай 𝑡 = 𝑟 ∈
∈ Q, где 𝑟 ∈ (−1, 0)

⋃︀
(0,+∞).

Во-первых, если 𝑟 ∈ (−1, 0), 𝑟 ∈ Q, то ∃𝑚,𝑛 ∈ N такие, что 𝑟 = −𝑚/(𝑛+ 1), где
𝑚 < 𝑛+ 1. Учитывая далее неравенство 𝑒 < (1 + 1/𝑛)𝑛+1, ∀𝑛 ∈ N, получим

𝑒𝑟 >

(︂
1 +

1

𝑛

)︂−𝑚

=

(︂
1 − 1

𝑛+ 1

)︂𝑚

=
𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
1 − 1

𝑛+ 1

)︂
>

[︂
1 − 1

𝑛+ 1
> 1 − 1

𝑛− 𝑘 + 2
=
𝑛− 𝑘 + 1

𝑛− 𝑘 + 2
> 0, 1 6 𝑘 6 𝑚 < 𝑛+ 1

]︂
>

𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
𝑛− 𝑘 + 1

𝑛− 𝑘 + 2

)︂
=
𝑛−𝑚+ 1

𝑛+ 1
= 1 − 𝑚

𝑛+ 1
= 1 + 𝑟.

Во-вторых, если 𝑟 > 0, 𝑟 ∈ Q, то ∃𝑚,𝑛 ∈ N такие, что 𝑟 = 𝑚/𝑛. Поэтому в силу
неравенства 𝑒 > (1 + 1/𝑛)𝑛, ∀𝑛 ∈ N, имеем

𝑒𝑟 >

(︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑚

=
𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
>

[︂
1 +

1

𝑛
> 1 +

1

𝑛+ 𝑘 − 1
=

𝑛+ 𝑘

𝑛+ 𝑘 − 1
> 0, ∀𝑘 ∈ N

]︂
>

>
𝑚∏︁
𝑘=1

𝑛+ 𝑘

𝑛+ 𝑘 − 1
=
𝑛+𝑚

𝑛
= 1 +

𝑚

𝑛
= 1 + 𝑟.


