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— ядро

интегрального уравнения (1); f(t) = C1cosΩt+C2sinΩt — свободный член интегрального урав-
нения (1); C1, C2 — постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий.

Пусть на внутреннем контуре полярно-ортотропного кольцевого диска поддерживается по-
стоянная температура T1, а на внешнем контуре — T2. Причём T0 < T1 < T2 < Tпл, где Tпл —
температура плавления материала диска. Тогда граничные условия примут вид:

Θ0(0) = T1 − T0,Θ0(ln(R/r0)) = T2 − T0.

Для решения линейного интегрального уравнения (1) применим метод последовательных
приближений [2]:

Θ
(m)
0 (t) = λ

∫ t

0
K(t, τ)Θ

(m−1)
0 (τ)dτ + f(τ),

где индекс m означает номер итерации.
В качестве нулевого приближения примем: Θ

(0)
0 (t) = 0. В связи с наличием иррациональ-

ности в ядре интегрального уравнения вычисления последующих итераций следует проводить
численными методами.

Если f(t) непрерывна в [0, ln (R/r0)], а ядро K(t, τ) непрерывно при 0 ≤ t ≤ ln (R/r0), 0 ≤
τ ≤ t, то последовательность

{
Θ

(m)
0 (t)

}
сходится при m → ∞ к решению Θ0(t) линейного

интегрального уравнения (1):

Θ0(t) = lim
m→∞

Θ
(m)
0 (t).
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ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ МЕТОДОМ ЛИУВИЛЛЯ
В. В. Королевич (Прага, Чехия), Д. Г. Медведев (Минск, Беларусь)

В работе [1] нами были получены обыкновенные дифференциальные уравнения 2-го по-
рядка с переменными коэффициентами для плоской задачи теории упругости, описывающей
равномерно вращающиеся с постоянной угловой скоростью ω0 вокруг нормальной оси полярно-
ортотропные кольцевые диски переменной толщины h(r) при различных граничных условиях.
Их решение сводилось к решению соответствующих линейных интегральных уравнений Воль-
терра 2-го рода для вторых производных искомых функции напряжений и перемещения. Такой
подход приводит к дополнительным операциям по нахождению функции напряжений и пере-
мещения путем интегрирования найденных решений интегральных уравнений Вольтерра 2-го
рода, что аналитически не всегда выполнимо, и приходиться применять численные методы.

В данной работе, применяя метод Лиувилля, решение обыкновенных дифференциальных
уравнений поставленных задач теории упругости сводится к решению соответствующих инте-
гральных уравнений непосредственно для искомых функции напряжений ψ(r) и радиального
перемещения u(r). Эти интегральные уравнения имеют вид:
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– для 1-й основной задачи теории упругости:

ψ(t) = λ1

∫ t

0
K1(t, τ)ψ(τ)dτ + f1(t), (1)

где λ1 = −1

k
— числовой параметр; t = ln( rr0 ) — переменная; r0 — внутренний радиус диска;
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∫ t
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— свободный член интегрального уравнения (1); C1, C2 — постоянные интегрирования, опреде-
ляемые из граничных условий; k = Eθ/Er;Eθ, Er — модули Юнга в тангенциальном и радиаль-
ном направлениях соответственно; νθk — коэффициент Пуассона; ρ — плотность композитного
материала диска.

Радиальное напряжение σr(r) и тангенциальное напряжение σθ(r) выражаются через функ-
цию напряжений ψ(r) по формулам:

σr(r) =
ψ(r)

rh(r)
, σθ(r) =

1
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dψ

dr
+ ρω2

0r
2
0.

Из закона Гука для полярно-ортотропного тела найдем выражение для радиального пере-
мещения u(r) через функцию напряжений ψ(r):
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Граничные условия для 1-й основной задачи теории упругости есть:

σr(r0) = −ρ0, σr(R) = ρ1 = const,

где ρ0 — контактное давление на внутреннем контуре диска; ρ1 — интенсивность распределен-
ной постоянной нагрузки на внешнем контуре диска радиуса R.

– Для 2-й основной задачи теории упругости:
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Eθ
e3t — свободный член интегрального уравнения (2).

Постоянные интегрирования C3, C4 определяются из граничных условий:

u(r0) = U0, u(R) = U1,

где U0, U1 — постоянные смещения на внутреннем и внешнем контурах диска.
Используя закон Гука для полярно-ортотропного тела, получим выражения для компонент

напряжений σr(r), σθ(r) через радиальное перемещение u(r):
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Для решения линейных интегральных уравнений (1) и (2) применим метод последователь-
ных приближений [2]:
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y(i)
m (t) = λi

∫ t

0
Ki(t, τ)y

(i)
m−1(τ)dτ + fi(t), (i = 1, 2),

где y(1)
m (t) = ψm(t), y

(2)
m (t) = um(t), индекс m означает номер итерации.

В качестве нулевого приближения примем: y(i)
0 (t) = 0.

Если fi(t) непрерывны в [0, ln (R/r0)] , а ядраKi(t, τ) непрерывны при 0 ≤ t ≤ ln (R/r0) , 0 ≤
τ ≤ t, то последовательность

{
y

(i)
m (t)

}
сходится при m → ∞ к решениям y(i)(t) интегральных

уравнений (1) и (2):

y(i)(t) = lim
m→∞

y(i)
m (t).
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Целью настоящей работы является обзор методов оптимизации транспортных потоков, а
также систематизация задач оптимизации транспортных систем, обладающих свойствами, по-
добными свойствам Монжа. Рассмотрена модель Монжа–Канторовича, матричная и сетевая
модели [1], описаны свойства матриц Монжа (матриц Супника) [2], а также ппредставлен про-
граммный инструментарий транспортной оптимизации [3-5].

Выделены случаи задач оптимизации транспортных логистических потоков, связанные со
специальными случаями Монж- и анти-Монж-матриц, в частности разрешимые случаи зада-
чи коммивояжера [6, 7]), задачи об оптимальных деревьях (Трубин [8], Гимади [9]), задача об
оптимальных цепях матриц (Агарвал (Aggarwal) [10]). Выявлены также другие легкоразреши-
мые задачи оптимизации транспортных систем, обладающих свойствами, подобными свойствам
Монжа.
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